Matematicka Statistika

Cvi€enie 12 - Neparametrické testy

Neparametrické testovanie, zjednodusene povedané, pracuje s mnozinou dat, ktoré nemusia
byt generované konkrétnym typom rozdelenia (doteraz sme vzdy predpokladali a aj testovali,
¢i skimané data zodpovedaju normélnemu rozdeleniu), a teda ani nie je otdzkou, aka je
hodnota urcujacich parametrov (stredna hodnota, rozptyl).

Wald-Wolfowitz runs test

Priklad 1

Waldov-Wolfowitzov test ,,sledov‘ overuje hypotézu nahodnosti dat v postupnosti zloZene;j

z dvoch opakovanych poloziek (znakov). Napr. v postupnosti
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sa opakuju polozky/znaky 0,1. Pozostava z 11 ,,runs‘/sledov (= zoskupeni po sebe idticich

rovnakych znakov). Pocet nul je n0, pocet jednotiek je nl.

Testovanou hypotézou Hy je, Ze kazdy znak v postupnosti je vysledkom ndhodného vyberu.
Teoreticky sa d& ukdzat’, Ze pocet sledov je ndhodna veli¢ina s normalnym rozdelenim

s konkrétnymi parametrami. D4 sa zistit’ idealny pocet sledov pre dané ¢isla n0, nl a ten

v teste konfrontovat’ s ich skuto€nym poctom. VSetku pracu za nas urobi R:

ve <-¢(0,0,0,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,0,1,0,0,1,0,1,1,1,0)

library(randtests) !! treba nainstalovat’
runs.test(ve, threshold=0.5, plot=T)
Runs Test data: ve

statistic =-1.015, runs =11, n1 =13, n2 =12, n = 25, p-value = 0.3101
alternative hypothesis: nonrandomness
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Syntax: v polozke threshold uvadzame hranicu, ktord oddeli 0 a 1 od seba (skuste iné ¢isla!).
Hodnota p-value je dost’ vel’ka na to, aby sme nespochybiiovali ndhodnost’ dat.



Priklad 2a
Na uréenej trase sa merala priemerna rychlost’ ucastnikov podujatia pocas 10 po sebe
nasledujtcich dni. Otazkou je, ¢i postupnost’ uvedenych ¢asov mozno povazovat’ za nahodnu.

Pouzijeme opit’ néstroj runs.test.

— Ak neuvedieme hodnotu threshold, podl'a zdkladného nastavenia sa bude za fiu povazovat’
median daného vektora dat.

— Cisla vo vektore sa vyhodnocuju len ako viésie alebo mensie nez median — vyhodnocuje sa
nakoniec len vektor s dvoma tidajmi. Cisla rovné presne medianu sa vynechavaji.

ry <-c(7.7,7.8,8.5,7.8,7.9,9,7.5,8.2,9.3,8.1)
runs.test(ry,plot =T)

Runs Test data: ry
statistic=0, runs =6, n1 =5,n2=5n=10, p-value = 1
alternative hypothesis: nonrandomness
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Nie je dovod spochybiiovat’ nahodnost’” dat (p-value je 1).
Jednostranné testy

runs.test(ry,alternative = "left.sided")

statistic=0, runs =6, n1=5,n2 =5 n=10, p-value =0.5
alternative hypothesis: trend

Hypotézu nezamietame, v datach nie je trend (zoskupovanie hodndt rovnakého typu).

runs.test(ry,alternative = "right.sided")

statistic=0, runs =6, nl1 =5,n2=5,n=10, p-value = 0.5
alternative hypothesis: first-order negative autocorrelation

Hypotézu nezamietame, v datach nie je negativna autokorelacia (trend neopakovat’ znaky
rovnakého typu).



Turning points test

Test kritickych bodov (bodov obratu).

Podobne ako v predoslom type testu, ide o test nahodnosti udajov. Je zamerany priméarne na
detekciu cyklickosti, je vSak slabsi v moznom odhal’ovani trendov.

V pripade ndhodného vektora mozno urcit’ idealny pocet bodov obratu (lokalne minima

a maxima), ktory v teste konfrontujeme s ich skuto¢nym poctom vo vektore. Prili§ velké
odchylky indikuju cyklickost’, ktora sa tazko d4 obh4jit’ nahodnym generovanim.

Priklad 2b
Riesme predosly priklad pomocou tohto testu.

turning.point.test(ry)
Turning Point Test  data: ry
statistic =-0.27629, n = 10, p-value = 0.7823
alternative hypothesis: non randomness

Jednostranné testy:
turning.point.test(rychlost,alternative = "left.sided")
turning.point.test(rychlost,alternative = "right.sided")

Vystup testu (p-value) potvrdzuje ndhodnost’ udajov, ale takmer ni¢ podrobnejsie neuvadza.
Skuimajme veci hlbsie.

library(pastecs) !! treba nainstalovat’
plot(ry)
lines(ry)
obrazok uvedieme na konci

turnpoints(ry)

Turning points for: ry

nbr observations : 10

nbr ex-aequos : 0

nbr turning points: 5 (first point is a peak)

E(p) = 5.333333 Var(p) = 1.455556 (theoretical)

Pri ndhodnych tdajoch m6Zeme o€akavat’ zhruba 5.33 bodov obratu, prakticky ich je
v skimanom vektore 5. Opytajme sa trochu inak, dozvieme sa d’alSie veci:

tp <- turnpoints(ry)

summary(tp)
point type proba info
1 3 peak 0.25 2
2 4 pit 025 2
3 6 peak 0.25 2
4 7 pit 025 2
5 9 peak 0.25 2

cf. ?turnpoints



Dokonc¢ime kreslenie:

lines(tp)
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Priklad 1b

Overte cez turning points test udaje z prikladu 1a.

Ich ndhodnost’ bude po spravnosti zamietnuta, tento test ,,vidi“ veci, ktoré Waldov
Wolfowitzov test neregistroval.



Sign test

Znamienkovy test.
Testovanie hypotéz o mediane. Robustny a pouzitelny aj pre SikmejSie data.

Priklad 3a

Presnym laboratornym meranim bola stanovena teplota skimanej kvapaliny na 7.5 stupna. Pri
testovani Sarze nového modelu low-cost teplomeru sa o¢akava (okrem iného), Ze median
nameranych hodno6t bude zodpovedat presnej hodnote 7.5. Namerané hodnoty ziskané
vybranou vzorkou teplomerov su nasledovné:

tt <-¢(7.5,6.8,7.2,8.1,7,6.5,7.9,8.5,6.9,7.5,7.3,6.6,7.8,6.2,7.4)
library(BSDA) !! treba nainsStalovat’

Testujeme hypotézu Ho: median nameranych hodnét v rdmci Sarze je 7.5
Hi: medidn nameranych hodnét v ramci Sarze nie je 7.5

SIGN.test(tt,md=7.5)
One-sample Sign-Test data: tt
s=4, p-value=0.2668
alternative hypothesis: true median is not equal to 7.5
95 percent confidence interval: 6.817817 7.746549
sample estimates:
median of x 7.3

Achieved and Interpolated Confidence Intervals:

Conf.Level L.E.pt U.E.pt
Lower Achieved CI  0.8815 6.9000 7.5000 *
Interpolated Cl 0.9500 6.8178 7.7465
Upper Achieved CI  0.9648 6.8000 7.8000 *

* Spolahlivost’ testovania je upravena (vyssie alebo nizsie) tak, aby hranicami intervalu
spol’ahlivosti boli skuto¢né hodnoty z vektora dat.

Iny prikaz, podobné vysledky:

library(DescTools)
SignTest(ai,mu=7.5)



Wilcoxon signed rank test

Wilcoxonov test — testovanie hypotéz o mediane. Technicky presnejsie povedané,
Wilcoxonov test hodnoti symetriu rozlozenia dat okolo ur¢eného centra.

Na korektné pouzitie testu je potrebné, aby samotné data boli priblizne symetrické, teda ich
Sikmost’ idealne v rozmedzi (-0.5, 0.5), prinajhorsom (-1,1).

Priklad 3b
Pokracujeme s datami z prikladu 3a, overime hypoteticky medidan Wilcoxonovym testom.
Najprv vsak treba overit’ Sikmost'.

library(moments) 1! treba nainstalovat’
moments::skewness(tt)
0.1546487

Sikmost je akceptovatelna, ale skiisme este inti funkciu:

moments::agostino.test(tt)

D'Agostino skewness test data: tt
skew =0.15465, z=0.31377, p-value = 0.7537
alternative hypothesis: data have a skewness

Okrem samotnej Sikmosti dostdvame aj vysoké p-value, takZe data mézeme povazovat’ za
nezoSikmené.

wilcox.test(tt,mu=7.5)

Wilcoxon signed rank test with continuity correction data: tt
V=27.5, p-value = 0.2209
alternative hypothesis: true location is not equal to 7.5

Hodnota p-value je nad limitom 5%, hypotézu o medidne 7.5 nezamietame.

Jednostranny test

Priklad 4

Obvykla cukornatost’ hrozna z vinohradu ABC je 22°NM. Vzhl'adom na priaznivé pocasie
poslednej sezony sa predpokladd, Ze cukornatost’ posledného zberu bude vyssia.

Merania mustu z jednotlivych lanov vinohradu priniesli nasledovné vysledky:

cc<-¢(22.5,21.5,20.5,24.5,23.0,18.0,23.5,25.5,24.0,20.0,18.5,22.0,24.5,24.5,26.0,25.5,23.5,24.5,23.0,24.0)

Budeme testovat’ platnost” hypotetického oCakévania znamienkovym a Wilcoxonovym
testom.



Najprv musime overit’ nezoSikmenost’ dat.

moments::skewness(cc)
-0.8184622

moments::agostino.test(cc)
skew =-0.81846, z =-1.73392, p-value = 0.08293
alternative hypothesis: data have a skewness

Sikmost’ -0.82 je povazlivé, p-value je len trochu nad hranicou. Hypotézu o nezosikmenosti
dat nezamietame, ale sme si vedomi, Ze znamienkovy test bude v tomto pripade asi
doveryhodnejsi.

Testovat’ budeme jednostranne, hodnoty 22 a viac su priaznivé, alternativa bude < 22.

SIGN.test(cc,md=22,alternative="less")

One-sample Sign-Test data: cc
s =14, p-value = 0.9904
alternative hypothesis: true median is less than 22
95 percent confidence interval: -Inf 24.5
sample estimates: ~ median of x 23.5

Achieved and Interpolated Confidence Intervals:

Conf.Level L.E.pt U.E.pt
Lower Achieved CI  0.9423 -Inf  24.5
Interpolated Cl 0.9500 -Inf  24.5
Upper Achieved CI  0.9793 -Inf  24.5

Hodnota p-value je priazniva, hypotézu nezamietame, irodu mézeme pochvalit’.
Aplikujme aj Wilcoxonov test:

wilcox.test(cc,mu=22,alternative="less")

Wilcoxon signed rank test with continuity correction data: cc
V =139, p-value = 0.9637
alternative hypothesis: true location is less than 22

Vysledok je v stilade s tym, ¢o ukdzal znamienkovy test.



Parovy test

Priklad 5
Namerané Casy pred a po Specializovanom kurze:

pred <- c(87,61,98,90,93,74,83,72,81,75,83)
po <-¢(50,45,79,90,88,65,52,79,84,61,52)

Nastalo zlepSenie? Pouzijeme parovy znamienkovy test:
SIGN.test(pred,po,paired=T,alternative = "less")

Dependent-samples Sign-Test data: pred and po
S =38, p-value =0.9893
alternative hypothesis: true median difference is less than O
95 percent confidence interval: -Inf  28.42545
sample estimates: ~ median of x-y 14

Achieved and Interpolated Confidence Intervals:
Conf.Level L.E.pt U.E.pt

Lower Achieved CI  0.8867 -Inf 19.0000

Interpolated CI 0.9500 -Inf 28.4255

Upper Achieved CI  0.9673 -Inf 31.0000

Poznamka. Rovnaky vysledok by sme dostali prikazom:

SIGN.test(pred-po,alternative = "less")

Pérovy test pre x,y je technicky zhodny s jednovstupovym testom pre Xx-y.
Ak nie je uvedenad testovana hypotetickd hodnota medianu, testuje sa hodnota 0.

To isté teraz Wilcoxonovym testom. Overme najprv nezoSikmenost’ dit:

moments::skewness(pred-po)
0.1819471

Ina metoda:

library(lawstat) !! treba nainstalovat’
lawstat::symmetry.test(pred-po)

m-out-of-n bootstrap symmetry test by Miao, Gel, and Gastwirth (2006)
data: pred - po

Test statistic = -0.053887, p-value = 0.912

alternative hypothesis: the distribution is asymmetric.

sample estimates: ~ bootstrap optimalm 11



a este:

moments::agostino.test(pred-po)
D'Agostino skewness test data: pred - po
skew =0.18195, z = 0.33439, p-value = 0.7381

alternative hypothesis: data have a skewness

Vsetky pohl'ady potvrdzujl, ze dita mézeme povazovat’ za symetrické.

Vlastny Wilcoxonov test:

wilcox.test(pred-po,alternative = "I")

Wilcoxon signed rank test with continuity correction data: pred - po
V=51, p-value = 0.9928
alternative hypothesis: true location is less than O

Pérova formulacia (rovnaké vysledky):

wilcox.test(pred,po,paired = T,alternative = "less")

Hypotézu o zlepSeni vysledkov nezamietame.



Dvojvyberovy Wilcoxonov test

Priklad 6

Dlhodobym zat'azovym testom bola podrobena Specidlna turistickd obuv dvoch uznavanych
znaciek. Od oboch znaciek sa vybrali vzorky viacerych kusov a odovzdali turistom

z miestneho klubu.

Vysledky st nasledovné:

m1<-c(420,560,600,490,550,570,340,480,510,460)
m?2<-c(400,420,580,470,470,500,520,530)

Otéazkou je, ktord z oboch znaciek ma dlhSiu Zivotnost'.

Ho:  median(m1) = median(m?2) Hi:  median(m1) # median(m2)
Vizualizacia:

boxplot(m1,m2,ylab="body",xlab="znacka")

Zda sa, ze znacka m1 ma lepSiu zivotnost,, ale zavoven vacsi rozptyl (menej konzistentna
kvalita). Zdanie v§ak moze klamat'...

Skor ako pristipime k testovaniu parovym Wilcoxonovym testom, potrebujeme overit’
homogenitu rozptylov. Pri neparametrickych testoch vykondme overenie cez Leveneho test,
kvoli ktorému musime vhodne naaranzovat’ vstupné data:

zdr <- data.frame("body"=c(m1,m2),"znacka"=rep(c(1,2),times=c(10,8)))
zdr

car:leveneTest(zdrSbody,zdrSznacka)

Levene's Test for Homogeneity of Variance (center = median)

Df F value Pr(>F)
group 1 0.5076 0.4865
16

Disperzie st v poriadku. Mdézeme testovat’.

wilcox.test(m1,m?2)

Wilcoxon rank sum test with continuity correction data: m1and m2
W =455, p-value = 0.6565
alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

Hodnota p-value je vysoko nad 5%, hypotézu nezamietame, Zivotnosti oboch znaciek sa od
seba vyznamnym spdsobom nelisia.
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Iny spdsob — test Kolmogorov-Smirnov. Tento test je menej haklivy na vacsie rozdiely medzi
vzorkami.

ks.test(m1,m2)

Exact two-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: m1and m2

D =0.275, p-value = 0.7935

alternative hypothesis: two-sided

Test Kruskal-Wallis

Ide o neparametrickt verziu testov ANOVA.

Priklad 7
Unava na pracovisku sa meria na vzorke 12 respondentov z 3 oddeleni podl'a dlhodobého
priemerného poctu kav, ktoré denne vypiji.

data <- data.frame("unava"=c(7,8,5,9,4,3,6,5,4,2,3,1),
"prostredie"=c(rep(1,4),rep(2,5),rep(3,3)))
data

Vizualizacia:

boxplot(dataSunava~dataSprostredie,xlab = "prostredie”, ylab = "unava",horizontal=T)

unava
2
|

prostredie
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Testovanie. Ho: miera unavy nie je zavisla od prostredia/oddelenia Hi: a veruze je

kruskal.test(dataSunava,dataSprostredie)

Kruskal-Wallis rank sum test data: dataSunava and dataSprostredie
Kruskal-Wallis chi-squared = 8.5004, df = 2, p-value = 0.01426

Hodnota p-value je nizka, pod 5%. Zamietame hypotézu, prostredie vyznamnym sposobom
vplyva na velkost tnavy.

Post testy:

library(dunn.test) !treba nainstalovat’
dunn.test(dataSunava,dataSprostredie,altp =T, list = T)

Kruskal-Wallis rank sum test
data: x and group
Kruskal-Wallis chi-squared = 8.5004, df = 2, p-value = 0.01

Comparison of x by group
(No adjustment)
Col Mean-|
Row Mean | 1 2

-+
U

2| 1.631366

| 0.1028

/

3/ 2.905238 1.539865
| 0.0037* 0.1236

List of pairwise comparisons: Z statistic (p-value)

1-2:1.631366(0.1028)
1-3: 2905238 (0.0037)*
2-3:1.539865 (0.1236)

alpha = 0.05
Reject Ho if p <= alpha

NajvyraznejSim sposobom sa liSia oddelenia 1 a 3. Obrazok to naznacoval.
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