Matematicka Statistika

Cvicenie 11 -

Test zhody strednej hodnoty a rozptylu

Il Nevahajte pouzit’ google alebo Al na vysvetlenie jednotlivych prikazov a testov (osobitne
na zorientovanie sa v dlhych vypisoch vysledkov), pripadne si nechajte poradit’, ak nieco
nefunguje podla o¢ékavani.

Priklad 1

Psychologicky experiment skiima kratkodobt pamét’ dvoch skupin ucastnikov, liSiacich sa
vekom. Testuje sa schopnost’ zapamatat’ si 20 poloziek a po 2 minttach rozptylenia ich
spravne identifikovat’. Skupina A je vek 15-30 rokov, skupina B je 40+, vektory a, b
predstavuju pocet spravne urcenych poloziek u kazdého z ucastnikov.

Testovanou hypotézou bude to, ze schopnosti kratkodobej pamite nie su zavislé od veku,
konkrétne ze stredné hodnoty vektorov a, b sa nebudu vyznamnym sposobom lisit’. Testovat
budeme dvojvyberovym t-testom.

— Zamietnutie tejto hypotézy potvrdi, Ze odlisné okolnosti (vek) maju vplyv na
ziskané hodnoty vzorky a Statisticky vyznamne menia strednti hodnotu.

— Nezamietnutie hypotézy naopak bude znamenat’, Ze zmenené okolnosti
neovplyviluju charakter vzorky Statisticky vyznamnym sposobom.

a<-c(14, 19, 15,17, 16, 20, 11, 18, 20,9, 13, 14,17, 12, 20, 17, 18)

b<-c(12,14,9,11,16,11,7,7,5, 8,14, 15,8, 19,17, 10,12,9, 11)

Riesenie:

PredbeZny rozbor
Na zaciatok sa vizudlne zorientujeme v situdcii.

boxplot(a,b,horizontal = T)




Zbezny pohl'ad naznacuje, Ze u mladSich tcastnikov je kratkodoba pamaét’ lepSia. U starSich
ucastnikov je v priemere horsia, ale ,,ako u koho* (vac¢si rozptyl).

Normalnost’ udajov
Overime si, ze udaje vo vektoroch a,b maju normalne rozdelenie (tj. nemame dovod na vazne
pochybnosti 0 norméalnom rozdeleni).

shapiro.test(a)
Shapiro-Wilk normality test data: a
W =0.94211, p-value = 0.3441

> shapiro.test(b)
Shapiro-Wilk normality test data: b
W =0.97375, p-value = 0.8482

F-test
Skor ako za¢neme testovat’ zhodu strednych hodnét, musime overit’ zhodu rozptylov, ¢o je
podmienka korektného pouzitia t-testu.

Ho: 6% = 6%, tj. 6%/c% = 1; alfa=5% /l Hi: 6% # 6%
Na testovanie zhody disperzii sa pouziva F-test (George W. Snedecor, Ronald A. Fisher). Test

je zaloZeny na skutoc¢nosti, Ze podiel dvoch skiimanych disperzii zo vzoriek velkosti n, m je
nahodna veli¢ina s Fisherovym rozdelenim F(n-1, m-1).

https://en.wikipedia.org/wiki/F-distribution
https://en.wikipedia.org/wiki/F-test

V nasom pripade 62./6% ~ F(16, 18). Na nezamietnutie hypotézy o zhode disperzii sa musi
6%/6%» nachadzat’ medzi 0.025 a 0.975 kvantilom rozdelenia F(16,18).

var.test(a,b)

F test to compare two variances, data: a and b

F=0.77816, num df = 16, denom df = 18, p-value = 0.6191
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval: 0.2947195 2.1142712
sample estimates: ratio of variances 0.7781629

Vysvetlenie:
— 0%/c% = 0.77816 je “Statistika F, 16 a 18 st na-1, nb-1
— interval spol’ahlivosti je (0.2947195, 2.1142712), hodnota 0.77816 do neho patri
(!! rozdiel oproti doteraj$im testom, tu je troven II, III t4 istd)
— p-value je 0.62 >> (.05, hypotézu Ho nezamietame.

Nezamietnutie hypotézy Ho znamend, Ze rozdiel disperzii 6% , 6% nie je natol’ko vyznamny*,
aby branil pouzitiu t-testu.  / *Prakticky by malo platit 0.5 < o’o/c°y < 2.



https://en.wikipedia.org/wiki/F-distribution
https://en.wikipedia.org/wiki/F-test

t-test
Dvojvyberovy t-test je zaloZeny na Studentovom rozdeleni. Pre dvojicu vektorov x, y dizok
n, m ma veli¢ina
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pri platnosti hypotézy, Ze rozdiel strednych hodnot sa rovna 0 alebo vSeobecnejsie 9,
t-rozdelenie s n+m-2 stupiiami volnosti.

https://cs.wikipedia.org/wiki/T-test

V nasom pripade bude skimana hypotéza nasledujuca:

Ho: ta=pw, tj. pa- up=0;  alfa=5% // Hi: pa# o

Pouzijeme systémovy nastroj t.test. V argumentoch okrem vektorov a, b uvedieme:

paired=F — nechceme parovy test
var.equal =T — overili sme, Ze disperzie sa mézu povazovat’ za zhodné

t.test(a,b,paired=F,var.equal = T)

Two Sample t-test, data: a and b
t =3.8469, df = 34, p-value = 0.0005011
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
95 percent confidence interval: 2.154132 6.978995
sample estimates: ~ mean of x mean of y

15.88235 11.31579

Hodnota p-value vychadza vyrazne mensia ako alfa = 0.05, preto hypotézu musime
zamietnut’. Tato skutocnost’ vidno aj pri pohl'ade na interval spol'ahlivosti (2.154132,
6.978995), v ktorom sa hypoteticka 0 nenachadza.

Zaver: hypotézu o zhode strednych hodndt vzoriek a, b zamietame na hladine 5%. Vek
ucastnikov ma teda Statisticky vyznamny vplyv na celkové vysledky, pozorovana slabsia
pamét u starSich tcastnikov sa neda vysvetlit’ iba ako vysledok ndhodnych vplyvov.


https://cs.wikipedia.org/wiki/T-test

Priklad 2

Test kratkodobej paméte sa zopakoval na d’alSich dvoch skupinach tcastnikov, ktoré sa okrem
veku lisili aj d’alSimi okolnost’ami (vzdelanie, inava, ...).

Ziskané vektory su nasledujuce:
p<-c(18, 19, 19, 17, 20, 18, 16, 19, 20, 19)
q<-c(4,17,2,16,10,5,8,19,4,7,8,5, 2)

Vizudlna orientécia v situdcii — vyzera to zaujimavo...:

Overime normalnost’ oboch vektorov:

shapiro.test(p)
W =0.90321, p-value = 0.2375

shapiro.test(q)
W =0.87301, p-value = 0.05739



Dalej overime zhodu rozptylov:
var.test(p,q)

F test to compare two variances, data: p andq
F=0.049281, num df =9, denom df = 12, p-value = 9.486e-05
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval: 0.01434321, 0.19062994
sample estimates:  ratio of variances 0.04928105

Hodnota p-value je extrémne mala, hypotézu o zhode rozptylov zamietame.
To znamena, Ze nie su splnené podmienky pre pouzitie Standardného t-testu. V takomto

pripade je mozné pouzit’ Welchov test, pri ktorom sa zhoda rozptylov nevyzaduje.

https://en.wikipedia.org/wiki/Student%27s t-test

Testujeme tym istym systémovym ndstrojom t.test, v ktorom “prizndme” zamietnuti zhodu
variancii (var.equal = F):

t.test(p,q,paired=F,var.equal = F)

Welch Two Sample t-test data: pandqg
t=6.2777, df =13.513, p-value = 2.385e-05
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval: 6.748845, 13.789617
sample estimates: ~ mean of x mean of y

18.500000  8.230769

Hodnota p-value je takmer nulova. Hypotézu zamietame.
Vsetky okolnosti, ktoré odliSuji ti€astnikov vzoriek p, q, maju Statisticky vyznamny vplyv na
odli$nost’ strednych hodndt (nie je to vec nahody).


https://en.wikipedia.org/wiki/Student%27s_t-test

Priklad 3

Potrebujeme kniznicu (package):
library(readxl) — potrebné na Citanie excelovskych siborov
Do pracovného adresara si treba stiahnut’ subor data_vyuka.xIsx.

Ten si nac¢itame do tabul’ky data, z ktorej nasledne vynechame riadky s netiplnymi datami.

data <- read_xlIsx("data_vyuka.xIsx")
new_data <- na.omit(data)

Z hladiska testovania nas bude zaujimat’ stipec mprij (prijem) a vzdelanie (hodnoty 1,23
podl’a stupiia), budeme skumat’ vplyv vzdelania na prijem respondentov.

mprij <- new_dataSmprij
vzd <- new_dataSvzdelanie

Nasleduje overenie podmienok normalnosti a rovnosti disperzii.

Mnozinu respondentov ankety vieme rozdelit’ na tri skupiny podl’a stupiia vzdelania. V kazde;j
skupine by hodnoty vysky prijmu mali mat’ normalne rozdelenie. To si overime klasickym
testom, aplikovanym trojmo po skupinach:

tapply(mprij,vzd,shapiro.test)

$'1°  Shapiro-Wilk normality test
data: X[[i]]

W =0.9556, p-value =0.7197

$'2°  Shapiro-Wilk normality test
data: X[[i]]

W =0.96792, p-value = 0.6867
$'3"  Shapiro-Wilk normality test
data: X[[i]]

W =0.93161, p-value = 0.3975

Normadlnost’ dat nebola spochybnena v ziadnej z troch skupin.

Prejdeme k overeniu zhody rozptylov.



Ho: variancie vo vSetkych 3 skupinach su rovnakeé alfa=5%
H;i: variancia aspoi v jednej skupine sa vyznamne 1isi od ostatnych

Pouzijeme Bartlettov test. https://en.wikipedia.org/wiki/Bartlett%27s_test

bartlett.test(mprij,vzd)
Bartlett test of homogeneity of variances data: mprij and vzd
Bartlett's K-squared = 0.89242, df=2, p-value =0.6401

Zhoda rozptylov nebola testovanim spochybnena.

Vizualizacia:

boxplot(mprij~vzd,xlab="vzdelanie", ylab="prijem")
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Prejdeme k testovaniu ANOVA (ANalysis Of VAriance).
https://en.wikipedia.org/wiki/Analysis_of variance

Ho: stredné hodnoty vo vSetkych 3 skupinach su rovnaké; alfa=5%
Hi: stredna hodnota aspoil v jednej skupine sa vyznamne lisi od ostatnych

Pouzijeme prikaz aov, ktory si vyzaduje faktorizovat’ vektor vzd, tj. jeho hodnoty pretlmocit’
ako urovne/skupiny 1,2,3.

vzdf <- factor(vzd)

anova <- aov(mprij~vzdf)
summary(anova)
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
vzdf 2 2835237 1417618 33.72 1.84e-09 ***
Residuals 42 1765513 42036

Signif. codes: 0 ***°0.001 “**"0.01 ***0.05""0.1 "1

Hodnota p-value v stipci Pr(>F) je takmer nulova, hypotézu zamietame. Vzdelanie preto ma
Statisticky vyznamny vplyv na prijem. Toto konStatovanie rozoberieme na drobné.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bartlett%27s_test
https://en.wikipedia.org/wiki/Analysis_of_variance

Velkost’ vplyvu vzdelania na prijem vyjadrime ¢iselne na skéle 0 az 1.

library(effectsize) Il treba nainstalovat
eta_squared(anova)

Parameter | Eta2 |  95% Cl

vzdf | 0.62 | [0.45, 1.00]

Sila vplyvu vzdelania na prijem je 0.62, Statisticky presnejSie povedané, na 95% je v intervale
0.45azl.
Rozoberme si to este po dvojiciach tried:

TukeyHSD(anova)
Tukey multiple comparisons of means
95% family-wise confidence level
Fit: aov(formula = mprij ~ vzdf)
Svzdf
diff Iwr upr p adj
2-1  90.17857 -90.07478 270.4319 0.4508302
3-1  618.75000  415.39679  822.1032 0.0000000
3-2 52857143 34831808  708.8248 0.0000000

plot(TukeyHSD(anova))

Doélezity je posledny stipec (p-value). Hovori o tom, Ze §tatisticky vyznamné rozdiely su
medzi dvojicami 1-3 a 2-3. Skupiny 1 a 2 nie st navzajom az tak vzdialené.

Podobnt odpoved’ dava Scheffeho test.

library(DescTools)
ScheffeTest(anova)
plot(ScheffeTest(anova))

Poznamka:

Ak sa v Bartlettovom teste ukaze vyznamna nezhoda rozptylov, da sa pokracovat Welchovou
modifikaciou testu:

anova <- oneway.test(DdtovyVektor~FaktorovaMnoZina, var.equal = F)
print(anova)



Priklad 4

V sérii experimentov sa merala utajovana fyzikalna veli¢ina. Meranie vykonavali traja
laboranti (a,b,c) na Styroch pristrojoch (A,B,C,D). Kladieme si otazku (stane sa predmetom
testovania), ¢i vysledky merani st zavislé od toho, kto meria a na Com sa meria.

Vysledky merani st uloZzené v subore anoval (treba si stiahnut’ do pracovného adresara).
Nacitame stiahnuty subor a preventivne (kvoli prikazu aov) hned’ urobime faktorizaciu:

anoval <- read_xlsx("anoval.xlsx")

laborant <- factor(anovalSlaborant)
pristroj <- factor(anovalSpristroj)

Vizuélne sa zorientujeme:
par(mfrow=c(1,2)) —rozdeli plochu na dve ¢asti, aby sa vedl'a seba zmestili 2 grafy

boxplot(anovalSdeg~anovalSlaborant,xlab="laborant",ylab="vysledok")
boxplot(anovalSdeg™~anovalSpristroj,xlab="pristroj",ylab="vysledok")
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Podrla obrazkov vidime, ze laborant a ,,vytt¢a* z davu, podobne v pripade pristrojov vidime
vyrazné rozdiely vo vysledkoch.

Pred samotnym testovanim musime overit, ¢i data spiiiaju potrebné podmienky.




Budeme testovat’ normalitu vysledkov v 12 podskupinéch:
tapply(anovalSdeg, list(anovalSlaborant, anovalSpristroj), function(x) shapiro.test(x)Sp.value )

A B C D
a 0.4632629  0.3689993  0.5130401 0.6368868
0.2724532  0.8776501 0.9718771 0.7262263
c 0.5835206  0.6368868  0.4243509  0.6368868

Je to v poriadku.

Overme aspon zbezne zhodu disperzii.
bartlett.test(anovalSdeg,anovalSlaborant)

data: anovalSdeg and anovalSlaborant
Bartlett's K-squared = 0.65843, df = 2, p-value = 0.7195

> bartlett.test(anovalSdeg,anovalSpristroj)

data: anovalSdeg and anovalSpristroj
Bartlett's K-squared = 7.7151, df = 3, p-value = 0.05228

Je to dost’ na tesno... ale teda ok.
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Prejdeme konecne k testu zhody strednych hodnot.

anl <- aov(anovalSdeg~laborant+pristroj)
summary(anl)

Df Sum Sq Mean Sq Fvalue Pr(>F)
laborant 2 0.0001496  7.481e-05 8.227 0.001179 **
pristroj 3 0.0001972  6.574e-05 7.229 0.000672 ***

Residuals 35 0.0003183 9.090e-06

Signif. codes: 0 “***0.001 **’0.01 “*"0.05°70.1""1

Hodnoty p-value su malé, hypotézu o zhode strednych hodnét naprie¢ skupinami zamietame.
To znamen4, Ze laborant aj pristroj st Statisticky vyznamné faktory ovplyviiujuce vysledky.

Skuimajme eSte interakcie medzi faktormi laborant a pristroj (vyjadrené znakom nasobenia)

an2 <- aov(anovalSdeg~laborant*pristroj)
> summary(an2)

Df Sum Sq Mean Sq  F value Pr(>F)
laborant 2 1.496e-04 7.481e-05 9.574 0.000642 ***
pristroj 3 1.972e-04 6.574e-05 8.413 0.000355 ***

laborant:pristroj 6  9.168e-05 1.528e-05 1.956 0.105173
Residuals 29 2.266e-04 7.810e-06

Signif. codes: 0 “***70.001 “** 0.01 *"0.05°."0.1 "’
Hypotézu o neinterakcii oboch faktorov nezamietame. Tj. nemame presved¢ivé argumenty o

tom, ze by spolu vyznamnym spdsobom interagovali — tj. faktor laborant a faktor pristroj su
nezavislé. Preto d’alej s an2 uz nebudeme pracovat’.

Post-testy
Sila vplyvu faktorov na vysledky:

eta_squared(anl)

# Effect Size for ANOVA (Type )
Parameter | Eta2 (partial) |  95% CI

laborant | 0.32 ] [0.10, 1.00]
pristroj | 0.38 | [0.14, 1.00]

- One-sided Cls: upper bound fixed at [1.00].
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TukeyHSD(an1)

Tukey multiple comparisons of means
95% family-wise confidence level
Fit: aov(formula = anovalSdeg ~ laborant + pristroj)

Slaborant

diff Iwr upr padj
b-a 0.004421429 0.0016320534 0.007210804 0.0012560
c-a 0.003410440 0.0005679287 0.006252950 0.0157068
c-b -0.001010989 -0.0038534999 0.001831522 0.6622408

Spristroj
diff Iwr upr padj

B-A -0.004042517 -0.007595980 -0.0004890554 0.0206029
C-A-0.001953596 -0.005421420 0.0015142275 0.4371571
D-A -0.005909135 -0.009564543 -0.0022537280 0.0006058
C-B 0.002088921 -0.001464541 0.0056423832 0.3998229
D-B -0.001866618 -0.005603367 0.0018701312 0.5400054
D-C-0.003955539 -0.007610946 -0.0003001316 0.0297302

plot(TukeyHSD(an1))

b-a

c-b
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Differences in mean levels of laborant Differences in mean levels of pristroj

Vyhodnotenie urcite zvladne kazdy aj samostatne.
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Priklad 5

Testovanie rychlosti e-shopu. Ulohou je zistit’, ako sa spracovanie uzivatel'skej poziadavky
(merané ako €as do dokoncenia tlohy v sekundach) meni v zavislosti od dvoch kl'acovych
faktorov:

Faktor A: Latencia siete — Nizka (bezné kancelarske pripojenie, Low Latency)
Vysoka (mobilné pripojenie v Spicke, High Latency)

Faktor B: Zlozitost Ul — Jednoduché Ul (intuitivne, moderné rozhranie)

Zlozité Ul (zastaralé, preplnené rozhranie)

Overovanie normalnosti a homogenity variancii ponechdvame na samostatnl pracu.
Pracujeme d’alej s vedomim, ze niekto to uz overil a je to v poriadku.

anova3 <- read_xlsx("anova_interakcie.xlsx")
an3 <- aov(cas~latencia*uiz,data=anova3)

summary(an3)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
latencia 1 3426 3426 226.94 <2e-16 ***
uiz 1 1413 1413 93.58 1.50e-11 ***
latencia:uiz 1 983 983 65.09 1.38e-09 ***

Residuals 36 543 15

Signif. codes: 0 “***70.001 “** 0.01 *"0.05°.70.1°"1
Pri latencii a uiz vidno, Ze tieto faktory vyznamne ovplyviiuji vysledné ¢asy. Nejdeme to
skiimat’ podrobnejSie (robi sa to analogicky ako v predoslom priklade).

Pri interakcii (latencia:uiz) je p-value prakticky nulova, hypotézu o neinterakcii teda
zamietame. Oba faktory sa navzajom ovplyviiuji, ukdaZeme si to vizudlne:
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par(mfrow=c(1,1)) — prepneme “graficku tabul'u” do pévodného médu

interaction.plot(
x.factor = anova3Slatencia,
trace.factor = anova3Suiz,
response = anova3Scas,
fun = mean,
type ="b",
col = c("blue", "red"), # Farby pre lepsiu vizualizaciu
pch =c(19, 17), # Typy bodov
trace.label = "Typ UI",
xlab = "Latencia siete",
ylab = "Priemerny Cas dokoncenia (sek.)",
main = "Vplyv latencie a Ul na ¢as dokoncenia ulohy")

Vplyv latencie a Ul na éas dokongéenia tlohy

45
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Latencia siete

Ciary nie st rovnobezné, to znamena Ze typ Ul ovplyviiuje rychlost’ rastu meraného ¢asu
v zavislosti od latencie.
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