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V predchadzajtcich kapitolach sme si uvedomili, Ze véac¢Sina velicin, ktoré v Zivote stretavame, je na-
hodnej povahy. V tejto kapitole budeme hovorit’ o tom, ako matematickymi prostriedkami modelujeme
situacie, v ktorych mame do ¢inenia s nahodou. Oboznamime sa (v zjednodusenej podobe) s modelom,
ktory v tridsiatych rokoch minulého storocia navrhol A.N. Kolmogorov a ktory sa odvtedy stal v§eobecne
akceptovanym.

3.1 Model ndhodného pokusu

Pod ndhodnym pokusom sa obycajne rozumie pokus, ktorého vysledok nie je mozné predpovedat’ s abso-
lutnou istotou. V takomto vol'nom zmysle je ndhodnym pokusom prakticky kazda situacia, a preto pred-
pokladajme, Ze mame na mysli len také pokusy, pri ktorych

e vieme vymedzit’ podmienky, za ktorych sa pokus kona a vymenovat, resp. inak urcit’ vetky (logicky

mozné) vysledky pokusu,

e nie je mozné s istotou predpovedat’ vysledok, ktorym pokus skon¢i,

e je mozné (aspon teoreticky) pokus vel'a razy opakovat pri dodrzani stanovenych podmienok,

o vysledkom pokusu, resp. nahodnym udalostiam v fiom, je mozné priradit’ pravdepodobnost’.

Pre model ndhodného pokusu st podstatné tri skutocnosti:
1) mnozina vysledkov, ktorymi méze pokus skoncit’,
2) systém nahodnych udalosti v pokuse,
3) pravdepodobnost’, ktora je 'spojend’ s nahodnym pokusom.

Prvym nasim cielom je porozumiet, ako modelujeme tieto tri skuto¢nosti. Zacneme s prikladmi vel'mi

jednoduchych ndhodnych pokusov:

P1: hod mincou (napr. slovenskou korunovou mincou),

P2: hod pripinac¢ikom (konkrétnym typom),

P3: hod hracou kockou (beznou kockou, ktora ma 6 stien, je symetrickou a z homogénneho materialu),

P4: hod sfalSovanou hracou kockou, ked’ sme do beznej (p6vodnej) vmontovali oloveny brok,

P5 hod tromi mincami, ktoré sme oznadili tak, Ze ich vieme rozlisit’,

P6 trojnasobny hod jednou mincou,

P7: hod dvomi hracimi kockami: modrou a ¢ervenou (obe su riadne, nie su falSované),

P8: hod dvomi hracimi kockami: modrou a ¢ervenou (modra je riadna, Cervena je sfalSovana),

P9: hod dvomi hracimi kockami: modrou a ¢ervenou (obe su sfalSované),

P10:nahodné tahanie dvoch vyrobkov z krabice, v ktorej je 5 vyrobkov prvej kvality, 3 druhej kvality a 2
vyrobky tretej kvality.

Zatial’ ziaden z pokusov nebol poriadne popisany, lebo sme nepovedali jasne, o chapeme pod vysledkom

pokusu. Snad’ pre prvé Styri je to jasné, pre urCitost’ povedzme, Ze:

P1: vysledkom je'Z', alebo 'C', teda znak, alebo &islo; mnozina moznych vysledkov ma len dva prvky,

P2: vysledkom je 'D', alebo 'H', (pripinacik skonci hrotom Dole k podlozke, alebo hrotom Hore),

P3: (¢isla, pocet bodov na vrchnej stene (po dokotalani kocky): 1,2,3,4,5 a 6

P4: mnozina moznych vysledkov je rovnaka ako v pokuse P3

P5: mnozina vietkych usporiadanych trojic: (Z, Z, Z) (Z,Z,C) (Z,C,Z)...(Z,C,C) (C,C, )

P6: pocet padnutych znakov, t.j. mnozina moznych vysledkov ma 4 prvky: 0, 1, 2, 3

P7: vysledkom nech je usporiadana dvojica (7, j), kde i je ¢islo na modrej, j ¢islo na Cervenej kocke

P8: vysledky chapeme rovnako ako v pokuse P7

P9: vysledky chapeme rovnako ako v pokuse P7

P10:vysledkom je neusporiadana dvojica {i,j}, i, je{1,2,3}, kde i, j su kvality vytiahnutych vyrobkov.
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Vo formalnom modeli je mnozina vSetkych moznych vysledkov ndhodného pokusu oznaCovana sym-
bolom Q. Prva uloha nas vyzyva stanovit mnoziny moznych vysledkov, t.j. mnozinu Q, pre vSetky na-
hodné pokusy P1 az P10.

A

Prvky mnoziny Q2 oznacujeme ako w;, takze pre

Pl: Q={o,mm}, 0;="2" o,="'C", (pokus ma dva mozné vysledky),

P2: Q={wo,wm}, o;="D', m="H', ajtento nahodny pokus ma len dva vysledky,

P3: Q={w,m,...,0}, @ ="1"y0;="2", 03="3, ..., 0 = '6', teraz mame 6 vysledkov

P4: Q={o,wy...,06}, 0 ="1,0,="2", 03 ="3, ..., @ ="6', opét’ 6 (tych istych vysledkov).

To, ¢o odlisuje pokus P1 od P2, resp. pokus P3 od P4 je pravdepodobnost’, ktora je s nimi spojena.
Intuitivne je zrejmé, ze kym v P1 oba mozné vysledky maju rovnaka pravdepodobnost’, pri pokuse s pri-
pinacikom je to inak (analogicky je to s dvojicou P3 a P4). O pravdepodobnosti budeme hovorit’ neskor,
najprv treba porozumiet’ tomu, ako modelujeme vysledky pokusu a nahodné udalosti v iom.

P5: Q={o,w,....,08}, 0 =(Z,2,2), ,=(Z,2,C), 03=(Z,C,Z), ws=(C, Z, Z),
s = (Z, C, C), W = (C, Z, C), w7 = (C, C, 7), g= (C, C, C).

Zlozky trojice znamenajt vysledky na prvej, na druhej a na tretej minci, napr. s = (C, Z, C) zna-
mena: na prvej a na tretej padne Cislo a pritom na druhej znak.

P6: Q= {w @1, m, 03}, pricom ®; znamena: pocet padnutych znakov v pokuse sa rovna i.

P7: Q={o, 0 ..., 0%}, o =(,1), a=(1,2), 03=(1,3), ..., 035 = (6, 5), @35= (6, 6). Stvorcovu
mrezu 6 X 6 indexujeme po riadkoch zl'ava doprava a zhora dole.

P8 aj P9 maju rovnaka mnozinu € ako je v P7. Pre pokusy P7, P8, P9 sa d4 povedat, Ze hoci maju
rovnaki mnozinu moznych vysledkov (a preto aj rovnaku mnozinu nahodnych udalosti, ¢o hned’
vysvetlime), ide o tri rozne pokusy, pretoze pravdepodobnost je v kazdom z nich ina (tito
skutocnost’ zatial’ pocitujeme len na intuitivnej Grovni).

P10 Q={o;, @y, ..., @}, ©1:(1=1), 0: (1-2), ®;3: (1-3), ®4:(2-2), os:(2-3), we: (3—3). Napr.
vysledok ®; znamena, Ze oba vytiahnuté s prvej kvality a ®s znamena, Ze vytiahnuté boli jeden
druhej a jeden tretej kvality.

Uloha (nova :-). Stanovte mnozinu Q moznych vysledkov pokusu P11, ktory je takou modifikaciou P10,
ked’ sa zo skatule ndhodne tahaju tri vyrobky (inak vsetko ostava ako v P10).

*

Na strane 135 je vysvetlené, ako modelujeme nahodné udalosti v pokuse. Dal3ia tloha nas vyzyva, aby
sme v pokuse P5 prirodzenym jazykom popisali udalosti, ktoré su vyjadrené cez mnoZzinové operacie.

Uloha. Uvazujte nahodny pokus P5 (hod tromi oznaéenymi mincami). Nech A je udalost’ spoéivajica v
tom, Ze na prvej minci bude 'Z', nech B je udalost’, ze na tretej minci bude 'Z'. Jazykom udalosti popiste
udalost’ C = A N B, resp. udalost’ D = A U B. Predstavte C, resp. D ako podmnoziny mnoziny Q.

I

C = A nB znamena udalost’: "na prvej minci bude znak a sucasne na tretej znak". Poznamenavame, Ze o
druhej minci sa ni¢ nehovori, a preto C = {0, @3 }, © =(Z,Z,Z), ;= (Z, C, 7).

D = A UB znamena udalost”: "alebo na prvej minci znak, alebo na tretej minci znak". A to znamena, ze D
pozostava z vysledkov: o, @,, ®s3, @4, ®s, ®7. Pripomenime si ich:

®; = (27 Z’ Z)ﬂ Wy = (Z, Z, C)) w3 = (Za é: Z)a W4 = ((Vj) Z) Z), ®s = (27 CV:, (Vj), w7 = (C:éa Z)

Preto D = { wy, 0, @3, 4, 05, 07 }.

&

Uloha. V pokusoch P1 az P10 zvol'te nahodné udalosti, reprezentujte ich ako podmnoziny a vytvarajte z
nich nové udalosti operaciami komplementu, prieniku a zjednotenia.

Ttto ulohu tu riesit’ nebudeme. Je naozaj 'ahka. Upozoriiujeme, Ze zvladnut’ tvorbu novych udalosti po-
mocou mnozinovych operacii je nevyhnutné pre pochopenie toho, ¢o nasleduje.

Zaver ¢lanku 3.1 sa tyka pravdepodobnosti. Na nasledujucej strane sa poktisime povedat’ inymi slo-
vami nie¢o z toho, ¢o objastiuje, priblizuje, pojem pravdepodobnostného priestoru. Predpokladame, Ze
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prvé dva symboly Q a U su uz vysvetlené. Q reprezentuje mozné vysledky a U nahodné udalosti v
pokuse. Po formalnej stranke:

Q je kone¢na mnozina (samozrejme, neprazdna).

U je systém (ststava) vSetkych podmnozin mnoziny Q.

Tretim symbolom v pravdepodobnostnom priestore (QQ, U, P) je pravdepodobnost’ P. Intuitivne slovo
pravdepodobnost’ zvdzujeme s nahodnou udalostou — teda nehovorime o "pravdepodobnosti" samej o
sebe, ale o pravdepodobnosti nejakej udalosti. A preto pravdepodobnost’ je pre bezného ¢loveka cislo. Pre
nas vSak pravdepodobnost’ P bude zobrazenie, ktorého definiény obor je systém vsetkych udalosti v
pokuse a hodnotami su tie "¢isla". Teda pre nas (t.j. v Kolmogorovom modeli nahodného pokusu)

P:U — [0,1]
Al— P(A)

Ak A je nahodna udalost, tak jej pravdepodobnost’ P(A) chdpeme ako mieru toho, ako casto udalost’ A
nastava. Nasa predstava o frekvencii nastavania udalosti sa opiera:
1) bud o dedukciu
2) alebo o empiriu

V prvom pripade ide o situacie, v ktorych vysledky povazujeme za "rovnako mozné", vd’aka nejakym
predpokladom o geometrickych, ¢i fyzikalnych vlastnostiach objektov, ktorymi realizujeme pokus. Napr.
ak ide o obycajnu hraciu kocku, tak ide o pravidelni kocku z homogénneho materidlu, a tak vSetkych 6
vysledkov povazujeme za rovnako mozné. Cinime tak bez toho, aby sme pokus vela razy opakovali.
Jednoducho nevidime dévod, pre ktory by sa nejaky vysledok mal objavovat’ ¢astejsie ako iny. A ak ide o
pravdepodobnost’ A spocivajiicu v tom, ze kocka ukéze aspon 5 bodov, tak P(A) =2/6 (Co sa komentuje
slovami: vSetkych moznych vysledkov je 6 a dva z nich su priaznivé pre udalost’ A).

Niekedy ale takto postupovat’ nemoézeme. Ak napr. ide o pokus s pripinacikom, tak tam si ziadne
deduktivne usudzovanie nevieme predstavit. Ak ale mame moznost’ hod pripinac¢ikom vel’a razy opako-
vat’ a empiricky zistit’ "frekvenciu" objavovania sa vysledku "D" (t.j. hrotom k podlozke), tak ziskame
"predstavu" o tom, ¢o je P(D). Napr. ak sme pokus realizovali 1000 razy a v 327 pripadoch nastala
udalost’ D, tak nas odhad ¢isla P(D) sa rovna 0,327.

Ak sa musime odvolavat’ na empiriu, tak je jasné, ze pozorovana frekvencia je zavisla od konkrétnej
postupnosti realizacii a ta je, samozrejme, vZzdy ina. Akceptujeme existenciu ¢isla P(D), ktoré je limitou
postupnosti pomernych pocetnosti (Co je pomerna pocetnost’ je opisané na strane 136).

Predchadzajtice dva odstavce chceli priblizit’ obsah pojmu pravdepodobnost’ a tak — chtiac, nechtiac —
hovorili sme o tom, ako pravdepodobnost’ stanovujeme, ako hladame P(A), ¢i P(D). Ale teraz je pod-
statné uvedomit’ si, ze prichadzajuca definicia pravdepodobnosti ndm nedava navod, ako pravdepo-
dobnost’ stanovit’, ako urcit’ jej hodnoty P(A), ¢i P(D). Definicia pravdepodobnosti deklaruje tie vlast-
nosti, ktoré pravdepodobnost’ ma v kazdom nahodnom pokuse.

Trochu zjednodusene povedané, v pripade jednoduchych nahodnych pokusov (majucich len konecne
vel'a vysledkov) ide o vlastnost’ aditivity. Aditivitu — ako vlastnost’ — od pravdepodobnosti pozadujeme
preto, lebo relativne frekvencie tuto vlastnost maji. To je vysvetlené na strane 136. Teraz uved'me
rieSenie ulohy (aspon jej Casti) sformulovanej na strane 136 (celkom dole).

A
Stanovme P(A), P(B), P(C) a P(D) pre udalosti z pokusu P5 (hod tromi ozna¢enymi mincami).
Pripomenime, ze ©,=(Z,7Z,72), o»»=(Z,Z, C), w; = (Z, C, Z), 4= (C, Z,7),

s = (Za éa C)’ W6 = (éa Z5 c): W7 = (é, éa Z): Wg = (C: é: C)

A ...naprvej znak, A = {®, i, ®3, ®s}, P(A)=0.5,
B ... na tretej znak, B = { o, w3, 04, ®7 }, P(B)=0.5,
C=AnNB, C={w, w;}, P(C)=10.25,
D=AUB, D={®, o, 03, 04, ®s, 07} P(D)=0.75

Vsimnime si, Ze plati: P(A) + P(B) = P(AuUB) + P(ANB)

Tento vzorec ma vSeobecnu platnost’ a je dosledkom aditivity pravdepodobnosti.
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Na zaver tohoto ¢lanku uved'me formalnu definiciu pravdepodobnostného priestoru. Pozorny cCitatel’ si
v§imol, Ze sme nekomentovali modelovanie pravdepodobnosti v pokusoch P8 a P9 (a tam je to naozaj
zaujimave!). Urobime tak v nasledujicom ¢lanku.
Definicia. Diskrétny pravdepodobnostny priestor je trojica (€, U, P), kde

Q je konecna, resp. spocitatel'na mnozina, predstavujuca vsetky vysledky ndhodného pokusu,

U je systém vsetkych podmnozin mnoziny €, t.j. prvky U predstavuju nahodné udalosti v pokuse,

P je pravdepodobnost, t.j. P je zobrazenie, ktoré udalostiam prirad’uje ich pravdepodobnost’, priCom

plati:

e 0<P(w)=<1 pre vsetky i

o ZP(a)i) =1 ak QQ ma n prvkov, resp. ZP(a)i) =1 (ak Q je nekonecna)
i=l1

i=1

e P(A)= Z P(w,) pre kazdi nadhodnt udalost’ A (aditivita pravdepodobnosti ).

irw;eA

Poznamka. Zrejme P(J) =0 a P(Q) = 1. Diskrétny pravdepodobnostny priestor jednozna¢ne uréuju:

vektor vysledkov: [0, w2, @3, ... ©,] (resp. [, @y, ®3, ..., Op, ... ])
vektor ich pravdepodobnosti:  [p1, P2, P3» ... Pal (resp. [P1, D2 P3s 5 Pus oo ])

3.2 Diskrétne nahodné veliciny

Casto v ramci ndhodného pokusu nas zaujimaju také nahodné udalosti, ktoré maji, volne povedané, &isel-
né vyjadrenie. Napr. v rdmci pokusu P5 nas mdze zaujimat’ pocet znakov, ktoré padli na minciach a nie aj
to, na ktorych minciach znaky padli. Venujme tejto myslienke vsuvku:

A

Uvazujme pokus P5, hod tromi oznacenymi mincami, o ktorom vieme, Zze ma 8 moznych, rovnako prav-
depodobnych vysledkov. Nech X znamena pocet znakov, ktoré padli na minciach. Tabul'ka pravde-
podobnostnej funkcie ma tvar:

X 0 1 2 3
foy | w8 | 38 | 38| 18

Tato tabulka je prakticky zhodna s modelom pre pokus P6. Totiz pokus P6 méZzeme reprezentovat’ (v
zmysle poznamky za definiciou (Q2, U, P) ) vektorom vysledkov a vektorom pravdepodobnosti:

[ @o, @1, @, 03]

[Po, P15 P2, D3]
kde po =p3=1/8, p1=p> = 3/8. Vezmime na zretel’, Ze je len na nas a na okolnostiach, kvoli ktorym pokus
modelujeme, ¢o prehlasime za vysledky pokusu, alebo ¢o chapeme ako ciselnu funkciu definovantl na
bodoch nejakého pravdepodobnostného priestoru (na bodoch mnoziny Q).

"Indikator 6-tky" (v pokuse P3) je ndhodna veli¢ina X, ktorej pravdepodobnostna funkcia je dana tabul’-
kou:

X 0 1
fix) | 5/6 | 1/6

Pripomenime, ¢o je idikator. Je to ndhodna veli¢ina definovana (teraz ako indikator 6-tky) opisom:
X ma hodnotu 1 prave vtedy, ak kocka ukaze 6-tku a X nadobudne hodnotu 0 prave vtedy, ked’ v pokuse
nepadne Cislo 6.

Vo vseobecnosti, idikator sa moze tykat’ l'ubovolnej nahodnej udalosti! Indikator udalosti A je nahod-
na veli¢ina definovana takto:
X ma hodnotu 1 prave vtedy, ak udalost’ A nastane (t.j. X nadobudne hodnotu 0 prave vtedy, ked’ A ne-
nastane). Indikator je teda nahodna veli€ina, ktorej hodnotova mnozina H(X) = {0, 1}.
s
Teraz na prenesieme na stranu 139 a budeme hovorit’ o nezavislosti dvoch diskrétnych nadhodnych veli¢in.
Tato diskusia nam pomdze pochopit’ modelovanie fenoménu rnezavislost, ktory pozorny Citatel’ intuitivne
citil pri uvaZzovani o pravdepodobnostnom modeli pokusov P8 a P9.

4
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Nezavislost’ dvojice diskrétnych ndhodnych veli€in

Intuitivne sme o zavislosti, resp. nezavislosti hovorili v ¢lanku 1 Kap. 2 (vdzba znakov farba o¢i a farba
vlasov). Teraz, na pode teorie pravdepodobnosti, mdézeme hovorit’ konkrétnejsie. Ale, aby bolo jasné — ro-
miet’ budu iba ti, ktori porozumeli argumentacii v ¢lanku 2.1 kapitoly 2.

A

Uvazujme dve diskrétne nahodné veli¢iny V a O. Nech H(V) = {1, 2}, H(O) = {1, 2, 3}. Nech vektor p =
[p1, p2] predstavuje rozdelenie veli¢iny V a vektor q =[ qi, q, q3 | predstavuje rozdelenie veli¢iny O. Ta-
bul’ka spolocného rozdelenia nech je (zatial’) nezndma a ma tvar:

vio| 1 | 2] 3

1 P1
2 P2
qi Q2 qs

Polozme si otazku: Aké pravdepodobnosti maju vystupovat’ v poli 2 X 3 (ktoré je zatial’ prazdne), aby sme
mohli povedat’, ze veli¢iny su nezavislé?

V zmysle toho, ¢o bolo povedané v ¢lanku 2.1, kap.2 vieme, Ze nezavislost znamena, ze pravdepo-
dobnosti v riadku pre V=1 maju byt v rovnakom pomere, v akom st v poslednom riadku, (v fiom su
¢isla: qi, qo, q3 ). Teda v riadku pre V= 1 maju vystupovat Cisla: a.q;, a.qx, a.q; (koeficient imernosti a
je zatial’ neznamy).

Z aditivity pravdepodobnosti vieme, Ze plati:
pi=P(V=1)=P(V=1,0=1)+P(V=1,0=2)+P(V=1,0=3),
a preto:
pi=P(V=1)=P(V=1,0=1)+P(V=1,0=2)+P(V=1,0=3)=a.qs ta.qptaqg=a(q+q@+q:) =a
(lebo zrejme q;+ g2+ q3 = 1).

Vdaka aditivite sme ziskali a, a = p;. Ak maju byt veli¢iny V a O nezavislé, tak v riadku pre V=1
musia vystupovat hodnoty p;.qi, p1.qz, pi1-qs . Teda tabulka musi vyzerat’ takto:

\AYO) 1 2 3

1 P P2 PGz | P
2 pz
q1 q2 qs

Rovnako
p2=P(V=2)=P(V=2,0=1)+P(V=2,0=2)+P(V=2,0=3)=b.qi +b.qp + b.qs=b.(q1 t Q@2+ q3) = b

¢o znamend, ze konstanta imernosti pre druhy riadok, & = p,. Ak maju byt veli¢iny V a O nezavislé (v
zmysle, v akom sme o niom hovorili v ¢l.1, kap.2), tak tabul’ka spoloc¢ného rozdelenia je

V\O 1 2 3

1 P19 P19z P193 b1
2 P2 PGz P2z | P2
qi Q2 qs

Teraz uz zrejme akceptujeme nasledujucu definiciu nezavislosti dvojice diskrétnych veli¢in. Staci si
uvedomit’, Ze len oznacenie je iné, napr.:

[pi, p21=[ fi(x1), i(x2) ] a [qi, G2, @3 1= [ /2001, /2002), f2(13) 1.
&
Definicia. Diskrétne nahodné veliciny st stochasticky nezavislé prave vtedy, ak pre ich pravdepodobnost-
né funkcie plati:

fix,y) = fikx).f2(y) pre vSetky redlne x, y.

(definicia je formulovana tak, aby obsiahla aj pripady, ked’ veli¢iny maji nekonecne vel'a hodndt).
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Ak ide o dvojicu nezavislych velicin X, Y tak je mozné stanovit’ spolo¢né rozdelenie, t.j. funkciu f{x, y),
na zaklade znalosti "jednorozmernych" funkcii fi(-) a f>(-). V pripade, Ze veliCiny su nezavislé, jednodu-
cho kladieme

fx,y) = filx) . f2y), pre vsetky x, y.

Niekedy totiz nezavislost’ je evidentna zo samotnej rézie nahodného pokusu, ako je to v pokusoch P8 a
P9, ktoré teraz rozoberieme.

A

P8: hod dvomi hracimi kockami: modrou a ¢ervenou (modra je riadna, ervena je sfal§ovand).

Na rozdiel od pristupu z tivodu tejto kapitoly, teraz sa pozerajme na nahodny pokus tak, ze hodnoty na
modrej kocke chapeme ako hodnoty veli¢iny X a hodnoty na ¢ervenej kocke ako hodnoty veli¢iny Y.
Hodnoty oboch veli¢in st rovnaké: 1,2 , .., 6.

Podrla popisu ndhodného pokusu, pravdepodobnostné rozdelenie veli¢iny X urcuje vektor
p=[1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6]
a povedzme, ze rozdelenie veliciny Y je dané vektorom q:
q=[1/12 1/12 1/12 3/12 3/12 3/12]

vektor q predstavuje (reprezentuje) sposob, akym bola ¢evena kocka sfalSovana. Pokus spociva v hode
dvomi kockami a je zrejmé, Ze pri beznom vykonavani pokusu sa kocky kotalaju kazda "po svojom" a
teda verime, ze nezavisle. Preto tabul’ka pravdepodobnostnej funkcie vektora (X, Y) je

X\Y 1 2 3 4 5 6
1 1/72 1/72 1/72 3/72 3/72 3/72 12/72
2 1/72 1/72 1/72 3/72 3/72 3/72 12/72
3 1/72 1/72 1/72 3/72 3/72 3/72 12/72
4 1/72 1/72 1/72 3/72 3/72 3/72 12/72
5 1/72 1/72 1/72 3/72 3/72 3/72 12/72
6 1/72 1/72 1/72 3/72 3/72 3/72 12/72
6/72 6/72 6/72 18/72 | 18/72 | 18/72

P9: hod dvomi hracimi kockami: modrou a ¢ervenou (obe su sfalSované).

Teraz pouzijeme MATLAB. Falo$nou je teraz aj modra, a preto nech pravdepodobnostné vektory su dané
napr. takto:

p=[1/12 3712 1/12 1/12 3/12 3/12]
q=[1/12 1712 1/12 3712 3/12 3/12]
p:
0.0833  0.2500  0.0833  0.0833  0.2500  0.2500
q:

0.0833 0.0833 0.0833 0.2500 0.2500 0.2500

Maticu spolo&ného rozdelenia dostaneme operaciou nasobenia stipca p' s riadkom q:
mat = p"*q

mat =
0.0069 0.0069 0.0069 0.0208 0.0208 0.0208
0.0208 0.0208 0.0208 0.0625 0.0625 0.0625
0.0069 0.0069 0.0069 0.0208 0.0208 0.0208
0.0069 0.0069 0.0069 0.0208 0.0208 0.0208
0.0208 0.0208 0.0208 0.0625 0.0625 0.0625
0.0208 0.0208 0.0208 0.0625 0.0625 0.0625

Ked uz mame spolo¢né rozdelenie, 'ahko vieme zodpovedat’ vSetky mozné otazky, napriklad:
Aka je pravdepodobnost’, ze sucet bodov na kockach bude aspon 9?

P=P((3,6),(4,5),(4,6),(54),(5,5), (5, 6), (6, 3), (6,4), (6,5), (6, 6) )=0.0208 + 0.0208 + 0.0208 +

+.0625 +0.0625 + 0.0625 + 0.0208 + 0.0625 + 0.0625 + 0.0625 = 0.4582
&
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Ulohy
Ulohy 3.5.1, 3.5.2 st jednoduché. Venujme sa d’al$im tloham.

3.5.3 Uvazujme pokus P8, ked’ ¢ervena kocka je zhodna s tou falo$nou, ktora ste zvolili v tlohe 3.5.1.
Nech X je pocCet bodov na modrej, Y je pocet bodov na Cervenej. Je zrejmé, Zze X, Y su nezavislé (to vy-
plyva z rezie pokusu, ved’ kazda velicina sa tyka inej kocky). Nech Z = X + Y. Urcte pravdepodobnost-
nu funkciu g veli¢iny Z. Najdite E(Z), var(Z).

Riesenie. Teraz mézeme nadviazat’ na to, o sme napisali na predchadzajucej strane. Modrej kocke
odpoveda pravdepodobnostny vektor

p=[l/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6]
a predpokladajme, Ze ¢ervenej vektor

q=[1/12 112 1/12 3/12 3/12 3/12]

Ako sme uz uviedli, tabul’ka spoloéného rozdelenia je takato:

X\Y 1 2 3 4 5 6
1 1/72 1/72 1/72 3/72 3/72 3/72 12/72
2 1/72 1/72 1/72 3/72 3/72 3/72 12/72
3 1/72 1/72 1/72 3/72 3/72 3/72 12/72
4 1/72 1/72 1/72 3/72 3/72 3/72 12/72
5 1/72 1/72 1/72 3/72 3/72 3/72 12/72
6 1/72 1/72 1/72 3/72 3/72 3/72 12/72
6/72 6/72 6/72 18/72 18/72 | 18/72

Rozdelenie ndhodnej veliCiny Z = X + Y ziskame sc¢itavanim po vedl'ajSich diagonalach. Objasnime to na
pripade uréenia P(Z = 5). Zrejme
PZ=5=P({X.V)=(1, 4 }u{XYV)=23) {XY)=G2) pHXY)=41})=
PO(X,Y)=(1,4)) +P((X,Y)=(2,3))+P((X,¥)=(3,2) )+ P((X, Y)=(4, 1)) =
3/72+ 1/72 + 1/72 + 1/72 = 0.0833

Tabul’ka pravdepodobnostnej funkcie g nahodnej veli¢iny Z ma tvar:

z 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
gz) | 1/72 | 2/72 | 3/72 | 6/72 | 9/72 |12/72 | 11/72 | 10/72 | 9/72 | 6/72 | 3/72

(overte, Ze sucet v druhom riadku sa rovna 1).

3.5.4 Uvazujme pokus P9, ked obe kocky su falosné a nech st zhodné s tou, ktoru ste zvolili v tlohe
3.5.1. N3jdite odpovede na otazky, ktoré sme polozili v predchadzajtcej Gilohe!

Navrh: Postupujte za pomoci MATLABu tak, ako sme to ukazali na predchadzajucej strane. Pravdepo-
dobnostné vektory mozete volit’ 'ubovolne, avSak, musi ist’ o pravdepodobnostné vektory. Teda o vek-
tory kladnych ¢isel, pricom sucet zloziek musi byt rovny 1.

3.5.5 Uvazujte o ndhodnom vektore (X, Y), ktorého tabulka pravdepodobnostnej funkcie ma tvar:
X\Y -1 0 1
-1 0 0.25 0

0 0.25 0 0.25
0 0.25 0

Najdite pravdepodobnostné rozdelenia zloziek. Ukazte, ze X, Y st nekorelované, tj. cov(X, Y) = 0. Je
Pahké vidiet, ze pritom X, Y nie st nezavislé! Vezmime na vedomie, ze implikacia:

Ak X, Y su nezavisle, potom su nekorelované, lebo E(X.Y) = E(X).E(Y), a preto cov(X,Y) =0

plati vzdy, ale nasa situacia ilustruje, Ze opacna implikécia (vo vSeobecnosti) neplati!
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