P.Volauf, Numerické vypocty, kap.3

Kap.3 A.x=Db (uUlohy aichrieSenia)

(Tato kapitola je naro¢nejsia, preto zaéneme zhrnutim zakladnych faktov; komu nie su nasledu-
juce skutoénosti jasné, musi sa vratit' k studiu kap.3)

Pre MATLAB ma tloha A.x = b rieSenie vzdy, akonahle je zmysluplna, t.j. pocet riadkov matice A sa
rovna poétu zloziek stipcového vektora b (ML formulacia: size(A, 1) = length(b) ).

Toto je naozaj pravda, pretoze ak size(A, 1) = length(b) a hod(A) <hod([A, b)), t.j. rieSenie v klasickom
zmysle neexistuje, tak MATLAB najde a zobrazi rieSenie v zovSeobecnenom zmysle.

RieSenie ziskame (az na vynimoc¢né pripady) prikazom "x = A\b". Treba vSak vediet’ rozhodnut’, aka je
povaha ponukaného rieSenia!

Vektor x je rieSenie v klasickom zmysle, ak rezidualny vektor rv = A.x —b je prakticky nulovy (vSetky
jeho zlozky sa rovnaju "prakticky" nule a jeho norma — akékol'vek norma — ma byt vel'mi malé ¢islo).
Vektor x je rieSenie v zovSeobecnenom zmysle, ak rezidualny vektor rv = A.x —b je nenulovy, ale je
kolmy na vsetky stlpce matice A, teda skalarne suciny rv'.A(:,j) =0 pre vSetkyj,j=1, .., n.

Ak vynimoc¢ne prikaz "x = A\b" nedava Ziaden vektor (lebo, napriklad, MATLAB hlasi, ze matica A je
singularna, alebo "blizka" singularnej), tak zovSeobecnené rieSenie ziskame prikazom "x = pinv(A).b". Aj
ked obidva prikazy daja vektor ako riadnu odozvu, nemusi to byt’ (vo vSeobecnosti) ten isty vektor.

Prikaz "rref" poskytuje dobru predstavu o tlohe A.x = b, avSak len pre systémy, ktorych matica nie je zle
podmienena. Ak matica ulohy je zle podmienena (vid’ ¢l. 3.6), tak davame prednost’ informacii ziskanej
prikazom "rank" (méme na mysli skuto¢nost’, ¢i vektor b lezi, resp. nelezi v priestore stlpcov matice A).

Nakoniec: Uloha A.x =b ma nekoneéne vela rieSeni prave vtedy, ak nulovy priestor matice A je netri-
vialny. Jeho bazu ziskame prikazom "null(A)". Ak je nulovy priestor trividlny (obsahuje len nulovy vek-
tor), odozvou "null(A)" je prazdna matica, aj ked’ z pohl'adu matematiky by sme tam vtedy radSej videli
zobrazenie nulového vektora :-).

3.7.1 Je to veI'mi jednoducha tuloha, s ktorou si kazdy poradi.

3.7.2 Je dana matica A:

A =
-1 3 -1 0 -2 7
-1 -1 7 0 -3 0
-3 6 1 0 1 -2
-3 -1 0 3 6 6

a) Uréte ten stipec matice A, ktorého stipcova norma je najvicsia. Porovnajte jeho stipcovi nor-
mu so stipcovou normou matice!

b) Urcte ten riadok matice, ktorého riadkova norma — ako norma vektora — je najvicsia. Viete ti
maximalnu riadkova normu jednotlivych riadkov matice ziskat’ prikazom MATLABu?

¢) Uréte ten stipec matice A, ktorého riadkova norma (ako norma vektora) je najvacsia. Viete ju
ziskat’ prikazom MATLABu?

d) Uréte ten riadok matice, ktorého stipcova norma — ako norma vektora — je najvicsia. Viete ju
ziskat’ prikazom MATLABu?

Riesenie.

a) Stipcova norma jednotlivych stipcov sa rovna (zl'ava doprava): 8, 11, 9, 3, 12 a 15. Siesty stipec ma
najviacsiu stipcovii normu. Jeho norma, t.j. &islo 15 je zaroveti stipcova norma nasej matice. V ML ju
ziskame takto:

max( sum( abs(A) ) )

ans =
15

PretoZe ide o stipcovii normu A, jednoduchsie ju najdeme prikazom "norm(A, 1)":
norm(A, 1)

ans =
15
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b) Riadkova norma jednotlivych riadkov (riadky chapeme ako vektory) sa rovna (zhora dole): 7, 7, 6, 6.
Prvé dva riadky maju najvacsiu riadkovii normu. V ML napr. takto:
max( max (abs(A®) ) )
ans =
.

¢) Riadkova norma jednotlivych stipcov (ako vektorov) sa rovna (zl'ava doprava): 3, 6,7, 3,6 a 7. Teda
najvacsia je pre stlpec 3 a 6. V ML:
max( max( abs(A) ) )

ans =
7

d) Stipcova norma jednotlivych riadkov (ako vektorov) sa rovna (zhora dole): 14, 12, 13 a 19. Teda naj-
vécsia je pre Stvrty riadok. V ML takto:
max( sum( abs(A®) ) )
ans =
19

Jednoduchsie pozadovanu hodnotu dostaneme ako riadkovi normu matice A:
norm(A, inf)

ans =
19

Chapanie noriem vektorov a matic sa zjednodusi, ked’ si uvedomime, ze na vektory sa treba pozerat’ ako
na matice rozmeru [1, n], resp. [m, 1]. Normy matic hraji kI'a¢ovl Glohu pri vySetrovani podmienenosti
linearnych sustav a v iteraénych metddach linedrnej algebry. NajCastejSie pouzivame euklidovskli normu.

3.7.3 Uvazujme sustavu A.x = b, kde matica A:
A =

A OWNBE
abwnN
o0k w
~No o1 b~

Co vieme o mnozine riefeni (v klasickom zmysle) Gilohy A.x =b v pripade nasej matice A? (Diskutujte
vzhladom na regularitu resp. singularitu matice). Pre nasledujiice vektory pravej strany uréte a popiste
mnozinu vSetkych rieSeni ulohy A.x =b:

a) b=[9;11;13;15]

b) b=[-3;6; 1; 1]

c) Existuje taky vektor b, aby stistava A.x =b mala jediné rieSenie?

Riesenie. Pahko sa prikazom "rank" zisti, ze hod(A) = 2. Matica A je teda singularna. Dimenzia priestoru
stipcov sa rovna 2 a dimenzia nulového priestoru sa tiez rovna 2 ( ZVLA ). Ak vektor pravej strany lezi v
priestore stipcov, (iloha ma riesenie (a nutne ma nekoneéne vela rieSeni, ved’ dim N(A) = 2). Ak vektor
pravej strany neleZi v priestore stipcov, tak uloha nema riesenie v klasickom zmysle.

a) Dany vektor lezi v priestore stipcov, lebo rank(A) = rank([A, b]). MnoZina rie$eni je nekoneé¢na.
Popiseme ju tak, ako je uvedené na strane 54. Najprv najdime partikularne rieSenie:
xp = A\b
Warning: Matrix is singular to working precision.
Xp =
Inf
Inf
Inf
Inf

Vidime, Ze sme neuspeli prikazom "A\b" . Preto pouzime "pinv":
xp = pinv(A)*b
Xp =
-0.7000
0.1000

0.9000
1.7000
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Overme, Ci vektor xp je rieSenim v klasickom zmysle.

cNoNoNe)

V poriadku, mame partikularne rieSenie — je to vektor xp. VSeobecné rieSenie ma tvar (inymi slovami:
nasledujtici zapis zachytava kazdé rieSenie tlohy)

w=Xp + Zq

kde Xp je najdené partikularne rieSenie, xp =[-0.7; 0.1; 0.9; 1.7],
Z je matica, ktorej stlpce tvoria bazu nulového priestoru matice A,
g je akykol'vek stlpcovy vektor dimenzie 2 ( = dimenzie nulového priestoru matice A).

Maticu Z ziskame prikazom "null"

Z = null(A)

Z =
0.3834 -0.3912
-0.2196 0.8073
-0.7109 -0.4411
0.5472 0.0250

Overme, ze napr. ak q =[123; 456 ], tak naozaj vektor w = xp + Z.q je rieSenim ulohy. N4jdime rezi-
dualny vektor "rv", definovany ako rozdiel 'avej a pravej strany systému: rv = A.w — b a presvedéme
sa, ze 1v je nulovy vektor.
g = [123; 456]; w=Xxp + Z*g, rv =A*w - b
W =
-131.9274
341.2339
-287.6855
80.3791

rv
1.0e-012 *
-0.5116
-0.6821
-0.7958
-0.7958

V poriadku, zlozky rezidualneho vektora su prakticky nulové. Zopakujme: VSeobecné rieSenie ma tvar
w = Xxp + Z.q

kde xp je partikularne riesenie lohy, Z = null(A), q je P'ubovolny (stipcovy) vektor, ktorého dimenzia
sa rovna dimenzii nulového priestoru matice A. Overte, ze w je rieSenim aj s inou vol'bou vektora q ako
s tou, s ktorou sme pocitali!

b) Teraz dany vektor b, b= [-3; 6; 1; 1] neleZi v priestore stipcov matice A, pretoZe rank([A, b]) =3
(overte!) a ako vieme z predchadzajiuceho, rank(A) = 2. V tomto pripade uloha nema rieSenie v klasickom
zmysle (ako sme uviedli, tato tloha sa tyka diskusie okolo existencie rieSeni v klasickom zmysle).

¢) Odpoved’ na otdzku znie: Taky vektor b neexistuje! To preto, lebo otazka jednoznacnosti rieSenia, je
otazka o nulovom priestore matice A, vektor pravej strany b tu nehra Ziadnu ulohu. Ked’ze nulovy pries-
tor A je netrividlny (ved’ ma dimenziu 2) tak tloha — ak rieSenie ma — ma nekonec¢ne vel'a rieSeni.

3.7.4 Uvazujme preurcenu sustavu s maticou A:
A —

7 8 0 6
-5 2 -5 0
-1 0 0 3
-5 -3 5 4

4 3 5 -3

3 5 7 7
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Pre nasledujuce vektory pravej strany popiste mnozinu rieSeni (rieSenia v klasickom zmysle):
a) b=[26; -8; 9; 19; 4; 40]
b) b=[20;-10; 5; 15; 3; 23]
c) Existuje taky vektor b, aby sustava A.x =b mala nekonecne vela rieSeni?
Riesenie: Matica A sustavy ma rozmer [6, 4], Gloha sa tyka preurCenej ststavy (vid’ ¢lanok 3.3.2).

a) V tomto pripade rank(A) = rank( [A, b]) (overte!) a to znamend, Ze tloha ma rieSenie v klasickom
zmysle. Ked’7e hod(A) = rank(A) = 4 a matica ma 4 stipce, zo ZVLA méame: dim(N(A)) = 0. Preto
uloha ma jediné rieSenie, rieSenim je teda jediny vektor a ziskame ho prikazom "A\b"
x = A\b
X =
0
1.0000
2.0000
3.0000
Preverme! N4jdime rezidualny vektor rv = A.x —b
A*X - b
ans =
1.0e-013 *
0.1421
0.0355
0.0355
0
-0.0355
0.1421

Vidime, ze (az na chyby zo zaokruhl'ovania) zlozky vektora rv mdzeme povazovat za nulové. Zopakuj-
me, ze rieSenim ulohy je jediny vektor x =[0; 1; 2; 3].

b) Overte, ze pre vektor b =[20; -10; 5; 15; 3; 23 | mame rank([A, b]) =5. Ked’ze rank(A) =4, tak
uloha nema riesenie v klasickom zmysle, lebo rank(A) < rank([A, b]).

¢) Odpoved’ na otazku znie: Nie! To, ¢i uloha ma nekonecne vel'a rieSeni sa tyka nulového priestoru mati-
ce a nie vektora pravej strany! Ako sme zistili, hod(A) = 4 a kedze A ma 4 stlpce, tak zo ZVLA
vieme, ze nulovy priestor A ma dimenziu 0. Preto sustava Ax =b nema nekonecne vela rieseni.

3.7.5 Uvazujme sustavu s maticou A:

A =
30 -40 50 -30
-40 54 -68 40
50 -68 86 -50
-60 82 -104 60
70 -96 122 -70
-30 40 -50 30

Pre nasledujuce vektory pravej strany popiste mnozinu rieSeni (rieSenia v klasickom zmysle):

a) b=[-10; 14; -18; 22; -26; 10]

b) b=[ 1; 2, 3; 4 5 6]

c) Existuje taky vektor b, aby sustava A.x =b mala jediné rieSenie?

RieSenie. Namiesto rieSenia len nazna¢me vysledky. V d’alSom sa musite naucit’ verifikovat’ spravnost’

Vasich vysledkov sami!

a) Sustava ma nekonecne vel’a rieSeni. VaSou tlohou je dat’ popis mnoziny vsetkych rieseni, inymi slova-
mi, mate najst’ vSeobecné rieSenie sustavy.

b) V tomto pripade uloha nema riesenie.

c) Taky vektor b neexistuje.

3.7.6 Nech je dana matica ststavy:

A =
2 1 -3 0 5 -2
8 -1 5 8 7 7
5 8 7 -2 -1 3
-1 0 0 8 1 0
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Pre nasledujuce vektory pravej strany popiste mnozinu rieSeni (rieSenia v klasickom zmysle):
a) b=[-1;-3; 2; -2; 2; 10]

b) b=[1;2; 3; 4; 5, 6]

c) Existuje taky vektor b, aby uloha A.x = b mala jediné rieSenie?

d) Existuje taky vektor b, aby uloha nemala riesenie?

Riesenie. Vzhl'adom na to, Ze v zadani je OMYL, tlohu treba zmenit’! Matica sustavy ma rozmer [4, 6],
a preto vektor pravej strany musi mat’ 4 zlozky!

a) Nech b=[-1;-3; 2; -2]. Takto je zadanie zmysluplné (pévodné zadanie je vecne chybné!). Mame
popisat’ mnozinu rieseni. Najprv zistime hodnost’ matice A:
rank(A)
ans =
4

Z tohoto plynie, ze KAZDY vektor pravej strany, a teda aj b=[ -1; -3; 2; -2] leZi v priestore stipcov A.
Preto tiloha rieSenie (klasické rieSenie) ma. Ked'ze pocet stipcov A sa rovna 6, zo ZVLA vieme, Ze
dimenzia nulového priestoru A sa rovna 2. Ndjdime bazu nulového priestoru matice:
Z = null(h)
7 =
-0.6956 -0.1766
0.0674 0.3301
0.3927 -0.5740
-0.1567 -0.0159
0.5584 -0.0492
0.1449 0.7264

Partikularne rieSenie hl'adame najprv prikazom "A\b"

xp = A\b
Xp =
-0.2228
0.1224
0.2256
-0.2779
0
0
Overme:
A*xXp - b
ans =
1.0e-015 *
-0.2220
0
0.4441
-0.4441

Vskutku, xp je partikularne rieSenie. VSeobecné rieSenie ma tvar
w = Xxp + Z.q

kde g je akykol'vek (stipcovy) vektor dimenzie 2 (pretoze matica Z ma dva stipce). Overte, Ze vskutku,
pre akykol'vek vektor g je vektor w rieSenim tlohy. Takto sme popisali nekone¢ni mnoZinu rieSeni.

b) Samozrejme aj v tejto Casti treba zmenit’ vektor b. Napriklad, nech b=[3; 4; 5; 6]. Tato Cast’ sa rie-
§i uplne analogicky ako Cast’ a) . Iné bude len partikularne rieSenie, vSetko ostatné ostava bez zmeny.
N4jdite vSeobecné riesenie, v iom zvol'te ndhodne vektor q a overte, ze vektor w = xp + Z.q riesi
ulohu!

¢) Odpoved znie: Nie. Dimenzia priestoru stipcov sa rovna 4, a preto pre l'ubovolny vektor b ma tloha
Ax =D riesSenie. Ked'Ze nulovy priestor A ma dimenziu 2, uloha ma (pre l'ubovolny vektor b) dokonca
nekonecne vela rieSeni.

d) Odpoved na tato otazku sme uz dali v ramci odpovede na otazku v ¢).
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3.7.7 Zmysel tejto tlohy je ilustrovat’, Ze rieSenie ulohy A.x =b prikazom "x = inv(A).b" dava horSie
vysledky ako su tie, ktoré dostaneme prikazom "x = A\b". Za maticu ststavy vezmite Hilbertove
matice rozmerov (postupne): 9, 12, 14 (namiesto povodnych 5,9,13 vezmime radsej 9, 12, 14).

Vektor pravej strany nech je zostaveny tak, aby presné rieSenie tlohy bol vektor jednotiek:

x = ones(n,1), teda nech b(i) = sum( A(i,:) ).

Vypisujte normu vektora rozdielov medzi ziskanym a presnym rieSenim. Najprv uplatnenim prikazu "x =

A\b" a potom pouzitim inverzie, teda "x = inv(A).b"

for n = [9, 12, 14],
A = hilb(n); b = (sum(A"))"; x = A\b; dif = norm(x - ones(n,l1l)),
end
dif =
2.9625e-005

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = 2.409320e-017.
(Type "warning off MATLAB:nearlySingularMatrix"™ to suppress this warning.)
dif =
0.3872

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = 1.708191e-019.
(Type "warning off MATLAB:nearlySingularMatrix" to suppress this warning.)

dif =
5.5047

Vystraha MATLABu o zlej podmienenosti matice sa tyka rozmerov 12 a 14.

Teraz rieSme tlohu prikazom "x = inv(A).b"

for n = [9, 12, 14],
A = hilb(n); b = (sum(A"))"; x = inv(A)*b; dif = norm(x - ones(n,1)),
end
dif =
2.6508e-005

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = 2.632766e-017.
dif =
0.6974

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = 1.708191e-019.
dif =
173.8564

Tieto vypocty sa realizovali v MATLABe vo verzii 6.5.1, a tak je mozZné, Ze sa nebudu zhodovat s tymi,
ktoré ziskate vo Vasej verzii MATLABu. Takéto experimentovanie je pohodlnejSie robit’ prostrednictvom
scriptov, resp. funkcii, ako ukazeme v nasledujucej ulohe.

3.7.8 Experimentujme teraz porovnavanim "kvality" inverzie regularnej, ale zle podmienenej matice, zis-
kanej prikazom "inv" s inverziou, ktoru dostaneme prikazom "pinv". Jedna moznost' ako porovnat
ziskané inverzie, je vyc¢islit’ jednak normu matice ( A.inv(A)—1) ajednak normu ( A.pinv(A)—1).
Ktora inverzia sa ukaze presnejSou?

Je pohodlné pisat’ kody takych experimentov vo forme scriptov (pripadne funkcif). Na ukazku:
for n = 10:2:16

A hilb(n); B = inv(A); X = pinv(A);

normklas_inv = norm(A*B - eye(n));

normpseud_in = norm(A*X - eye(n));

n, normy = [normklas_inv, normpseud_in],
end
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Zaverecné ulohy sa tykaju rieSeni linearnych ststav v zov§eobecnenom zmysle.

3.7.9 Dan4 je matica "rmat" rozsirenej sustavy. Rozhodnite, aké rieSenie dostadvame prikazom "x = A\b".
rmat =

1 2 31 1
4 5 6 | 2
7 8 9 | 2
10 11 11 | 4
Je ziskané riesenie zhodné s tym, ktoré¢ dava prikaz "x = pinv(A)*b" ?
Riesenie.
xbas = A\b; xinv = pinv(A)*b; [ xbas, xinv]
ans =
-2.1667 -2.1667

3.6667 3.6667
-1.3333 -1.3333

Ide o zovSeobecnen¢ rieSenie, kedZe rank(A) < rank([A, b]), uloha rieSenie v klasickom zmysle nema.
Overme, ze vektor b — A.xbas je kolmy na stlpce matice A.
A**(b - A*xbas)
ans =
1.0e-013 *

-0.7372

-0.8349

-0.8615

To st prakticky nuly, a teda "xbas" je naozaj rieSenie v zovSeobecnenom zmysle.

3.7.10 Pozmenime v sustave z predchadzajticej ulohy len jeden prvok matice A. Nech a(4,3) = 12. Roz-
hodnite, aké rieSenia tlohy davaju teraz prikazy "x = A\b", resp. "u = pinv(A)*b". Vysvetlite, ¢im je
tato situdcia rozdielna od predchadzajucej. Ukazte, Zze vektor u = pinv(A)*b lezi v priestore riadkov
matice A.

RieSenie. Najprv definujme A:
A

A =
1
4
7
10 1

rank(A)

ans =
2

V tomto pripade, ked’ hodnost’ matice je mensia ako pocet stipcov A, sa zovieobecnené riesenia "xbas" a
"xinv" budu lisit’.
xbas = A\b; xinv = pinv(A)*b; [xbas, xinv]
Warning: Rank deficient, rank = 2 tol = 1.4594e-014.
ans =
-0.0000 -0.0500

0 0.1000
0.3000 0.2500

= 000N
NOO W

Ako vidime, je to tak. Cavy stipec je bazické rieSenie — a ako také — ma najviac 2 nenulové zlozky (lebo
hodnost’ sa rovna 2). V nasSej situcii ma jednu nenulovu zlozku.

O rieSeni "xinv" mame ukazat, Ze lezi v priestore riadkov A. Ukazeme to napr. tak, Ze ak pridame vektor
"xinv" ako piaty riadok k matici A, hodnost’ novej matice bude rovnaka, teda bude sa rovnat’ 2.
Anova = [ A; xinv"]; rank(Anova)
ans =
2
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