P.Volauf, Numerické vypocty, kap.2
2.5 Ulohy kapitoly 2 - rieSenia

2.5.1 Lokalizujte a separujte korene rovnice 5.3 x°> + 2.2 xX* — 12.5 x — 6 = 0. PouZite Newtonovu metodu
na aproximovanie korenov s presnostou 5e-7. Modifikujte M-funkciu Newton, v ktorej namiesto "eval"
pouZzijete "polyval" (resp. "polyder"). VSimnite si, ze Start z bodu x = -1 generuje postupnost’ iteracii,
ktora konverguje ku korenu leziacemu v intervale [1, 2].

RieSenie: Znazornime graf dané¢ho polyndému (Pavej strany rovnice). Najprv definujme vektor koeficien-
tov polynomu:

p=1[5.3 2.2 -12.5 -6]

p

5.3000 2.2000 -12.5000 -6.0000
Zrejme pre velké kladné hodnoty argumentu x budt funkéné hodnoty kladné (koeficient pri X* je kladny)
a pre zaporné hodnoty argumentu, ktoré su d’alej od nuly, budi funkéné hodnoty zaporné (najvyssia moc-
nina je neparna). Preto za¢nime plotovanie polynému takto:
x = linspace(-10, 10,1001); y = polyval(p,x); plot(x, y)
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Vidime, ze sme boli zbyto¢ne opatrni, zmenme interval [-10, 10] na [-2, 2] v nadeji, ze znamienkové
zmeny nestratime, a pritom graf polynému bude lepsie sluzit’ na lokalizaciu korenov.
x = linspace(-2, 2, 401); y = polyval(p,x); plot(x, y)
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Pouzime prikaz "ginput" (graficky input) a uréme aproximacie koretiov. Zl'ava prvym je koren, ktory lezi
v okoli bodu —1,5 , druhy lezi v okoli bodu —0.5, treti v okoli bodu 1.5. Funkciou polyval ndjdeme hod-
noty polynému v tychto bodoch (o¢akavame hodnoty blizke 0):

u=7[-1.5 -0.5 1.5 7]; v = polyval(p, u)
VvV =
-0.1875 0.1375 -1.9125
Hodnota v bode u = 1.5 je sice trochu d’aleko od nuly, avSak teraz nejde o kvalitné aproximacie, ale o
stanovenie intervalov, v ktorych lezia korene. Navrh moze vyzerat takto:

pre koren v okoli -1.5 zvol'me interval [-1.6 -1.4]
pre koreii v okoli -0.5 zvol'me interval [-0.6 -0.4]
pre koreil v okoli 1.5 zvol'me interval [1.4 1.6].
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Overme, Ze na kazdom z nich registrujeme znamienkovi zmenu. To sa da urobit’ mnohymi spdsobmi,
napr. aj takto

prod( polyval(p, [1.4 1.6]) )
ans =
-6.2277

pre treti interval to urobme jednoduchsie (preverenie druhého prenechavame na Citatel’a):

polyval(p, [1-4 1.6])
ans =
-4.6448 1.3408

Ako vidime, aj tu registrujeme znamienkova zmenu. Lokalizacia a separacia korenov je vykonana.

Teraz pouzime Newtonovu metodu na aproximovanie koreiia — povedzme toho kladného korena, ktory
sa nachadza v intervale [1.4 1.6 ]. Modifikujeme funkciu "newton" na funkciu "newtonp" takto:

function xn = newtonp(p,xs,tol)

% NEWTONP Newtonova metoda na riesenie
% algebraickej rovnice p(x)= 0
0 ——
% xn = newton(p,xs,tol)
%
% p = vektor koeficientov polynomu
% xs = bod startu
% tol = zastav. podmienka: [xn - xs| < tol
%
% xn = aproximacia korena
O ——
fs = polyval(p,xs);
fds= polyval(polyder(p),xs);
xn = xs - fs/fds;
%
while abs(xn - xs) >= tol
XS = Xn;
fs = polyval(p,xs);
fds= polyval(polyder(p),xs);
xn = xs - fs/fds;
end

Aproximéciu korena ozna¢me ako "akor", avSak pred volanim funkcie "newtonp" zmenme format:
format long
akor = newtonp(p, 1.5, 5e-7)

akor =
1.56075804641339

Najprv nas zaujima hodnota p(akor), funkéna hodnota polynomu v bode "akor". Ak nie je dostatocne
mald (v absolutnej hodnote), tak to signalizuje nejaky omyl.
polyval(p, akor)
ans =
8.881784197001252e-016

V poriadku! Teraz chceme zistit, ¢i sme dodrzali Ziadant presnost’. TotiZ pouzitie tolerancie automaticky
nezarucuje, ze presnost’ sa rovna hodnote "tol". Definujme "akorL" (lava) "akorP" (prava) takto:
akorL = akor - 5e-7; akorP = akor + 5e-7; [akorL, akorP]
ans =
1.56075754641339 1.56075854641339

Teraz nas zaujima, ¢i na intervale [ akorL, akorP ] nastava znamienkova zmena:
polyval(p, [akorL, akorP])
ans =
1.0e-004 *
-0.16549588106152 0.16549601605576

Ako vidime, interval [ akorL, akorP ] obsahuje koren. Hodnotu 1.560758046 moZeme povazovat za
aproximaciu kladného korena, a pritom chyba tejto aproximacie nepresahuje hodnotu 5e-7.
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2.5.2 Realny koren rovnice 163 x> — 767 x* + 1200 x — 625 = 0 leZi v intervale [1, 2]. Ak pouZijeme
Newtonovu metddu na aproximovanie korena s toleranciou 5e-7, tak Start z bodu x = 1 generuje postup-
nost’ az 18-tich iteracii, kym Start z bodu x = 2 postupnost’ len 5-tich iteracii. Viete si to vysvetlit'?
Riesenie:

Znazornite (plotujte) graf polyndmu na intervale [1, 2] a potom na intervale [1.4, 1.8]. Predstavte si, ako
pracuje Newtonova metdda. Sformulujte svoju hypotézu.

2.5.3 Nech p=[1.00, -11.50, 45.60 + a, -73.57, 40.13]. Ngjdite interval pre hodnoty parametra a,
aby algebraicka rovnica p(x) = 0 mala Styri realne korene.

Riesenie:
Postupujme skusmo, napr. takto:
a= -0.1; p=[ 1.00, -11.50, 45.60+a, -73.57, 40.13 ]
p =
1.0000 -11.5000 45.5000 -73.5700 40.1300
roots(p)
ans =
5.1241
2.6414
2.5895
1.1450
Teraz vol'me kladni hodnotu:
a= 0.3; p=1[ 1.00, -11.50, 45.60+a, -73.57, 40.13 ]
1.0000 -11.5000 45.9000 -73.5700 40.1300
roots(p)
ans =
4.2830
4.1477
1.8448
1.2245

Mozeme na zaklade zisteného povedat’, ze hl'adanym intervalom je napr. interval [-0.1 0.3] ?

254 Nech p=[1, -9, 25, -14, -9, -81, -135]. Zvolte "format long" a pouzitim M-funkcie "roots"
najdite aproximacie koreiiov rovnice p(x) = 0. Podrobte ziskané aproximdcie d’alSiemu vySetrovaniu a
nakoniec urcte realne korene rovnice ¢o najpresnejsie.

Riesenie.
p=[1, -9, 25, -14, -9, -81, -1351]
p =

1 -9 25 -14 -9 -81 -135
roots(p)
ans =

4.51330197056140

3.14620732850251
3.14620732850251
-0.37707187720302
-0.37707187720302

1.805270575190861i
1.805270575190861
1.42114460818402i
1.42114460818402i

-1.05157287316038

Z vypisu vidime, Ze dana algebraicka rovnica ma dva realne korene. Ich aproximacie su:
u=-1.05157287316038
v= 4.51330197056140

Mame stanovit’ chybu tychto aproximacii, resp. spresnit’ tieto aproximacie. Podrobme analyze zaporny
koren u= -1.05157287316038 . Na zaklade grafu polynomu p (urobte!), definujme bod "uL" takto:
uL = u - 5e-9
uL =

-1.05157287816038
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Zistime hodnoty polynému v krajnych bodoch intervalu [uL, u]
polyval(p, [uL, ul)
ans =

1.0e-005 *

0.14377023092038 -0.00000002557954

Ako vidime, na zaklade zisteného moZeme povedat, Ze chyba aproximacie u= -1.05157287316038
je mensia ako 5e-9. Tento vysledok sme dostali za pomoci grafického znazornenia priebehu polynému p
v okoli uvazovaného bodu. Teraz sa pokisme odhadntit’ chybu uplatnenim vztahu

RICW]
m

laa —a*| <

K tomu potrebujeme ohrani¢it’ zdola hodnoty derivacie |f'(X) |pre X z intervalu [uL, u]. Presvedéme sa,
Ze za m mdzeme vziat' hodnotu 287, napr. takto
q = polyder(p)
q =

6 -45 100 -42 -18 -81
polyval(q, [uL, ul])
ans =

1.0e+002 *

-2.87540508821834 -2.87540505581493

Odhad chyby dava podiel:

abs(polyval(p, u))/287

ans =
8.912731180266065e-016

Ako vidime, pohybujeme sa blizko hranice strojového epsilon (eps = 2.2e-16). Preto moZeme byt’ s apro-
ximaciou u= -1.05157287316038 spokojni a nema zmysel pokusat’ sa spresiiovat’ tiito aproximaciu.
Chyba tejto aproximacie nepresahuje hodnotu 9e-16.

Poznamka (pre vel'mi zvedavych). Vysktsajme ako aproximaciu hodnotu w =u — 3e-16.
w = u - 3e-16; polyval(p, [u, w])
ans =

-2.842170943040401e-014 2.842170943040401e-014

Vieme na zéklade zisteného (predsa len) spresnit’ aproximaciu u?

2.5.5 Lokalizujte a aproximujte korene rovnice: sin(a.x) — b(x — c)® = 0, v ktorej zvol'te parametre takto:
nech a, C su z intervalu [2, 5] a parameter b zvol'te z intervalu [0.2, 1]. Odhadnite chyby ziskanych apro-
ximacii.
RieSenie. Zvol'me parametre a definujme funkciu l'avej strane rovnice ako "inline" objekt napriklad takto:
a=2;c=5; b=.5;Ff=1inline("sin(a*x) - b*(x-c).”2",*x","a","b","c")
f =

Inline function:

f(x,a,b,c) = sin(a*x) - b*(x-c)."2

Plotujme graf nasej funkcie:
u = linspace(-10, 20, 30001); v = f(u,a,b,c); plot(u,v)
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Funkcia sinus ovplyviiuje hodnoty (a teda tvar) funkcie f len v okoli bodu 5, ked’ &len b.(x — 5)* nadobu-

da malé hodnoty. Korene rovnice treba hl'adat’ v okoli bodu 5. Plotujme preto este raz:
u = linspace(3, 8, 5001); v = f(u,a,b,c); plot(u,v)

Teraz je uz jednoduché lokalizovat’ a separovat’ korene: prvy koreni lezi v okoli bodu 3.7 a druhy v okoli
bodu 4.7 (zistili sme pouzitim funkcie "ginput").
Aj ked zvysok prace mézeme prenechat’ Citatel'ovi, poznamenavame, ze pouzitie M-funkcie "fzero" nie je
mozné pre funkciu definovanu ako "inline" objekt (ak obsahuje parametre). Mdzeme sa sice pytat’ na
hodnoty funkcie napr. takto:
(3.7, a, b, ©)
ans =

0.0537
ale nevieme preniest’ funkciu "f"' ako argument funkcie "fzero". MéZeme to urobit’ ale tak, ze definujeme
funkciu bez parametrov, resp. s konkrétnymi hodnotami pre parametre:

g = inline("sin(2*x) - 0.5*(x-5).72%)
g:

Inline function:

g(x) = sin(2*x) - 0.5*(x-5)."2
Overme:
9(3-7)
ans =

0.0537

|l

Co naozaj sthlasi s predchadzajucim. Teraz volajme "fzero'
akor = fzero(g, 3-7)
akor =

3.67593754843751

pre zakladnu informaciu:
g(akor)
ans =
-4.440892098500626e-016

Zda sa, ze zvySok tlohy mozeme prenechat’ na samostatntl pracu Citatel’a.

2.5.6 Lokalizujte a aproximujte korene rovnice: In(a.x) — b.x + ¢ = 0, na intervale [0, 10]. Zvol'te para-
metre tak, aby ae<[2, 5], be[l, 3], ce[2, 4]. Odhadnite chyby ziskanych aproximacii.
Riesenie.
Preverme, Ze navrhnuté intervaly naozaj vedu k rovniciam, ktoré maji korene v intervale [0, 10].
X =3; y = 0; plot(x,y), x = 0:0.05:10; hold on,

for a = 2:0.5:5,
for b = 1:0.5:3,
for ¢ = 2:0.5:4,
y = log(@a*x) - b*x + c; plot(x,y),
end,
end,
end,
shg
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1 2 3 4 5] 6 7 8 9 10

Zvol'me napr. a=3, b=2, ¢ =4. definujme I'avt stranu ako "inline" objekt:
f = inline("log(3*x) — 2*x + 4%)
f =
Inline function:
f(X) = log(3*x) — 2*x + 4
Teraz plotujme:
x = linspace(0, 10, 1001); y = f(x); plot(x,y)
Warning: Log of zero.

> In C:\MATLAB6p5pl1\toolbox\matlab\funfun\inlineeval.m at line 13
In C:\MATLAB6p5pl1\toolbox\matlab\funfun\@inline\subsref.m at line 25

-14 L L L L L L I I I
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Vlasovym krizom aproximujme koren (pouzite "ginput"). Za aproximaciu korenia vezmeme napr. hodnotu
X0=3.1

A teraz volajme M-funkciu "fzero" a vycislime hodnotu funkcie v ziskanej aproximacii korena:

akor = fzero(f, 3.1), f(akor)

akor =

3.11788331832040
ans =

0
Pre zaujimavost’, vycCislime f-hodnotu v bezprostrednych susedoch bodu akor:
lavy = akor - eps; pravy = akor + eps; [f(lavy), T(pravy)]
ans =

1.0e-015 *

0.44408920985006 -0.88817841970013

Takto sme zistili, Ze chyba aproximacie akor = 3.11788331832040 je mensia ako 2.2e-16, teda
chyba nepresahuje hodnotu strojového epsilon.
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2.5.7 Naintervale [0, 4] lokalizujte a aproximujte korene rovnice: tg(a.x) + b.x* + c.x + 1 = 0, v ktorej
zvol'te parametre tak, aby ae[1, 2], be[-1,-0.5], ce[0, 5]. Odhadnite chyby ziskanych aproximacii.

Riesenie. Namiesto rieSenia len poznamku. Problémom méze byt’ hned’ plotovanie funkcie, pretoze obsa-
huje funkciu tangens, ktora nie je ohrani¢enou. Preto namiesto "plot" pouzime "fplot", alebo "ezplot".
Tustrujme to pri volbe: a=2, b=-1, c=1

T inline(CCtan(2*x) - x."2 + x + 17)

£

Inline function:
f(x) = tan(@2*x) - x. "2 + x + 1

ezplot(f, [0, 4]

tan(2 x) - x2 + x + 1

-10 |-

L I I
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X

prikazom "ginput" (graficky input), pomocou vlasového kriza, ziskame prvé aproximacie koretiov
ginput(3)
ans =

1.26333333333333 -0.00256938427531

1.82333333333333 -0.00256938427531

3.87666666666667 -0.06320640696315

Lokalizaciu korefiov rovnice moZeme urobit’ aj tak, ze prepiSeme rovnicu f(x) = 0 na tvar g(x) = h(x).
V naSej situacii

sinax) = — (bx*+cx+ 1).cos(ax)
a plotujeme zvlast’ l'avl a zvlast’ pravu stranu. Takto nepracujeme s neohranic¢enou funkciou tangens.
Urobme len obrazok, opdt pre a=2, b=-1, c=1
X = 0:0.01:4; y = sin(2*x); z = (X-"2 - x - 1).*cos(2*x); plot(X,y,x,z)

7

6

x-ové stradnice prieseénikov st argumenty, v ktorych plati g(X) = h(x), teda v ktorych plati f(x) =0. Su
to hl'adané korene rovnice f(x) = 0.
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2.5.8 Lokalizujte a aproximujte korene rovnice: cotg(ax) = , naintervale [0, 5], ked’ jej para-

X+ c
metre zvol'te tak, aby ae[l, 3], be[-6, 6], ce[1, 4]. Odhadnite chyby ziskanych aproximacii.

RieSenie tejto tlohy sa ni¢im zasadnym nelisi od predchadzajicej ulohy.

2.5.9 Ako sme uz uviedli, rychlost’ v [m/s] parasutistu v Case t, padajiiceho vol'nym padom, sa rovna
gm —ct
t)y=="+[1- —
v(t) = 2701 - exp(—)]

Nech g=9.81 [m/s*], m= 65 [kg], ¢ = 11 [kg/s]. V akom ¢ase dosiahne para3utista rychlost’ 120km/hod.?

Riesenie. Namiesto rieSenia len pomocku. Mame urcit’ argument funkcie v = v(t), v ktorom ma funkcia v
predpisant hodnotu, t.j. hodnotu 120000/3600 (vztah pre rychlost je v m/s).

Vysledok: Parasutista dosiahne uvedenu rychlost’ v ¢ase t= 5.05659951195132 [s]

Pozn. Z rovnice je mozné (logaritmovanim ) vyjadrit’ ¢as ako funkciu rychlosti. To znamena, Ze na riese-
nie ulohy nemusime pouzit’ metody tejto kapitoly.

2.5.10 Ak pod uhlom a (k horizontéle) vystrelime projektil hmotnosti m rychlostou v a posobi nan sila
F v horizontalnom smere, tak pre vzdialenost’ d bodu dopadu plati vztah:

2
d= V—sin(2a) + 2F
g m

> v?sin*(a)
Nech v =600 [m/s], F=-90 [kg.m/s’], m = 12 [kg]. Pod akym uhlom je treba vystrelit’ projektil, aby do-
padol vo vzdialenosti 15 km?

Vysledok: Na§ model je vel'mi zjednoduSeny, v nom pre dva uhly dosiahneme predpisant vzdialenost’.
Prvy uhol ma vel'kost' 15.68142503790328 stupiiov a druhy 36.91972256264036 stupiiov.

Pomécka: Napisme M-funkciu "vzdialenost", ktorej argumentom bude uhol (v stupnioch) a hodnotou
vzdialenost bodu dopadu (v metroch). Uvedomme si, ze MATLAB pracuje s trigonometrickymi
funkciami tak, Ze ich argumenty musia byt’ v radianoch.

function d = vzdialenost(alfa)

% pomocna fun pre ulohu kap.2: 2.5.10

% argin: alfa uhol vystrelu k horizontale (v stupnoch)
% argout: d vzdialenost dopadu(v metroch)
%

alfa*pi/180;

9.81;

600;

-90;

12;

(w"2)*sin(2*x)/g + (2*F)*v"2*(sin(x)) -~2/(m*g"2);

Zrejme treba najst’ argument, resp. argumenty, v ktorych ma uvazovana funkcia predpisant hodnotu. To
mozeme urobit’ tak, Ze modifikujeme nasu funkciu, aby iSlo o hl'adanie korena rovnice.
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