SOLOWOV MODEL RASTU SO SPOJITYM
CASOM

Zaklady makroekonomickej teorie



PREDPOKLADY MODELU

e uvazujme predpoklady, ktoré sme stanovili pre Solowov
model rastu s technologickym pokrokom v diskrétnom
Case, tj.:

uzavreta ekonomika

e Uspory=investicie (S = /)
e S(t) =sY(t), kde s € (0,1) je sklon k Usporam (miera

aspor)

produkéna funkcia je homogénna 1. stupia, v dosledku
¢oho mbézeme prejst k vyjadreniu premennych na efektivnu
hlavu

potom y = f(k), kde y - vystup ekonomiky na efektivnu
hlavu je dany produkénou funkciou f premennej k - kapital
na efektivnu hlavu, spifiajicou:

f(0)=0

f'(k) > 0, j. f je ostro rastica

(k) < 0, 1j. f je rydzokonkavna

Iimk_>0+ f/(k) = +00

liMk_so0 F'(K) = 0



RAST PRACE A TECHNOLOGII

o dalej predpokladame konstantnu rychlost rastu
technologického pokroku (produktivity prace) ga ako aj
kon&tatnu rychlost rastu poCtu zamestnanej pracovne;j sily

an:

dA .
E—A—QAA (1)
aN .
E—N—QNN (2)

e tzn. ak v Case t = 0 je A(0) = Ao a N(0) = Ny, tak z (1),
resp. (2) vyplyva, ze v Case t > O:

A(t) = Agedt (3)

N(t) = Noedn! 4)



CASOVY VYVOJ KAPITALU

vychadzame zo zakonu pohybu kapitalu pre Solowov
model rastu s diskrétnym ¢asom:

K(t+1) — K(t) = —3K(t) + sY(b),

kde § € (0,1) - amortizacia kapitalu
ak teraz miesto t + 1 volime Cas t + h mensi ako { + 1, tj.
h e (0,1), dostaneme:

K(t+ h) — K(t) = h(sY(t) — 6K(t))
z toho:
K(t+ h) — K(t)
h
ak prichadza k zmenam kontinualne (tj. h — 0), potom
dostavame: K

—p = k=sy oK (5)

= sY(t) - 5K(t)



CASOVY VYVOJ KAPITALU NA EFEKTIVNU HLAVU

o kedze k = 45, tak:

ok _ K(AN) — K(AN + AN)
dt (AN)?

K K,A N
AN AN AT W)

K
= AN — k(9a + 9n)

o 2 (5) vyplyva: K& = sy — 6k = sf(k) — ok, kedZe y = 3
e preto:

k = sf(k) — (6 + ga + gn)k, (6)

kde (0 + ga + gn) je zovSeobecnena amortizacia



USTALENE MNOZSTVO KAPITALU NA EFEKTIVNU
HLAVU

e ustalené mnoZzstvo kapitalu na efektivnu hlavu k* bude
také, ktoré sa nebude v ¢ase menit, tj. k =0

e rovnica 0 = h(k) = sf(k) — (0 + ga + gn)k ma dva korene:
0a k* > 0také, ze sf(k*) = (6 + ga+ gn)K*

* teda ustalené mnozstvo kapitalu na efektivnu hlavu, ktoré
nas bude zaujimat, splna:

0 =sf(k*) — (0 +9ga+ 9gn)k* (7)
e v bode k* spifajlicom (7) plati: sf'(k*) < § + ga + gn, 1i-
H(k*) <0
e sucCasne: h(k) > 0pre0 < k < k*a h(k) < 0 pre k > k*

e ateda k(t) pre poCiatoCnu poziciu ky < k* rastie ku k* a
k(t) pre poCiatocné ky > k* klesa ku k* (lebo k = h(k))



ROVNOVAZNY RAST

kedze k* je pevny bod, tak podlel  ostava v ustalenom
stave nemenny (rovny k*), ;. plat|. 0 = (A’fv)

po Upravach dostaneme: 0 = z — ga — gn, resp.:
K
o= (i} o

z &oho: K = (ga + gn)K - v pevnom bode rastie kapital

konstantnou rychlostou (ga + gn), resp. (§) = ga(X) -
v pevnom bode rastie kapital na hlavu konstantnou
rychlostou ga

to isté tvrdenie plati v pevnom bode aj pre Y, resp. ’—,\’,



DOPAD ZMENY MIERY USPOR

predpokladajme, Zze v ekonomike je miera Uspor s = sy
ak sa zvyS$i miera Uspor z sy na S,, zvySi sa aj rovnovazne
mnozstvo kapitalu na efektivnu hlavu na k3 > k7, kde k{
spifia: s1f(ki) = (6 + ga + gn)k: a k3 spina:

Sof(k3) = (6 +9a+ gn)K3

hfadajme optimalnu volbu miery Uspor s, pri ktorej bude
ustalena spotreba na efektivnu hlavu ¢* maximalna
rovnovazna hodnota kapitélu na efektivnu hlavu je
funkciou s, tj. k* = k*(s), preto aj rovnovazny vystup

na efektivnu hlavu y* = f(k*) je funkciou s: y* = y*(s) a
ked'ze ¢ = (1 — s)y, tak aj rovnovazna spotreba

na efektivnu hlavu je funkciou s: ¢* = ¢*(s)



MIERA USPOR MAXIMALIZUJUCA SPOTREBU

o zderivujme c* = f(k*) — (6 + ga + gn)k* podfa s a
postavme rovné nule, dostaneme:

 de ok ok

— fl k* _
0 s (k*(s)) i (0+9ga+gn) Js
o pretoze % — S,,(k*(;)f)(fzgi); v > 0, tak ustélena

spotreba na efektivnu hlavu bude maximalna pre to s, pre
ktoré f'(k*(s)) = (0 + ga + gn), tj. ked hrani¢né produkcia
sa rovna zov8eobecnenej amortizacii
e vztah
f'(k*) = (0 +ga+ gn) (8)

sa nazyva zlaté pravidlo kapitalu



O RYCHLOSTI KONVERGENCIE
pretoze k = h(k) = sf(k) — (6 + ga + gn)k a
H(k*) = sf'(k*) — (6 + ga + gn), tak:
k = h(k*) 4+ H (k*)(k — k*)
pretoze H'(k*) < 0, ozname —\ = N (k*),kde A >0

potom: _
k= —\k — k)

kedZe h(k*) =0
plati (k — k*) = k a teda:

(k = k*) = —X\(k — k*)
Cize:

k(t) = k* + e (kg — k*)

teda k konverguje ku k* priblizne konstantnou rychlostou



ULOHY
Uloha é. 1:

e Nech Y F(K,AN) = K*(AN)'=. Nech dalej y = 2
k=X ay=f(k)=F(£.1). Najdite k* = (£)" a
yr= (—) , kde k* > 0 a y* > 0. Najdite mieru Uspor s,
pre ktoru je ustalend spotreba na efektivnu hlavu c*
maximalna.

RieSenie:

o y=1f(k) = F(zg.1) = (a%)" = k°

e v ustalenom stave ma platit: (6 + ga + gn)k* = sf(k*),
preto: k* = (75+gf+gN)ﬁ

e pretoze
ct=(1-98)f(k")=(1-s8)(k")*=(1-s
1—s «

der _ s T—a s T—a
tak ds (5+QA+QN) o 0+gat+gn 1—a (5+QA+QN) :
e z Coho pre % = 0 dostaneme s = «

) Grgaran) 7




ROZSIRENIE O PRIRODNE ZDROJE A PODU

e uvazujme Solowov model rastu rozSireny o prirodné zdroje
Rapbédu T

e okrem vztahov (1), (2), (5) platia vztahy:

R(t) = —grR(1), (10)
kde gg > 0

¢ (9) vyjadruje, ze plocha pddy sa v ¢ase nemeni a (10)
vyjadruje, Ze mnozstvo prirodnych zdrojov neustale klesa
kvoli ich Cerpaniu a naslednému vyuzivaniu vo vyrobe

e produkéna funkcia:
Y(t) = [KOI[ROPITON AN 777, (11)

kdea>0,8>0,v>0asuCasnea+ 5+~ <1



USTALENY STAV A RYCHLOSTI RASTU

e z (5) dostavame:

_ Kt _ Y
Ik (t) = K(D) —Sm—@ (12)

kde gk (t) oznaCuje rychlost rastu kapitalu v ¢ase ¢

e za predpokladu existencie ustaleného stavu a
za predpokladu, Ze gk je v ustdlenom stave konstantna,
plati, ze v ustalenom stave bude podiel produkcie
ku kapitalu % konstantny

e v tom pripade vS§ak musia byt rychlosti rastu kapitalu a
produkcie v ustalenom stave rovnaké

e budeme to oznacovat gk, resp. gy, resp. (%) a plati
9k = Oy



RYCHLOST RASTU VYSTUPU V USTALENOM
STAVE

e upravujme (11), dostadvame:
InY(t) = alnK(t)+ BInAR(t) +~vIn T(t)
+(1—a—=p38—9)[nA(t) + InN(1)]
e z Coho:

v K@ R T Aty | N
v~ k@ Re T ) [A(t) * N(t)]

e Cize:
9v(t) = agk(t) = Bgr+0+ (1 —a— B —7)(ga+9gn) (13)
e v ustalenom stave bude gx = gy, preto:

QK:QY:(1 _a_ﬁ_?)£g£+gN)_ﬁgH

(14)



VYJADRENIE PODIELU Y/K V USTALENOM STAVE

e bezne uvazujeme o Y a K ako o kladnych veli¢inach
e vychadzajuc z (14) a z (12) dostavame:

(1-a)gk =(1- a)S(Z) —(1-a)s

e z toho:

1%
(1-0)s(4¢) = (1= 6= )(ga-+aw) ~ 5gn-+ (1 —a)s
* aby (i,;) > 0, predpokladame:
(1—a-B-7)9a+9n)—Bgr+(1—a)i>0
e to sa da dosiahnut vhodnou volbou parametrov «, 3, v, ¢,
9r, 9a; N



STABILITA

predpokladajme, ze ekonomika sa nachadza v blizkosti
pevného bodu

uvazujme d'alej, ze v Case t = 0 je gx(0) > gk, tj. aj

gv(0) > gy

pretoze gx = Jy, tak gk (0) > gy a teda:

(1-a)gk(0) > (1 —a)gy = (1 —a—B—7)(9a+9Nn) — BIR
z toho:

9k(0) > agk(0) Y((1t)— a—B—7)(ga+9n)— B9r = 9v(0)
[

skimajme podie x@ v Case:
Y(6)) YK - Y(OK(E) V()
(K(t)) - K2(0) = K@) (gY(” - gK(”)

ked'ze gk(0) > gy(0), tak v ¢ase t = 0 bude (%) <0
teda podiel % bude v ase klesat k ()
ked'ze gx(t) = sKEg 5, tak gk bude klesat k gk



STABILITA

podobne, ak uvazujme, ze v Case t = 0 je gx(0) < gk, tak
sa da ukazat, ze podiel ¥ bude v tase rast k (¥) a teda
Ok bude rast k gx

inymi slovami pevny bod je stabilny

uvazujme este o rychlosti rastu kapitalu na hlavu

v ustalenom stave - oznaCime gy, n

plati:

(1-—a—-B—-7)ga—Bgr— (B+7)9n
11—«

Jy,n mbZe byt rovnako kladny ako aj zaporny

klesajuce mnozstvo zdrojov a plocha pddy na pracovnika

spomaluje rast, kym technologické inovacie ho urychluju

ak rast technoldgii bude vacsi nez ubytok zdrojov a pody

na pracovnika (alias: bude sa s dostupnymi vstupmi

narabat efektivnejsie), da sa otakavat kladny rast vystupu

na hlavu

gy/N=0y —9n =



