RAMSEYOV MODEL RASTU

Zaklady makroekonomickej teérie



PREDPOKLADY MODELU

uvazujeme uzavretl ekonomiku

dynamika ekonomickych agregatov je urena
rozhodnutiami na mikrodrovni

model odvadza evollciu kapitalu v interakcii

s maximalizgciou UZitku domacnosti a profitu firiem

na dokonale konkurenénom trhu

miera Uspor uz viac nie je exogénna premenna a moze sa
v case menit

model predpoklada identické nekone¢ne dlho Zijuce rodiny
(doméacnosti), ktorych snahou je maximalizovat' celozivotny
uzitok zo spotreby

ked'ze su identické, staci vybrat jednu vzorovu rodinu
d'alej predpokladame, Ze velkost populacie sa v Case
meni podla vztahu: N(t) = Npe9~!, kde gy - rychlost rastu
populécie a Ny > 0 je velkost populacie v nejakom
Startovacom Case t =0



CASOVY VYVOJ KAPITALU

produkcia je dana produkénou funkciou

Y(t) = F(K(t),N(t)) (obyCajne sa uvazuje
Cobbova-Douglasova produkéna funkcia), kde K(t) -
kapital v Case t a Y(t) - vystup ekonomiky v Case ¢
(podobne mézeme brat F(K, AN), kde A reprezentuje
technologicky pokrok, resp. produktivitu prace)

produkéné funkcia spifha predpoklady blizéie $pecifikované
pri Solowovom modeli rastu

vystup sa v kazdom okamziku rozdeluje medzi spotrebu C
a investicie I:
Y(t) = C(t) + (1) 1)

Casovy vyvoj kapitalu sa riadi vztahom:
K(t) = —6K(t) + I(t), )

kde § € (0,1) - amortizacia kapitalu



CASOVY VYVOJ KAPITALU NA HLAVU A UZITKOVA
FUNKCIA
Y

eoznaCmey =y, k=x5,C=5¢ C (premenné na hlavu) a

f(k) = F(§:1)

e potom Casovy vyvoj kapitalu na hlavu sleduje:

k(t) = f(k(t)) — (6 + gn)K(2) — c(t), @)
e Uzitkovu funkciu budeme oznacovat u a je to funkcia
premennej ¢

e plati: U'(c) > 0 pre kazdé ¢ > 0 a lim;_,g, U'(C) = o0,
u"(c) < 0prekazdé c>0

e je to teda ostro rastlca, rydzokonkavna funkcia, ¢o vofne
povedané vyjadruje, ze vacsSia spotreba znamena vacsiu
uzitoCnost, ale ¢im d'alej je ¢ od nuly, tym je aj prirastok
v UZitku mensi

e najcastejSie sa voli u(c) = Inc alebo u(c) = ‘f_—_; kde

€ (0,1)



MAXIMALIZACNA ULOHA

e celkovo dostavame Ulohu maximalizovat celoZivotny UZitok
zo spotreby [;°e~%u(c(t))dt, kde 6 > 0 je diskontny
faktor, za uctovného obmedzenia (3) pri danom
pociato¢nom kapitale na hlavu kg > 0

max / " et u(e(n))dt
¢ 0

za podmienky: k(t) = f(k(t)) — (6 + gn)k(t) — c(t)
ko > 0 — dané (4)

o takto postavena uloha je Ulohou optimalneho riadenia,
v ktorej k je stavova premenna a c je riadiaca premennd
(vofbou c(t) pre kazdé t > 0 maximalizujeme celoZivotny
uzitok zo spotreby a sucasne urCujeme zmenu K(t)
v kazdom Case)



AKO RIESIT ULOHU OPTIMALNEHO RIADENIA

e Pontrjaginov princip maxima:

k(t) = k(1) (0 + gn)k() - c(b),
d(t) = =) (k1) = (6 + gn)] (5)
0 = e—‘” u'(c(t)) — ¥(t) 6)

e dosadenim (6) do (5) dostaneme:

(1) = —e~ "' (c(t)IF'(K(1)) — (6 + gn)] (7)

e sUcCasne z (6) mame:

o(t) = —0e~""u (c(t)) + e~ U (c(t))e(t) (8)
e z (7) a (8) spolu ziskame:

u’(c).
u'(c)

= (k)= (0+gn+0) )




AKO RIESIT ULOHU OPTIMALNEHO RIADENIA

e iny postup:
e Ulohu (4) m&zeme upravit dosadenim (3) do Ucelove;j
funkcie:

max /Oo e*"’u(k(t) — f(k(t))+ (6 + gN)k(t))dt
¢ 0

kg > 0 —dané (10)

e Ulohu (10) nazyvame ulohou variatného poctu

o oznagme: fO(t, k, k) = e~%tu(k(t) — f(k(t)) + (6 + gn)k(t))

e nutnou podmienkou optimality je pre tato Ulohu Eulerova
rovnica:

or(t k. k) d(@fO(t,_k, k)) 0 (1)

ok at ok



AKO RIESIT ULOHU OPTIMALNEHO RIADENIA

e pre nasu ulohu:

ofo(t, k, k)

= = e % (c(t)[F (k(t) — (6 + gn)]
of(tkk
ok e " u'(c(t))
;(afo(gkk’k)) = e Mu/(c(t)) — e U (c(t))e

e Eulerova rovnica:

e—“(u’(c(t))[f’(k(t))—(5+gN)]—6u/(c(t>)+u”<c(t))c) 0

e po Uprave dostaneme — [le”((g)) c=f(k)—(6+gn+80),Coje
vztah (9)



DYNAMIKA V MODELI

vztahy (3) a (9) vytvaraju dynamicky systém:
k(t) = f(k(t) — (6 + gn)k(t) — c(t)

u'(c) . ,
f(k) —
v (c) (K) = (6 +gn +0)
podmienka transverzality: lim;_, k(t)u’(c(t))e % = 0
pevny bod systému (k*, ¢*) musi spinat:

k* = (Y "(6+gn+0) (12)
ct = f(k*)— (64 gn)k* (13)

vztah (12), tj. f'(k*) = 6 + gn + 6, nazyvame modifikované
zlaté pravidlo kapitalu

pevny bod (k*, c*) je nestabilny pevny bod typu "sedlo"

ak v8ak pri danom kg je ¢y take, Ze bod (ko, Co) lezi na
stabilnej variete ("ceste do pevného bodu"), tak ekonomika
sa dopracuje k pevnému bodu (k*, c*)




ULOHY

Uloha &. 1:
o Najdite vzt ahy (8)a(9) pre f(k) = k* a u(c) = Inc, resp.
pre u(c) = $— U,kdeae(o 1).
RieSenie:
e vztah (3) pre f(k) = k vyzera nasledovne:
=k =3+ gnk -

e vztah (9) pre u(c) = In ¢ vyzera nasledovne:
¢ = ak® " — (6 + gn)

e vztah (9) pre u(c) =
g = Sloke™" — (3 + gw)]




ULOHY

Uloha &. 2:
¢ Najdite pevny bod dynamického systému (3),
pre f(k) = k* a u(c) = Inc, resp. pre u(c) =
o€ (0,1).
RieSenie:
e pevny bod musi spifiat:

0 = f(k")—(0+gn)k*—c*
0 = f'(k")—(0+9gn+90)

e 7 (15) dostavame: k* = (m)

e po dosadeni za k* do (14) dostavame:

—« o %
¢t = ((1 )(i+gN)+0)(6+gN+9)1 “

(9)

C1 —0o
i

—0

, kde



