DLHODOBY RAST

Zaklady makroekonomickej teérie



SOLOWOQOV MODEL RASTU

sledujeme vyvoj ekonomiky v Case
uvazujeme dlhé obdobie (desatrocia)
Cas je diskrétny - postupuje v periédach
velkost kapitalu sa v Case meni

pre jednoduchost predpokladame, Zze N - poCet
pracovnikov, ostava konstantny v Case (Casto sa
stotoznuje s celkovym poctom obyvatelstva)



PRODUKCNA FUNKCIA

e agregatna (neoklasicka) produkéna funkcia F - funkcia
dvoch premennych:
e K - fyzicky kapital (stroje, zariadenia, ...)
e N -praca
e teda produkcia ekonomiky (HDP): Y = F(K, N)
e vlastnosti produkénej funckie:
e pre konstantn hodnotu K je F rastlcou a konkavnou
funkciou prace N
e pre konstantnd hodnotu N je F rastdcou a konkavnou
funkciou kapitalu K
e je homogénna 1. stupnia, tj. pre kazdé a € R plati:
F(aK,aN) = aF (K, N) - tzn. predpokladdme, Ze ak pocet
pracovnikov a kapitalu zvySime a-nasobne, tak aj vystup
ekonomiky sa zvySi a-nasobne

« Specidlne, ak a = 7, tak

FR ) = F(R 1) = RF(KON) =



REALNY HDP NA HLAVU

ozna¢me:
o k= K -fyzicky kapital na ("pracujicu") hlavu
o y= % - vystup (HDP) na ("pracujucu”) hlavu (ak chceme
porovnavat ekonomiky dvoch a viacerych krajin, je
vhodnejSie merat mnozstvo produkcie danej krajiny
v pomere k poctu jej obyvatelov, alias realny HDP na hlavu,
nez len porovnat vystupy krajin)
o f(k) = F(X,1) - produkéna funkcia ako funkcia jedne;
premennej - kapitalu na hlavu
kedze F je homogénna 1. stupna, plati teda: y = f(k)
f(k) je rastica a konkavna funkcia premennej k
zvyc€ajne sa ako produkéna funkcia pouziva
Cobbova-Douglasova produkéna funkcia:
F(K,N) = K*N'-*, kde o € (0,1)
potom: f(k) = F(K,1) = (§)" = ko
pre prvu derivaciu funkcie f plati: limy_,o f'(k) = +o0, €0
sa o f obycCajne taktieZ predpoklada



VPLYV AKUMULACIE KAPITALU

e uvazujme uzavretl ekonomiku

e doteraz sme predpokladali: / = S+ (T — G), teda
investicie=celkovym Usporam (privatne uspory+vladne
aspory)

e predpokladajme, zZe vlada ma vyrovnany rozpocet, tj. o
vyberie na daniach, to aj minie: T = G

e potom: /=S, kde S=sY asc (0,1) - miera uspor
(Uspory tvoria podiel z HDP)

e po vydeleni N dostaneme: i = sy, kde i = ﬁ su investicie
na hlavu

 teda to, €o sa uspori, sa pouzije v nasledujucom obdobi
na zvefadenie kapitélu:

Kiv1 =1 —90)Ki + Iy, (1)

kde § € (0,1) je amortizécia kapitalu (kapital sa
opotrebava)



ZAKON POHYBU KAPITALU

po dosadeni I; = sY; = sF(K;, N) do vztahu (1) ziskame:
Kii1 = (1 —0)K: + sF(K:, N)
vydefme obe strany rovnice N, dostaneme:
ki1 = (1 — 0)ke + sf(ki), (2

€o je zakon pohybu kapitalu

ozna¢me: h(k) = (1 — §)k + sf(k), potom h je rastica a
konkavna funkcia premennej k
plati teda: ki1 = h(k;)



ROVNOVAZNE MNOZSTVO KAPITALU

rovnovazne mnozstvo kapitélu na hlavu k* bude také, ktoré
sa nebude v ¢ase menit, tj. ki 1 = kt = k* pre kazdé t > 0
je to pevny bod zobrazenia h, tj. k* = h(k*)

k* teda musi spifiat:

0 = sf(k*) — ok* (3)

k* > 0 a je jediné také (to vyplyva z vlastnosti funkcie f)

y* = f(k*) je potom rovnovaZzne mnozstvo vystupu na
hlavu prisluchajuce ku k*

otazkou zostava, ¢i ekonomika dokonverguje k tomuto
rovnovaznemu stavu, ktory predstavuje nemennost
vystupu a stabilitu hospodarstva a len nejakym vonkaj$im
zasahom je mozné ekonomiku z tohto bodu vychylit
druhym pevnym bodom bude k = 0, ale tento pevny bod je
nestabilny



KONVERGENCIA K PEVNEMU BODU

predpokladajme, Ze mnozstvo kapitalu v ekonomike je
ko > k* a teda mnozstvo vystupu je

Yo = f(ko) > f(k*) = y*

potom ky = (1 — d)ko + sf(ko) > (1 — §)k* + sf(k*) = k*
plati v8ak: ki < ko, pretoZe sf(ky) < dkg, ak ko > k*
d'alej potom k, > k* a suCasne kp < ki

vo vSeobecnosti: ki1 > k* a ki1 < ki pre kazdét > 0
a teda k; konverguje ku k* pre t — oo

podobne, ak uvazujeme ky < k*, tak

ki = (1 —d)ko + sf(ko) < (1 — d)k* + sf(k*) = k* a
suCasne ki > kg, pretoze sf(kgy) > dky, ak kg < k*

vo vSeobecnosti: ki, 1 < k* a ki1 > ki pre kazdé t > 0
takZe k; konverguje ku k* pre t — oo

hovorime, Ze pevny bod k* je (globalne) asymptoticky
stabilny



ASYMPTOTICKA STABILITA PEVNEHO BODU

e ukazat, ze k* je asymptoticky stabilny pevny bod, mézeme
aj tak, ze overime, Ci je derivacia funkcie h v bode k*
v absolutnej hodnote mensSia ako 1 (ak je vacsia ako 1,
pevny bod bude nestabilny)
e overme to:
o W(k)=1—-5+sf'(k)>0atedaH(k*) =1—5+ sf'(k¥)
e musi platit sf’(k*) < 4, inak by sa krivky dk a sf(k) v bode
k* nepretinali
e pretoteda 0 < W(k*) <1 —-6+0="1
¢ na druhej strane akokol'vek blizko bodu 0 ekonomika
Startuje, pokial za¢ina v kladnych Cislach (ij. ko > 0), tak
ho nikdy nedosiahne, lebo ako sme ukazali k1 > kg a
vo vSeobecnosti k; > ko pre vSetky t > 0
e rovnako skumajuc prva derivaciu dostavame, ze
limg_04 H' (k) = 400, lebo limg_,o, f'(k) = +o0;teda k =0
je nestabilny



AKO ZVYSIT ROVNOVAZNY VYSTUP

predpokladajme, ze ekonomika je pri danej miere uspor s
vrovnovahe, . k = k*ay =y*

¢o sa stane, ak zvySime mieru Uspor?

napr. uvazujme mieru Uspor s, potom pevny bod pri tejto
miere Uspor oznacme k;

ki spina (3), preto: sif(k;) = ok

ak zvySime s na s, > Sy, tak sa zvySi aj rovnovazne
mnoZstvo kapitalu na hlavu na k} > ki, kde k; spifia:
Sof(k3) = 0k;

vidime, Ze hodnota pevného bodu k* zavisi od s, inymi
slovami k* = k*(s) (k* je funkciou premennej s implicitne
zadanou v rovnici —dk* + sf(k*) = 0)

vys8ie k* znamena aj vyssi ustaleny vystup na hlavu y*
preto mézeme z dlhodobého hlfadiska zvySit rovnovazny
vystup na hlavu zvySenim sporenia

ekonomika potom dokonverguje do nového rovnovazneho
bodu k3



KOLKO SPORIT

z kratkodobého hfadiska ale viac sporit znamena menej
spotrebovavat, hoci z dlhodobého hfadiska to v kone¢nom
doésledku mbze znamenat aj navySenie spotreby

existuje preto nejaka optimalna volba miery Uspor, ktora
maximalizuje spotrebu?

ak investicie na hlavu st i = sy, tak spotreba na hlavu je
c = (1 - 9s)y ("v8etko, €o sa neuspori, sa zje")

rovnovazna hodnota kapitalu na hlavu je funkciou s, tj.

k* = k*(s), preto aj rovnovazny vystup na hlavu y* = f(k*)
je funkciou s: y* = y*(s) a teda rovnovazna spotreba

na hlavu je funkciou s: ¢* = ¢*(s)

chceme maximalizovat’ spotrebu na hlavu ako funkciu s,
preto postavme: % =0

tomu sa rovna %7

o — _yr(s) + (1 - )% = —f(k*(s)) + (1 — 5) LU die




KOLKO SPORIT

d'alej z (3) dostavame:
ak* df(k*) dk*
+ S))+S

0 = —o7gg T1k(s) dk ds
dk* —f(k*(s))
ds ~ sfi(k*(s)) -6

na okoli bodu (sy, ;') plati sf'(k) < 9, takze nedelime
nulou

mame:
dc*
ds

f(k*(s))

_ * _ f/ k* I S S ¥
(K (3) + (1 = 9)F (K (N5 ¢k ()

to sa rovna nule prave vtedy, ked' f'(k*(s)) = ¢, kedze
f(k*(s)) >0

maximalnu spotrebu teda dosiahneme pre to s, pre ktoré
plati: f'(k*(s)) =0



ULOHY

Uloha é. 1:

e Uvazujte uzavretl ekonomiku. Nech produkéna funkcia je
dana ako F(K,N) = VKVN, tj. o = }. Ukazte, ze F je
homogénna 1. stupna a pre a = 1N odvod'te produkénu
funkciu f(k) = F(X.,1), kde k = & - kapital na hlavu.

Riesenie:
e F je homogénna 1. stupfa, pretoze pre kazdé a € R plati:

F(aK, aN):VaTVaW—aff—aF(K N)

o ak a= 4, potom: F(aK,aN) = f\f_\/ﬁa
teda f(k) = vk



ULOHY

Uloha é. 2:

UvaZzujte uzavretl ekonomiku. Nech produkéna funkcia je
dana ako f(k) = kz = V/k, tj. a = 5. Najdite pevny bod k*
zobrazenia h(k) = (1 — 0)k + sf(k), kde ¢ € (0,1) a

s € (0,1) je amortizacia kapitélu, resp. miera uspor.

Pre najdeny kladny pevny bod zobrazenia h ukazte, ze

0 < H(k*)<1.

Riesenie:

pevny bod k* zobrazenia musi spinat:

k* = (1 — 0)k* + svk*, teda 6k* = svVk*

z toho: k* = ($)? alebo k* = 0

kladny pevny bod je (g)2

derivécia funkcie h v tomto bode bude:
W) =10+ 35==1-0+5 —1-9
teda 0 < H(k*) < 1




ULOHY
Uloha é. 3:

e Pre zadanie predchadzajucej ulohy a najdeny pevny bod
* s\2 . P . ,
k* = (3)° maximalizujte ustalenu spotrebu na hlavu ako
funkciu s.

RieSenie:
e ustalend spotrebu na hlavu vypocitame zo vztahu:
ct=(1-s)y*=(1--s)f(k¥)
o kedze f(k*) = Vk* = £, tak ¢* = ¢c*(s) = (528
e maximalizujme c*, tj. vypocitajme derivaciu c¢*'(s) a
postavme ju rovnu nule, dostaneme:
_1-2s

0="5

e miera Uspor maximalizujlca ustalend spotrebu na hlavu s
je potom: § = (= )



TECHNOLOGICKY POKROK A RAST

uvazujme Solowov model rastu s technologickym
pokrokom A

lepSie technoldgie zlepSuju produktivitu prace (preto sa
niekedy ako A oznacuje produktivita prace) a teda zvysuju
vystup

predpokladajme, ze A vplyva na vysku vystupu spdsobom:
Y = F(K, AN), kde F spifia predpoklady stanovené

na produkénu funkciu tak, ako v predchadzajucom

ak oznacime rychlost rastu technologii ga, potom
technologie sa vyvijaju podfa vztahu:

A1 = (1+ ga)Ar (4)

podobne mézeme predpokladat, Ze aj pracovna sila rastie
(s rastom velkosti populacie)
ak oznacime rychlost rastu pracovnikov gy, potom:

Nii1 = (1 + gn)Ns (5)



ZAKON POHYBU KAPITALU

pretoZze F je podla predpokladu homogénna 1. stupna,
plati: 7y = 4y F(K,AN) = F(£5,1)

oznatme y = 4 - vystup na efektivnu hlavu, k = £ -
kapitél na na efektivnu hlavu a f(k) = F(%, 1), potom
y = (k)

rast efektivnej prace:
AtptNerr = (1 + ga+ gn) AN, (6)

kde Cislo gagn je blizke nule a preto sme ho zanedbali
zo vztahu K1 = (1 — 0)K; + sF(K:, AtN;) dostavame:

Kt 11 Ki F(Kt, AtNy)
Rt +s
Aty 1Np i1 ( )At+1 N1 At 1 Nppq
Kt+1 . (1 — (5) Kt S F(Kt, AtNt)

AtriNeyr (1+ga+9gn) ANy (1 +9a+9n) AV



ROVNOVAZNY STAV

po Uprave:
(14 94+ gn)ker1 = (1 = 8)k;: + sf(ky),

€o je zakon pohybu kapitalu pre model rastu
s technologickym pokrokom
v ustalenom (rovnovaznom) stave k* = ki = ki1 potom
plati:
(6 + ga+ gn)k™ = sf(k™)
uvazujme len k* > 0, potom rovnovazny vystup
na efektivnu hlavu:

y*=1(k")
je tiez kladné ¢islo

(7)

(8)

9)



RYCHLOST RASTU KAPITALU A HDP

v ustalenom stave k* = k; = ki a teda
(L)* _ K K
AN AiNp At 1Nt

z toho:

A 1N
Kiv1 = Kt%

Kiri = (14+9a+gn)K:

oznalme gk rychlost rastu kapitalu, potom gx = ga + gn

YN Yy \ 2 .
podobne z (4y) = 24 = # 1§ dostavame:

Yiei=(1+ga+9n) Yt

preto, ak gy je rychlost rastu HDP, potom gy = ga + gn

opéat vhodnou volbou s mdézeme docielit v ustdlenom
stave maximalnu ustalena spotrebu na efektivnu hlavu



ULOHY

Uloha é. 4:

e Nech Y = F(K,AN) = VK\/AN. Dalej nech s = 0, 16,
5_0,1,gA_o 04 a gy = 0,06. Najdite k* = (AN)*a
y*=(45)" kde k* >0ay* > 0.

Riesenie:

o y=1f(k) = F(z5.1) = /23 = Vk

e v ustalenom stave ma platit: (6 + ga + gn)k* = sf(k*),
preto: (0,1 + 0,04 + 0,06)k* = 0, 16vk*

e ztoho: k* = 0,64 (kedze nas zaujima len kladné k*)

[ y* = 1/0764:



