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JEDNODUCHY BINARNY STROM

Vychadzajme z te6rie ocenovania derivatov na principe
Ziadna arbitraZ vyuzivajucej riziko-neutrélne
pravdepodobnosti.
Uvazujme jednokrokovy model aplikovany na nasledujuci
strom hodnét podkladového aktiva:
Sup = USnow
e

SHOW

N\

Sdown = dSnow
kde u > d > 0 su nasobky ceny Sy, aktiva pri skoku na-
hor (s pp. p), resp. nadol (s pp. 1 — p) za Cas T, pocas
ktorého predpokladdme konstantnu arokovu sadzbu r.
Potom riziko-neutralna pravdepodobnost na tomto strome
bude:

_ SnowerT — dSnow . el —d
9= USnow — dSnow u-—-d’

(1)



JEDNODUCHY BINARNY STROM

Mézeme si vSimnut, Ze na takomto strome plati:
Eq(ST) = quSnow + (1 — q)dSnow = SnowerT7 (2)

tj. v riziko-neutralnom svete (reprezentovanom
riziko-neutralnou pp. na strome) je o¢akavana hodnota
budlcej ceny aktiva rovna aktualnej cene aktiva zirocenej
bezrizikovou Urokovou sadzbou r za prislusné ¢asové
obdobie T.

Takéto o¢akavania o cene aktiva v nasledujlucej periéde su
prirodzené, pretoze pri existencii derivatu na toto aktivum
nesmie vzniknut arbitraz.

Mézu sa vsak lisit od oCakavani spojenych s pp. p, resp.

1 — p, s ktorou nastava pohyb ceny aktiva v redlnom svete.



BINARNY STROM

¢ V pripade, Ze uvazujeme viac vetiev binarneho stromu nez
len jednu (tj. viac obdobi dizky T), ma pouzitie
Sup = USnow (pri pohybe v jednom kroku smerom nahor),
resp. Sgown = dSnow (pri pohybe v jednom kroku smerom
nadol) d'alSiu vyhodu a totiz, ze s pridavanim d'alSich
vetiev (ij. pridavanim d'alSich ¢asovych krokov) narasta
pocet uzlov stromu polynomialne a nie exponencialne.

e Kazdy uzol, ktory nie je hornym, resp. spodnym uzlom
v jednom ¢asovom kroku, je totiz rovnaky pri pohybe
hornej ceny aktiva z predchadzajuceho kroku smerom
nadol alebo spodnej ceny aktiva z predchadzajuceho
kroku smerom nahor:

Sy = USnow
N\
duSnow = UdSnow

a
Sdown = dSnow



BINARNY STROM

¢ Takyto strom ma rekombinantnu vlastnost.

* Pri pocCte ¢asovych krokov n je poCet koncovych uzlov
na strome s touto vlastnostou n+ 1, kym na strome
bez tejto vlastnosti to je 2" uzlov.

e Specialnym pripadom na binarnom strome je situacia, ked
d= 15 V tomto pripade si strom v parnom pocte krokov
zachovava stred (QuSpow = 1 USnow = Snow)-

e Autori Cox, Ross a Rubinstein vo svojej praci z roku 1979
(Cox, J. C., S. A. Ross and M. Rubinstein: Option Pricing:
A Simplified Approach, Journal of Financial Economics 7
(Oct., 1979), pp. 229-264) navrhovali polozit u = eoVT,

d = e VT, kde o je volatilita (§tandardna odchylka-miera
rizika) vynosnosti podkladového aktiva v obdobi T
dostatocne kratkom.



BINARNA OPCIA

¢ Binarna opcia je call (put) opcia, ktora v Case jej splatnosti
vyplaca pevne stanovenu vyplatu B p.j. (typ opcie
"bet" alebo "cash-or-nothing") v pripade, ze hodnota
podkladového aktiva je vy$Sia (nizSia) nez realizacna cena
K a v opacnom pripade vyplaca 0 p.j.

¢ Vyplatny diagram binarnej call opcies B=1p.j.a K =10
p.j. sa nachadza na nasledujucom obrazku:
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BINARNA CALL OPCIA

Z definicie binarnej call opcie vyplyva, ze na jednoduchom
binarnom strome bude f,, = B, ak Syp > K a

fup = 0 = fyown, @K Syp < K; fgown = 0, @k Sgown < K @
faown = B = fyp, @k Sgown > K.

Hodnotu derivatu f,o, potom vypocitame ako

foow = €' (Qfup + (1 — @)fgomn), kde g = =4 je
riziko-neutralna pp. na strome.

Pri viackrokovom modeli poCitame hodnoty derivatu spatne
od koncovych uzlov az po zaciato¢ny vyuzivajuc vztah
frow = €T (qfup + (1 — q)faown) S riziko-neutrainou
pravdepodobnostou g = e;T:dd, ktora je na celom strome
rovnaka.

Pri binarnych opciach s K = Sy je vSak pouZivanie viac-
krokového modelu s parnym poctom krokov so stromom,
na ktorom plati u = 13, nevhodné a vedie k nespravnemu
ocenovaniu.




BINARNA PUT OPCIA

Z definicie binarnej put opcie vyplyva, ze na jednoduchom
binarnom strome bude fyoun = B, ak Sgoun < K a

fdown = 0 = fups ak Sgown > K; fup =0, ak Sup > Ka

fdown = B = fup, ak Sup < K.

Hodnotu binarnej put opcie f,on potom vypocitame
rovnako ako pri binarnej call opcii pomocou vzt’ahu

fnow = e_rT (qfup + (1 — q)fdown) kde q = e — ]e
riziko-neutralna pp. na strome.

Pri viackrokovom modeli po¢itame hodnoty derivatu spatne
od koncovych uzlov az po zaciato¢ny vyuzivajuc vztah
frow = €T (qfup + (1 — q)fgown) S riziko-neutrainou

pravdepodobnostou q = ¢ _‘dd

Aj tu plati poznamka o strome, na ktorom u = d, uvedena
pri bindrnych call opciach.



PUT-CALL PARITA PRI BINARNYCH OPCIACH

Uvazujme jednu binarnu call opciu a jednu binarnu put
opciu s dobou splatnosti T vypisané na to isté podkladové
aktivum s rovnakou K,

nech r oznacuje trokovl sadzbu na obdobie T, konstantn(
pocas tohto obdobia.

Oznacme C; - hodnotu binarnej call opcie v case 0 a Py -
hodnotu binarnej put opcie v ¢ase 0, potom plati:

Po+ Co=Be T (3)

Staci si uvedomit, Ze portfélio pozostavajuce z jednej
binarnej call opcie a jednej binarnej put opcie vyplaca

v 8ase T vyplatu B (bud’ ju vyplaca binarna call opcia, ak
S3 > K, kde S; je hodnota podkladového aktiva v Case T,
alebo ju vyplaca binarna put opcia, ak S3 < K).

Aby nebola arbitraz, v Case 0 musi platit’ (3).



SUPER SHARE
e Super share je typ opcie, ktora v ¢ase jej splatnosti vyplaca
vyplatu ﬁ p.j. v pripade, Ze hodnota podkladového
aktiva je vySsia nez dohodnuté cena K a nizsia nez doho-
dnuta cena K> > Kj. V opacnom pripade vyplaca 0 p.j.
¢ |de vlastne o stavku, Ze cena aktiva v dobe splatnosti
opcie bude lezat v intervale (K1, K2).
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Obr.: Vyplatny diagram drzitela super share s K1 = 10, K> = 11.



SUPER SHARE

e Ak bude cena aktiva v dobe splatnosti opcie lezat
v intervale (Kj, K2), opcia vyplaca ﬁ p.j, teda vyplata je
proporcionalne tym niz$ia, &im je dizka intervalu (Kj, K»)
vacsia.

¢ |de vlastne o opciu, ktorl je mozné vyskladat ako portfélio
pozostavajlce z jednej binarnej call opcie s K = Kj
(oznaCme ako opcia 1) a minus jednej binarnej call opcie
s K = K> (oznaCme ako opcia 2) obe vyplacajuce

1

B=rr-

e V Case T splatnosti oboch opcii budu opcie vyplacat
podia nasledujucej tabulky:

Ak: | opcia 1 opcia 2
St < K; 0 0
K1 < ST S K2 ﬁ O
1

]
Ko < St K=K, Ko—K;



SUPER SHARE

e Drzitel takéhoto portfélia (tj. drzitel opcie 1 a vypisovatel
opcie 2) dostane v ¢ase T nasledujuce vyplaty:

Ak: | vyplata
Sr <K 0
Ki < St <K Kle
Ko< Sr | mix - g = O

e Oznacme Cy1 hodnotu opcie 1 v ¢ase 0 a Cyo hodnotu
opcie 2 v ¢ase 0.

e Ked'ze portfélio robi to isté, o derivat, musia mat v ¢ase 0
rovnaku hodnotu:

frow = Co1 — Coz. (4)



PRIKLAD

UvaZujme jednokrokovy model ocenovania opcie taky, Zze
na binarnom strome plati: K1 < Sgown < K2 < Syp, potom
hodnota opcie 1 v ¢ase 0 bude Cy1 =e~'T (gB + (1 — q)B)
a hodnota opcie 2 v &ase 0 bude Cy, = e~ "7 gB, kde

B= k-

Ide lahko vypocitat, ze:

frow = e—rT(1 - q)B = C01 - COQ-

AK Sgown < K1 < Syp < Kz, potom Co1 =e ""gB a
Coo = 0.
Opat vidno, ze:

frow = e_rTqB = CO1 - COZ~



ASSET-OR-NOTHING

e Asset-or-nothing je typ binarnej opcie - call (put), ktory
v Case jej splatnosti T vyplaca hodnotu aktiva St p.j.
v pripade, ze hodnota podkladového aktiva je vysSia
(niz8ia) nez realizatna cena K a v opacnom pripade
vyplaca 0 p.j.

¢ Vyplatny diagram asset-or-nothing call s K = 10 p.j. sa
nachadza na nasledujucom obrazku:
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ASSET-OR-NOTHING CALL

Z definicie asset-or-nothing call vyplyva, ze

na jednoduchom binarnom strome bude f, = Syp, ak
Sup > K afyp = 0 = fyown, ak Syp < K fgown = 0, ak
Saown < K a fyown = Sdown, resp. fup = Syp, ak Sgown > K.
Hodnotu derivatu f,o, potom vypocitame ako

foow = €' (qfup + (1 — @)fgomn), kde g = =4 je
riziko-neutralna pp. na strome.

Pri viackrokovom modeli poCitame hodnoty derivatu spatne
od koncovych uzlov az po zaciato¢ny vyuzivajuc vztah
frow = €T (qfup + (1 — q)faown) S riziko-neutrainou
pravdepodobnostou g = e;T:dd, ktora je na celom strome
rovnaka.

Pri asset-or-nothing call s K = S; je pouzivanie viac-
krokového modelu s parnym poctom krokov so stromom,
na ktorom plati u = 13, nevhodné a vedie k nespravnemu
ocenovaniu.




ASSET-OR-NOTHING PUT

Z definicie asset-or-nothing put vyplyva, ze

na jednoduchom binarnom strome bude fjouwn = Sgown, ak
Sdown < K @ fgown = 0 = fupy ak Sgown > K; fup =0, ak
Sup > K a fyown = Sdown, resp. fup = Syp, ak Syp < K.
Hodnotu asset-or-nothing put f,o, potom vypocitame
rovhako ako pri asset-or-nothing call pomocou vztahu
frow = e T (qfup + (1 — Q) fgown), kde q = e ~ Je
riziko-neutréalna pp. na strome.

Pri viackrokovom modeli po¢itame hodnoty derivatu spatne
od koncovych uzlov az po zaciato¢ny vyuzivajuc vztah
frow = €T (qfup + (1 — Q) faown) S riziko-neutrainou

pravdepodobnostou g = ¢ _’dd

Aj tu plati poznamka o strome, na ktorom u = d, uvedena
pri asset-or-nothing call.



PUT-CALL PARITA

Uvazujme jeden asset-or-nothing call a jeden
asset-or-nothing put s dobou splatnosti T vypisané na to
isté podkladové aktivum s rovnakou K, nech r oznaCuje
trokovi sadzbu na obdobie T, konstantnti pocas tohto
obdobia.

Oznacme C; - hodnotu asset-or-nothing call v Case t, P; -
asset-or-nothing put v ¢ase t a S; - hodnotu aktiva v Case
t, potom plati:

Po + Co = So (5)

Staci si uvedomit, ze portfélio pozostavajuce z jedného
asset-or-nothing call a jedného asset-or-nothing put
vyplaca v &ase T vyplatu S3 (bud ju vyplaca
asset-or-nothing call, ak S; > K, alebo ju vyplaca
asset-or-nothing put, ak S; < K).

Aby nebola arbitraz, musi byt P; + C; = S; v kazdom Case
te (0, T) a preto v ase 0 mame (5).



EUROPSKE OPCIE NA AKTIVUM
NEVYPLACAJUCE DIVIDENDU

e 7 predchadzajuceho vyplyva, Ze kiipnu opciu (call) opciu
europskeho typu mozno vyskladat pomocou kupy jednej
binarnej call opcie asset-or-nothing a predaja jedne;j
binarnej call opcie cash-or-nothing s B = K.

¢ Predajnu (put) opciu eurépskeho typu mozno vyskladat
pomocou kupy jednej binarnej put opcie cash-or-nothing
s B = K a predaja jednej binarnej put opcie
asset-or-nothing.

e Oznacme Cy(Py) - hodnotu eurdpskej call (put) opcie
v tase 0, AS(AL) - hodnotu asset-or-nothing call (put)
vCase 0 a BOC(B(’)’) - hodnotu cash-or-nothing call (put)

s B= K v Case 0, potom plati:

Co = AS — BY (6)
Po =By — Ay )



PUT-CALL PARITA PRE EUROPSKE OPCIE

* Vieme, Ze pre eurépske opcie plati vztah:
Sy + Py — Cy = Ke~"T vyjadrujuci kipno-predajnu paritu.
* Rovnaky vztah medzi europskymi opciami by sme mali
dostat’, ak pouzijeme na vyjadrenie hodnét Cy, resp. Py
vztah (6), resp. (7) a put-call paritu (5) pre asset-or-nothing
opcie: AS + AL = Sy, resp. put-call paritu (3):
BS + BP = Ke~'T pre cash-or-nothing opcie s B = K.
e SkutoCne je tomu tak:

So+Po—Co = So+BY— A5 —AS +BS =
= So— (A§ +Ag) + (BY + Bp) =
= SO*SojLKe_r?—:Ke_r?—



OPCIE DIVAJUCE SA SPAT

¢ Lookback opcie su opcie na aktivum, ktorych vyplata
zavisi na maximalnej alebo minimalnej hodnote aktiva
dosiahnutej pocas doby trvania (splatnosti) opcie.

¢ Ak je vyplata opcie na konci doby trvania opcie uréena
(kladnym) rozdielom maximalnej (minimalnej) hodnoty
aktiva a hodnoty aktiva v Case splatnosti opcie, tak opciu
volame plavajucou dozadu hfadiacou put (call) opciou.

¢ Ak je pevne urCena realizacna cena K v Case splatnosti
opcie a vyplata opcie zavisi od (kladného) rozdielu
maximalnej (minimalnej) hodnoty aktiva poCas doby
trvania opcie a realizaCnej ceny K, tak opciu volame
fixnou call (put) dozadu hlfadiacou opciou.



OCENOVANIE LOOKBACK OPCIi

Budeme uvazovat ocenovanie lookback opcii na aktivum
nevyplacajuce dividendy.
Pri ocenovani takychto opcii si treba uvedomit, ze hodnota
opcie v Case jej splatnosti, tj. v niektorom z koncovych
uzlov, zavisi od cesty, po ktorej je mozné sa do tohto uzlu
dostat, pretoze aj maximalna (minimalna) hodnota aktiva
bude zavisiet od tejto cesty.
Ocenme plavajucu aj fixna call aj put lookback opciu
na jednoduchom binarnom strome, na ktorom pre pohyb
ceny aktiva plati:

Sup = USnow

/
Snow

N\
Sdown = O'Snow



OCENOVANIE PLAVAJUCICH LOOKBACK OPCIi

Predpokladajme: Sgown < Snow < Snowe’” < Syp.

Najprv ocefime plavajucu call (put) lookback opciu.
Hodnoty derivatu su pre obe udalosti zaznacené v prave;j
Casti tabufky:
udalost | Smin  Smax | Cr (call) Pr (put)
Sup Snow Sup Sup - Snow 0
Sdown Sdown Snow 0 Snow - Sdown

Oznacme Cpow - hodnotu call opcie v ¢ase 0 a Ppow -
hodnotu put opcie v ¢ase 0, potom:

Chow = eirTCI(Sup—SnowL (8)
Prow = eirT(‘l - Q)(Snow - Sdown)7 9)

kde g = W je riziko-neutralna pp.



OCENOVANIE FIXNYCH LOOKBACK OPCII

e Predpokladame: Sgown < Snow < Snowe’” < Syp.
e Hodnoty opcii v ¢ase T su pre vSetky mozné hodnoty K
zaznacené v tabulke:

K udalost | Smin  Smax | CF (call) P (put)
K> Sup Sup Snow Sup 0 K — Snow
Sdown Sdown Snow 0 K — Sdown
Sdown <K Sup Snow Sup Sup -K (K - Snow)+
K < Syp Sdown | Sdown  Snow | (Snow — K )+ K — Saown
K < Sdown Sup Snow Sup Sup -K 0
Sdown Sdown Snow Snow -K 0

e Oznagme C!,,, - hodnotu fixnej lookback call opcie v ¢ase
0 a Pf,,, - hodnotu fixnej lookback put opcie v ¢ase 0.



OCENOVANIE FIXNYCH LOOKBACK OPCII

* Hodnoty opcii v Case 0 su pre K > S, nasledujuce:

Cr,;_ow =0 (10)
Prow = € T(a(K = Snow) + (1 — @)(K — Saown))(11)

* Hodnoty opcii v ¢ase 0 su pre Sgoun < K < Syp
nasledujuce:

Chow = e (q(Sup — K) + (1~ 9)(Snow — K)*) (12)
Prow = €T (q(K — Snow)™ + (1 — 9)(K — Sciown)|13)

¢ Hodnoty opcii v ¢ase 0 su pre K < Syown Nasledujuce:
Crow = € 7(q(Sup — K) + (1 = q)(Snow — K)) (14)

Plow = 0 (15)



PUT-CALL PARITA

e Ocenovanie lookback opcii na viackrokovom binarnom
strome je pomerne naro¢na uloha, pretoze je nutné
dosledovat maximéalnu a minimalnu hodnotu aktiva
na kazdej ceste pre kazdy koncovy uzol. Tym sa
pochopitelne objem vypocCtov méze znacne navysit a
s narastajucim poctom krokov narast exponencialne.

e Medzi lookback opciami vSak existuje parita, ktora
umoznuje dopocitat hodnotu fixnych opcii pomocou
plavajucich opcii.

® Oznatme S;,, = max{Smax, K} a S, = min{Spin, K},
kde Smax (Smin) je maximalna (minimalna) hodnota aktiva
dosiahnuta po¢as doby trvania T opcie a K je realizaéna
cena fixnych opcii.



PUT-CALL PARITA

® Nech G}, (Phow) 0znacuje hodnotu plavajucej call (put)
opcie v Case 0, v ktorej je Spmin (Smax) zamenené za S
(Shax)-

e Akov predchadzajucom nech C/,,, je hodnota fixnej call
opcie v ¢ase 0, P’ je hodnota fixnej put opcie v éase 0 a
Show j€ hodnota aktiva v ¢ase 0.

* Potom platia vztahy:

ct., = P, + s,,ow —Ke T (16)
Pllvrow = C;f/ow + Ke "' — Show (17)

Poznamka: Pri oceriovani lookback opcii je potrebné si
uvedomit, Ze hodnota opcie je velmi citliva na to, ako ¢asto
hodnotu aktiva pocas doby trvania opcie sledujeme

(od toho zavisi maximalna, resp. minimalna hodnota
aktiva) a na zaklade toho potom treba vybrat’ vhodny
binarny strom.



AZIJSKE OPCIE

Azijské opcie st opcie na aktivum, ktorych vyplata zavisi
na aritmetickom priemere hodn6t aktiva pozorovanych
pocas doby trvania (splatnosti) opcie.

Ak je vyplata opcie na konci doby trvania opcie urc¢ena ako
max{0, S — K}, kde S je priemerna cena aktiva a K je
realizaCna cena, tak opciu volame average price call.

Ak je vyplata opcie na konci doby trvania opcie ur¢ena ako
max{0, K — S}, kde S je priemerna cena aktiva a K je
realizacna cena, tak opciu volame average price put.

Aj pri tychto opciach plati, Ze hodnota opcie v ¢ase jej
splatnosti, tj. v niektorom z koncovych uzlov pri ocenovani
na binarnom strome, zavisi od cesty, po ktorej je mozné sa
do tohto uzlu dostat, ked’ze priemerna hodnota aktiva
zavisi od tejto cesty.



PRIKLAD

e Uvazujme nasledujici binarny strom vyvoja ceny podkla-
dového aktiva (v kazdom uzle v zatvorkach za cenou ak-
tiva uvedené oznacenie hodnoty derivatu v tomto uzle):

Sop = 86,4 (fp)

S
S =72 ()
N
a So1 = 43,2 (f1)
So = 60 ()
e S12 = 43,2 (f12)
/
S, =36 (f;)
N

S11=21,6 (f11)



PRIKLAD

¢ Vypocitajme hodnotu average price call opcie na toto

aktivum, ak realizacnd cena K = 51,8 a r=0 je
bezrizikova Urokova sadzba na obdobie T maturity opcie.

Ked'ze na celom strome mame u=1,2a d = 0,6, tak
v uzloch {21} a {12} ma aktivum tu istd hodnotu. Toto
rozliSenie je dolezité z hfadiska vypoCtu ceny opcie,
pretoZe do uzlu {12} sa ned4 dostat z uzlu {2}, kym
do uzlu {21} sa zas nedd dostat z uzlu {1}. Preto bude
priemerna cena aktiva v uzle {21} ina nez v uzle {12}.

Oznatme S;; - priemernd hodnotu aktiva v koncovom uzle
ilj}, potom: §22 =72,8, §21 = 58,4, §12 = 46,4,

S11 =39,2.

Hodnota call opcie v koncovych uzloch bude: fo = 21,

f21 =6,6, f12 =0, f11 = 0.



PRIKLAD

e Pretoze u=1,2ad = 0,6, tak riziko-neutralna pp. g je
na celom strome rovnaka a plati:
Snow - Oa 6‘SHOW _ 07 4 _ 2

9= 125,00 — 0,650y 0.6 3

e Svyuzitim vztahu foow = e~ (qfyp + (1 — Q) faown),
dostaneme hodnoty opcie v uzloch {2}, {1} a {0}:
L f2 = %fgg + %f21 = %21 + 15676 = 16,2,
° fi=2%f+3f1=50+10=0,
° fh=3%L+1f=516,2+30=10,8.
e Hodnota takejto call opcie dnes je teda 10, 8 p.j.



