TEORIA PORTFOLIA

Uvazujte trh s dvoma rizikovymi cennymi papiermi A, B takymi, Ze
ich oCakavané vynosové percenta (vynosnosti) a smerodajné odchylky
(rizikovosti) st nasledujuce:

vynosnost’ rizikovost’
cenny papier A Ty =3 o, =1
cenny papier B rg =6 og = 2

. Vypoditajte kovarianciu o5 Vynosnosti cennych papierov A a B, ak
korela¢ny koeficient p,p Vynosnosti cennych papierov A, B je
postupne rovny 1, 0,5, 0, -0,5, -1.
Riesenie:

Pre pyg = 1 mame: o5 = pap040g = 0405 = 2.

Pre p,g = 0,5 mame: o5 = pagoaog = 1.

Pre pyg = 0 mame: o,5 = pagos0g = 0.

Pre pyg = —0,5 mame: 0,5 = pyp0405 = —1.

Pre pyg = —1 mame: a5 = pag0s0g = —0405 = —2.

. Zistite vahy x4, xg cennych papierov A, B v portfoliu s celkovou
hodnotou 1000 p.j., ak cenny papier A sa podiel'a na skladbe portfolia
Vv celkovej vySke 230 p.j. a cenny papier B sa podiel'a na skladbe
portfolia v celkovej vyske 770 p.j.

Riesenie:
230 p.].
_ — 2
%4 = 10000, 43
770 p. ;.
=) 977
*5 = 1000p.7.

Vidime, ze skutocne plati: x4 + xg = 1.



3. Zistite vynosnost’ rp portfolia dvoch cennych papierov A a B s vahami
X4, Xg Vypocitanymi v 2.Ulohe.
RieSenie:
rp = X417y + xgrg = 0,23.34+0,77.6 = 5,31 %

4. Zistite rizikovost’ ap portfélia dvoch cennych papierov A a B s vahami
X4, Xg Vypocitanymi v 2.Ulohe, ak p,5 = —0,5.
Riesenie:

Op = \/xjaj + 2x,4xXp045 + X505 =

=/(0,23)2(1)2 — 2.0,23.0,77 + (0,77)2(2)% = ,/2,0703
= 1,44 %

5. Zistite vahy x4, xg cennych papierov A aB v portféliu, ktorého
vynosnost’ je 4,5%.
Riesenie:
Pretoze 1p = xy1y +xg15 @ x4 +xg =1, tak p = x4+ (1 —

X4)Tg. Odtial’:
p —7p

xA= .
Ty —7Tp

Dosadenim za rp, 14 a rz dostaneme:
~45-6 15
] MT3 T T3
Cize Xq = 0,5 a teda Xp = 1-— Xq = 0,5

6. Zistite vahy x,,xg cennych papierov AaB s p,g = 0 v portfoliu,
ktoreho rizikovost’ je 1%.
Riesenie:

Pretoze op = /X207 + 2X,Xp0ap + X202 = \/x207 + x30Z,



PaB = 0 a X4 + Xg = 1, tak Op = \/onf + (1 _XA)ZO-Bg. Odtial’
dosadenim za op, g, a gz dostaneme:

1=\/xj+4(1—xA)2=\/4—8xA+5xj.

CiZe riesime kvadratickd rovnicu s neznimou x,:

5xf—8x,+3=0
Tato rovnica ma dva korene: x, = 1, resp. x, = 0,6. Takze hl'adané
vahy su bud’ x4, = 1, x5 = 0 alebo x4, = 0,6, x5z = 0,4.

. Vyjadrite mnozinu vSetkych portfolii pozostavajicich z cennych
papierov A a B formou funkc¢nej zavislosti rizikovosti portfolia o
od jeho vynosnosti r za predpokladu, Ze p,5 = —0,5.
Riesenie:
Pre jednoduchost’ budeme v d’alSom namiesto 7 pisat’ r @ namiesto op
pisat’ g (tak, ako to aj vyZaduje zadanie ulohy).
Vyjadrime x4 zo vztahu:

r =474 + (1 —xy)13
a dosad’'me do:

0 =x507 + 2x,(1 — x4) 045 + (1 — x4)?0%,

dostaneme:

o=o0(r)= \/Kr2 +Lr+ M,
kde (vid. prednaska: prednaska6.pdf):
07 — 2045 + Of

(ry — TB)Z ’
_ (Ta + 15)0a5 — TR0 — 1405

(rg — TB)Z '

_ T{0f — 21uTp0up + 1504
(ry — TB)Z

Po dosadeni dostaneme:
7
K =§,L =—6,M =12



a teda:

1
o =0(r) = §\/7r2 — 547 + 108

pre r € (3,6) vyjadruje funk¢énu zavislost’ rizikovosti portfolia od jeho
Vynosnosti.

Mnozina pripustnych portfélii

vynosnost
o [ N w H (6] (o)} ~

o

0,5 1 1,5 2 2,5

rizikovost

Poznamka: Pre dva cenné papiere A, B mozZno vypocitat’ koeficienty
K,L,M prostrednictvom rieSenia Ulohy na viazany extrém (vid.
prednaska6.pdf). V tomto pripade by sme dostali K, L, M zo vztahov:

14 —2p a
K=——l=——0s M=—y
ay — B ay — B ay —

kde a = #TC71%, B =7#TC 11,y = 17C" 11 a#T = (ry, 1) = (3,6),

- _ 4/3 1/3) . . . D
T _ 1 _

1"=1,1), ¢ = (1/3 1/3 je inverzna matica ku kovariancnej
matici C = (1 B 1). Z uvedeného potom a« = 36,8 =9,y =~

_1 4 ) ) 3
Néasledne:

7
K =§,L =—6,M =12.

. Na mnozine vSetkych pripustnych portfolii z predchadzajicej ulohy
najdite efektivnu mnoZinu.
Riesenie:



Vychadzajlc z rieSenia predchadzajicej ulohy mame, ze pre r € (3,6)
funkcia o(r) vyjadruje mnozinu vsetkych pripustnych portfolii. Na
mnozine pripustnych portfolii na obrazku vyssie moézete zaznamenat’,
ze hodnotam rizikovosti menSim alebo rovnym 1% zodpovedaju
dvojice portfolii, jedno svacsou adruhé smensou vynosnostou.
Z tychto dvojic vSak mozno do efektivne; mnoZiny vybrat’ len to
portfolio, ktoré ma vynosnost’ vyssiu. Matematicky: musime najst’ bod
minima 7 funkcie o(r) na intervale (3,6). Efektivna mnozina bude
potom mnozina vSetkych pripustnych portfolii leZziacich na krivke o =
o(r) = 2V7r2 — 547 + 108 pre r € (,6).
Derivovanim o (r) podl'a r zistime, Ze:

) = 7r — 27

7 3V7r2 — 54r + 108

Hrl'adané 7 bude potom také, pre ktore plati: o' (#) = 0, ize ¥ = 77 2

3,86. Tomu zodpovedajuca hodnota minimalnej moznej rizikovosti
6 = a() = 0,65 (hodnoty funkcie v krajnych bodoch intervalu su
samozrejme vyssie). Efektivna mnozina je teda mnozina vSetkych

bodov (r,o0) leziacich nakrivke: o = o(r) = %\/71‘2 — 54r + 108
pre r € (7, 6).

Efektivha mnozina

—

0,5 1 1,5 2 2,5

vynosnost
o = N w E wv (o)} ~

o

rizikovost



9. Predpokladajte investorove preferencie v tvare: r = ¢ + 902, kde c je
hladina preferencie. N4jdite investorovo optimalne portfolio na efek-
tivnej mnozine vypocitanej v predchadzajicej ulohe
Riesenie:

Vyjadrime najprv investorove preferencie ako funkciondlnu zavislost’
ocodr:o = h(r) =§ r—cC.
Potom podla prednasky prednaSka6.pdf musi optimalne portfolio
s parametrami (r*, o) spliat:

1 1

g\/r* —c* = 5\/7(1”*)2 — 541* + 108,

1 B 14r* — 54
6V —c*  6,/7(r*)2 — 54r* + 108

C v . , % 55 * *
RieSenim tejto sustavy dostaneme: r* = ” 2 393, 020,66, c*=

0,04, kde c* je investorova optimalna hladina preferencie. Vahy
jednotlivych cennych papierov v optimalnom portfoliu su: x, = 0,69
axp =031,

Optimalne portfdlio

krivky
indiferencie

optimalne
portfélio

S

w

vynosnost

investorova optimalna
hladina preferencie
(krivka indiferencie)

0 0,5 1 1,5 2 2,5

rizikovost

10. Pre cenné papiere A, B najdite efektivhu mnozinu, ak je moznost’
bezrizikoveho zapozi¢iavania (nakup dlhopisov na dobu drzania)
a vypoziciavania (predaj dlhopisov na dobu drzania) s rovnakou
bezrizikovou urokovou mierou na dobu drzania vo vyske 1y = 2 %.



Riesenie:
Novu efektivnu mnoZinu buda vytvarat’ tie kombinacie rizikového
portfdlia cennych papierov A, B a bezrizikového aktiva s rr = 2 %,

ktoré lezia pre 0 = 0 na polpriamke: r = 1¢ + ko, resp. o = %, kde
k>0 je jej smernica (vid. prednaska: prednaska6.pdf). Tato
polpriamka je pre o = 0 uplne ur¢end dvoma bodmi na nej leziacimi:
(o, rf) a (or,rr), kde bod (o7, rr) uruje tangencialne (dotykové)
portfolio, v ktorom sa polpriamka dotyka povodnej efektivnej mnoziny
(vypocitanej v 8.0lohe). Ked’Ze je to dotykové portfolio, jeho stiradnice
a smernicu polpriamky ziskame vyrieSenim nasledujicej sustavy
rovnic:

T Z_ op = 1\/7@ — 547, + 108,
k 3
1 Trr — 27
k 3/7rZ — 54r, + 108
Dostaneme r; = % = 415%,0; = 0,71 % ak = rz;z = 3,06. Nova

efektivna mnozina je teda mnozina vSetkych bodov (r, ), kde ¢ = 0,

leziacich na polpriamke: r = ¢ + (rT_z) o

oT

Efektivna mnozina pri kombinacii s bezrizikovym

zapoziciavanim a vypoziciavanim
7 Tangencidlne
portfélio
6

5

vynosnost
N w EY

[ERN

Bezrizikové
aktivum

o
o

0,5 1 1,5 2 2,5

rizikovost



11. Predpokladajte investorove preferencie ako v 9.ulohe. Najdite
investorovo optimalne portfolio na efektivnej mnoZine vypocitanej
v 10.0lohe.

Riesenie:
Optimalne portfolio s parametrami (r*, o *) bude také, ktoré vyhovuje
sUstave:

c*+9(0*)2 =r*=2+ko",

180" =k,

kde k vypocitané v 10.0lohe. RieSenim tejto stistavy dostaneme: o™ =
0,17,r* = 2,52,c* = 2,26, kde c* je investorova optimalna hladina
preferencie. Oznacme x; vahu bezrizikového aktiva v optimalnom
portfoliu, potom x, = 0,76. Vaha tangencialneho portfdlia
v optimalnom portfoliu bude 1 —x; = 0,24. Ide teda o kombinaciu
tangencialneho portfolia a zapozi¢iavania (nakup dlhopisov). Toto
nevidno len z vah bezrizikového aktiva, resp. tangencialneho portfélia
V optimalnom portf6liu, ale vyplyva to uz z toho, ze 0™ < or.
Bezrizikove aktivum ma v tomto portfoliu az trojsStvrtinovu vahu, ¢o sa
prejavuje vynosnostou blizSou bezrizikove] a sucasne niZSou
rizikovostou. NavySe hladina preferencie je viacsia nez 2, Co je
pre investora vzhl'adom k jeho preferenciam vyhodnejsie nez, keby
bezrizikové aktivum na trhu nebolo.

Optimalne portfélio so zapozi¢kou

vynosnost

0 0,5 1 1,5 2 2,5

rizikovost



12. Predpokladajte zadanie ako v 11.ulohe, ale s inymi preferenciami
investora: v = ¢ + o2,
Riesenie:
Rovnako ako v 11.0lohe najdeme parametre optimalneho portfélia
(r*, o*) rieSenim sustavy rovnic:

c*+ (6" =r*=2+ko?,
20" =k,

kde k vypocitané v 10.0lohe. Dostaneme: ¢* = 1,53,r* = 6,67,c* =
4,33, kde c* je investorova optimalna hladina preferencie. Ozna¢me x¢
vahu bezrizikového aktiva v optimalnom portféliu, potom x; =
—1,17. Vaha tangencialneho portfélia v optimalnom portfoliu potom
bude 1 — x¢ = 2,17. Ide teda o kombinaciu tangencialneho portfolia
a vypozi¢iavania (predaj/emitacia dlhopisov) ako indikuje zaporna
vaha pri bezrizikovom aktive. Opit’ poznamenajme, Ze to vyplyva uz
Z toho, ze 0™ > o7.
V tomto pripade si investor peniaze predajom dlhopisov pozi€ia na to,
aby investoval do ndkupu portfolia rizikovych cennych papierov, o sa
prejavi vysSou vynosnost’ou, ale 1 rizikovostou optimalneho portfolia.
Krivky indiferencie tohto investora su rastice, ale menej strmé. To
Znamena, ze hoci ide o riziko-averzného investora, investor ma k riziku
mensi odpor.

Optimalne portfdlio s vypozickou

> 4

optimalne
portfélio

vynosnost
= N w H (95 [e)] ~

o
o

0,5 1 1,5 2 2,5

rizikovost



13. Uvazujte trh s dvomi cennymi papiermi — akciami A a B
nevplacajucimi dividendy takymi, Ze ich sucasné ceny su pre akciu A:
20 p.j. apre akciu B: 100 p.j. Uvazujte, ze doba drzania portfolia
pozostavajucho z akcii A aB je T = 1 jednotka ¢asu, pocas ktorej je
bezrizikova urokova sadzba 1 =0 (teda na trhu sa
nepredavajd/nenakupuju dlhopisy). Nech na ceny akcii pocas doby
drzania maju vplyv dve nahodné udalosti H a D, ktoré obe mdzu nastat’
s pravdepodobnostou 0,5. Pricom, ak nastane udalost’ H, cena akcie
Av case T = 1 bude 23 p.J. a cena akcie B bude 103 p.J. Ak nastane
udalost’ D, cena akcie A v ¢ase T = 1 bude 21 p.j. a cena akcie B bude
127 p.j. (teda ide o perfektnu negativnu korelaciu vynosnosti akcii).

Ukazte, ze vynosnosti aj rizikovosti akcii sa zhodné s tymi, ktoré
boli uvadzané v ilustratnom priklade zo strany 10 z prednasky:
prednaska6.pdf, tj.:

vynosnost’ rizikovost’
cenny papier A r, = 0,1 g, = 0,05
cenny papier B rg = 0,15 og = 0,12

Ukéazte, ze existuje arbitraZzna prilezitost’ na takomto trhu. Inymi
slovami: s vyuzitim eliminacie rizika (vynos portfolia pri nastani
udalosti H je rovnaky, ako vynos pri nastani udalosti D) uréte vahy
x4, = 0 akcie Aa xg = 0 akcie B v portfoliu (pricom x, + xg = 1)
tak, aby ste v ¢ase T = 1 dosiahli kladny vynos. (Ak budete spravne
pocitat, mali by ste dostat’ rovnakeé vahy, ako st tie zo strany 15
prednaskoveého suboru prednaska6.pdf.)

Komentar:

Uloha je za 4 prémiové body, ktoré ziskajd prvi patnasti riesitelia, ktori
tlohu celi spravne vyrieSia. RieSenia zasielajte vyhradne z vasho
univerzitného  webmailu alebo  stuba-gmailu  na adresu:
michal.zakopcan@stuba.sk do stvrtka 1.4.2021, do 13:00, vo formate
pdf, jpg, jpeg alebo png. Nezabudnite na oznafenie Studenta, tzn.
meno, priezvisko - uved’te CitateI’ne na kaZdej strane rieSenia



mailto:michal.zakopcan@stuba.sk

spolu s vasim podpisom. Kazdy Student mdze zaslat’ len jedno svoje
rieSenie. V pripade, Ze prvych patnast spravnych rieSeni bude
odovzdanych skor, nez vo Stvrtok 1.4.2021 o0 13:00, hromadnou
spravou prostrednictvom AIS budete v najblizSom moznom termine
upozorneni, aby ste ziadne d’alSie rieSenia neposielali a terminom
ukoncenia zasielania rieSeni sa stane termin odovzdania v poradi
patnasteho spravneho rieSenia.



