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Zoznam skratiek

NBS Národná banka Slovenska

CB centrálna banka

ECB Európska centrálna banka

CP cenné papiere alebo cenný papier

OTC cez prepáºku (over-the-counter)

PV sú£asná hodnota (present value)

NPV £istá sú£asná hodnota (net present value)

FV budúca hodnota (future value)

p. j. pe¬aºná jednotka

£. v. r. £leny vy²²ieho rádu

IRR vnútorná miera výnosu

IZ index ziskovosti

NH nominálna hodnota

EURIBOR European Interbank O�ered Rate

LIBOR London Interbank O�ered Rate

a. s. akciová spolo£nos´

EPS zisk na akciu (earnings per share)

BVPS ú£tovná hodnota vlastného kapitálu na akciu (book value of equity per share)

ROE návratnos´ vlastného kapitálu (return on equity)

NPVGO £istá sú£asná hodnota rastových príleºitostí (net present value of growth opportunities)

pp. pravdepodobnos´

CAPM model oce¬ovania kapitálových akcií (capital asset pricing model)

CML priamka kapitálového trhu (capital market line)

SML priamka cenných papierov (security market line)

HDP hrubý domáci produkt

CON cash-or-nothing

AON asset-or-nothing

Obr. Obrázok





Predslov

Jedným z dôvodov vedúcich k napísaniu tejto publikácie boli ºiadosti ²tudentov predmetu

Základy �nan£níctva o ucelené zhrnutie teórie s príkladmi demon²trujúcimi jej pouºitie, ako

aj o súhrn úloh, na ktorých by si ²tudenti mohli teóriu lep²ie precvi£i´, ktoré by boli dostupné

na jednom mieste, v jednom súbore. Druhým dôvodom bola snaha poskytnú´ ²tudentom

názornú ukáºku toho, ako moºno základnú matematickú teóriu z matematickej analýzy, line-

árnej algebry, pravdepodobnosti £i matematickej ²tatistiky, ktorá ²tudentom môºe pripada´

abstraktná a ´aºko uchopite©ná, bohato a £asto i jednoducho aplikova´ v úlohách, ktoré musia

rie²i´ hrá£i pôsobiaci na �nan£nom trhu, v prostredí mnoho ráz spojenom s neistotou a neur-

£itos´ou, ale aj civilné osoby v beºnom ºivote plnom neustáleho �nan£ného rozhodovania.

Aj preto je text publikácie písaný ako matematický text, teda text obsahujúci de�nície,

tvrdenia a ich dôkazy vizuálne odlí²ite©né od zvy²ku textu. Pretoºe ide o publikáciu venujúcu

sa predov²etkým �nan£níctvu, na miestach s vä£²ím mnoºstvom súvislého textu, kde by mohla

by´ naru²ená jeho plynulos´, sa de�nície nových pojmov nachádzajú priamo v texte a sú

nazna£ené zvýraznením de�novaného pojmu tu£ným písmom. Z rovnakého dôvodu niektoré

tvrdenia £i odvodenia sú zasadené priamo do textu.

Publikácia poskytuje základné vedomosti z �nan£nej oblasti, hlavne z oblasti ohodnoco-

vania základných �nan£ných nástrojov, ako sú dlhopisy a akcie, ale aj niektorých ich derivá-

tov, predov²etkým opcií. Zdôraz¬uje £asový aspekt ohodnocovania a pouºitie bezarbitráºneho

princípu pri oce¬ovaní. �itate©ovi pribliºuje základnú teóriu portfólia. Informuje o tom, akým

spôsobom riziko averzný investor rozkladá riziko a tvorí svoje optimálne portfólio. Pre lep-

²ie objasnenie uvádza jednoduché príklady. Matematický aparát, ktorý pri tom vyuºíva, je

redukovaný na základy vysoko²kolskej matematiky, beºne predná²ané na vä£²ine technických

vysokých ²kôl na Slovensku. Práve preto je u£ebnica vhodná pre ²tudentov týchto ²kôl s ne-

ekonomickým zameraním ako doplnkové ²túdium.

Hoci pri modelovaní, odvodzovaní a oce¬ovaní sa primárne vyuºívajú základné vysoko²kol-

ské matematické znalosti, niektoré kapitoly a podkapitoly (napríklad £asti 4.3.3, 6.14) u£ebnice

vyuºívajú náro£nej²ie matematické postupy, a preto pri popise problému, ani pri odvodzovaní

postupu rie²enia nejdú prive©mi do h¨bky. Sú v u£ebnici umiestnené predov²etkým na obo-

hatenie vedomostí £itate©a, ktorý by o ne prejavil záujem. Zárove¬ ale odporú£ame vyuºi´

na získanie ¤al²ích informácií aj iné zdroje. Z podobných dôvodov sa v u£ebnici nachádzajú

niektoré ¤al²ie kapitoly, resp. podkapitoly (napr. £asti 4.1.5, 4.3.7, 5.8, 6.12, 6.13), ktoré

predstavujú bonusový text k základnému rámcu publikácie, vhodne ho dop¨¬ajú a sce©ujú.
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Kapitola 1

Úvod do �nan£níctva

V úvodnej kapitole tejto u£ebnice sa budeme venova´ základným pojmom, ktoré súvi-

sia s �nan£ným svetom, obchodovaním a �nan£níctvom ako takým. Je prirodzené umiestni´

na úvodné stránky de�nície týchto pojmov, aby sme v¤aka nim £itate©ovi pomohli zorientova´

sa vo svete �nancií a �nan£níctva, aby mu pomohli objasni´ prípadné nejasnosti a aby sme

sa im mohli plnohodnotne venova´ v ¤al²ích súvislostiach. Na lep²ie pochopenie sú mnohé

z nasledujúcich de�nícií ¤alej podrobne rozvinuté, prípadne doplnené ilustra£nými príkladmi.

1.1 De�nície základných pojmov

�o máme na mysli pod pojmom �nan£níctvo? Finan£níctvo chápeme ako vedu o �-

nanciách. Takºe, ak sa chceme nie£o dozvedie´ o �nan£níctve, mali by sme najprv de�nova´

pojem �nancie. Financie môºeme de�nova´ takto:

De�nícia 1.1. Financie

Financiami rozumieme sústavu pe¬aºných vz´ahov, do ktorých vstupujú ekonomické subjekty

(podniky, domácnosti, ²tátne in²titúcie, �nan£né i ne�nan£né in²titúcie) pri získavaní zdrojov,

ich investovaní, zve©a¤ovaní svojho �nan£ného i ne�nan£ného majetku a pri ich spotrebúvaní.

Alternatívne by sme mohli poveda´, ºe �nanciami chápeme ²túdium toho, ako ekonomické

subjekty získavajú, investujú a mí¬ajú peniaze. Zavedením tejto de�nície (ako aj jej alterna-

tívy) sa vynárajú ¤al²ie otázky. Aby sme boli schopní na ne odpoveda´, museli by sme ís´

aº na dre¬ v²etkých neznámych �nan£ných/ekonomických pojmov obsiahnutých v jej znení.

Namiesto ¤al²ích de�nícií jednotlivé pojmy objasníme na nasledujúcom ilustra£nom príklade

pre domácnos´.

Predstavme si domácnos´ majúcu dvoch rodi£ov a dvoch potomkov, ktorí e²te nie sú zá-

robkovo £inní a teda �nan£ne sebesta£ní. Získavanie zdrojov sa v takom prípade uskuto£¬uje

prostredníctvom práce rodi£ov, ktorí za ¬u poberajú plat. Iné �nan£né zdroje domácnosti

môºu pochádza´ z pôºi£iek (napr. hypotekárna pôºi£ka alebo spotrebný úver) £i z rôznych

investícií (ako napr. renta plynúca z prenájmu ¤al²ieho bytu). Získané prostriedky sú po-
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2 KAPITOLA 1. ÚVOD DO FINAN�NÍCTVA

tom mí¬ané na rôzne nákupy súvisiace s krátkodobým alebo dlhodobým chodom domácnosti

(napr. nákupy predmetov beºnej spotreby, nákupy zariadenia domácnosti, nákup auta, ne-

hnute©nosti, ale aj splátky za prenájom, vodu, plyn, elektriku a pod.) alebo investície (napr.

rekvali�ka£ný kurz pre otca, jazykový kurz pre matku, investícia do vzdelania detí, nákup in-

vesti£ných fondov, nákup nehnute©nosti za ú£elom prenajímania a iné). Takto získaný hmotný

majetok rodina vyuºíva na rôzne, zvä£²a spotrebné ú£ely. Prípadne ide o produktívne vyuºí-

vanie najetku, ako je to napríklad pri nákupe nového auta a jeho vyuºití na cestu do práce.

Krátkodobé a dlhodobé investície spomínané vy²²ie zase zhodnocujú kapitál a môºu prinies´

zlep²enie �nan£nej situácie rodiny. Ak sa obmedzíme na sledovanie chodu domácnosti v £a-

sovom období jedného mesiaca (�od výplaty k výplate�), tak pozorujeme, ºe po zaplatení

v²etkých výdavkov/nákladov to, £o ostane, môºe rodina opätovne investova´, prípadne si od-

loºi´ na dovolenku, £i na iné jednorazové výdavky.

Teória �nancií sleduje, ako ekonomické subjekty nakladajú s �nan£nými prostriedkami,

ako ich umiest¬ujú v £ase. �as zohráva vo �nanciách a v ekonómii v²eobecne ve©mi dôleºitú

úlohu, pretoºe d¨ºka £asového obdobia investície vplýva na rôzne sledované faktory investície,

ako napr. návratnos´, rizikovos´ £i zhodnotenie investície, a tým nepriamo ur£uje hodnotu

pe¬azí. Viac si o úlohe £asu vo �nanciách povieme v ¤al²ích £astiach tejto kapitoly.

V²etky ekonomické subjekty uskuto£¬ujú svoje �nan£né rozhodnutia prostredníctvom sú-

boru trhov a in²titúcií zaoberajúcimi sa redistribúciou aktív a prerozdelením rizík vytvárajúc

tak �nan£ný systém.

De�nícia 1.2. Finan£ný trh

Finan£ný trh je súbor vz´ahov a nástrojov, ktoré umoº¬ujú sústre¤ovanie, rozmiest¬ovanie

a prerozde©ovanie do£asne vo©ných pe¬aºných prostriedkov na základe ponuky a dopytu.

Subjekty �nan£ného trhu:

� veritelia (majitelia úspor),

� dlºníci (vypoºi£iavatelia),

� sprostredkovatelia (bankové, nebankové in²titúcie, fondy),

� regula£né in²titúcie (u nás Národná banka Slovenska),

� organizátori trhu (u nás Burza cenných papierov v Bratislave).

Veritelia tvoria stranu ponuky �nan£ných zdrojov. Ide o majite©ov pe¬aºných prostried-

kov, ktoré sú ochotní poºi£a´ dlºníkom. Tí tvoria stranu dopytu po �nan£ných prostriedkoch.

Medzi nimi stojí sprostredkovate©, napr. banka. Aj banky v²ak môºu by´ ako verite©mi, tak
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dlºníkmi. Príkladmi sprostredkovate©ov nebankového typu sú maklérske a brokerské �rmy,

pois´ovne alebo in²titucionálni investori, napr. fondy. Trh môºe organizova´ organizátor trhu,

napr. burza cenných papierov. Na trhu sa obchoduje s cennými papiermi. K svetovo naj-

známej²ím patria londýnska burza, newyorská burza £i tokijská burza. Obchody v²ak môºu

prebieha´ aj vo©ne, t. j. mimo burzy. V takom prípade hovoríme o obchode/trhu cez prepáºku.

Výraz pochádza z anglického over the counter a zvykne sa pouºíva´ jeho skratka OTC. O tom,

ako organizova´ trh v duchu zákonov danej krajiny, rozhoduje regulátor. V prípade Slovenskej

republiky je to Národná banka Slovenska (¤alej NBS), v minulosti Úrad pre �nan£ný trh.

Na trhu existujú tieº spolo£nosti zaoberajúce sa zberom a analýzou dát z trhu, ratingové

agentúry £i poradenské spolo£nosti.

Snahou verite©ov je minimalizova´ riziko a maximalizova´ likviditu a výnos. Likvidita je

daná rýchlos´ou, akou moºno kapitál premeni´ na peniaze a istotou oh©adne jeho pe¬aºnej

hodnoty po premene v závislosti od ponuky a dopytu. Verite© vyhodnocuje riziko vo vz´ahu

k výnosu a likvidite. Ide o rôzne riziká, predov²etkým v²ak tieto:

� riziko úpadku dlºníka (podnikate©ské riziko),

� riziko zníºenia hodnoty kapitálu (vplyv in�ácie),

� riziko zníºenia príjmu zo zapoºi£aného kapitálu (vplyv úrokovej/výnosovej miery),

� riziko spojené s potrebou rýchlej návratnosti úveru (súvisí s likviditou).

Pri podnikate©skom riziku sa verite© snaºí £o moºno najpodrobnej²ie zoznámi´ s �nan£-

nou situáciou dlºníka, prípadne moºnos´ami vymáhania nesplatených pe¬aºných prostriedkov.

Rozli£ní veritelia na to vyuºívajú rôzne nástroje. Ako príklad uvádzame úverový register. Je

to register informácií o (bankových) klientoch, ktorí ºiadali, £erpali, aktuálne £erpajú úver

alebo vystupujú v úverovom vz´ahu ako ru£itelia. O kaºdej osobe vedenej v úverovom registri

je zrejmé, £i spláca riadne a v£as svoje záväzky. Prevádzkovate©om registra je spolo£nos´ Slo-

vak Banking Credit Bureau (SBCB) s. r. o., ktorá je vlastnená Slovenskou sporite©¬ou a. s.,

V²eobecnou úverovou bankou a. s. a Tatra bankou a. s. Tieto bankové in²titúcie sú zárove¬

spoluzakladate©mi registra. V sú£asnosti má register 18 £lenov a tvoria ho popredné slovenské

banky. [28]

Dlhodobo pozorované zvy²ovanie úrovne cenovej hladiny (rast cien) takisto vplýva na hod-

notu zapoºi£aného kapitálu. Vy²²ie ceny za rovnaký tovar alebo sluºbu v budúcnosti zname-

najú, ºe za rovnaký obnos bude moºné v budúcnosti kúpi´ menej. Riziko zvý²enia cien má tak

nezanedbate©ný vplyv na rozhodovanie verite©ov oh©adom toho, na akú dlhú dobu peniaze

poºi£a´ a aký úrok poºadova´, prípadne v akej mene pôºi£ku uskuto£ni´. Napr. na Sloven-

sku bol v roku 2020 medziro£ný nárast in�ácie pribliºne 2 %. V roku 2021 bol tento nárast

pribliºne 3 % a v roku 2022 in�ácia dosahovala úrove¬ aº 12,5 %. [26]

Na riziko zníºenia príjmu zo zapoºi£aného kapitálu vplývajú úrokové, resp. výnosové sa-

dzby, ktoré, pokia© nie sú na dobu pôºi£ky �xované, môºu v £ase kolísa´. Ich (výrazný) pokles
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môºe vies´ k (výrazným) stratám na príjme zo zapoºi£aného kapitálu. Napr. podiel na zisku

akciovej spolo£nosti je akcionárom (drºite©om akcií) vyplácaný prostredníctvom dividend.

Prípad zlého hospodárskeho výsledku �rmy v danom roku, £i zmeny �remnej politiky, môºe

znamena´ pokles dividendy, prípadne aj jej úplné nevyplatenie.

Návratnos´ úveru je pre verite©a tieº dôleºitá, ke¤ºe súvisí s likviditou. Napr. investí-

cia do umeleckého diela alebo nehnute©nosti je oby£ajne dlhodobá, pretoºe v prípade potreby

okamºitého návratu investovaných pe¬aºných prostriedkov spä´ verite©ovi, môºe dôjs´ k prob-

lému nájs´ rýchlo vhodného kupca. To môºe vies´ k predaju pod cenu.

Snahou dlºníkov je minimalizova´ �nan£né náklady spojené s pôºi£kou a maximalizova´

d¨ºku obdobia pôºi£ky, tzn. poºi£a´ si £o najviac, na £o najdlh²ie a s £o najniº²ím úrokom.

Sprostredkovatelia sústre¤ujú ponuku a dopyt, t. j. spájajú verite©ov s dlºníkmi a po-

máhajú im uzavrie´ obchod. Agregujú úspory, transformujú riziká a dobu splatnosti. Me-

dzi sprostredkovate©ov patria:

� banky,

� vzájomné druºstvá a záloºne,

� investi£né spolo£nosti a investi£né fondy,

� maklérske a brokerské spolo£nosti,

� pois´ovne.

Banky patria k najvä£²ím �nan£ným sprostredkovate©om. Existuje mnoho delení bánk,

základné delenie je na retailovú a investi£nú banku.

Retailová banka zbiera vklady a poskytuje úvery prevaºne retailovej klientele, tzn. spot-

rebite©om a jednotlivcom. Môºe v²ak obsluhova´ aj korporátnu klientelu. Jej základný výnos

plynie z rozdielu medzi úrokmi na úvery a na vklady. Okrem toho poskytuje ve©a platených

sluºieb, napr. vydávanie ²ekov, platobných kariet, sprostredkovate©ské sluºby a pod.

Investi£ná banka poskytuje sluºby pri získavaní zdrojov �riem, emisiách dlhopisov. Po-

skytuje investi£né poradenstvo pre �rmy, prípadne pre bohatých klientov. Spravuje podielové

fondy, t. j. zbiera vklady (podiely) a investuje pod©a predde�novanej stratégie.

Medzi malé pe¬aºné ústavy patria vzájomné druºstvá a záloºne. Prostriedky získavajú

z vkladov, poskytujú najmä spotrebné pôºi£ky.

Investi£né spolo£nosti a investi£né fondy sú právnické osoby, ktoré zhromaº¤ujú

pe¬aºné prostriedky iných osôb na kolektívne investovanie. Kolektívnym investovaním vedia

potenciálne zvý²i´ výnos oproti situácii, ke¤ by investoval kaºdý z ich klientov samostatne.

Prípadne sú schopné zníºi´ riziko investície jej vhodnou diverzi�káciou, t. j. rozvrhnutím

nákupu jednotlivých aktív. Za svoje sluºby im klienti platia alebo odstupujú £as´ výnosov.
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Maklérske a brokerské spolo£nosti pôsobia na trhu ako sprostredkovatelia pri predaji

�nan£ných produktov iných spolo£ností, napr. cenných papierov. Ich úlohou je radi´ investo-

rom, do £oho investova´, aké portfólio investi£ných produktov vytvori´.

Pois´ovne plnia v trhovej ekonomike úlohu stabilizátora ºivotnej úrovne obyvate©stva

a ekonomickej úrovne podnikov v prípade neo£akávanej náhodnej udalosti. Uzatvárajú kon-

trakty na majetkové (neºivotné) a zdravotné, úrazové (ºivotné) poistenie. Prostredníctvom

uzavretia kontraktov umoº¬ujú domácnostiam a podnikom prenos presne ²peci�kovaných ri-

zík. Zisk z poplatkov za poistenie oby£ajne investujú do rôznych aktív.

Organizátori trhu zabezpe£ujú likviditu trhu. Taktieº sústre¤ujú ponuku a dopyt. Stano-

vujú trhovú cenu a vytvárajú sekundárny trh, t. j. trh, na ktorom sa obchoduje s uº vydanými

cennými papiermi. Jediným organizátorom trhu s cennými papiermi na Slovensku je Burza

cenných papierov v Bratislave, a. s. (BCPB). [27]

Regula£nou in²titúciou je na Slovensku NBS. NBS je centrálnou bankou (¤alej aj CB),

t. j. bankou ²tátu a bankou bánk. Jej úlohou je robi´ zú£tovanie bánk, vykonáva´ nad nimi

doh©ad, spravova´ ²tátne rezervy. Centrálna banka ur£uje menovú politiku krajiny, vydáva

peniaze a riadi ich obeh, emituje ²tátne dlhopisy. Vstupom Slovenska do eurozóny v roku 2009

prebrala zodpovednos´ za menovú politiku od NBS ako centrálnej banky Slovenska Európska

centrálna banka sídliaca vo Frankfurte nad Mohanom (¤alej ECB).

�al²ím k©ú£ovým pojmom, s ktorým budeme pracova´ je cenný papier. Môºeme ho de�-

nova´ takto:

De�nícia 1.3. Cenný papier

Cenný papier je listina potvrdzujúca majetkové právo vlastníka na ur£ité plnenie od toho, kto

cenný papier emitoval/vydal.

Obchodovanie s cennými papiermi prebieha na trhu cenných papierov. Pod©a predmetu

odchodu tento trh delíme na:

� pe¬aºný trh,

� kapitálový trh,

� devízový trh,

� trh drahých kovov.

Na pe¬aºnom trhu sa obchoduje predov²etkým s krátkodobými (do 1 roka) cennými

papiermi (¤alej tieº CP). Trh sa vyzna£uje ve©kým objemom transkacií. Krátkodobé cenné

papiere sú charakteristické nízkym výnosom, ale aj nízkym rizikom a vysokou likviditou.

Pe¬aºný trh sa ¤alej delí na:

� diskontný trh (²eky a zmenky),
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� medzibankový trh,

� trh depozitných certi�kátov.

Kapitálový trh je trh strednodobých (1 aº 5 rokov) a dlhodobých (nad 5 rokov) cenných

papierov. S tým súvisí niº²ia likvidita cenných papierov, zvä£²a vy²²í výnos, ale i riziko.

Na devízovom trhu sa obchoduje s cudzími menami, na trhu drahých kovov s drahými

kovmi.

Finan£ný trh ¤alej £leníme pod©a ú£astníkov trhu na:

� bankový trh,

� medzipodnikový trh,

� burzový trh,

a pod©a nástrojov trhu na:

� úverový trh,

� trh cenných papierov,

� devízový trh.

Pozorný £itate© si ur£ite v²imol, ºe hoci bolo doposia© de�novaných a pouºitých mnoho vý-

razov, za v²etkými sa ako prostriedok výmeny nachádzali peniaze. Odmysliac si prostredníkov

na �nan£nom trhu stoja vlastne len dve strany, ktorých cie©om je zrealizova´ spolo£ný ob-

chod. Sú to veritelia a dlºníci. Veritelia disponujú pe¬aºnými zdrojmi a sú ochotní ich poºi£a´

dlºníkom. Samozrejme za túto £asovo obmedzenú pôºi£ku, za toto riziko, ktoré podstupujú,

poºadujú od dlºníkov jednak vrátenie poºi£aných pe¬azí v stanovenom £ase, jednak ¤al²ie vý-

hody £i odmeny, napr. vyplatenie úroku z pôºi£ky alebo iné formy bonusov. Mnoho verite©ov

nakupuje od dlºníkov rôzne cenné papiere, dúfajúc, ºe ich budú môc´ neskôr preda´ za vy²²iu

cenu, prípadne ºe im budú priná²a´ jednorazovú alebo pravidelnú rentu. Preto môºeme na-

miesto o poºi£iavaní hovori´ skôr o investovaní �nan£ných prostriedkov zo strany verite©ov.

Na druhej strane stoja dlºníci, ponúkajúci svoj tovar alebo sluºbu, ktorého predajom vlastne

�nan£né prostriedky od verite©ov získajú. Rovnako ako veritelia aj dlºníci vstupujú do tejto

výmeny pe¬aºných zdrojov so svojimi o£akávaniami a cie©mi a pod©a toho sa rozhodujú, akou

formou peniaze od verite©ov získa´, aké nástroje k tomu pouºi´. Nech uº sa na túto výmenu

pouºijú akéko©vek nástroje, v kone£nom dôsledku ide o presun pe¬azí a ich opätovné vrátenie,

hoci v £ase do splatenia pôºi£ky môºu by´ peniaze dlºníkmi zmysluplne a produktívne vyuºité.

�astá (v niektorých prípadoch oprávnená) kritika laikov, ale aj odborníkov smerom k zmyslu

týchto tokov pe¬azí na �nan£nom trhu by mohla vies´ k záverom, ºe celý �nan£ný trh a �-

nan£ný svet je nezmyslom, ktorý je ©udstvu v podstate zbyto£ný. Na druhej strane moºnos´

poºi£a´ si môºe pomôc´ zlep²ova´ produkciu, vyvíja´ nové, kvalitnej²ie produkty, zdokona©ova´
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technológie, by´ stimulom na nabratie odvahy pusti´ sa na neprebádané polia vedy, techniky

£i podnikate©ského prostredia a zabezpe£i´ si podnikate©ský úspech, napr. pri nájdení �diery

na trhu� s nejakým produktom alebo sluºbou, prípadne cennou pomocou pri zabezpe£ení

bývania � hypotekárny úver na kúpu bytu alebo domu. Samozrejme moºnosti spláca´ úver

môºu by´ limitované £i zmenené nepredvídanou udalos´ou alebo iba zlým odhadom, £o zase

môºe vies´ k ¤al²ím zlým rozhodnutiam, nakoniec aº bankrotom a vyústi´ v rôzne osobné

problémy, napr. zdravotné problémy vyplývajúce zo zaºitého stresu, do traumy alebo do po-

citov individuálneho zlyhania, prerás´ aº do rodinných problémov £i problémov so zákonom.

Lenºe uvedené moºno spája´ s kaºdou £innos´ou, ktorú £lovek vyvíja, preto zrejme nie je úplne

korektné zva©ova´ v²etku vinu na peniaze.

1.2 Peniaze a ich história

�Money is better than poverty, if only for �nancial reasons.�1

Woody Allen

Táto podkapitola stru£ne informuje o peniazoch a ich histórii, predov²etkým ako o pros-

triedku výmeny.

Prvý obchod medzi ©u¤mi mal bartrový charakter a pravdepodobne bol medzikme¬ový.

Niektoré kmene disponovali tovarom, ktorého mali prebytok a iným kme¬om chýbal, a na-

opak mali nedostatok iných tovarov, ktorých zas tieto kmene mali nadosta£. Dochádzalo teda

k výmenám tovaru za tovar, napr. so© za koºu²iny alebo mäso, drevo za kamene vhodné

na ²tiepanie a pod. Postupom £asu sa bezprostredná výmena tovaru za tovar za£ala £iasto£ne

nahrádza´ výmenou za nejaké akceptované platidlo, ktoré slúºilo ako prostriedok výmeny

a plnilo vlastne funkciu dne²ných pe¬azí. Boli to napr. koºe, mu²le, obilie, so©, neskôr kovy.

Moºno, ºe práve potreba zaznamenáva´, kto £o od koho dostal a za £o, viedla ku vzniku písma

a po£tov. Dokonca moºno, ºe po£ty tu boli e²te skôr ako písmo.

Prvé platidlá v²ak boli zle delite©né, £asto podliehajúce znehodnoteniu alebo pokazeniu,

prípadne neboli dostato£ne atraktívne pre protistranu. Vznikla preto potreba nájdenia sta-

bilného platidla, ktoré nemá tieto nevhodné vlastnosti, a ktoré bude slúºi´ ako prostriedok

výmeny. Ligotavé drahé kovy sa ukázali najlep²ou vo©bou a za£ali sa vyuºíva´ na razbu mincí.

Pribliºne 700 rokov pred Kristom sa v Malej Ázii odlievali mince z bronzu. Neskôr v Lýdii (na-

chádza sa na území dne²ného Turecka) boli vyrábané z elektra, £o je zliatina zlata a striebra.

Moºno, ºe e²te skôr razili mince východoázijské kultúry. Na minciach bol oby£ajne vyobrazený

nejaký znak typický pre vládnúci klan alebo priamo vladár danej krajiny, resp. územia, kde sa

mince pouºívali ako platidlo. Jeho podobize¬ mala by´ zárukou pravosti mince a zábezpeky, ºe

ju moºno ako platidlo pouºi´ v oblasti ním spravovanej alebo riadenej. Samozrejme v niekto-

rých problematických alebo hrani£ných oblastiach mohli peniaze nejakej krajiny nadobudnú´

1v preklade: Peniaze sú lep²ie neº chudoba, uº len z �nan£ného h©adiska.
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status miestnej meny, ale ho aj rýchlo strati´ v súvislosti s tým, vojsko ktorej krajiny sa v ob-

lasti práve nachádzalo. �asto sa práve takéto oblasti vracali k výmennému obchodu, ktorý

predstavoval istotu oproti neistej a pre beºných ©udí £asto nepreh©adnej situácii s mincami.

To platí aj v sú£asnosti a pre ©udí ºijúcich na územiach zasiahnutých vojnou alebo prírodnou

katastrofou je prízna£né, ºe prestanú pouºíva´ peniaze a vrátia sa spä´ k bartrovému obchodu.

Spolu so za£atím razby mincí sa objavili aj ich prví fal²ovatelia. Nezriedka to boli samotní

vladári, ktorí mince nefal²ovali tajne, ale ohlásili novú menovú politiku krajiny a v súvislosti

s ¬ou ich prvým krokom bolo, ºe zníºili podiel drahého kovu v razených minciach, £ím ich

znehodnotili. Umoºnilo im to v²ak razi´ viac a lacnej²ie a zárove¬ sa ©ah²ie vysporiada´

s dlhmi, ktoré ich predchodcovia narobili, alebo so stratou prísunu drahých kovov z loºísk,

ktoré ostali vy´aºené, £i o ktoré pri²li v prehratých vojnách.

Navy²e na niektorých územiach sa razili mince viacerých druhov � zlaté, strieborné, bron-

zové, medené. To spôsobovalo, ºe ©udia preferovali vlastni´ mince z drah²ieho kovu a rad²ej sa

zbavovali mincí menej hodnotných. Podobnú situáciu vidíme aj v sú£asnosti na eurominciach,

ke¤ najmenej hodnotné medené jednocentovky, dvojcentovky a pä´centovky ©udia neradi pri-

jímajú, ale radi vydávajú. Obyvatelia niektorých bohat²ích krajín Eurozóny s vysokou cenovou

úrov¬ou, napr. Fínsko, dokonca medené mince nepouºívajú pri platení vôbec.

Popri minciach, ktoré síce majú atribút vhodného platidla, no sú vo vä£²ích mnoºstvách

´aºké, vznikli papierové bankovky. Tie túto nevýhodu nemajú, a preto sú vhodnej²ie na usklad-

nenie alebo na preváºanie. Pôvodne vznikli bankovky práve nato, aby bolo moºno vyhnú´ sa

presunom vä£²ieho mnoºstvá pe¬azí z jedného miesta na iné (vzdialené) miesto. Bankovky

tento prevoz u©ah£ovali takým spôsobom, ºe na jednom mieste ste u osoby-bankára nechali

depozit, za ktorý ste dostali listinu potvrdzujúcu uloºenie (nota di banco) a na inom mieste ste

po predloºení tejto listiny mohli prostriedky vybra´. V tejto originálnej podobe síce bankovky

neplnili úlohu platidla, ale postupom £asu sa práve na tento ú£el za£ali vyuºíva´.

Do prvej polovice 20. storo£ia boli bankovky kryté zlatými rezervami uloºenými v cen-

trálnych bankách. Existoval tzv. zlatý ²tandard, ktorý teoreticky umoº¬oval akejko©vek osobe

vlastniacej bankovky prís´ do centrálnej banky a bankovky zameni´ za zlato. Neskôr sa od zla-

tého ²tandardu upustilo. Po Brettonwoodskej dohode z roku 1944 prevzal vedúcu úlohu me-

dzi svetovými menami americký dolár, ku ktorému boli postupne naviazané ostatné svetové

meny pevnými výmennými kurzami a dolár sa stal rezervnou menou sveta. Hoci bol vyme-

nite©ný za zlato, platilo to len v prípade centrálnych bánk. Brettonwoodsky systém zanikol

v roku 1973. Svetové meny pre²li k vo©ným výmenným kurzom. Systém vo©ných výmenných

kurzov funguje s istými obmenami aº dodnes.

V sú£asnosti peniaze nie sú kryté zlatom, ich hodnotu garantuje centrálna banka a ich

pouºívanie sa zakladá na dôvere ©udí v centrálnu banku a �nan£ný systém. Centrálna banka

tla£í bankovky a na danom území má na tla£ monopol. To znamená, ºe na území spravovanom

centrálnou bankou neexistuje iná mena neº tá, ktorú vydáva centrálna banka. Existujú v²ak

krajiny, ktoré pouºívajú viac mien. V niektorých krajinách, v ktorých sa pouºíva iba domáca

mena, sú ©udia ochotní akceptova´ aj platby v inej mene, ktorú uprednost¬ujú z rôznych
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dôvodov, napr. ºijú v pohrani£nej oblasti v blízkosti krajiny, ktorá tú menu pouºíva, alebo

rad²ej neº domácu menu preferujú drºa´ �nan£né prostriedky v silnej²ej/stabilnej²ej mene.

Okrem tla£ených a razených pe¬azí existujú v sú£asnosti peniaze elektronické, ktorých

výhodou je, ºe nemajú ºiadnu fyzickú váhu a je jednoduch²ie s nimi narába´, napr. plati´

platobnou kartou alebo hodinkami. To v²ak predpokladá, ºe �nan£né prostriedky sú uloºené

na ú£te prislúchajúcom ku karte. Narába´ s takýmto ú£tom z pohodlia domova zase vyºaduje

prístup k internetu v ideálnom prípade na po£íta£i s bezpe£ným softvérom.

Alternatívne meny, ktoré nespravuje ºiadna centrálna banka, existujú zvä£²a v digitálnom

priestore. Najznámej²ia je kryptomena Bitcoin. Fanú²ikovia alternatívnych mien sú presved-

£ení, ºe sú lep²ou alternatívou, ºe ich vyuºitie je �exibilnej²ie, uloºenie a pouºívanie �nan£ných

prostriedkov bezpe£nej²ie (kryptomeny), ºe vyºadujú �menej ²tátu� (prípadne menej kontroly)

a moºnos´ výberu z vä£²ieho mnoºstva ponúk zase nahráva vä£²ej konkurencii. Samozrejme

aj takýto prístup má svoje úskalia. Vylú£ením centrálnej banky z celého procesu sa stráca ga-

rancia ²tátu alebo spolo£enstva ²tátov a moºnos´ uskuto£¬ova´ monetárnu politiku. To môºe

vies´ k nestabilite, znehodnocovaniu meny a strate jej kúpnej sily. Práve krízový rok 2022

ukázal, aké citlivé sú kryptomeny na nálady investorov na �nan£ných trhoch. Ich obavy vy-

volané energetickou a hospodárskou krízou viedli k hromadnému zbavovaniu sa kryptomien

a k návratu k dlhodobo stabilnej²ím a bezpe£nej²ím alternatívam drºby bohatstva, najmä

k drahým kovom.

1.3 �asová hodnota pe¬azí

Ako bolo predostrené vy²²ie v tejto kapitole, £as zohráva pri rozhodovaní sa do £oho a ko©ko

investova´ dôleºitú úlohu. Investor, ktorý uprednost¬uje vy²²iu likviditu, volí pri investovaní

pe¬aºných prostriedkov investíciu na krat²ie obdobia a do menej rizikových aktív. Pri in-

vestovaní na dlh²ie obdobia, napr. pri nákupe viacro£ných dlhopisov, zas preferuje £astej²iu

frekvenciu vyplácania kupónov, pretoºe skor²í prísun platieb mu umoº¬uje tieto peniaze opä-

tovne investova´ ¤al²ím spôsobom a potenciálne tak zvý²i´ celkový výnos. Snahou investora

je teda investova´ peniaze tak, aby sa £o najviac zhodnotili a to, na ako dlho je ochotný tieto

peniaze poskytnú´ dlºníkom, závisí od ¤al²ích okolností a jeho osobných preferencií.

Investícia viazaná na dlh²ie £asové obdobie sa môºe síce viac zhodnoti´, ale platby z nej

prichádzajú po dlh²om £ase a potenciálne je viac riziková kvôli neistote z budúcnosti. Inými

slovami nezáleºí len na ve©kosti príjmov, ale aj na tom, kedy sa k investorovi dostávajú.

Pri investovaní investor zvaºuje rôzne moºnosti a na základe dostupných informácií a svojich

preferencií sa rozhoduje, do £oho, ko©ko a na ako dlho investova´. Z rôznych projektov vy-

berá ten, ktorý je v zmysle spomenutého najlep²í, pri£om pri racionálnom rozhodovaní vºdy

uprednostní projekt, ktorý pri rovnakom riziku, prípadne likvidite, priná²a najvy²²í výnos.

Ak sa nerozhodne pre ten najlep²í, rozdiel medzi výnosom tohto projektu a výnosom realizo-

vaného projektu, chápe ako u²lý zisk. Napr. ponecha´ peniaze na istý £as za²ité vo vankú²i

nepovaºuje za beºných okolností za dobrú vo©bu, pretoºe v okamºiku ich nadobudnutia ich
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môºe investova´, napr. nakúpi dlhopisy, ktoré sú povaºované za ve©mi bezpe£né cenné papiere,

poskytujúce kladné úrokové sadzby, £ím ich za ten istý £as zhodnotí.

�al²ím faktorom vplývajúcim na rozhodovanie sa investora je in�ácia, teda rast cien,

resp. cenovej hladiny. Rast cien znamená, ºe to, £o si dnes kúpite napríklad za 100 EUR,

bude v budúcnosti stá´ viac a teda kaºdé EURO z vá²ho nákupu bude ma´ v budúcnosti

niº²iu hodnotu. Inými slovami, £ím je miera in�ácie v ekonomike vy²²ia, tým men²ia je kúpna

sila pe¬azí, ktoré nadobudneme v budúcnosti. Treba v²ak spomenú´, ºe o£akávaná miera

in�ácie ovplyv¬uje úrokové sadzby uplat¬ované v ekonomike a ºe je v nich preto do istej

miery zakalkulovaná.

V²etky vy²²ie spomenuté faktory, teda:

� in�ácia,

� u²lý zisk (resp. vý²ka výnosu z investovaných pe¬azí),

� neistota z budúcnosti

vplývajú na to, ºe peniaze, ktoré sú k dispozícii v sú£asnosti, majú vy²²iu hodnotu neº peniaze,

ktoré budú k dispozícii v budúcnosti alebo heslovite:

EURO dnes má vä£²iu hodnotu ako EURO zajtra.



Kapitola 2

Úrokovanie

�My interest is in the future because I am going to spend the rest of my life there.�1

Charles F. Kettering

Úrokovaním rozumieme výpo£et úrokov plynúcich z pôºi£ky. Majitelia do£asne vo©-

ných pe¬aºných prostriedkov, teda veritelia, sú ochotní tieto prostriedky poºi£a´ dlºníkom

na isté obdobie, tzv. úrokové obdobie, ale za túto pôºi£ku poºadujú od dlºníkov kom-

penzáciu, ktorú nazývame úrok. Touto poºiadavkou na strane verite©ov úrokovanie v sebe

zoh©ad¬uje £asovú hodnotu pe¬azí spomínanú v závere predchádzajúcej kapitoly.

Problematiku úro£enia si priblíºime na nasledujúcom príklade. Verite© poºi£ia na istú dobu

T dlºníkovi obnos pe¬azí vo vý²ke K0 pe¬aºných jednotiek (v ¤al²om p. j.). Nech T = 1 rok.

Po roku dlºník vráti v²etky poºi£ané prostriedky spolu s úrokom u p. j. Teda celkovo zaplatí

K0 + u p. j. Ve©kos´ úroku sa meria pomocou úrokovej sadzby r. Platí u = rK0. Teda ak

r ≥ 0, tak r vyjadruje, ako ve©kou £as´ou z istiny alebo po£iato£ného kapitálu K0 p. j.

úrok je. V tomto prípade r vyjadruje ro£nú úrokovú sadzbu, pretoºe sme predpokladali T = 1

rok. Ro£ná úroková sadzba sa tieº ozna£uje p. a., £o je skratka z latinského per annum (teda

ro£ne).

Hoci existujú aj úrokové sadzby za iné úrokové periódy, t. j. £asové obdobia, za ktoré sa

ur£uje úroková miera, ako napr. polro£ná � per semestrem (p. s), ²tvr´ro£ná � per quartatem

(p. q.), mesa£ná � per mensem (p. m.) £i týºdenná � per septimanam (p. sep.), my budeme

v ¤al²om výhradne pouºíva´ ro£nú úrokovú sadzbu. Navy²e budeme uvaºova´ iba kladné alebo

nulové úrokové sadzby, t. j. r ≥ 0, ak nebude povedané inak.

Pribliºne od roku 2014 sa v Eurozóne za£ali objavova´ záporné úrokové sadzby na krat²ie

£asové obdobia, napr. na medzibankovom trhu, ²peciálne pri poskytovaní úroku centrálnou

bankou na vkladoch komer£ných bánk, ale tieº pri niektorých ²tátnych dlhopisoch. Z poh©adu

doposia© povedaného je táto skuto£nos´ ´aºko interpretovate©ná, ke¤ºe narú²a koncept £asovej

hodnoty pe¬azí, teda ºe EURO dnes má vä£²iu hodnotu ako EURO zajtra. Ak totiº chápeme

úrokové sadzby ako mieru ceny/hodnoty pe¬azí, tak záporné úrokové sadzby zna£ia, ºe ich

1v preklade: Zaujímam sa o budúcnos´, pretoºe v nej hodlám preºi´ zvy²ok ºivota. Interest v preklade tieº

znamená úrok.

11
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cena/hodnota £asom v nejakom £asovo vymedzenom rámci klesá, a ºe drºa´ peniaze na toto

obdobie je nákladné. Inými slovami je výhodné presunú´ tento náklad na niekoho iného.

Záporné úrokové sadzby súvisia s ve©kým mnoºstvom novovytla£ených pe¬azí a dlhodobou

expanzívnou politikou centrálnych bánk, ²peciálne v Eurozóne s monetárnou politikou ECB.

Rok 2022 v²ak pri nezmenenej, resp. rastúcej in�ácii, priniesol výrazný nárast úrokových

sadzieb a ich návrat spä´ do kladných £ísel (porovnajte Obr. 4.1 a Obr. 4.2 v kapitole o dlho-

pisoch). Vrcholiaca pandemická kríza vo svete, predov²etkým v²ak energetická kríza v Európe

spojená s vojnou na Ukrajine priviedli �nan£né trhy do permanentnej neistoty. To viedlo in-

vestorov k snahe bezpe£nej²ie investova´ do garantovaných ²tátnych dlhopisov a kompenzova´

riziká zo zapoºi£iavania pe¬azí vy²²ími úrokovými sadzbami.

Ve©kos´ úrokovej sadzby prepo£ítaná na percentá sa nazýva úroková miera a my ju

budeme ozna£ova´ p. Platí r = p
100 .

Úrokovanie rozli²ujeme polehotné (dekurzívne), v ktorom je úrok splatný na konci

obdobia alebo predlehotné (anticipatívne), v ktorom je úrok splatný na za£iatku obdobia.

V ¤al²om budeme pracova´ iba s polehotným úrokovaním.

V priebehu £asu sa vyvinuli rôzne spôsoby úrokovania (diskontovania). V nasledujúcich

troch podkapitolách sa budeme venova´ jednoduchému, zloºenému a spojitému úrokovaniu.

Lí²ia sa navzájom spôsobom výpo£tu úroku.

2.1 Jednoduché úrokovanie

Ozna£me sú£asnú hodnotu (¤alej aj PV) kapitálu, ktorý poºi£iava verite© dlºníkovi, ako

K0. Nech budúca hodnota (¤alej tieº FV) tohto kapitálu po n rokoch je Kn. Potom budúce

hodnoty kapitálu pre rôzny po£et rokov a jednoduchom úrokovaní pri ro£nej úrokovej sadzbe

r môºeme vidie´ v nasledujúcej tabu©ke:

roky hodnota kapitálu

nultý rok: K0

prvý rok: K1 = K0 + rK0 = (1 + r)K0

druhý rok: K2 = K1 + rK0 = (1 + r)K0 + rK0 = (1 + 2r)K0

...
...

n-tý rok: Kn = (1 + nr)K0

Môºeme si v²imnú´, ºe výpo£et úroku sa deje kaºdý rok len z hodnoty po£iato£ného

kapitálu K0 p. j. Za n rokov tak pribudne k po£iato£nej hodnote K0 p. j. úrok v celkovej

vý²ke un = nrK0 p. j. a hodnota kapitálu po n rokoch bude Kn = K0 + un = (1 + nr)K0

p. j. Tento výpo£et nie je nutné obmedzova´ len na po£et celých rokov. Za n moºno zvoli´ aj

necelo£íselnú hodnotu.

Hodnota 1+nr predstavuje úro£ite©. Úro£ite© udáva, na ko©ko vzrastie 1 p. j. pri úroko-

vej sadzbe r za úrokové obdobie n pri príslu²nom type úrokovania. Po£iato£ný kapitál K0 p.

j. teda na budúcu hodnotu Kn p. j. úro£íme. Hodnota 1
1+nr je odúro£ite© (diskontný faktor).
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Odúro£ite© (diskontný faktor) udáva, aká je sú£asná hodnota 1 p. j. úro£ená pri úroko-

vej sadzbe r za úrokové obdobie n. Budúcu hodnotu kapitálu Kn p. j. do sú£asnosti preto

odúro£ujeme alebo diskontujeme. Takéto diskontovanie sa nazýva matematické diskontova-

nie. Poznáme aj obchodné diskontovanie, ktoré sa vyvinulo pri obchodovaní so zmenkami, ale

v ¤al²om sa ním zaobera´ nebudeme.

Zo vz´ahu pre výpo£et úroku pri jednoduchom úrokovaní za obdobie n a pri ro£nej úrokovej

sadzbe r:

un = nrK0 (2.1)

vyplýva:

K0 =
un
nr
, (2.2)

n =
un
rK0

, (2.3)

r =
un
nK0

. (2.4)

Zo vz´ahu (2.1) pre budúcu hodnotu kapitálu dostaneme:

Kn = K0 + un = (1 + nr)K0. (2.5)

Z rovnosti (2.5) získame:

K0 =
Kn

1 + nr
, (2.6)

n =
1

r

(
Kn

K0
− 1

)
, (2.7)

r =
1

n

(
Kn

K0
− 1

)
. (2.8)

Nadobudnuté vedomosti precvi£íme na nasledujúcom jednoduchom príklade.

Príklad 2.1. Ur£me budúcu hodnotu kapitálu 500 p. j. úro£enom jednoduchým úrokovaním

pä´ rokov pri ro£nej úrokovej miere 2 %.

Rie²enie:

Informácie obsiahnuté v zadaní úlohy zhrnieme a zapí²eme:

K0 = 500 p. j., p = 2 %, n = 5, Kn =? p. j.

Najprv vyjadríme hodnotu úrokovej sadzby r:

r =
p

100
= 0, 02.

Jej dosadením do vz´ahu (2.5) získame:

Kn = K0(1+5r) = (500 p. j.)(1+5.0, 02) = 500

(
1 +

5

50

)
p. j. = 500(1+0, 1)p. j. = 550 p. j.

Odpove¤ou teda je, ºe budúca hodnota kapitálu je 550 p. j.
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2.2 Zloºené úrokovanie

Podobne ako v predchádzajúcej £asti nech K0 je sú£asná hodnota kapitálu a Kn je budúca

hodnota tohto kapitálu po n rokoch. Potom budúce hodnoty kapitálu pre rôzny po£et rokov

a zloºenom úrokovaní pri ro£nej úrokovej sadzbe r nájdeme v nasledujúcej tabu©ke:

roky hodnota kapitálu

nultý rok: K0

prvý rok: K1 = K0 + rK0 = K0(1 + r)

druhý rok: K2 = K1 + rK1 = K1(1 + r) = K0(1 + r)2

...
...

n-tý rok: Kn = K0(1 + r)n

Pri zloºenom úrokovaní sa úro£ia aj úroky, tzn. kaºdý rok sa zúro£í v²etko dovtedy nado-

budnuté. Za n rokov tak pribudne k po£iato£nej hodnote K0 p. j. úrok v celkovej vý²ke:

un = Kn −K0 = K0(1 + r)n −K0 p. j. (2.9)

V tomto prípade je potrebné uvaºova´ n celo£íselné, pretoºe, ak by tomu tak nebolo, Kn =

K0(1 + r)n p. j. by bola iba pribliºná budúca hodnota kapitálu za £as n.

Úro£ite© je v prípade zloºeného úrokovania rovný (1 + r)n, odúro£ite© je (1 + r)−n.

Ako vidno z posledného riadku tabu©ky, budúca hodnota Kn kapitálu K0 sa po n rokoch

a pri ro£nej úrokovej sadzbe r rovná:

Kn = K0(1 + r)n. (2.10)

Z toho pre sú£asnú hodnotu vyplýva:

K0 = Kn(1 + r)−n. (2.11)

Pri známom K0, Kn, n vypo£ítame r ako:

r = n

√
Kn

K0
− 1. (2.12)

Pri známom K0, Kn, r vypo£ítame n ako:

n =
lnKn − lnK0

ln(1 + r)
. (2.13)

Pre ilustráciu uvádzame nasledujúci príklad.

Príklad 2.2. Franti²ek Sporivý chce vloºi´ obnos 1000 p. j. na niektorý z termínovaných vkla-

dov v banke. Aspo¬ aká vysoká musí by´ ro£ná úroková sadzba (zaokrúhlená na ²tyri desatinné

miesta) na to, aby za dva roky hodnota úroku pri zloºenom úrokovaní prekro£ila 50 p. j.?
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Rie²enie:

K0 = 1000 p. j., n = 2, un = Kn −K0 > 50 p. j., r ≥?

Zo vz´ahu (2.9) máme:

u2 = K2 −K0 = 1000
(
(1 + r)2 − 1

)
p. j.

Z toho, ºe má by´ splnené u2 > 50 p. j., dostávame:

1000
(
(1 + r)2 − 1

)
p. j. > 50 p. j.

r >

√
50

1000
+ 1− 1

r ≥ 0, 0247

Ro£ná úroková sadzba musí by´ aspo¬ 0, 0247.

2.2.1 Porovnanie zloºeného a jednoduchého úrokovania

V sú£asnom �nan£nom svete sa £astej²ie aplikuje zloºené úrokovanie neº jednoduché, ktoré

sa vyuºíva prevaºne pri úrokovaní na krátky £as.

Táto podkapitola má za cie© porovna´ budúce hodnoty kapitálu dosiahnuté za rovnaký

£as jednoduchým a zloºeným úrokovaním pri tej istej ro£nej úrokovej sadzbe r > 0.

Uvaºujme v celých rokoch. Po roku úrokovania sú hodnoty kapitálu dosiahnuté jednodu-

chým aj zloºeným úrokovaním rovnaké. V nasledujúcich rokoch to uº neplatí, pretoºe hodnota

úro£ite©a pre jednoduché úrokovanie 1+rn je pre kaºdé r > 0 a kaºdé prirodzené n > 1 men²ia

neº hodnota úro£ite©a (1 + r)n pre zloºené úrokovanie. Uvedené vyplýva z toho, ºe

(1 + r)n =

(
n

0

)
+

(
n

1

)
r +

(
n

2

)
r2 + . . .+

(
n

n− 1

)
rn−1 +

(
n

n

)
rn

= 1 + rn+

(
n

2

)
r2 + . . .+ nrn−1 + rn (2.14)

> 1 + rn.

Ak predpokladáme aj necelo£íselné hodnoty n, a teda zloºeným úrokovaním úrokujeme

pribliºne, tak situácia ostáva identická pre n > 1. Pre 0 < n < 1 je hodnota úro£ite©a

pri jednoduchom úrokovaní vy²²ia neº pri zloºenom. To vyplýva z toho, ºe Taylorov rozvoj

funkcie (1 + r)n premennej r v bode 0 je nasledujúci:

(1 + r)n = 1 +

∞∑
j=1

n(n− 1) . . . (n− j + 1)

j!
rj = 1 + nr +

n(n− 1)

2!
r2 + £. v. r., (2.15)

kde £. v. r. zna£í £leny vy²²ieho rádu. Samozrejme pre prirodzené £íslo n sú vz´ahy (2.15)

a (2.14) identické. Pre hodnoty r blízke nule môºeme £. v. r. zanedba´. Teda

(1 + r)n ≈ 1 + nr +
n(n− 1)

2!
r2.

Ak 0 < n < 1, tak n(n−1)
2! r2 < 0 a teda (1 + r)n < 1 + rn.
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Uvedené, teda (1+r)n < 1+rn, ak 0 < n < 1, (1+r)n = 1+rn, ak n = 1 a (1+r)n > 1+rn,

ak n > 1, platí aj pre kladné hodnoty r, ktoré nie sú blízke nule. Zhrnieme to v nasledujúcom

tvrdení.

Tvrdenie 2.1. Ak n > 0 je reálne £íslo, tak pre kaºdú ro£nú úrokovú sadzbu r > 0 platí:

(1 + r)n < 1 + rn, ak 0 < n < 1;

(1 + r)n = 1 + rn, ak n = 1;

(1 + r)n > 1 + rn, ak n > 1.

Dôkaz. Aby sme to dokázali, sta£í vy²etri´ monotónnos´ funkcie f(r) = (1 + r)n − (1 + rn)

premennej r na intervale ⟨0,∞). Vypo£ítajme prvú deriváciu tejto funkcie, dostaneme:

f ′(r) = n(1 + r)n−1 − n = n
(
(1 + r)n−1 − 1

)
. (2.16)

Pre kaºdé r > 0 je 1 + r > 1. Z toho vyplýva, ºe (1 + r)n−1 < 1, ak 0 < n < 1. Preto

derivácia v (2.16) je pre 0 < n < 1 záporná pre akéko©vek r > 0 a nulová pre r = 0. To

znamená, ºe funkcia f je pre 0 < n < 1 klesajúca na intervale ⟨0,∞). Ke¤ºe f(0) = 0, tak

pre 0 < n < 1 platí (1 + r)n < 1 + rn pre v²etky r ∈ (0,∞). �ím vä£²ia je hodnota r, tým je

rozdiel (1 + rn)− (1 + r)n pre dané n vä£²í.

Ak n = 1, tak hodnota derivácie v (2.16) je pre v²etky r nulová, a teda funkcia f je

na ⟨0,∞) kon²tantná. Vzh©adom na to, ºe f(0) = 0, tak f(r) ≡ 0. Inými slovami pre v²etky

r ∈ ⟨0,∞) platí (1 + r)n = 1 + rn, ak n = 1.

Ak n > 1, tak (1+ r)n−1 > 1 a derivácia v (2.16) je pre n > 1 kladná pre akéko©vek r > 0

a nulová pre r = 0. To znamená, ºe funkcia f je pre n > 1 rastúca na intervale ⟨0,∞). Ke¤ºe

f(0) = 0, tak pre n > 1 platí (1 + r)n > 1 + rn pre v²etky r ∈ (0,∞). Navy²e, £ím vä£²ia je

hodnota r, tým je rozdiel (1 + r)n − (1 + rn) pre dané n vä£²í.

Tieto závery môºeme pozorova´ na nasledujúcich dvoch obrázkoch. Na Obr. 2.1 je zazna-

£ená hodnota úro£ite©a v závislosti od n pre jednoduché úrokovanie a zloºené úrokovanie, ak

r = 0, 5.

Obr. 2.1: Hodnota úro£ite©a v závislosti od n pre jednoduché úrokovanie � zelenou; pre zloºené

úrokovanie � modrou. [32]
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Na Obr. 2.2 je zazna£ená hodnota úro£ite©a v závislosti od n pre jednoduché úrokovanie

a zloºené úrokovanie, ak r = 3.

Obr. 2.2: Hodnota úro£ite©a v závislosti od n pre jednoduché úrokovanie � zelenou; pre zloºené

úrokovanie � modrou. [32]

Ostáva poznamena´, ºe ak chcete úro£i´ svoje peniaze na £as krat²í ako jeden rok, pýtajte

si jednoduché úrokovanie. Ak chcete na £as dlh²í ako rok, ºelajte si úrokovanie zloºené.

2.2.2 Zloºené úrokovanie s viac konverziami ro£ne

Ak chceme vyuºi´ zloºené úrokovanie na iné ako ro£né pripo£ítavanie úrokov, musíme

tomu vhodne prispôsobi´ výpo£et úrokov.

Konverziou rozumieme prípo£et úrokov. To znamená, ºe ak sa deje prípo£et úrokov

zloºeným úrokovanímm-krát za rok, tak hovoríme o zloºenom úrokovaní s m konverziami

ro£ne. Napr. ak m = 4, úroky sa pripo£ítavajú kaºdý ²tvr´rok, a teda hovoríme o kvartálnom

úrokovaní. Ak m = 12, ide o mesa£né úrokovanie a ak m = 365, ide o denné úrokovanie.

Pre jednoduchos´ budeme uvaºova´, ºe kaºdý rok má 365 dní, ale výpo£ty úrokov denným

úrokovaním nie je problém prispôsobi´ aj pre roky prestupné.

Nech n aj na¤alej ozna£uje po£et rokov, potom sú£in mn je po£et úrokových periód.

V prípade, ºe sa úro£í dlh²ie £asové obdobie neº n rokov, ale krat²ie neº n + 1 rokov, tak

pri uvaºovaní m konverzií ro£ne moºno zloºeným úrokovaním úro£i´ kapitál úrokové obdobie

mn+ k úrokových periód, kde k je celé £íslo leºiace medzi hodnotami 0 a m krajné hodnoty

vynímajúc. Pri zloºenom úrokovaní sm konverziami ro£ne uvaºujeme celo£íselný po£et periód.

Ak r je ro£ná úroková sadzba, potom r
m je úroková sadzba za jednu periódu ro£nej kon-

verzie.

Zhrnúc predchádzajúce úvahy dostaneme, ºe budúca hodnota Kn kapitálu K0 je po n

rokoch, pri ro£nej úrokovej sadzbe r a m ro£ných konverziách rovná:

Kn = K0

(
1 +

r

m

)nm
. (2.17)

Z toho pre sú£asnú hodnotu kapitálu vyplýva:

K0 = Kn

(
1 +

r

m

)−mn
. (2.18)
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Pri m konverziách ro£ne a známych hodnotách K0, Kn, n vypo£ítame r ako:

r = m

(
mn

√
Kn

K0
− 1

)
. (2.19)

Pri m konverziách ro£ne a známych hodnotách K0, Kn, r vypo£ítame n ako:

n =
lnKn − lnK0

m ln
(
1 + r

m

) . (2.20)

Úro£ite© sa v tomto prípade rovná
(
1 + r

m

)nm, odúro£ite© je (1 + r
m

)−nm.

Uve¤me príklad aj na zloºené úrokovanie s m konverziami ro£ne.

Príklad 2.3. Vypo£ítajme sú£asnú hodnotu kapitálu 146, 41 p. j. úro£enom polro£ným úroko-

vaním 2 roky pri ro£nej úrokovej sadzbe 0, 2.

Rie²enie:

Kn = 146, 41 p. j., r = 0, 2, m = 2, n = 2, K0 =? p. j.

Na výpo£et vyuºijeme vz´ah (2.18).

K0 = 146, 41

(
1 +

0, 2

2

)−4

p. j. = 100(1, 1)4(1, 1)−4 p. j. = 100 p. j.

Sú£asná hodnota kapitálu je 100 p. j.

2.2.3 Porovnanie zloºeného úrokovania s jednou a viac konverziami ro£ne

V nasledujúcich odstavcoch sa pokúsime da´ odpove¤ na otázku, £i je pre verite©a výhod-

nej²ie úrokova´ zloºeným úrokovaním raz alebo viackrát ro£ne. Na to opä´ sta£í porovnáva´

hodnoty úro£ite©ov pre oba typy úro£enia.

Pripome¬me si, ºe hodnota úro£ite©a pri jednom prípise úrokov ro£ne je (1 + r), kde r je

ro£ná úroková sadzba. V prípade m konverzií ro£ne je hodnota úro£ite©a
(
1 + r

m

)m.
Pretoºe

(
1 +

r

m

)m
=

(
m

0

)
+

(
m

1

)
r

m
+

(
m

2

)( r
m

)2
+ . . .+

(
m

m

)( r
m

)m
= 1 + r +

(
m

2

)( r
m

)2
+ . . .+

( r
m

)m
> 1 + r,

odpove¤ou je, ºe výhodnej²ie je zloºené úrokovanie s viac ako jednou konverziou ro£ne.

Uvedené tvrdenie moºno nasledujúcim spôsobom zov²eobecni´.

Tvrdenie 2.2. Nech m1,m2 sú také prirodzené £ísla, ºe m1 < m2. Nech r ≥ 0 je ro£ná

úroková sadzba. Potom (
1 +

r

m1

)m1

≤
(
1 +

r

m2

)m2

. (2.21)
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Dôkaz. Ak r = 0, tvrdenie je triviálne platné.

Nech teraz r > 0 je ©ubovo©né, ale �xné. Ozna£me:

fr(m) =
(
1 +

r

m

)m
,

kde fr je pre �xné r funkcia premennej m de�novaná na intervale ⟨1,∞). Potom fr(1) = 1+r

a fr(m) > 0 pre kaºdé m ∈ ⟨1,∞).

Derivovaním funkcie fr pod©a premennej m dostávame:

f ′r(m) =
(
1 +

r

m

)m(
ln
(
1 +

r

m

)
− r

m+ r

)
. (2.22)

Ukáºeme, ºe f ′r(m) > 0 pre kaºdé m ∈ ⟨1,∞). Najprv ukáºeme, ºe to platí pre m = 1.

Pre m = 1 máme:

f ′r(1) = (1 + r)

(
ln (1 + r)− r

1 + r

)
= (1 + r) ln (1 + r)− r. (2.23)

Ozna£me h(r) = (1 + r) ln (1 + r)− r, potom h(0) = 0 a pre kaºdé r > 0 platí:

h′(r) = 1 + ln (1 + r)− 1 = ln (1 + r) > 0.

Z toho vyplýva, ºe h(r) > 0 pre kaºdé r > 0 a teda

f ′r(1) > 0 (2.24)

pre kaºdé r > 0.

Ozna£me

gr(m) = ln
(
1 +

r

m

)
− r

m+ r
.

Výraz
(
1 + r

m

)m je kladný pre v²etky m ∈ ⟨1,∞) a teda f ′r(m) v (2.22) je kladné, ak

gr(m) > 0 pre v²etky m ∈ ⟨1,∞). Z (2.24) vyplýva, ºe gr(1) > 0. Navy²e máme, ºe:

lim
m→∞

gr(m) = ln 1− 0 = 0.

Zderivovaním gr získame:

g′r(m) = − r2

m (m+ r)2
, (2.25)

£o je záporné pre v²etky m ∈ ⟨1,∞). Takºe funkcia gr je klesajúca. Ke¤ºe gr(1) > 0 a

limm→∞ gr(m) = 0, tak gr(m) > 0 pre v²etky m ∈ ⟨1,∞).

Ukázali sme teda, ºe f ′r(m) > 0 pre v²etky m ∈ ⟨1,∞). Z toho vyplýva, ºe fr je rastúca

na ⟨1,∞) a z toho priamo vyplýva (2.21).

2.3 Spojité úrokovanie

Zloºené úrokovanie s viac konverziami ro£ne umoº¬uje prípo£et úrokov viackrát za rok.

�ím sa prípo£et úrokov deje s vy²²ou frekvenciou, tým hustej²ie sa na pomyselnej £asovej

osi budú vyskytova´ body, na ktoré prípo£et úrokov pripadne. Prirodzene to dáva vzniknú´
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otázke, £i by ne²lo úroky pripo£ítava´ v kaºdom £asovom okamihu. To by znamenalo, ºe po£et

konverzií ro£ne by musel narás´ z nejakého kone£ného prirodzeného £ísla m na nekone£ný

po£et. Tento limitný prípad nazývame spojitým úrokovaním. Pri ¬om sa úro£í spojite, t. j.

v kaºdom okamihu, nie iba formou úrokovania v daných periódach.

Opä´ nech K0 je sú£asná hodnota kapitálu a Kn je budúca hodnota tohto kapitálu po £ase

n. Ke¤ºe sa úro£í spojite, n uvaºujeme z oboru reálnych £ísel také, ºe n ≥ 0. Neskôr budeme

na ozna£enie úrokového obdobia miesto n pouºíva´ tieº symbol t, resp. T . V prípade spojitého

úrokovania sa nehovorí o ro£nej úrokovej sadzbe, ale o nominálnej úrokovej sadzbe. Teda r je

nominálna úroková sadzba.

Úro£enie v kaºdom okamihu vlastne znamená, ºe m rastie limitne do nekone£na. Budúcu

hodnotu Kn kapitálu K0 môºeme preto vypo£íta´ ako:

Kn = lim
m→∞

K0

(
1 +

r

m

)nm
= K0 lim

m→∞

((
1 +

r

m

)m
r

)nr

= K0e
nr.

�iºe:

Kn = K0e
nr. (2.26)

Z toho pre sú£asnú hodnotu kapitálu vyplýva:

K0 = Kne
−nr. (2.27)

Ak poznáme K0, Kn, n, potom r vypo£ítame ako:

r =
lnKn − lnK0

n
. (2.28)

Ak poznáme K0, Kn, r, potom n vypo£ítame ako:

n =
lnKn − lnK0

r
. (2.29)

Úro£ite© je v prípade spojitého úrokovania enr, odúro£ite© je e−nr.

Príklad 2.4. Za aký £as vklad 2000 p. j. uloºený na ú£et poskytujúci spojitú úrokovú sadzbu

r = ln(1, 1) vzrastie na sumu 2662 p. j.?

Rie²enie:

K0 = 2000 p. j., Kn = 2662 p. j., r = ln(1, 1), n =?

Na výpo£et vyuºijeme vz´ah (2.29).

n =
ln 2662− ln 2000

ln(1, 1)
=

ln
(
2662
2000

)
ln(1, 1)

=
ln
(
2000(1,1)3

2000

)
ln(1, 1)

=
3 ln(1, 1)

ln(1, 1)
= 3

Vklad 2000 p. j. uloºený na ú£et poskytujúci spojitú úrokovú sadzbu r = ln(1, 1) vzrastie

na sumu 2662 p. j. za 3 roky.
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2.3.1 Porovnanie spojitého a zloºeného úrokovania

Závery oh©adom porovnania úro£ite©ov vyplývajú priamo£iaro z podkapitoly o porovnaní

zloºeného úrokovania s jednou a m > 1 konverziami ro£ne, takºe sa mu nebudeme v tejto

podkapitole zvlá²´ venova´. Namiesto toho sa zamierame na princíp �nan£nej ekvivalencie

a ekvivalentnos´ diskrétnych a spojitých úrokových sadzieb.

Porovnanie so spojitým úrokovaním urobíme iba pre zloºené úrokovanie s jednou ro£nou

konverziou (alebo s m = 1 konverziami ro£ne). Pre tento ú£el budeme zloºené úrokovanie

nazýva´ diskrétnym úrokovaním a ro£né úrokové sadzby zloºeného úrokovania diskrét-

nymi úrokovými sadzbami. Pre rozlí²enie spojitú úrokovú sadzbu budeme zna£i´ R, kým

pre diskrétnu úrokovú sadzbu ponecháme ozna£enie r.

Finan£né operácie nazývame ekvivalentné, ak k rovnakému dátumu vedú k rovnakým

platbám. Dôleºitos´ £asu vo �nan£níctve sme spomínali uº pri £asovej hodnote pe¬azí a vidíme,

ºe £as je podstatný aj pri �nan£nej ekvivalencii.

Hodnota pôºi£ky (dlhu) sa v £ase do jej splatnosti mení v závislosti od ve©kosti po£iato£-

ného kapitálu a úrokovej sadzby. Preto ak chceme porovna´ dve pôºi£ky (dva dlhy) musíme

sledova´ nielen ich hodnotu, ale aj to, £i ich porovnávame v rovnakom £ase (k tomu istému

dátumu).

Ak máme úro£i´ kapitál K0 > 0 p. j. po£as rovnakého obdobia n rokov tak, aby sme

získali rovnakú budúcu hodnotu Kn p. j. spojitým aj diskrétnym úrokovaním, zrejme sa budú

diskrétna a spojitá úroková sadzba lí²i´. Konkrétne, aby platilo:

K0e
nR = Kn = K0(1 + r)n,

resp.:

Kne
−nR = K0 = Kn(1 + r)−n,

musí by´ splnené:

enR = (1 + r)n,

nR = n ln(1 + r),

R = ln(1 + r).

Úrokové sadzby teda nazývame ekvivalentné, ak platí:

R = ln(1 + r), (2.30)

alternatívne:

r = eR − 1. (2.31)

Pretoºe Taylorov rozvoj funkcie eR − 1 premennej R v bode 0 je:

eR − 1 =

∞∑
j=1

Rj

j!
= R+

R2

2!
+
R3

3!
+ £. v. r.,

tak r = eR − 1 > R. �iºe ak sú spojité a diskrétne úrokové sadzby ekvivalentné, tak £íselne

je diskrétna úroková sadzba vä£²ia.
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2.4 Úlohy na precvi£enie

Úloha 2.1. Ur£te ve©kos´ úroku a budúcu hodnotu kapitálu 200 p. j. úro£enom jednoduchým

úrokovaním tri roky pri ro£nej úrokovej sadzbe 0, 04.

[Výsledok: u3 = 24 p. j.,K3 = 224 p. j.]

Úloha 2.2. Vklad v banke v hodnote 1000 p. j. priniesol pri jednoduchom úrokovaní za polroka

úrok 15 p. j. Na akú ro£nú úrokovú mieru bol uloºený?

[Výsledok: p = 3 % p. a.]

Úloha 2.3. Za ako dlho pri jednoduchom úrokovaní prinesie vklad 800 p. j. pri 2 %-nej ro£nej

úrokovej miere úrok 12 p. j.?[
Výsledok: n = 3

4

]
Úloha 2.4. Banka poskytuje na termínovaných vkladoch 6 % ro£ný úrok po£ítaný jednoduchým

úrokovaním. Akú sumu je potrebné teraz vloºi´ do banky, aby za jeden a pol roka priniesla

kapitál 2180 p. j.?

[Výsledok: K0 = 2000 p. j.]

Úloha 2.5. Vypo£ítajte úrok z istiny 36 500 p. j. po£ítaný jednoduchým úrokovaním pri ro£nej

úrokovej sadzbe r = 0, 01 za obdobie od 16. 3. do 21. 11. v neprestupnom roku.[
Výsledok: u 50

73
= 250 p. j.

]
Úloha 2.6. Uvaºujte dva cenné papiere A a B s budúcou hodnotou 492 p. j., resp. 495 p. j.,

ktoré sú splatné 14. 5., resp. 14. 6. toho istého neprestupného roku pri rovnakej ro£nej úrokovej

sadzbe r = 0, 073 a jednoduchom úrokovaní. Ur£te dátum ekvivalencie cenných papierov, t. j.

dátum, v ktorom majú rovnakú hodnotu.

[Výsledok: 19.2.]

Úloha 2.7. Nájdite budúcu hodnotu kapitálu 1000 p. j. po 5 rokoch vloºeného na ú£et, ktorý

poskytuje ro£nú úrokovú sadzbu 0, 01 pri zloºenom úrokovaní raz ro£ne.

[Výsledok: K5 = 1051, 01 p. j.]

Úloha 2.8. Ob£an Kane si otvoril ú£et v banke pri r = 0, 03 p. a. a zloºenom úrokovaní raz

ro£ne. Vloºil na¬ 1000 p. j. a po dvoch rokoch vybral z ú£tu 200 p. j. Akou sumou bude môc´

disponova´ po ¤al²ích troch rokoch? Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.

[Výsledok: K5
.
= 940, 73 p. j.]

Úloha 2.9. Aká je sú£asná hodnota cenného papiera, ktorý pri zloºenom úrokovaní raz ro£ne

poskytuje úrokovú sadzbu r = 0, 01 p. a., ak o 5 rokov vypláca (nominálnu) hodnotu 1500 p.

j.? Výsledok zaokrúhlite na jedno desatinné miesto.

[Výsledok: K0
.
= 1427, 2 p. j.]

Úloha 2.10. Pri akej ro£nej úrokovej sadzbe je úro£ený vklad 100 p. j. na termínovanom ú£te

v banke, ak za 2 roky pri zloºenom úrokovaní raz ro£ne vzrastie na 121 p. j.?

[Výsledok: r = 0, 1]
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Úloha 2.11. Uvaºujte 6 % ro£nú úrokovú mieru. Ko©ko rokov (zaokrúhlene na celé roky) je

pri tejto úrokovej miere potrebné zloºeným úrokovaním raz ro£ne úro£i´ kapitál K0 > 0 p. j.,

aby vzrástol na dvojnásobok?

[Výsledok: n .
= 12]

Úloha 2.12. Aspo¬ aká (zaokrúhlite na tri desatinné miesta) musí by´ ro£ná úroková miera,

aby sa pri tejto úrokovej miere zloºeným úrokovaním raz ro£ne kapitál K0 > 0 p. j. zúro£il

na svoj dvojnásobok za nie viac ako 9 rokov?

[Výsledok: p ≥ 8, 006 %]

Úloha 2.13. Dlºník má zaplati´ verite©ovi dve dlºoby 2000 p. j. za 3 roky a 2600 p. j. za 6

rokov pri dohodnutej ro£nej úrokovej sadzbe r = 0, 02 a zloºenom úrokovaní raz ro£ne. Po £ase

si to dlºník rozmyslel a chce zaplati´ obe dlºoby jednou splátkou po 5 rokoch. Verite© súhlasí.

Aká je hodnota X tejto splátky? Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.

[Výsledok: X .
= 4629, 82 p. j.]

Úloha 2.14. Uvaºujte rovnaké dlºoby a podmienky ich uhradenia ako v úvode úlohy 2.13.

Predpokladajte, ºe teraz chce dlºník vyrovna´ dlh dvoma rovnako vysokými splátkami po druhom

a ²tvrtom roku. Ur£te ich vý²ku X. Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.

[Výsledok: X .
= 2224, 58 p. j.]

Úloha 2.15. Ur£te budúcu hodnotu kapitálu 1600 p. j. úro£enom zloºeným úrokovaním me-

sa£ne po dobu 5 rokov pri nominálnej (ro£nej) úrokovej sadzbe 0, 03. Výsledok zaokrúhlite

na dve desatinné miesta.

[Výsledok: K5
.
= 1858, 59 p. j.]

Úloha 2.16. Za ako dlho sa ob£anovi zvý²i vklad na ú£te v banke zo sumy 1000 p. j. na 1010

p. j., ak banka poskytuje ro£nú úrokovú sadzbu 0, 04 pri ²tyroch konverziách ro£ne?[
Výsledok: n = 1

4

]
Úloha 2.17. Ur£te nominálnu (ro£nú) úrokovú sadzbu, pri ktorej za 3 mesiace narastie vklad

zo sumy 10 000 p. j. na 10 050 p. j. pri ²tyroch konverziách ro£ne.

[Výsledok: r = 0, 02]

Úloha 2.18. Ur£te po£et konverzií m, pri ktorom za jeden rok vzrastie kapitál 10 000 p. j.

na 10 404 p. j. pri zloºenom úrokovaní m-krát ro£ne a ro£nej úrokovej sadzbe r = 0, 02m. Aká

je ro£ná uroková sadzba?

[Výsledok: m = 2, r = 0, 04]

Úloha 2.19. Verite© poºi£al dlºníkovi 500 p. j. pri nominálnej (ro£nej) úrokovej sadzbe 0, 08

a ²tvr´ro£nom úrokovaní na dobu pä´ rokov. Neskôr si to dlºník rozmyslel a rozhodol sa dlh

splati´ uº po dva a pol roku. Verite© súhlasí av²ak len pri zmene úrokovej sadzby na 0, 075 p. a.

pri odúro£ení (diskontovaní) budúcej hodnoty dlhu o dva a pol roka spä´. Ko©ko zaplatí dlºník

verite©ovi po dva a pol roku? Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.

[Výsledok: K2,5
.
= 617, 02 p. j.]
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Úloha 2.20. Uvaºujte rovnaký dlh a podmienky jeho uhradenia ako zo za£iatku úlohy 2.19

s tým rozdielom, ºe verite© súhlasí s uhradením dlºoby uº po 2, 5 roku pri nezmenenej úrokovej

sadzbe, ale so zmenou úro£enia na polro£né pri diskontovaní budúceho dlhu. Ko©ko zaplatí

dlºník verite©ovi po 2, 5 roku? Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.

[Výsledok: K2,5
.
= 610, 67 p. j.]

Úloha 2.21. Nájdite budúcu hodnotu kapitálu 1000 p. j. po 3 rokoch vloºeného na ú£et, ktorý

poskytuje spojitú úrokovú sadzbu 0, 01. Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.

[Výsledok: K3
.
= 1030, 45 p. j.]

Úloha 2.22. Ur£te sú£asnú hodnotu kapitálu úro£eného ²tyri roky pri 2 % spojitej úrokovej

miere, ak sa za tú dobu zhodnotil na 900 p. j. Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.

[Výsledok: K0
.
= 830, 80 p. j.]

Úloha 2.23. Ur£te spojitú úrokovú sadzbu, pri ktorej za dva roky a tri mesiace vzrástla hodnota

kapitálu z 1000 p. j. na 1090 p. j. Výsledok zaokrúhlite na ²tyri desatinné miesta.

[Výsledok: R .
= 0, 0383]

Úloha 2.24. Za ako dlho vzrastie kapitál 625 p. j. úro£ený pri spojitej úrokovej sadzbe R =

ln(1, 2) na 900 p. j.?

[Výsledok: n = 2]

Úloha 2.25. Sú£asná hodnota dvoch pôºi£iek spolu je 21 930 p. j. Prvá pôºi£ka vo vý²ke

10 000 p. j. je splatná za dva roky. Druhá pôºi£ka vo vý²ke 15 000 p. j. je splatná za ²tyri

roky. Ur£te spojitú úrokovú sadzbu, pri ktorej sú obe úro£ené. Výsledok zaokrúhlite na ²tyri

desatinné miesta.

[Výsledok: R .
= 0, 0412]

Úloha 2.26. Nájdite diskrétnu úrokovú sadzbu r, pri ktorej za tri roky vzrastie hodnota kapi-

tálu z 1000 p. j. na 1331 p. j. Ur£te r rie²ením ekvivalentnej úlohy spojitého úrokovania.

[Výsledok: r = 0, 1]



Kapitola 3

Úvod do podnikových �nancií

�Prophesy is a good line of business, but it is full of risks.�1

Mark Twain

Uvaºujme akciovú spolo£nos´, ktorá vyrába ur£ité výrobky beºnej spotreby, napr. lia-

tinové hrnce a panvice. Kaºdý podnik potrebuje na svoju £innos´ �nan£né prostriedky. Získa´

ich môºe emitovaním a predajom nových akcií, vypísaním podnikových obligácií alebo vyuºi-

tím pe¬aºných prostriedkov získaných v minulých ú£tovných obdobiach. Získané prostriedky

alokuje do svojho hmotného a nehmotného majetku, t. j. nakupuje stroje, prístroje, zariadenia,

softvér, prípadne licencie, patenty, platí svojich zamestnancov, nakupuje cenné papiere. V inte-

rakcii so ²tátom platí dane. Podnik potrebuje �nan£né zdroje napr. aj na preklenutie £asovej

medzery medzi výdavkami vynaloºenými na výrobu �nálneho produktu a príjmom pe¬azí

za jeho predaj. Vyrába výrobky, teda nadobudnutý majetok produktívne vyuºíva. Z výnosov

po zaplatení v²etkých nákladov vytvára v sledovanom ú£tovnom období zisk, ktorý rozde©uje

akcionárom vo forme dividend alebo znovu reinvestuje. Pri kaºdej z týchto interakcií dochádza

k �nan£nému vysporiadaniu za poskytnutú sluºbu alebo tovar, t. j. spolo£nos´ vstupuje do in-

terakcie s rôznymi protistranami (inými podnikmi, domácnos´ami alebo ²tátnymi, prípadne

�nan£nými in²titúciami) vytvárajúc tak sústavu rôznych pe¬aºných vz´ahov.

Pod©a predchádzajúceho príkladu by sme teda mohli podnikové �nancie de�nova´ nasle-

dujúcim spôsobom [1].

De�nícia 3.1. Podnikové �nancie

Podnikovými �nanciami rozumieme sústavu pe¬aºných vz´ahov, do ktorých vstupujú ekono-

mické subjekty (podniky, domácnosti, ²tátne in²titúcie, �nan£né i ne�nan£né in²titúcie) pri:

� získavaní zdrojov,

� ich alokácii do jednotlivých zloºiek majetku,

� produktívnom vyuºívaní tohto majetku,

� rozde©ovaní dosiahnutých výsledkov.
1v preklade: Prorokovanie je sú£as´ou podnikania, ale je plné rizík.

25



26 KAPITOLA 3. ÚVOD DO PODNIKOVÝCH FINANCIÍ

Finan£né zdroje alebo kapitál, ktoré podnik získava, vznikajú beºnou £innos´ou �rmy,

napr. predajom vyprodukovaných výrobkov � v takom prípade hovoríme o vnútornom ka-

pitáli (samo�nancovaní), alebo ich moºno získa´ na trhu, napr. predajom cenných papierov

� v takom prípade hovoríme o vonkaj²om kapitáli.

Finan£né zdroje delíme pod©a pôvodu:

� vlastné (základné imanie, pe¬aºné a vecné vklady majite©ov, fondy zo zisku, nerozdelený

zisk),

� cudzie (bankové a dodávate©ské úvery, zálohy odberate©ov, obligácie, nevyplatené mzdy,

neodvedené dane a iné záväzky).

Kapitál ¤alej delíme pod©a doby, po£as ktorej je �rme k dispozícii:

� krátkodobý kapitál (maximálne rok; krátkodobé úvery, nevyplatené mzdy, neodvedené

dane),

� dlhodobý kapitál (viac ako rok; oby£ajne vlastný a dlhodobý cudzí kapitál, napr. dlhodobé

bankové úvery a obligácie).

Kapitál podniku je teda súhrn �nan£ných zdrojov, ktoré slúºia na �nancovanie majetku

podniku. Vravíme, ºe tento majetok �nan£ne kryjú.

Podnikový majetok a zdroje jeho krytia zachytáva súvaha �rmy.

De�nícia 3.2. Súvaha

Súvaha je ú£tovný výkaz vyjadrujúci stav podnikového majetku a �nan£ných zdrojov jeho krytia

v analyzovanom období.

Súvaha má dve strany. �avá strana súvahy je strana aktív a vyjadruje, aký majetok kryje

kapitál �rmy. Pravá strana je strana pasív a vyjadruje, aké �nan£né zdroje slúºia na krytie

podnikového majetku.

Súvaha

strana aktív strana pasív

Aktívum � právo na obdrºanie Pasívum � záväzok s �nan£nou

plnenia s ekonomickou hodnotou hodnotou

V nasledujúcom príklade súvahy podniku moºno vidie´, £o tvorí aktíva a pasíva �rmy

a akým spôsobom moºno ¤alej rozdeli´ ©avú a pravú stranu súvahy.
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Súvaha

AKTÍVA PASÍVA

Obeºné aktíva Cudzie zdroje

-zásoby -rezervy (zákonné, iné)

-krátkodobé poh©adávky -krátkodobé záväzky

-dlhodobé poh©adávky -dlhodobé záväzky

-�nan£ný majetok -bankové úvery

Stále aktíva Vlastné imanie

-hmotný investi£ný majetok -základné imanie

(budovy, stroje, zariadenia) -kapitálové fondy

-nehmotný investi£ný majetok -fondy zo zisku

(softvér, patenty, -hospodársky výsledok

ochranné známky) minulých rokov

-�nan£né investície (CP) -hospodársky výsledok

beºného ú£tovného obdobia

Z h©adiska podvojného ú£tovníctva na konci sledovaného obdobia musí by´ v súvahe hod-

nota v²etkých aktív rovná hodnote v²etkých pasív. Súvaha teda zh¯¬a ú£tovnú hodnotu ma-

jetku a kapitálu �rmy. Preto môºeme chápa´ hodnotu �rmy ako celkovú hodnotu pasív (aktív)

�rmy. Ide iba o ú£tovnú hodnotu �rmy, ktorá je síce £íselne ©ahko vyjadrite©ná, ale nie je v nej

zahrnuté nie£o, £o by sme mohli nazva´ potenciálom �rmy. Tam napríklad patrí kvalita manaº-

mentu, za²kolení kvali�kovaní, prípadne motivovaní a lojálni pracovníci, zabehnutá vnútorná

organizácia podniku, optimalizovaný systém riadenia, siete dodávate©ov a odberate©ov, dobrá

poves´ podniku, spokojnos´ zákazníkov, hodnota podnikovej zna£ky, konkurencieschopnos´

podniku, jeho postavenie na trhu a ¤al²ie ´aºko vy£íslite©né skuto£nosti.

Z dôvodov spomínaných v predchádzajúcom odstavci je teda náro£né stanovi´ hlavný cie©

podnikate©skej £innosti. Ten totiº nie je jediný a zah¯¬a mnoºstvo úloh, ktoré by mala by´

úspe²ná �rma schopná vyrie²i´. S mnoºstvom úloh vzniká mnoºstvo otázok, ktorými by sa

mali podnikové �nancie zaobera´.

V súvislosti so súvahou môºeme pomenova´ tri základné otázky, ktorými sa podnikové

�nancie zaoberajú:

� Kapitálové rozpo£tovanie (©avá strana súvahy) � Do ktorých dlhodobých aktív by

mala �rma investova´?

� Kapitálová ²truktúra (pravá strana súvahy) � Aký typ �nan£ných zdrojov pouºije

�rma na krytie kapitálových výdavkov?

� �istý pracovný kapitál (horná £as´ súvahy) � Ako riadi´ krátkodobý opera£ný hoto-

vostný tok (anglicky cash�ow)?
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H©ada´ odpovede na poloºené otázky je mimo rámec tejto kapitoly. Aj v ¤al²om budeme

otázky skôr klás´ neº na ne odpoveda´.

Pozrime sa teraz na základné princípy �nan£ného riadenia v rámci hotovostných tokov

�rmy.

Identi�kácia hotovostných tokov

Uvaºujme �rmu z úvodu kapitoly. Predpokladajme, ºe náklady �rmy napr. za rok 2018

boli 240 000 p. j. a na konci roka predala �rma prvému zákazníkovi produkty v celkovej

hodnote 270 000 p. j. Z poh©adu ú£tovníctva je �rma v danom roku zisková, pretoºe zisk �rmy,

t. j. rozdiel výnosov a nákladov je kladný, rovný 30 000 p. j. Ak v²ak �rma e²te nedostala

za výrobky zaplatené, je ku koncu roka hodnota hotovostných tokov záporná, rovná −240 000

p. j., pretoºe prítok hotovosti do �rmy bol nulový, kým na náklady �rmy bola vydaná hotovos´

vo vý²ke 240 000 p. j.

Princíp £asovej hodnoty pe¬azí

Firma by pri svojom rozhodovaní mala uváºi´ £asovú hodnotu pe¬azí. Predpokladajme,

ºe �rma z príkladu sa rozhoduje medzi dvoma návrhmi na výrobok, oba vyºadujú náklady

1000 p. j. a prinesú nasledujúce výnosy:

Rok Výrobok A Výrobok B

1 0 p. j. 300 p. j.

2 0 p. j. 300 p. j.

3 0 p. j. 300 p. j.

4 1500 p. j. 300 p. j.

Spolu 1500 p. j. 1200 p. j.

Na prvý poh©ad sa zdá, ºe výrobok A je lep²í, pretoºe priná²a vy²²í výnos, neº je suma

v²etkých výnosov z výrobku B. Na druhej strane hotovostné toky z výrobku B prichádzajú

skôr ako z výrobku A. Je tu potrebné zoh©adni´ £asovú hodnotu pe¬azí, ke¤ºe pe¬aºné toky,

ktoré prichádzajú v skor²ích £asoch moºno opätovne investova´. Bez dodato£ných informácií

sa nedá rozhodnú´, ktorý návrh prinesie vä£²iu hodnotu verite©om a akcionárom �rmy.

Riziko hotovostných tokov

Firma uvaºuje, ºe roz²íri svoje podnikanie do zahrani£ia. Rozhoduje sa medzi Thajskom,

ktoré je z jej poh©adu rizikové, a Singapurom, ktorý povaºuje za pomerne bezpe£nú investi£nú

oblas´. V oboch prípadoch chce �rma zavrie´ zahrani£né pobo£ky po dvoch rokoch. V rámci

�nan£nej analýzy pri²la �rma s nasledujúcimi alternatívnymi plánmi zisku hotovosti pre svoje

roz²irovanie pri optimistickom (C), pesimistickom (A) a najviac pravdepodobnom scenári (B):

scenár A scenár B scenár C

Singapur 8000 p. j. 10 000 p. j. 12 000 p. j.

Thajsko 0 p. j. 13 000 p. j. 16 000 p. j.
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Thajsko je síce rizikovej²ie, ale v najviac pravdepodobnom scenári ponúka vy²²iu pred-

povedanú hodnotu hotovostných tokov. Opä´ platí, ºe bez ¤al²ích informácií a posúdenia

preferencií investorov v rámci rizika a výnosov je nemoºné rozhodnú´, ktorú alternatívu zvo-

li´.

3.1 Hlavný cie© podnikate©skej £innosti

Hoci základná mikroekonomická (napr. v [8], [9]) aj makroekonomická teória (napr. v [10],

[11]) hovorí, ºe v dokonale konkuren£nom prostredí je hlavnou snahou podnikov maximali-

zova´ zisk, nemoºno cie© podnikate©skej £innosti redukova´ na túto jedinú, hoci podstatnú

poºiadavku. Navy²e je otázkou, aký zisk je potrebné maximalizova´. Bila£ný zisk alebo eko-

nomický zisk? Bilan£ný zisk je vykazovaný v ú£tovníctve ako rozdiel výnosov a nákladov.

Ekonomický zisk je rozdiel medzi výnosmi a nákladmi upravenými o náklady alternatív-

nych (stratených) príleºitostí. Ekonomická teória sa zameriava na ekonomický zisk, pretoºe

pri istých (silných) predpokladoch majú agenti na trhu úplnú a dokonalú informáciu a na zá-

klade nej sú schopní z mnoºiny moºností vybra´ tú najlep²iu alternatívu. V praxi to v²ak

nie je splnite©né, pretoºe aj napriek prípadnej solídnej analýze ekonomického stavu a �nan£-

ných príleºitostí, nie je moºné do rozhodovania za£leni´ úplne v²etky moºnosti, nehovoriac

o rozli£nom prístupe rôznych subjektov k informáciám.

Ako sme v úvode nazna£ili, zisk (£i uº bilan£ný alebo ekonomický) nie je sám jediným

cie©om podnikate©skej £innosti. V tejto £asti sa pokúsime tieto ciele sumarizova´ z poh©adu

rôznych subjektov trhu, ktoré sú sú£as´ou podniku alebo s ním interagujú (výber a opis

subjektov pochádza zo zdroja [3]).

Majitelia sa zaujímajú predov²etkým o hodnotu �rmy a jej rast. Hodnota �rmy závisí

od mnoºstva ukazovate©ov, ako je obrat, zisk, kapitálová ²truktúra, investície, da¬ové za´a-

ºenie, prípadne náklady na projekt zlú£enia. Zaujíma ich tieº postavenie �rmy na trhu, jej

konkurencieschopnos´, renomé �rmy. Ich snahou je maximalizova´ trhovú hodnotu �rmy.

Zákazníkom �rmy ide o uspokojenie svojich potrieb. Zameriavajú sa na cenu a kvalitu

ponúkaných produktov £i sluºieb. Ich snahou je kupova´ to najkvalitnej²ie za £o najlacnej²ie.

Mnoho zákazníkov má v istom spotrebite©skom odvetví svoju preferovanú zna£ku, £o súvisí

s dobrým menom �rmy.

V záujme zamestnancov je udrºanie si pracovného miesta a pracovných podmienok,

t. j. príjmu, resp. rastu príjmu, zaistenie bezpe£nosti pri práci, dobré pracovné podmienky

a podnetné pracovné prostredie, preferujú moºnosti profesionálneho rastu, vyºadujú motiváciu

zo strany zamestnávate©a £i zabezpe£enie profesijného vzdelávania a ¤al²ie.

Potreba podrobne informova´ verejnos´ kladie na spolo£nos´ taktieº ur£ité poºiadavky,

napr. to môºe by´ poskytnutie informácií týkajúcich sa zachovania pracovných miest po zlú£ení

alebo akvizícii.

Poºiadavky ²tátnych in²titúcií sa týkajú výberu daní, poplatkov ako aj dodrºiavania

existujúcich právnych noriem a zabezpe£enia zachovania konkuren£ného prostredia.
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Analytici odvetvia, ktorými sú £asto analytici významných investi£ných bánk, posky-

tujú informácie investorom h©adajúcim investi£né príleºitosti. Navy²e prostredníctvom týchto

odporú£aní majú vplyv na odbornú tla£ a tým aj nepriamy vplyv na ocenenie spolo£nosti.

3.2 Metódy hodnotenia investi£ných projektov

V tejto sekcii sa budeme venova´ analýze investi£ných projektov spolo£nosti. Investi£né

projekty spolo£nosti spadajú do kapitálového rozpo£tovania �rmy. Ide teda o rozhodnutie

podniku, do ktorých (dlhodobých) aktív investova´ tak, aby sa zvý²ila hodnota podniku, prí-

padne aby sa zlep²il uº existujúci produkt alebo sluºba. Samozrejme na to, aby bolo moºné

rozhodnú´, ktoré projekty realizova´ a ktoré nie, je potrebné ich najprv identi�kova´ a po-

tom zhodnoti´. Za tým ú£elom opí²eme niektoré vybrané metódy hodnotenia investi£ných

projektov.

3.2.1 Metóda £istej sú£asnej hodnoty

Metóda vyuºíva pravidlo £istej sú£asnej hodnoty, pomocou ktorého sa snaºíme zisti´, o akú

hodnotu vzrastie hodnota �rmy, ak sa projekt zrealizuje. Na to, aby bolo moºno £istú sú£asnú

hodnotu projektu ur£i´, je potrebné identi�kova´ budúce hotovostné toky plynúce z projektu

a zisti´ kladnú diskontnú sadzbu, pomocou ktorej sú£asnú hodnotu týchto tokov vypo£ítame.

Diskontovaním budúcich pe¬aºných tokov plynúcich z projektu zniºujeme ich nominálnu hod-

notu sledujúc faktor £asu a faktor rizika vplývajúce na £asovú hodnotu pe¬azí. Tieto faktory

by mala zvolená výnosová sadzba zoh©ad¬ova´.

Metódu a pravidlo uvedieme na nasledujúcom jednoduchom príklade.

Uvaºujme investíciu do kúpy bytu vo vý²ke 90 000 p. j. (napr. EUR), pripo£ítajme rekon-

²truk£né náklady vo vý²ke 30 000 p. j. Celkové náklady sú potom 120 000 p. j. Ak sa podarí

byt o rok preda´ napr. v cene 135 000 p. j., zisk z predaja predstavuje 15 000 p. j.

Výnosová (sadzba) miera (tieº miera návratnosti) r sa potom rovná podielu zisku a celkovej

investície, t. j.

r =
15 000 p. j.
120 000 p. j.

=
1

8
= 0, 125.

Sú£asná hodnota takejto investície je samozrejme:

PV =
FV

1 + r
=

135 000 p. j.
1 + 0, 125

= 120 000 p. j.

Na druhej strane investova´ môºeme aj alternatívnym spôsobom napr. do nákupu dlho-

pisov. Predpokladajme, ºe úroková (výnosová) miera jednoro£ných bezkupónových dlhopisov

sa rovná 5 %. Potom sú£asná hodnota dlhopisu, ktorý vyplatí o rok 135 000 p. j. je:

PV =
135 000 p. j.
1 + 0, 05

.
= 128 529 p. j.,

Ide o alternatívny náklad kapitálu a £istá sú£asná hodnota NPV takejto investície je:

NPV
.
= −120 000 p. j.+ 128 529 p. j. = 8529 p. j.
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Prípadne môºeme investova´ do nákupu balí£ka akcií poskytujúceho ro£nú výnosovú mieru

15 %. Potom sú£asná hodnota balí£ka akcií, ktorý o rok vyplatí 135 000 p. j. je:

PV =
135 000 p. j.
1 + 0, 15

.
= 117 391 p. j.,

V tomto prípade bude £istá sú£asná hodnota:

NPV
.
= −120 000 p. j.+ 117 391 p. j. = −2609 p. j.

Pravidlo £istej sú£asnej hodnoty hovorí:

Do projektu investujte, ak jeho NPV > 0.

Takºe do kúpy bytu investujeme len, ak máme alternatívnu moºnos´ vo©by nákupu dlho-

pisov. V prípade moºnosti investova´ do nákupu akcií uprednostníme kúpu akcií.

Ak by sme úvahu z príkladu za£ali investíciou 120 000 p. j. na jeden rok do akcií, tak

budúcu hodnotu akcií, ktorých výnosová sadzba je odhadovaná na 15 % ro£ne, by sme získali

z nasledujúcej rovnice:

FV = (120 000 p. j.)(1 + 0, 15) = 138 000 p. j. (3.1)

�istá sú£asná hodnota takejto investície je nulová, pretoºe porovnávame projekt so sebou

samým:

NPV = −120 000 p. j.+
138 000 p. j.

1, 15
= 0 p. j. (3.2)

V porovnaní s investíciou do dlhopisov v²ak získame kladnú £istú sú£asnú hodnotu:

NPV = −120 000 p. j.+
138 000 p. j.

1, 05

.
= 11 428, 57 p. j. > 0 p. j., (3.3)

t. j. v porovnaní s alternatívnou vo©bou investície do nákupu dlhopisov, pravidlo £istej sú£asnej

hodnoty uprednost¬uje akcie. Hodnota NPV v (3.3) zna£í, ºe na to, aby sme dosiahli o rok

sumu 138 000 p. j., je potrebné do nákupu dlhopisov investova´ teraz e²te o pribliºne 11 428, 57

p. j. viac (neº 120 000 p. j.).

Podobne v porovnaní s investíciou do kúpy a rekon²trukcie bytu získame kladnú £istú

sú£asnú hodnotu:

NPV = −120 000 p. j.+
138 000 p. j.

1, 125

.
= 2666, 67 p. j. > 0 p. j. (3.4)

Takºe aj pri porovnaní s kúpou a rekon²trukciou bytu pravidlo £istej sú£asnej hodnoty opä´

uprednost¬uje akcie. Hodnota NPV v (3.4) zna£í, ºe na to, aby sme dosiahli o rok sumu

138 000 p. j., je potrebné v tomto prípade investova´ teraz e²te o pribliºne 2666, 67 p. j. viac

(neº 120 000 p. j.).

Ak investícia do nákupu dlhopisov alebo do kúpy a rekon²trukcie bytu predstavujú pre nás

jediné dve alternatívy k investícii do akcií, tak pravidlo £istej sú£asnej hodnoty jednozna£ne

odporú£a investova´ do akcií. Navy²e predchádzajúce výpo£ty nazna£ujú, ºe ak je £istá sú-

£asná hodnota nejakého projektu v porovnaní so sebou nulová, kým v porovnaní s ostatnými
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alternatívami kladná, tak tento projekt by mal investor uprednostni´ a z rovnice pre nulovú

hodnotu NPV moºno zisti´ najvýhodnej²iu výnosovú sadzbu spomedzi v²etkých sadzieb, ktoré

projekty poskytujú.

Z predchádzajúceho vyplýva, ºe namiesto porovnávania projektov po dvojiciach, je vý-

hodnej²ie porovnáva´ výnosové sadzby v²etkých alternatív (ak sa moºno oprie´ o spo©ahli-

vos´ odhadov budúcich hotovostných tokov plynúcich z projektov) a spomedzi nich vybra´

pre investora tú najvýhodnej²iu. Nasledujúca £as´ sa venuje práve takejto metóde hodnotenia

investi£ného projektu.

3.2.2 Metóda vnútornej miery výnosu

Ako IRR (internal rate of return) budeme ozna£ova´ vnútornú výnosovú mieru investície

alebo tieº vnútornú mieru návratnosti projektu. Pod IRR chápeme takú výnosovú mieru

projektu, pri ktorej bude £istá sú£asná hodnota projektu nulová. Ak ozna£íme C0 vý²ku

investície (do projektu v £ase 0) a Ct hotovostný tok v roku t = 1, 2, . . . , n, kde n ∈ N je

po£et rokov trvania investície (projektu), tak numericky moºno IRR vypo£íta´ z rovnice:

NPV = −C0 +
n∑

t=1

Ct

(1 + IRR)t
= 0, (3.5)

kde
∑n

t=1
Ct

(1+IRR)t predstavuje sú£asnú hodnotu v²etkých budúcich hotovostných tokov ply-

núcich z projektu.

Pravidlo IRR hovorí:

Treba vyuºi´ tie investi£né príleºitosti, pri ktorých je IRR vä£²ia ako

alternatívne náklady kapitálu (výnosové sadzby alternatívnych investícií).

Ak sa správne pouºíva, je toto kritérium ekvivalentné s pravidlom £istej sú£asnej hodnoty.

Uvedené súvisí s tým, ºe pri vypo£ítaných výnosových mierach v²etkých relevantných projek-

tov moºno projekty zoradi´ na základe kritéria, ktoré hovorí, ºe najlep²ím projektom bude

ten, ktorý poskytuje najvy²²ie výnosové percento. Takýto projekt potom v porovnaní so se-

bou v rovnici na vyjadrenie £istej sú£asnej hodnoty projektu bude ma´ nulovú £istú sú£asnú

hodnotu.

Je potrebné zmieni´ sa o správnom pouºívaní pravidla IRR, nako©ko toto pravidlo skrýva

viaceré nástrahy.

Prvú z moºných nástrah demon²trujeme na nasledujúcom príklade. Predpokladajme situ-

áciu, v ktorej raz poºi£iavame (£iºe investujeme) 1000 p. j. � zápoºi£ka, a raz si poºi£iavame

1000 p. j. � výpoºi£ka. Ak po roku takáto pôºi£ka prinesie verite©ovi naspä´ 1500 p. j., tak

IRR moºno ©ahko vypo£íta´ z rovnice:

0 p. j. = −1000 p. j.+
1500 p. j.
1 + IRR

.

Z nej dostaneme IRR = 0, 5, £i uº ide o zápoºi£ku alebo výpoºi£ku. Je ve©mi výhodné

poºi£iava´ za 50 % úrokovú mieru (zvlá²´ ak ide o bezpe£nú investíciu), ale je ve©mi nerozumné
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si za takú mieru peniaze poºi£iava´. Ak existuje alternatívna moºnos´ ako si poºi£a´ za niº²iu

sadzbu, je lep²ie vyuºi´ tú.

Nástraha pravidla IRR v podobe situácie zápoºi£ka versus výpoºi£ka je sumarizovaná

v nasledujúcej tabu©ke:

-C0 C1 IRR

zápoºi£ka -1000 1500 50 %

výpoºi£ka 1000 -1500 50 %

�al²ou nástrahou je, ºe výpo£tom IRR z rovnice (3.5) môºeme dosta´ viac výnosových

mier, napr.:

-C0 C1 C2

projekt -1000 2500 -1560

Rovnica:

0 p. j. = −1000 p. j.+
2500 p. j.
1 + IRR

− 1560 p. j.
(1 + IRR)2

má dve rie²enia: IRR1 = 0, 2, IRR2 = 0, 3. To znamená, ºe projekt je prijate©ný len

pre alternatívne náklady kapitálu leºiace medzi hodnotami 0, 2 a 0, 3, pretoºe v tom prípade

bude £istá sú£asná hodnota projektu vä£²ia ako nula, pri£om úplne najvä£²ia bude pre hod-

notu 0, 248.

Prípadne môºe nasta´ situácia, ºe výpo£tom IRR z rovnice (3.5) nedostaneme ºiadnu

výnosovú mieru, napr.:

-C0 C1 C2

projekt 1000 -2000 1500

V tomto prípade neexistuje taká reálna hodnota IRR, ktorá by vyhovovala rovnici:

0 p. j. = 1000 p. j.− 2000 p. j.
1 + IRR

+
1500 p. j.
(1 + IRR)2

.

�istá sú£asná hodnota tohto projektu je pri v²etkých výnosových mierach kladná.

Aby sme sa uvedeným nástrahám pravidla IRR vyhli, mali by sme ho pouºíva´ iba v tom

prípade, ºe NPV je (hladko) klesajúcou funkciou nezápornej výnosovej (úrokovej) sadzby. Ani

to v²ak nemusí posta£ova´, ako je to aj v prípade vzájomne sa vylu£ujúcich projektov:

Projekt -C0 C1 IRR

A -10 000 20 000 100 %

B -20 000 32 500 62, 5 %

Vypo£ítaná IRR je síce v prípade projektu A vy²²ia neº v prípade projektu B, ale pod©a pra-

vidla IRR nemoºno tieto projekty porovnáva´. Ak je potrebné sa pre nejaký z nich rozhodnú´,

tak je lep²ie voli´ projekt B, pretoºe dodato£ná investícia 10 000 p. j. v projekte B priná²a

oproti projektu A dodato£ný príjem 12 500 p. j.
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Predchádzajúca diskusia predpokladala rovnakú vý²ku alternatívnych nákladov kapitálu

pre hotovostné toky prichádzajúce v rôznych £asoch (rokoch). V reálnom svete v²ak pozo-

rujeme (napr. pri úrokových sadzbách ²tátnych dlhopisov), ºe výnosové (úrokové) sadzby sú

pre rôzne dlhé £asové obdobia rôzne. Preto by mal by´ hotovostný tok v kaºdom roku diskon-

tovaný inými alternatívnymi nákladmi kapitálu. V takom prípade bude vypo£ítaná hodnota

IRR zodpoveda´ váºenému priemeru týchto mier.

3.2.3 Index ziskovosti

�al²ou alternatívou k pravidlu £istej sú£asnej hodnoty je pravidlo pracujúce s indexom

ziskovosti. Indexom ziskovosti (¤alej IZ) projektu rozumieme podiel sú£asnej hodnoty prog-

nózovaných budúcich hotovostných tokov a východiskovej investície (C0 > 0), t. j.:

IZ =
PV

C0
. (3.6)

Pravidlo hovorí prija´ tie projekty, ktorých IZ > 1.

Opä´ platí, ºe pri správnom pouºívaní je toto pravidlo ekvivalentné s pravidlom £istej

sú£asnej hodnoty, pretoºe:

PV

C0
= IZ > 1,

PV > C0,

−C0 + PV > 0,

NPV > 0.

Aj pri tejto metóde je potrebné da´ si pozor na vzájomne sa vylu£ujúce projekty, napr.:

Projekt -C0 C1 PV (10 %) IZ NPV (10 %)

C -100 220 200 2 100

D -10 000 12 100 11 000 1, 1 1000

D-C -9900 11 880 10 800
.
= 1, 09 900

Zistený IZ projektu C je síce pri 10% alternatívnej výnosovej miere vy²²í neº IZ projektu

D pri tej istej miere, ale pod©a pravidla IZ nemoºno tieto projekty porovnáva´. Investor, ak

povaºuje oba projekty za rovnako (alebo aspo¬ podobne) rizikové, bude preferova´ investíciu

do projektu D, pretoºe dodato£ná investícia 9900 p. j. v projekte D priná²a oproti projektu

C dodato£ný príjem 11 800 p. j.



Kapitola 4

Cenné papiere

De�níciu cenného papiera sme síce uvádzali vy²²ie (De�nícia 1.3), no pre vä£²í komfort

£itate©a ju na tomto mieste e²te raz pripomenieme. Cenný papier je listina potvrdzujúca

majetkové právo vlastníka na ur£ité plnenie od toho, kto cenný papier emitoval/vydal. K de-

�nícii dodajme, ºe cenné papiere sú nosite©mi právneho nároku, teda moºno zdroje vymáha´

v prípade ich nevrátenia dlºníkom.

Klasi�kácia cenných papierov:

� pod©a ekonomickej funkcie:

� CP slúºiace na premenu úspor na kapitál (akcie, obligácie),

� CP pouºívané v platobnom styku (²eky),

� pod©a ²tatútu dlºníka:

� ²tátne CP,

� CP miest a obcí,

� súkromné CP,

� pod©a prevodite©nosti:

� vo©ne prevodite©né (akcie, depozitné certi�káty),

� s obmedzenou prevodite©nos´ou (zmenky),

� neprevodite©né (²eky),

� pod©a spôsobu emisie:

� individuálne CP (zmenky),

� hromadné CP (akcie, obligácie, opcie),

� pod©a charakteru dôchodku:

� CP s pevným výnosom (²eky),

35
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� CP s premenlivým výnosom (akcie),

� pod©a druhu stelesnenia majetkového práva:

� ú£astnícke CP (akcie),

� CP steles¬ujúce práva na zaistenie poh©adávky (hypotekárny záloºný list),

� CP steles¬ujúce dispozi£né práva � konosamenty.

Hoci poznáme mnoºstvo rôznych druhov cenných papierov, budeme sa venova´ iba tým zá-

kladným: dlhopisom, akciám a ich odvodeninám � derivátom. Z derivátov sa budeme zaobera´

hlavne opciami, v men²ej miere forwardovými kontraktami. Vedie´ ohodnoti´ dlhopis £i ak-

ciu patrí k ekonomickým znalostiam. V nasledujúcich podkapitolách sa pozrieme na základné

znaky dlhopisov a akcií a na to, ako ich oceni´.

4.1 Dlhopisy

Dlhopis je cenný papier, ktorý vydáva (emituje) dlºník (emitent) na ur£ité obdobie (doba

splatnosti, maturita � z anglickéhomaturity1) alebo lep²ie povedané do nejakého £asu (dátumu

splatnosti) s cie©om získa´ �nan£né prostriedky, pri£om sa zaväzuje, ºe v presne stanovených

dátumoch splatí majite©ovi dlhopisu ako nominálnu hodnotu (¤alej tieº NH), teda dlºnú sumu

uvedenú v texte dlhopisu, tak v²etky ¤al²ie záväzky vyplývajúce z drºby dlhopisu. Aktuálna

hodnota (cena) dlhopisu v²ak môºe by´ od nominálnej hodnoty odli²ná. Dlhopisy majú presne

ur£ené rozvrhnutie splátok, úrokov a iných odmien (prémie, zlosovate©né výhry a pod.). Práva

z dlhopisov sa preml£ujú po uplynutí desiatich rokov odo d¬a splatnosti.

Ku kaºdému dlhopisu patria isté náleºitosti. Náleºitosti dlhopisu sú:

� ozna£enie emitenta,

� názov dlhopisu a jeho £íselné ozna£enie,

� nominálna hodnota dlhopisu,

� spôsob stanovenia úroku, ¤al²ích výplat,

� prehlásenie emitenta, ºe dlºí nominálnu hodnotu majite©ovi dlhopisu,

� záväzok emitenta splati´ nominálnu hodnotu majite©ovi dlhopisu,

� v prípade dlhopisu na meno � meno majite©a,

� dátum vydania,

� odtla£ok podpisov predstavite©ov emitenta,

� povolenie k emisii.
1Anglický pojem maturity ozna£uje skôr dátum splatnosti neº dobu splatnosti. Av²ak ak poznáme dátum

splatnosti, poznáme aj dobu splatnosti.
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Dlhopis sa skladá z dvoch £astí:

� vlastný dlºný úpis (plá²´),

� kupónový hárok s talónom.

V sú£asnosti dlhopisy nemajú listinnú podobu, ale skôr elektronickú. Ide o tzv. registro-

vané dlhopisy, v prípade ktorých je majite© u emitenta registrovaný a ten mu zasiela úroky

na ú£et.

Dlhopisy môºeme klasi�kova´ viacerými spôsobmi, medzi základné patria nasledujúce kla-

si�kácie dlhopisov:

� Dlhopisy môºu znie´:

� na meno (prevodite©né rubopisom, neprevodite©né),

� na majite©a (prevod iba odovzdaním).

� Dlhopisy môºu by´:

� bezkupónové (anglicky zero coupon bonds),

� kupónové (anglicky coupon bonds),

� s plávajúcimi kupónmi (anglicky �oating rate bonds).

� Dlhopisy ¤alej delíme na dlhopisy:

� so zárukou (majetok emitenta, záruka iného subjektu),

� bez záruky.

� Medzi dlhopisy zara¤ujeme:

� ²tátny dlhopis (obligácia),

� podnikový dlhopis (obligácia),

� komunálna obligácia,

� bankový dlhopis (obligácia),

� zamestnanecká obligácia (neprevodite©né dlhopisy na meno vydávané výlu£ne pre sú-

£asných alebo minulých zamestnancov).

Pojem obligácia sa zvykne vo©ne pouºíva´ ako synonymum pre dlhopis.

�tátne dlhopisy povaºuje ekonomická teória za bezrizikové cenné papiere a majite©

²tátnych dlhopisov má oby£ajne istotu toho, ºe mu bude vyplatená nominálna hodnota ako

i úrok z dlhopisu plynúci.

S tým úzko súvisí pojem bezrizikovej úrokovej miery (sadzby), ktorú chápeme ako

úrokovú mieru (sadzbu), ktorú poskytujú bezrizikové cenné papiere.
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V danom £ase sú na trhu k dispozícii dlhopisy s rôznymi dátumami splatnosti a s rôznou

nominálnou hodnotou, vý²kou kupónu a ¤al²ími náleºitos´ami. Ohodnotením (ocenením) dl-

hopisu rozumieme ur£enie jeho aktuálnej hodnoty (ceny) v závislosti od v²etkých jeho ná-

leºitostí a úrokových sadzieb na trhu. Pri oce¬ovaní dlhopisov sa zameriame predov²etkým

na kupónové a bezkupónové dlhopisy. Za£neme s bezkupónovými dlhopismi, ktoré okrem

nominálnej hodnoty v £ase splatnosti dlhopisu neposkytujú ºiadne iné výplaty £i uº v £ase

splatnosti dlhopisu alebo v £asoch skor²ích.

4.1.1 Bezkupónové dlhopisy

Ke¤ºe dlhopisy vyjadrujú dlºnícky záväzok emitenta vo£i verite©ovi, na ich oce¬ovanie

budeme vyuºíva´ úrokovanie. Pracova´ budeme so zloºeným (diskrétnym) úrokovaním a spo-

jitým úrokovaním, ktoré má oproti diskrétnemu ur£ité výhody. Jeho aplikáciou sa totiº stiera

nejednozna£nos´, ktorá vzniká pri zloºenom úrokovaní na obdobie iné neº celé roky. Napríklad

uvaºujme ro£nú úrokovú sadzbu r > 0 a vypo£ítajme úro£ite© na obdobie 2, 5 roka. Pribliºný

výpo£et diskrétnym úrokovaním hovorí, ºe hodnota úro£ite©a bude (1 + r)2,5. Prípadne mô-

ºeme túto hodnotu vypo£íta´ zloºeným úrokovaním pri m = 2 konverziách ro£ne: (1+ r
2)

5. Iná

moºnos´ je zapoji´ kombináciu zloºeného úrokovania raz ro£ne a jednoduchého úrokovania,

£iºe pouºi´ zmie²ané úrokovanie: (1+r)2(1+ r
2). Moºností je viacero, kým pre úrokovanie spo-

jité je hodnota úro£ite©a daná jednozna£ne: e2,5r. Na rozlí²enie budeme v ¤al²om ozna£ova´

ro£nú úrokovú sadzbu r pre diskrétne úrokovanie a R pre spojité úrokovanie tak, ako sme to

zaviedli v £asti 2.3.1 Porovnanie spojitého a zloºeného úrokovania.

Na trhu sa stretávame s tým, ºe úrokové sadzby, ktoré poskytujú dlhopisy na rôzne dlhé

obdobia, sú rôzne (hovorili sme o tom uº v £asti 3.2.2 Metóda vnútornej miery výnosu). Preto

budeme diskrétnu aj spojitú úrokovú sadzbu na obdobie n rokov indexova´ dolným indexom

n, t. j. rn, resp. Rn. Navy²e spojitú úrokovú sadzbu na obdobie od £asu T0 do £asu T budeme

zna£i´ R(T0, T ).

Ur£me sú£asnú hodnotu Bn p. j. bezkupónového dlhopisu, ktorého nominálna (teda bu-

dúca) hodnota po n rokoch sa rovná F p. j. Uvaºujme najprv diskrétne úrokovanie, potom:

Bn =
F

(1 + rn)n
. (4.1)

Pri známej sú£asnej hodnote takéhoto dlhopisu môºeme diskrétnu úrokovú sadzbu rn

na obdobie n rokov vypo£íta´ zo vz´ahu:

rn = n

√
F

Bn
− 1. (4.2)

Ur£me teraz sú£asnú hodnotu B(T0, T ) p. j. bezkupónového dlhopisu s nominálom F p. j.,

emitovaného v £ase T0 s dátumom splatnosti v £ase T , teda dobou splatnosti rovnou T − T0,

spojitým úrokovaním. Máme:

B(T0, T ) = F e−R(T0,T )(T−T0). (4.3)
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Pri známej sú£asnej hodnote takéhoto dlhopisu môºeme spojitú úrokovú sadzbu R(T0, T )

na obdobie T − T0 vypo£íta´ zo vz´ahu:

R(T0, T ) =
lnF − lnB(T0, T )

T − T0
. (4.4)

Ak T − T0 = n rokov, potom sú£asná hodnota n-ro£ného bezkupónového dlhopisu ur£ená

spojitým úrokovaním bude:

B(T0, T0 + n) = F e−nR(T0,T0+n). (4.5)

�peciálne, ak T0 = 0, budeme namiesto zápisu R(0, n) pouºíva´ iba Rn. Teda:

B(0, n) = F e−nRn . (4.6)

Prípadne vz´ah (4.6) zapí²eme jednoduch²ie ako:

Bn = F e−nRn (4.7)

a nebudeme rozli²ova´ medzi ozna£ením sú£asnej hodnoty dlhopisu po£ítanej diskrétnym úro-

kovaním a sú£asnej hodnoty dlhopisu po£ítanej spojitým úrokovaním predpokladajúc, ºe úro-

kové sadzby sú ekvivalentné, t. j. ºe pre kaºdé prirodzené n platí Rn = ln(1 + rn) (pozri

£as´ 2.3.1 Porovnanie spojitého a zloºeného úrokovania). Takýto predpoklad moºno akcepto-

va´ bez diskusie, pretoºe sú£asná hodnota jedného a toho istého dlhopisu nemôºe by´ rôzna

v závislosti od toho, £i sa úro£í diskrétne alebo £i sa úro£í spojite.

Diskontný dlhopis

Diskontný dlhopis (anglicky discount bond) je taký bezkupónový dlhopis, ktorého no-

minálna hodnota je 1 p. j.

Jeho sú£asná hodnota:

Pn =
1

(1 + rn)n
, (4.8)

ak uvaºujeme zloºené úrokovanie, resp.:

P (T0, T ) = e−R(T0,T )(T−T0), (4.9)

ak úro£íme spojite.

Diskontné dlhopisy povaºuje teória za akési stavebné kamene, z ktorých moºno vystava´

dlhopisy so v²eobecne zadanou nominálnou hodnotou F p. j. Konkrétne, ak sú£asná hodnota

diskontného dlhopisu na n rokov je Pn p. j., tak sú£asná hodnota dlhopisu s nominálnou

hodnotou vo vý²ke F p. j. je potom:

Bn = FPn (4.10)

pri diskrétnom úrokovaní, resp. ak sú£asná hodnota diskontného dlhopisu s dobou splatnosti

T − T0 je P (T0, T ) p. j., tak sú£asná hodnota dlhopisu s nominálnou hodnotou vo vý²ke F p.

j. je potom:

B(T0, T ) = FP (T0, T ) (4.11)
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pri spojitom úrokovaní.

Zo vz´ahu (4.9) vyplýva:

P (T, T ) = 1 = P (T0, T0),

resp. zo vz´ahu (4.3) vyplýva:

B(T, T ) = F = B(T0, T0).

Teda sú£asná hodnota dlhopisu, ktorý je splatný práve teraz, sa rovná jeho nominálnej

hodnote.

Zo vz´ahu (4.9), resp. (4.4) navy²e dostávame:

R(T0, T ) = − lnP (T0, T )

(T − T0)
. (4.12)

Z rovnosti (4.12) máme, ºe hodnota úrokovej sadzby je funkciou doby splatnosti T − T0

diskontného dlhopisu. To isté moºno vidie´ na reálnom dlhopisovom trhu. V kaºdom okamihu

moºno pozorova´ tzv. £asovú ²truktúru úrokových sadzieb. Obr. 4.1 ukazuje, ako vyzerala

£asová ²truktúra úrokových sadzieb ²tátnych a AAA dlhopisov v Eurozóne v októbri roku

2021 (zdroj [29]).

Obr. 4.1: Preru²ovaná £iara indikuje spotové úrokové miery ur£ené zo ²tátnych dlhopisov; plná

£iara znázor¬uje spotové úrokové miery ur£ené z AAA dlhopisov.

Obr. 4.2 ukazuje, ako vyzerala £asová ²truktúra úrokových sadzieb ²tátnych a AAA dlho-

pisov v Eurozóne v novembri roku 2022 (zdroj [30]).

Obr. 4.2: Preru²ovaná £iara indikuje spotové úrokové miery ur£ené zo ²tátnych dlhopisov; plná

£iara znázor¬uje spotové úrokové miery ur£ené z AAA dlhopisov.

Ako bolo avizované uº v úvodných kapitolách tejto u£ebnice, my budeme pracova´ s nezá-

pornými úrokovými sadzbami, preto aj nasledujúci ilustra£ný príklad ur£enia £asovej ²truk-

túry úrokových sadzieb uvaºuje výhradne nezáporné (kladné) úrokové sadzby.
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Príklad 4.1. Uvaºujme trh s piatimi diskontnými dlhopismi s rozli£nou dobou splatnosti.

Nech Pi ozna£uje su£asnú hodnotu dlhopisu Di s dobou splatnosti i rokov, kde i = 1, 2, 3, 4, 5.

Vypo£ítajme diskrétne (ro£né) úrokové sadzby ri na jednotlivé obdobia d¨ºky i rokov, kde i =

1, 2, 3, 4, 5, ak sa úro£í zloºeným úrokovaním raz ro£ne, a vypo£ítajme spojité (ro£né) úrokové

sadzby Ri na jednotlivé obdobia i rokov, kde i = 1, 2, 3, 4, 5, ak sa úro£í spojitým úrokovaním,

pri£om:

dlhopis sú£asná hodnota

D1 P1 = 0, 9849 p. j.

D2 P2 = 0, 9677 p. j.

D3 P3 = 0, 9501 p. j.

D4 P4 = 0, 9311 p. j.

D5 P5 = 0, 9116 p. j.

Rie²enie:

Vypo£ítajme najprv diskrétne úrokové sadzby ri. Vyuºívajúc vz´ah (4.2):

ri =
1

i
√
Pi

− 1

dostávame:

r1
.
= 0, 0153; r2

.
= 0, 0166; r3

.
= 0, 0172; r4

.
= 0, 018; r5

.
= 0, 0187.

Vypo£ítajme teraz spojité úrokové sadzby Ri. Vyuºívajúc vz´ah (4.4), resp. (4.12):

Ri = − lnPi

i

získame:

R1
.
= 0, 0152;R2

.
= 0, 0164;R3

.
= 0, 0171;R4

.
= 0, 0178;R5

.
= 0, 0185.

Hodnoty ri a Ri pre to isté i vy²li rôzne, samozrejme také, ºe Ri = ln(1+ ri) pre v²etky i.

Teda aj £asové ²truktúry úrokových sadzieb sa budú lí²i´ v závislosti od toho, £i sme pouºili

diskrétne alebo spojité úrokovanie. Pre oba prípady sú v²ak hodnoty úrokových sadzieb tým

vy²²ie, £ím vy²²ia je splatnos´ dlhopisu.

Ak chápeme £asovú ²truktúru úrokových sadzieb ako spojitú krivku, potom sme predchá-

dzajúcim výpo£tom získali iba niektoré jej body. Ostatné hodnoty moºno odhadnú´, napr.

preloºením úse£ky cez kaºdé dva body. Obr. 4.3 to ilustruje pre vypo£ítané spojité úrokové

sadzby z Príkladu 4.1.

Pri poh©ade na krivku na Obr. 4.3 vzniká otázka, ako vyzerá £asová ²truktúra úrokových

sadzieb pre hodnoty splatnosti vä£²ie ako 5 rokov, resp. pre hodnoty splatnosti medzi rokmi

0 a 1. Vzh©adom k obmedzenému mnoºstvu údajov na roky 1 aº 5 sa nedá spo©ahlivo odpo-

veda´, ale tieº to moºno odhadnú´. Napr. pre hodnoty splatnosti medzi rokmi 0 a 1 môºeme

predpoklada´ kon²tantnú vý²ku spojitých úrokových sadzieb rovnú hodnote R1, resp. pre roky



42 KAPITOLA 4. CENNÉ PAPIERE

vä£²ie ako 5 môºeme uvaºova´ kon²tatnú vý²ku spojitých úrokových sadzieb rovnú hodnote

R5. V takom prípade by sa obrázok pozmenil tak, ako môºeme vidie´ na Obr. 4.4.

Obr. 4.3: Odhadovaná £asová ²truktúra spojitých úrokových sadzieb. [32]

Obr. 4.4: Odhadovaná £asová ²truktúra spojitých úrokových sadzieb. [32]

Ak poznáme priebeh P (T0, T ) aspo¬ na nejakom okolí bodu (T0, T0), moºno vypo£íta´

úrokovú sadzbu na (ve©mi) krátku dobu (anglicky short rate), teda R(T0, T0+∆), kde ∆ > 0

je blízke nule.

Zo vz´ahu (4.12) dostávame:

R(T0, T0 +∆) = − 1

∆
lnP (T0, T0 +∆).

Pre ∆ → 0 máme:

R(T0, T0) = − ∂

∂T
lnP (T0, T0). (4.13)

Pokúsme sa výpo£et úrokovej sadzby na krátku dobu ilustrova´ na nasledujúcom príklade.

Príklad 4.2. Nech T0 = 0. Vypo£ítajme R0 = R(0, 0), ak P (0, T ) = e−0,001T (1 + T )−0,2T .

Rie²enie:

Ak P (0, T ) = e−0,001T (1 + T )−0,2T , potom:

lnP (0, T ) = −0, 001T − 0, 2T ln(1 + T ).

Z toho pomocou vz´ahu (4.13) získame:

R0 = − ∂

∂T
lnP (0, 0) = 0, 001 + 0, 2

(
ln(1 + 0) +

0

1 + 0

)
= 0, 001.
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Znalos´ úrokovej miery na krátky £as neznamená, ºe poznáme celú krivku vyjadrujúcu

£asovú ²truktúru úrokových sadzieb. Môºe to by´ ale nápomocné pri jej odhadovaní.

Av²ak ak poznáme P (T0, T ) pre kaºdé T ≥ T0 (ako v predchádzajúcom príklade), poznáme

aj R(T0, T ) pre kaºdé T ≥ T0. Konkrétne, ak napr. P (0, T ) = e−0,001T (1 + T )−0,2T pri T0 = 0,

tak zo (4.12) máme:

R(0, T ) = − 1

T
ln
(
e−0,001T (1 + T )−0,2T

)
=

0, 001T + 0, 2T ln (1 + T )

T
= 0, 001 + 0, 2 ln (1 + T ) = R0 + 0, 2 ln (1 + T ).

Gra�cky:

Obr. 4.5: �asová ²truktúra spojitých úrokových sadzieb. [32]

Arbitráºna príleºitos´

Fixujme T0, napr. dnes, a predpokladajme, ºe spojité úrokové sadzby R(T0, T ) ≥ 0

pre kaºdé T ≥ T0.

Uvaºujme dva diskontné dlhopisy A, B, ktorých dátumy splatnosti sú TA, resp. TB, pri£om

T0 < TA < TB (a teda 0 < TA − T0 < TB − T0), £iºe dlhopis B má dlh²iu dobu splatnosti neº

dlhopis A.

Nech P (T0, TA) ozna£uje sú£asnú hodnotu dlhopisu A a nech P (T0, TB) ozna£uje sú£asnú

hodnotu dlhopisu B, potom by malo plati´ nasledujúce tvrdenie.

Tvrdenie 4.1. Nech doba splatnosti TA−T0 diskontného dlhopisu A a doba splatnosti TB−T0
diskontného dlhopisu B sp¨¬ajú 0 < TA − T0 < TB − T0 pri �xnom T0. Potom:

P (T0, TA) ≥ P (T0, TB). (4.14)

Dôkaz sporom. Nech by to nebola pravda, t. j. platí:

P (T0, TA) < P (T0, TB). (4.15)

V £ase T0 potom moºno kúpi´ dlhopis A a preda´ (emitova´) dlhopis B s kladným ziskom.

Ke¤ºe predpokladáme (4.15), tak zisk je daný rozdielom P (T0, TB)− P (T0, TA) > 0 p. j.
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Budúce �nan£né toky plynúce z drºby dlhopisu A, resp. vyplývajúce zo záväzkov z predaja

dlhopisu B sa vynulujú. V £ase TA totiº prichádza �nan£ný tok vo vý²ke 1 p. j. a v £ase

TB (vä£²om ako TA) je potrebné uhradi´ 1 p. j. Hoci neporovnávame hodnoty k rovnakému

dátumu, to, ºe 1 p. j. z dlhopisu A je obdrºaná skôr, neº je potrebné zaplati´ 1 p. j. z dlhopisu

B, je v tomto prípade výhoda, pretoºe v £ase TA moºno obdrºanú 1 p. j. opätovne investova´

na dobu TB − TA a pri predpokladaných nezáporných úrokových mierach obdrºa´ v £ase TB
hotovos´ vä£²iu alebo aspo¬ rovnakú ako 1 p. j. V prípade, ºe by táto pe¬aºná jednotka

nebola v £ase TA znovu investovaná, jednoducho moºno po£ka´ do £asu TB a zaplati´ ¬ou

nárok majite©a dlhopisu B.

Poznámka 4.1. Argumentáciu moºno zopakova´ aj v prípade výskytu záporných úrokových

sadzieb v £asovej ²truktúre úrokových sadzieb s výnimkou vety o moºnom navý²ení 1 p. j.

obdrºanej z vysporiadania dlhopisu A jej opätovným investovaním.

Príleºitos´ bez rizika nadobudnú´ kladný zisk sa nazýva arbitráºna príleºitos´ alebo

jednoducho arbitráº.

Hoci je zisk investora vyuºívajúceho arbitráºnu príleºitos´ � arbitraºéra z kúpy jedného

kusu dlhopisu A a predaja jedného kusu dlhopisu B ve©mi malý, blízky nule, arbitraºér môºe

svoj zisk zmnohonásobi´ kúpou a predajom ve©kého po£tu kusov (napr. miliónu) dlhopisov

A, resp. B.

V²etky rozumné teoretické oce¬ovania by mali re²pektova´ princíp:

�IADNA ARBITRÁ�

(anglicky NO ARBITRAGE, tieº sa pouºíva NO FREE LUNCH )

Je to princíp, ktorý �vracia ceny naspä´�. V súvislosti s predchádzajúcicm príkladom, ak by

nastala situácia, v ktorej by pre nejaké dva diskontné dlhopisy A, B platila nerovnos´ (4.15),

trh by zareagoval (takmer okamºitým) nárastom ceny dlhopisu A, ke¤ºe by výrazne vzrástol

záujem o jeho kúpu, kým o kúpu dlhopisu B by poklesol.

Dôsledkom Tvrdenia 4.1 je, ºe sú£asná hodnota diskontného dlhopisu je pri �xnom T0

nerastúcou funkciou maturity T − T0.

Fixujme teraz T a sledujme, ako sa vyvíja hodnota diskontného dlhopisu s meniacim

sa T0. Aby tento vývoj kore²pondoval s predchádzajúcim tvrdením, ºe hodnota diskontných

dlhopisov s dlh²ou maturitou nie je vy²²ia ako hodnota diskontného dlhopisu s krat²ou ma-

turitou, tak P (T0, T ) musí by´ neklesajúcou funkciou T0 ≤ T . V tomto prípade sa v²ak môºu

vyskytnú´ krátkodobé poklesy hodnoty dlhopisu súvisiace s nárastom úrokovej miery.

4.1.2 Kupónové dlhopisy

Kupónové dlhopisy vyplácajú okrem nominálnej hodnoty dlhopisu na konci doby splat-

nosti aj pravidelný kupón po£as doby splatnosti ur£ený ako percentá z nominálnej hodnoty

dlhopisu.



4.1. DLHOPISY 45

Uvaºujme napr. dlhopis s nominálnou hodnotou rovnou F p. j. a s dobou splatnosti n

rokov, ktorý vypláca pravidelný ro£ný kupón vo vý²ke C = cF , kde c ∈ ⟨0, 1) je ro£ná

kupónová sadzba.

Ur£me jeho sú£asnú hodnotu Vn zloºeným (diskrétnym) úrokovaním. Máme:

Vn =
n∑

t=1

C

(1 + rt)t
+

F

(1 + rn)n
=

n−1∑
t=1

cF

(1 + rt)t
+

(1 + c)F

(1 + rn)n
. (4.16)

V²eobecne, ak hotovostné toky prichádzajúce v kaºdom roku majú rôznu vý²ku, tak sú-

£asná hodnota bude:

V =
n∑

t=1

Ct

(1 + rt)t
. (4.17)

Zo vz´ahu (4.16) vyplýva, ºe kupónový dlhopis s nominálnou hodnotou rovnou F p. j.

a s dobou splatnosti n rokov, ktorý vypláca pravidelný ro£ný kupón vo vý²ke C = cF , môºeme

chápa´ ako súbor bezkupónových dlhopisov s dobou splatnosti 1 rok aº n rokov, pri£om

dlhopisy s dobou splatnosti 1 rok aº n− 1 rokov majú nominálnu hodnotu vo vý²ke cF , kým

dlhopis s dobou splatnosti n rokov vypláca nominálnu hodnotu vo vý²ke (1+c)F v £ase n rokov

od svojej emitácie. Inými slovami kupónový dlhopis moºno skon²truova´ z bezkupónových

dlhopisov:

Vn =

n−1∑
t=1

cF

(1 + rt)t
+

(1 + c)F

(1 + rn)n
= c

n−1∑
t=1

Bt + (1 + c)Bn, (4.18)

resp. z diskontných dlhopisov:

Vn = c

n−1∑
t=1

Bt + (1 + c)Bn = cF

n−1∑
t=1

Pt + (1 + c)FPn. (4.19)

Uvaºujme teraz spojité úrokovanie. Nech platby z kupónového dlhopisu prichádzajú v £a-

soch T0 < T1 < T2 < . . . < Tn = T , kde Ti = T0 + i∆ pre i = 1, 2, . . . , n (teda ∆ ozna£uje

periódu vyplácania kupónu).

Nech dlhopis s dobou splatnosti T −T0 a nominálnou hodnotou F p. j. vypláca v kaºdom

£ase Ti, i = 1, 2, . . . , n, kupón vo vý²ke ∆C, kde C = cF s c ∈ ⟨0, 1). Perióda vyplácania

kupónu môºe by´ teda iná neº ro£ná.

Potom sú£asnú hodnotu takéhoto dlhopisu vypo£ítame ako:

V (T0, T ) =
n∑

i=1

∆Ce−R(T0,Ti)(Ti−T0) + F e−R(T0,Tn)(Tn−T0)

=

n−1∑
i=1

∆cF e−i∆R(T0,Ti) + (1 +∆c)F e−n∆R(T0,Tn). (4.20)

Vo v²eobecnosti, ak z drºby dlhopisu plynie v £ase Ti výplata (�nan£ný tok) Ci, tak

sú£asná hodnota takéhoto dlhopisu je:

V =
n∑

i=1

Cie
−R(T0,Ti)(Ti−T0). (4.21)
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Rovnako ako pri diskrétnom úrokovaní aj pri spojitom úrokovaní zo vz´ahu (4.20) vyplýva,

ºe:

V (T0, T ) =

n∑
i=1

∆cF e−i∆R(T0,Ti) + F e−n∆R(T0,Tn) = ∆c

n−1∑
i=1

B(T0, Ti) + (1 + ∆c)B(T0, Tn),

(4.22)

resp.:

V (T0, T ) = ∆c

n−1∑
i=1

B(T0, Ti) + (1 +∆c)B(T0, Tn) = ∆cF

n−1∑
i=1

P (T0, Ti) + (1 +∆c)FP (T0, Tn).

(4.23)

Pouºitie vz´ahov (4.19), resp. (4.23) ilustrujeme na nasledujúcom príklade.

Príklad 4.3. Uvaºujme trh s rovnakými diskontnými dlhopismi ako v príklade 4.1. Nech sa

na tomto trhu nachádza kupónový dlhopis D s nominálnou hodnotou F = 10 000 p. j. a dobou

splatnosti 5 rokov, ktorý vypláca ro£ný kupón vo vý²ke 8 % z nominálu. Ur£me jeho sú£asnú

hodnotu.

Rie²enie:

V príklade 4.1 sme ur£ili £asovú ²truktúru úrokových sadzieb pri diskrétnom úrokovaní, resp.

spojitom úrokovaní a pribliºne sme vypo£ítali hodnoty diskrétnych úrokových sadzieb ri, resp.

spojitých úrokových sadzieb Ri, kde i = 1, 2, 3, 4, 5. Ak by sme ale vypo£ítali sú£asnú hodnotu

kupónového dlhopisu D, ozna£me ju V5, dosadením pribliºných hodnôt za ri do (4.16):

V5 =
4∑

t=1

0, 08(10 000 p. j.)
(1 + rt)t

+
1, 08(10 000 p. j.)

(1 + r5)5
,

resp. dosadením pribliºných hodnôt za Ri do (4.20):

V5 =
4∑

i=1

0, 08(10 000 p. j.)e−iRi + 1, 08(10 000 p. j.)e−5R5 ,

dostali by sme kvôli chybám vzniknutým pri zaokrúh©ovaní nepresné a navzájom rozli£né

hodnoty (12 911, 5 p. j. pre diskrétne úrokovanie oproti 12 912, 94 p. j. pre spojité úrokovanie).

Sú£asná hodnota dlhopisu D by v²ak mala by´ jediné £íslo, vyjadrené £o najpresnej²ie

a nezávislé od toho, aké úrokovanie pouºijeme. Preto miesto výpo£tu s pribliºnými hodnotami,

môºeme vo výpo£te vyuºi´ ceny diskontných dlhopisov, ktoré poznáme, a vz´ahy (4.19), resp.

(4.23). Dostaneme:

V5 =

4∑
t=1

0, 08(10 000 p. j.)
(1 + rt)t

+
1, 08(10 000 p. j.)

(1 + r5)5

= (800 p. j.)
4∑

t=1

Pt + (10 800 p. j.)P5 = 12 912, 32 p. j.,
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resp.

V5 =

4∑
i=1

0, 08(10 000 p. j.)e−iRi + 1, 08(10 000 p. j.)e−5R5

= (800 p. j.)
4∑

t=1

Pt + (10 800 p. j.)P5 = 12 912, 32 p. j.

Vidíme, ºe takto sme vypo£ítali sú£asnú hodnotu dlhopisu D presne, pri£om sme sa úplne

vyhli po£ítaniu úrokových sadzieb.

Poznámka 4.2. Pozna´ presnú sú£asnú hodnotu dlhopisu D na trhu s dlhopismi z príkladu

4.1 je pre investora, ktorý sa obzerá po moºnostiach investovania na tomto trhu, k©ú£ové. Ak

by totiº niekto na tomto trhu ponúkal dlhopis za cenu niº²iu neº vypo£ítaných 12 912, 32 p. j.,

tak investor má moºnos´ zbohatnú´ bez rizika, t. j. vyuºi´ vzniknutú arbitráºnu príleºitos´.

Uvaºujme napr., ºe dlhopis je na trhu ponúkaný za 12 900 p. j. Arbitraºér si je vedomý

toho, ºe táto cena je niº²ia, neº je cena portfólia (súboru) 800 kusov dlhopisu D1, 800 ku-

sov dlhopisu D2, 800 kusov dlhopisu D3, 800 kusov dlhopisu D4 a 10 800 kusov dlhopisu

D5. Z príkladu 4.3 vyplýva, ºe táto cena je 12 912, 32 p. j. Takto zloºené portfólio posky-

tuje v budúcnosti rovnaké �nan£né toky, ako sú tie, ktoré plynú z drºby dlhopisu D. Port-

fólio je teda plnohodnotnou náhradou za dlhopis D. Arbitraºér emitáciou a predajom zodpo-

vedajúceho po£tu kusov dlhopisov D1, D2, D3, D4, D5 z portfólia získa 12 912, 32 p. j., ktoré

pouºije na kúpu dlhopisu D za na trhu ponúkaných 12 900 p. j. Jeho okamºitý zisk £iní

(12 912, 32 p. j.) − (12 900 p. j.) = 12, 32 p. j. a budúce �nan£né toky plynúce z vlastne-

nia dlhopisu D pouºije na vykrytie záväzkov plynúcich z portfólia, ktoré emitoval. Svoj zisk

môºe arbitraºér navy²e zmnohonásobi´ adekvátne moºnostiam ponuky a dopytu na trhu.

Arbitráº v²ak vzniká aj vtedy, ke¤ je cena dlhopisu D vy²²ia neº 12 912, 32 p. j. Ak je

totiº na trhu niekto, kto je ochotný kúpi´ dlhopis D za cenu napr. 12 920 p. j., tak arbitraºér

môºe takýto dlhopis vypísa´ a za túto cenu preda´. Z príjmu za predaj potom za�nancuje

kúpu portfólia pozostávajúceho z 800 kusov dlhopisu D1, 800 kusov dlhopisu D2, 800 kusov

dlhopisu D3, 800 kusov dlhopisu D4 a 10 800 kusov dlhopisu D5, ktoré stojí presne 12 912, 32

p. j. Okamºitý zisk arbitraºéra by bol v tomto prípade (12 920 p. j.) − (12 912, 32 p. j.) =

7, 68 p. j. a v²etky budúce �nan£né toky plynúce z vlastnenia portfólia pouºije na vykrytie

záväzkov plynúcich z dlhopisu D, ktorý emitoval. Aj v tomto prípade je tu moºnos´ zisk znásobi´

pod©a situácie na trhu a ochotou ostatných ú£astníkov trhu kupova´ dlhopisy D za 12 920 p. j.

a predáva´ dlhopisy D1, D2, D3, D4 a D5 za pôvodné ceny.

Výnos do splatnosti

Mnoho investorov okrem poznania £asovej ²truktúry úrokových sadzieb preferuje ma´ ve-

domos´ o tom, akú (v istom zmysle) priemernú úrokovú sadzbu ich investícia poskytuje. Túto

sadzbu budeme vola´ výnos do splatnosti.

V prípade dlhopisov výnosom do splatnosti (anglicky yield to maturity) rozumieme

výnosovú sadzbu (tieº, výnosová mieru, resp. výnosové percento), pri ktorej sa bude sú£asná
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hodnota budúcich príjmov z dlhopisu rovna´ sú£asnej hodnote dlhopisu. Výnos do splatnosti

budeme ozna£ova´ y.

Ak uvaºujeme zloºené úrokovanie raz ro£ne, hodnotu y dostaneme z rovnosti:

n∑
t=1

C

(1 + rt)t
+

F

(1 + rn)n
=

n∑
t=1

C

(1 + y)t
+

F

(1 + y)n
, (4.24)

v ktorej ©avá strana reprezentuje pod©a (4.16) sú£asnú hodnotu n ro£ného kupónového dlho-

pisu. Pre n > 2 sa rovnica (4.24) rie²i numericky.

Ak uvaºujeme spojité úrokovanie, hodnotu y dostaneme z rovnosti:

n∑
i=1

∆Ce−R(T0,Ti)(Ti−T0) + F e−R(T0,Tn)(Tn−T0) =

=
n∑

i=1

∆Ce−y(Ti−T0) + F e−y(Tn−T0) (4.25)

v ktorej ©avá strana reprezentuje pod©a (4.20) sú£asnú hodnotu kupónového dlhopisu s ma-

turitou Tn − T0. Aj v tomto prípade nájs´ y predstavuje numerický problém.

Vo v²eobecnosti je y ̸= rn, resp. y ̸= R(T0, Tn). Ak je v²ak dlhopis bezkupónový, tak

y = rn, resp. y = R(T0, Tn).

Tvrdenie 4.2. Ak R(T0, T ) je rastúca v T , tak y < R(T0, Tn).

Dôkaz. Ak R(T0, T ) je rastúca v T , tak:

n∑
i=1

∆Ce−y(Ti−T0) + F e−y(Tn−T0) =
n∑

i=1

∆Ce−R(T0,Ti)(Ti−T0) + F e−R(T0,Tn)(Tn−T0)

>
n∑

i=1

∆Ce−R(T0,Tn)(Ti−T0) + F e−R(T0,Tn)(Tn−T0).

Z toho vyplýva tvrdenie.

De�nícia 4.1. Par bond

Par bond je dlhopis, ktorého cena (sú£asná hodnota) sa rovná jeho nominálnej hodnote.

Tvrdenie 4.3. Uvaºujme n-ro£ný (n ∈ N) par bond s nominálnou hodnotou F , poskytujúci

ro£ný kupón vo vý²ke C = cF , kde c ∈ ⟨0, 1). Potom pri zloºenom úrokovaní raz ro£ne je

výnos do splatnosti takéhoto dlhopisu y = c.

Dôkaz. Sú£asná hodnota par bond-u je rovnaká ako jeho nominálna hodnota, preto z rovnosti
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(4.24) vyplýva:

F = cF

n∑
t=1

(
1

1 + y

)t

+ F

(
1

1 + y

)n

,

1 =
c

(1 + y)

n−1∑
t=0

(
1

1 + y

)t

+

(
1

1 + y

)n

,

1 =
c

(1 + y)

1−
(

1
1+y

)n
1− 1

1+y

+

(
1

1 + y

)n

,

1 =
c

y
+

(
1

1 + y

)n(
1− c

y

)
,

0 =

(
1− c

y

)(
1−

(
1

1 + y

)n)
.

To znamená, ºe bu¤ 1 = c
y a teda y = c > 0 alebo 1 =

(
1

1+y

)n
a v tom prípade y = 0. Ak

v²ak y = 0, tak zo (4.24) máme:

F = ncF + F,

£o moºno splni´ iba pre c = 0 a teda aj v tomto prípade y = c.

V prípade par bond-u tvrdenie 4.3 platné pri diskrétnom úrokovaní s ro£ným vyplácaním

kupónov platí pri spojitom úrokovaní len pribliºne, pretoºe z rovnosti (4.25) dostávame:

F = cF

n∑
i=1

e−yi + F e−yn,

1 =
c

ey
1− e−yn

1− e−y
+ e−yn,

0 = (1− e−yn)

(
c

ey − 1
− 1

)
.

Bu¤ ey = c + 1 a teda y = ln(c + 1) ≈ c > 0 alebo 0 = 1 − e−yn. V druhom prípade y = c,

pretoºe y = 0 a zo (4.25) získame:

F = ncF + F.

Odtia© plynie, ºe c = 0 a teda ln(c+ 1) = ln 1 = 0 = y.

To, ºe v prípade spojitého úrokovania y = ln(c+1), nie je v rozpore s tvrdením 4.3, ke¤ºe

ide o spojitý výnos do splatnosti. Vzh©adom nato a vzh©adom na poznatok o ekvivalencii dis-

krétnych a spojitých úrokových sadzieb (vz´ah (2.30)) je takýto výsledok o£akávaný a v duchu

tvrdenia 4.3.

De�nícia 4.2. Par yield

Pod pojmom par yield sa myslí kupónová sadzba (percentuálna vý²ka kupónu z nominálnej

hodnoty) par bond-u s istou maturitou.

V prípade diskrétneho úrokovania dostaneme vý²ku c z rovnosti:

F =
n∑

t=1

cF

(1 + rt)t
+

F

(1 + rn)n
.
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Odtia© máme:

c =

(
1− 1

(1+rn)n

)
∑n

t=1
1

(1+rt)t
. (4.26)

V prípade spojitého úrokovania dostaneme vý²ku c z rovnosti:

F =
n∑

i=1

c∆F e−R(T0,Ti)(Ti−T0) + F e−R(T0,Tn)(Tn−T0).

Odkia©:

c =
1− e−R(T0,Tn)(Tn−T0)

∆
∑n

i=1 e
−R(T0,Ti)(Ti−T0)

=
1− P (T0, Tn)

∆
∑n

i=1 P (T0, Ti)
. (4.27)

4.1.3 Dlhopisy s plávajúcimi kupónmi

Pri dlhopisoch s plávajúcimi kupónmi (anglicky �oating rate bonds) nie je vý²ka

kupónov vopred daná. Ujas¬uje sa priebeºne na základe pohybu úrokových sadzieb (v Európe

napr. EURIBOR � European Interbank O�ered Rate, LIBOR � London Interbank O�ered

Rate). Je v²ak dané pravidlo úrokovania.

Ozna£me L∆(T ) LIBOR(EURIBOR) diskrétnu úrokovú sadzbu na obdobie ∆ od £asu T

(napr. od dnes). Pre neskor²ie porovnanie so spojitou verziou oce¬ovania dlhopisu s plávajú-

cimi kupónmi ozna£me sú£asnú hodnotu diskontného dlhopisu vypísaného v £ase T na obdobie

∆ pri diskrétnom úrokovaní rovnako ako pri spojitom úrokovaní, t. j. P (T, T + ∆). Potom

sú£asná hodnota takéhoto diskontného dlhopisu bude pri diskrétnom úrokovaní:

P (T, T +∆) =
1

1 +∆L∆(T )
. (4.28)

Z toho vyplýva, ºe L∆(T ) moºno vypo£íta´ ako:

L∆(T ) =
1

∆

(
1

P (T, T +∆)
− 1

)
. (4.29)

Uvaºujme dlhopis s plávajúcimi kupónmi a nominálnou hodnotou rovnou 1 p. j. Nech

v £asoch Ti = T0+ i∆, kde i = 1, 2, . . . , n, prichádzajú k majite©ovi dlhopisu kupóny vo vý²ke

Ci = ∆L∆(Ti−1) (pravidlo úrokovania), tzn. v £ase Ti−1 majite© dlhopisu vie, aký kupón

dostane v £ase Ti. V £ase splatnosti dlhopisu Tn dostane majite© dlhopisu 1 + ∆L∆(Tn−1).

Ukáºeme, ºe sú£asná hodnota takéhoto dlhopisu je rovná 1 p. j. Pouºijeme nato postup

nazývaný rolovacia stratégia (anglicky rolling strategy).

Rolovacia stratégia

Rolovacia stratégia vyuºíva sériu nákupov diskontných dlhopisov v £asoch Ti, kde i =

0, 1, 2, . . . , n − 1 splatných v £asoch Ti+1, kde i = 1, 2, . . . , n. Takto nakupované dlhopisy

budú v £ase svojej splatnosti poskytova´ výplatu vo vý²ke sú£tu kupónu a jednej pe¬aºnej

jednotky. Pri predpoklade, ºe na trhu nie je prítomná ºiadna arbitráºna príleºitos´, dokáºeme

tvrdenie o sú£asnej hodnote dlhopisu s plávajúcimi kupónmi.
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Predpokladajme, ºe L∆(Ti) > 0 pre kaºdé i = 0, 1, 2, . . . , n − 1 a ºe moºno zakúpi´ aj

necelo£íselný po£et kusov dlhopisu.

Z rovnosti (4.29) vyplýva, ºe:

Ci = ∆L∆(Ti−1) =
1

P (Ti−1, Ti)
− 1 (4.30)

pre kaºdé i = 1, 2, . . . , n.

Majme 1 p. j., ktorú v £ase T0 pouºijeme na nákup diskontného dlhopisu na obdobie

T1 − T0 (ide o obdobie d¨ºky ∆). Ke¤ºe jeho hodnota v £ase T0 je P (T0, T1) < 1 p. j., tak

za 1 p. j. dostaneme 1
P (T0,T1)

> 1 kusov takéhoto dlhopisu. V £ase T1 potom 1
P (T0,T1)

kusov

tohto dlhopisu prinesie 1
P (T0,T1)

> 1 p. j. Z tejto sumy zoberieme 1 p. j., ktorú pouºijeme

na nákup 1
P (T1,T2)

kusov diskontného dlhopisu na obdobie T2−T1, ktorého hodnota v £ase T1

je P (T1, T2) < 1 p. j. Zvy²ok predstavuje vý²ku kupónu C1 =
(

1
P (T0,T1)

− 1
)
p. j. v £ase T1.

V £ase T2 potom 1
P (T1,T2)

kusov zakúpeného dlhopisu prinesie 1
P (T1,T2)

p. j. Z tejto sumy opä´

zoberieme 1 p. j., ktorú pouºijeme na nákup 1
P (T2,T3)

kusov diskontného dlhopisu na obdobie

T3 − T2 a to, £o ostane, je vý²ka kupónu C2 =
(

1
P (T1,T2)

− 1
)
p. j. v £ase T2. Postup opaku-

jeme n-krát, t. j. do £asu Tn−1 (vrátane). V £ase splatnosti dlhopisu s plávajúcimi kupónmi

Tn potom dostaneme 1
P (Tn−1,Tn)

= 1 + 1
P (Tn−1,Tn)

− 1 p. j. z poslednej drºby dlhopisov, £o

predstavuje vý²ku kupónu v £ase Tn z dlhopisu s plávajúcimi kupónmi Cn = 1
P (Tn−1,Tn)

− 1

p. j. a nominálnu hodnotu tohto dlhopisu.

Celú sériu nákupov diskontných dlhopisov sme realizovali prostredníctvom 1 p. j., ktorú

sme mali k dispozícii v £ase T0. Ke¤ºe sme replikovali správanie a výplaty dlhopisu s pláva-

júcimi kupónmi, tak, aby nenastala arbitráº, musí by´ sú£asná hodnota tohto dlhopisu rovná

práve 1 p. j.

Rovnaké závery dostaneme aj v prípade spojitého úrokovania, ak uvaºujeme kupónový dl-

hopis s plávajúcimi kupónmi a nominálnou hodnotou rovnou 1 p. j., pri£om kupóny prichádza-

júce k majite©ovi dlhopisu v £asoch Ti = T0+i∆, kde i = 1, 2, . . . , n, budú Ci = e∆L∆(Ti−1)−1,

kde L∆(T ) ozna£uje LIBOR(EURIBOR) spojitú úrokovú sadzbu na obdobie ∆ od £asu T .

Uvedené vyplýva z ekvivalencie diskrétnych a spojitých úrokových sadzieb, pretoºe zo vz´ahu

(2.30) máme:

L∆(T ) = ln (1 + ∆L∆(T ))
1
∆

a teda platí:

Ci = e∆L∆(Ti−1) − 1 = e∆ln (1+∆L∆(Ti−1))
1
∆ − 1 = eln (1+∆L∆(Ti−1))

∆
∆ − 1

= 1 +∆L∆(Ti−1)− 1 = ∆L∆(Ti−1).

Pri zis´ovaní hodnoty dlhopisu s plávajúcimi kupónmi a nominálom rovným 0 < F ̸= 1

p. j., sta£í na to, aby sme ukázali, ºe sú£asná hodnota takéhoto dlhopisu sa rovná F p. j.,

zopakova´ predchádzajúcu stratégiu, v ktorej pozmeníme vý²ku nominálnej hodnoty a vý²ku

prichádzajúcich kupónov prenásobením F .
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4.1.4 Forwardové úrokové miery

Pojem forwardová úroková miera (sadzba) úzko súvisí s �nan£ným derivátom známym ako

forwardový kontrakt, skrátene forward.

De�nícia 4.3. Forward (forwardový kontrakt) je dohoda o budúcom obchode, zmluva

medzi dvoma stranami uzavretá v sú£asnosti o povinnosti kúpi´ alebo preda´ nejaké podkladové

aktívum (z anglického underlying asset) v stanovenom £ase v budúcnosti (dátum vypr²ania �

anglicky maturity) za cenu stanovenú v sú£asnosti.

Nás bude v tejto £asti zaujíma´ výhradne forwardový kontrakt s podkladovým aktívom,

ktorým je dlhopis. Presnej²ie budeme uvaºova´ len diskontné dlhopisy, pretoºe z ich sú£asnej

hodnoty vieme vyráta´ sú£asnú hodnotu akéhoko©vek dlhopisu.

Forwardový kontrakt uzatvárajú dve strany. Stranu, ktorá bude kupova´ podkladové ak-

tívum, ozna£íme A a stranu, ktorá bude predáva´ podkladové aktívum, ozna£íme B.

Strany A, B sa v £ase T0 (napr. dnes) dohodnú, ºe v £ase T1 > T0 strana A kúpi od strany

B za dnes dohodnutú cenu K p. j. diskontný dlhopis splatný v £ase T2 > T1. Uzatvorenie

takéhoto kontraktu vlastne predstavuje stávku na budúcu cenu podkladového aktíva. Strana

A dúfa, ºe cena podkladového aktíva v £ase T1 bude vy²²ia neº dohodnutá cena K p. j., kým

protistranaB verí, ºe táto cena bude niº²ia neºK p. j. V £ase T1 jedna z tých dvoch strán bude

stratová (prehrá), kým druhá zisková, pretoºe cena podkladového dlhopisu v £ase T1 > T0 nie

je vopred známa. Aby v²ak boli obe strany ochotné vôbec takúto zmluvu uzavrie´, poºadujú,

aby dnes dohodnutá cena K, budeme ju nazýva´ realiza£ná cena, bola férová vo£i obom

stranám, t. j. aby nevznikla arbitráº. Oce¬me forward na diskontný dlhopis bezarbitráºnym

oce¬ovaním najprv pri spojitých úrokových sadzbách.

Z poh©adu strany A, t. j. kupujúceho podkladového aktíva, je hodnota kontraktu v £ase

T0 nulová. V £ase T1 pre stranu A je hodnota kontraktu P (T1, T2)−K p. j., kde P (T1, T2) je

hodnota diskontného dlhopisu v £ase T1 vydaného v £ase T1 a splatného v £ase T2. P (T1, T2)−
K p. j. znamená, ºe strana A zaplatí K p. j. v £ase T1 za dlhopis, ktorý má v tom £ase

hodnotu P (T1, T2) p. j. �o sa týka �nan£ného vysporiadania, reálne strana A v £ase T1 príde

o zaplatených K p. j. V £ase T2 strana A obdrºí nominálnu hodnotu dlhopisu vo vý²ke 1 p. j.

Aby sme dokázali kontrakt oceni´, vyskladajme z diskontných dlhopisov dostupných na trhu

v £ase T0 replika£né portfólio, t. j. portfólio, ktoré poskytuje rovnaké �nan£né toky v rovnakých

£asoch ako kontrakt, a uplatnime princíp ºiadna arbitráº. Aj tu predpokladajme, ºe moºno

zakúpi´ i necelo£íselný po£et kusov dlhopisu.

Z poh©adu strany A sa dá portfólio vysklada´ nasledujúcim spôsobom. V £ase T0 strana

A emituje a predá K kusov diskontných dlhopisov s dobou splatnosti T1 − T0 a kúpi 1 kus

diskontného dlhopisu s dobou splatnosti T2−T0. Bilancia v £ase T0 je KP (T0, T1)−P (T0, T2)
p. j. Bilancia v £ase T1 je −K p. j., pretoºe stranaAmá povinnos´ zaplati´ nominálnu hodnotu

vo vý²ke 1 p. j. pri v²etkých K kusoch diskontných dlhopisov. Hodnota portfólia v £ase T1 je

v²ak P (T1, T2)−K p. j., pretoºe strana A vlastní diskontný dlhopis splatný v £ase T2. V £ase

T2 potom strana A obdrºí nominálnu hodnotu tohto dlhopisu vo vý²ke 1 p. j.
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Vidíme, ºe bilancia je v £asoch T1 i T2 rovnaká pri forwardovom kontrakte aj pri replika£-

nom portfóliu. Aby nenastala arbitráº, musí v £ase T0 plati´:

KP (T0, T1)− P (T0, T2) = 0

Z toho vyplýva:

K =
P (T0, T2)

P (T0, T1)
. (4.31)

Ukáºme, ºe rovnos´ (4.31) naozaj garantuje, ºe arbitráº nenastane.

Ak by totiº K < P (T0,T2)
P (T0,T1)

, strana A prejaví záujem o kontrakt a k tomu nakúpi K kusov

dlhopisu s hodnotou P (T0, T1) a predá 1 kus dlhopisu s hodnotou P (T0, T2). Pretoºe K <
P (T0,T2)
P (T0,T1)

, tak je v £ase T0 zisková. V²etky budúce toky sa vynulujú. V £ase T1 zaplatí sumuK p.

j. za dlhopis plynúcu z kontraktu, ale dostaneK p. j. z nominálnych hodnôtK kusov dlhopisov

s dobou splatnosti T1 − T0. V £ase T2 potom dostane 1 p. j. ako nominálnu hodnotu dlhopisu

z kontraktu a sú£asne zaplatí 1 p. j. ako nominálnu hodnotu dlhopisu s dobou splatnosti

T2 − T0. Vzniká arbitráº. Ve©ký dopyt po dlhopisoch s cenou P (T0, T1) p. j. tla£í ich cenu

nahor, £ím zniºuje pomer P (T0,T2)
P (T0,T1)

na úrove¬ K p. j.

Ak by K > P (T0,T2)
P (T0,T1)

, strana A nemá záujem o takýto kontrakt, kým strana B záujem

prejaví. Sú£asne v £ase T0 nakúpi 1 kus dlhopisu s hodnotou P (T0, T2) a predá K kusov

dlhopisu s hodnotou P (T0, T1). Pretoºe K > P (T0,T2)
P (T0,T1)

, tak je v £ase T0 zisková. V²etky budúce

toky sa vynulujú. V £ase T1 dostane sumu K p. j. za dlhopis plynúcu z kontraktu, ktorú

pouºije na uhradenie K p. j. z nominálnych hodnôt K kusov dlhopisov s dobou splatnosti

T1 − T0. V £ase T2 potom dostane 1 p. j. ako nominálnu hodnotu dlhopisu s dobou splatnosti

T2 − T0 a sú£asne zaplatí 1 p. j. ako nominálnu hodnotu dlhopisu z kontraktu. Aj v tomto

prípade existuje arbitráºna príleºitos´.

Realiza£ná cenaK p. j. sp¨¬ajúca (4.31) teda zais´uje, ºe forwardový kontrakt na diskontný

dlhopis je ohodnotený bezarbitráºne. Takto nastavená realiza£ná cena K zárove¬ ur£uje for-

wardovú úrokovú sadzbu, pretoºe reprezentuje cenu diskontného dlhopisu na budúce obdobie

T2−T1 dohodnutú dnes (v £ase T0). Ozna£me túto spojitú forwardovú sadzbu ako F0(T1, T2),

potom zo (4.31) s vyuºitím (4.9) dostávame:

e−F0(T1,T2)(T2−T1) = K =
e−R(T0,T2)(T2−T0)

e−R(T0,T1)(T1−T0)
,

eF0(T1,T2)(T2−T1) = eR(T0,T2)(T2−T0)−R(T0,T1)(T1−T0),

F0(T1, T2)(T2 − T1) = R(T0, T2)(T2 − T0)−R(T0, T1)(T1 − T0)

F0(T1, T2) =
R(T0, T2)(T2 − T0)−R(T0, T1)(T1 − T0)

T2 − T1
. (4.32)

Na nájdenie vz´ahu pre forwardovú úrokovú sadzbu môºeme vyuºi´ aj iný prístup, v kto-

rom sa nepracuje s diskontnými dlhopismi, ale priamo sa úro£í 1 p. j. pri úrokových sadzbách

na trhu. Predpokladajme teraz diskrétne úrokovanie.

Uvaºujme, ºe 1 p. j. môºeme zúro£i´ za obdobie 2 rokov pri r2 (ekvivaletne investova´ do ná-

kupu dvojro£ných bezkupónových dlhopisov) alebo sa 1 p. j. zúro£í nasledujúcim spôsobom.
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Prvý rok sa bude úro£i´ pri r1 a nasledujúci rok pri f1,2, £o je forwardová úroková sadzba platná

aº na druhý rok, dohodnutá dnes. Aby nebola arbitráº, musí plati´ (1+r1)(1+f1,2) = (1+r2)
2.

Z toho získame:
1

1 + f1,2
=

1
(1+r2)2

1
(1+r1)

(
=
P2

P1

)
, (4.33)

resp.:

f1,2 =
(1 + r2)

2

(1 + r1)
− 1.

Zo (4.33) vidíme, ºe ani táto úvaha nemení ni£ na platnosti (4.31).

Predchádzajúcu úvahu môºeme zov²eobecni´. Symbolom fi,j ozna£me forwardovú úrokovú

sadzbu na obdobie od roku i po rok j dohodnutú dnes. Potom fi,j musí sp¨¬a´:

(1 + ri)
i(1 + fi,j)

j−i = (1 + rj)
j .

Odtia©:

fi,j =

(
(1 + rj)

j

(1 + ri)i

) 1
j−i

− 1.

Vrá´me sa k spojitým forwardovým mieram a preskúmajme moºnos´, v ktorej sú £asy T1
a T2 ve©mi blízke, teda T2 → T1.

Zo vz´ahu (4.31) dostávame:

− lnK

T2 − T1
= − lnP (T0, T2)− lnP (T0, T1)

T2 − T1
. (4.34)

Dosadením za K do (4.34) získame:

F0(T1, T2) = − lnP (T0, T2)− lnP (T0, T1)

T2 − T1
. (4.35)

Zo (4.35) pre T2 → T1 ≡ T dostaneme:

F0(T, T ) = − ∂

∂T
lnP (T0, T ). (4.36)

Ozna£me F0(T ) = F0(T, T ) forwardovú úrokovú sadzbu dohodnutú v £ase T0, platnú

v £ase T na ve©mi krátku dobu (nie£o ako �budúci short rate�).

Zo (4.9) dostaneme:

− lnP (T0, T ) = R(T0, T )(T − T0). (4.37)

Zderivovaním (4.37) pod©a druhej premennej získame:

− ∂

∂T
lnP (T0, T ) =

∂

∂T
R(T0, T )(T − T0) +R(T0, T ). (4.38)

Z toho máme:

F0(T ) = R(T0, T ) +
∂

∂T
R(T0, T )(T − T0), (4.39)

pri£om F0(T0) = R(T0, T0).

Fixujme T0 a predpokladajme, ºe R(T0, T ) je rastúcou funkciou v premennej T , teda
∂
∂TR(T0, T ) > 0 pre kaºdé T > T0. Potom F0(T ) > R(T0, T ) pre kaºdé T > T0. Naopak,
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ak predpokladáme, ºe R(T0, T ) je klesajúcou funkciou v premennej T , teda ∂
∂TR(T0, T ) < 0

pre kaºdé T > T0, potom F0(T ) < R(T0, T ) pre kaºdé T > T0.

Pozrime sa, ako vyzerá situácia s R(T0, T ) ako rastúcou funkciou z príkladu 4.2 v porovnaní

s krivkou F0(T ).

Príklad 4.4. Nech T0 = 0. Zistime priebeh F0(T ), ak P (0, T ) = e−0,001T (1 + T )−0,2T .

Rie²enie:

V rie²ení príkladu 4.2 sme sa dopracovali k zisteniu, ºe:

R(0, T ) = 0, 001 + 0, 2 ln (1 + T ) = R0 + 0, 2 ln (1 + T ).

Z toho:
∂

∂T
R(T0, T ) =

0, 2

1 + T
> 0

pre kaºdé T ≥ 0 a teda R(T0, T ) je rastúcou funkciou v premennej T .

Dosadením do (4.39) získame:

F0(T ) = 0, 001 + 0, 2 ln (1 + T ) +
0, 2T

1 + T
= R0 + 0, 2

(
ln (1 + T ) +

T

1 + T

)
. (4.40)

�peciálne pre T = 0 máme F0(0) = R(0, 0) = R0.

Na Obr. 4.6 sme gra�cky znázornili krivky R(0, T ), F0(T ).

Obr. 4.6: �asová ²truktúra spojitých úrokových sadzieb (plná £iara) a forwardových sadzieb

na krátku dobu (preru²ovaná £iara). [32]

Z predchádzajúceho vyplýva, ºe ak P (T0, T ) je známe pre kaºdé T ≥ T0, potom poznáme

aj R(T0, T ) (vz´ah (4.12)), resp. F0(T ) (vz´ah (4.39), resp. (4.36)).

Naopak ak poznáme R(T0, T ), vz´ah (4.9) umoº¬uje pozna´ P (T0, T ) pre kaºdé T ≥ T0.

Podobne znalos´ F0(T ) umoº¬uje prostredníctvom vz´ahu (4.36) ur£i´ P (T0, T ) pre kaºdé T0.

Totiº ak vieme odhadnú´ F0(T ) v £ase T dohodnutý dnes (v £ase T0), moºno získa´ hodnoty

P (T0, T ) od £asu T spätne do dnes ako rie²enia diferenciálnej rovnice:

F0(T ) = − ∂

∂T
lnP (T0, T ),

lnP (T0, T ) = −
∫ T

T0

F0(s) ds,

P (T0, T ) = e
−

∫ T
T0

F0(s) ds
.
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4.1.5 Durácia a imunizácia

Nárast úrokových mier môºe spôsobi´ pád hodnoty portfólia dlhopisov. V nasledujúcej

£asti sa budeme zaobera´ tým, ako súvisí zmena hodnoty dlhopisu s d¨ºkou doby jeho splatnosti

pri zmenách úrokových sadzieb.

Pre názornos´ predpokladajme, ºe r = 0, 02 je diskrétna úroková sadzba kon²tantná

pre v²etky £asové obdobia. Nech investor má milión p. j. v jednoro£ných a desa´ro£ných

bezkupónových dlhopisoch. Potom sú£asná hodnota jeho jednoro£ných dlhopisov je

106 p. j.
1 + 0, 02

.
= 980 392 p. j.,

kým jeho desa´ro£ných dlhopisov je

106 p. j.
(1 + 0, 02)10

.
= 820 348 p. j.

Uvaºujme paralelný posun úrokových sadzieb na trhu tak, ºe r vzrastie pre v²etky £asové

obdobia rovnako na 0, 021. Potom sú£asná hodnota jednoro£ných dlhopisov bude

106 p. j.
1 + 0, 021

.
= 979 432 p. j.,

kým sú£asná hodnota desa´ro£ných dlhopisov bude

106 p. j.
(1 + 0, 021)10

.
= 812 349 p. j.

Pri jednoro£ných dlhopisoch hodnota poklesla o pribliºne 960 p. j., kým pri desa´ro£ných je

pokles výraznej²í, pribliºne rovný 7999 p. j.

Nástroj, ktorý budeme pouºíva´ na meranie citlivosti splatnosti dlhopisov na paralelnú

zmenu úrokových sadzieb, voláme durácia (z anglického duration - trvanie).

Durácia

Najprv sa venujme prípadu, v ktorom uvaºujeme spojité úrokové sadzby.

Nech v £asoch 0 < t1 < t2 < . . . < tn prichádzajú hotovostné toky C1, C2, . . . , Cn plynúce

napr. z drºby dlhopisu alebo portfólia dlhopisov. Pre jednoduchos´ ozna£me spojitú úrokovú

sadzbu na obdobie od £asu 0 po £as ti ako Rti . Potom sú£asná hodnota týchto tokov bude

pod©a (4.21):

PV =

n∑
i=1

Cie
−Rti ti . (4.41)

Symbolom DFW budeme ozna£ova´ Fisherovu-Weilovu duráciu. Fisherova-Weilova du-

rácia je de�novaná ako

DFW =
1

PV

n∑
i=1

tiCie
−Rti ti . (4.42)

Ozna£me

wi =
Cie

−Rti ti

PV
,
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potom

n∑
i=1

wi = 1

a platí:

DFW =
n∑

i=1

tiwi. (4.43)

Fisherova-Weilova durácia je teda váºeným priemerom £asov, v ktorých prichádzajú platby.

�iºe DFW vyjadruje, v priemere ako dlho musí drºite© dlhopisu alebo portfólia dlhopisov £a-

ka´, kým obdrºí platby.

Z de�nície vyplýva, ºe t1 ≤ DFW ≤ tn. �peciálne pre bezkupónový dlhopis je DFW = tn.

Nech dôjde k paralelnému posunu úrokových sadzieb, t. j. nová hodnota spojitej úrokovej

sadzby pre kaºdé obdobie od £asu 0 po £as ti bude Rti + λ pre kaºdé i = 1, 2, . . . , n. Hodnota

budúcich hotovostných tokov v £ase 0 sa zmení v závíslosti od λ. Ozna£me teda sú£asnú

hodnotu budúcich hotovostných tokov plynúcich z drºby dlhopisu alebo portfólia dlhopisov

ako P (λ). Uvedomme si, ºe P (0) = PV , kde PV je de�novaná vz´ahom (4.41).

Ak nastane iba malý posun úrokových sadzieb, môºeme skúma´ dP (0)
dλ . Dostaneme:

dP (0)

dλ
= −

n∑
i=1

tiCie
−(Rti+0)ti = −P (0)DFW .

Z toho máme ∆P ≈ −DFWP∆λ, kde ∆ ozna£uje zmenu. �iºe ak ∆λ > 0, tak ∆P < 0

a £ím vy²²ia je DFW , tým je zmena ∆P vä£²ia. Pri£om pri kladnej zmene ∆λ bude zmena

∆P záporná a naopak pri zápornej zmene ∆λ bude zmena ∆P kladná.

Pre investora je dôleºité, aby jeho portfólio reagovalo na zmenu úrokových sadzieb rovnako

ako poh©adávka, teda aby mali rovnakú duráciu. Je to v²ak ochrana len proti malým paralel-

ným posunom £asovej ²truktúry úrokových mier a práve preto, ºe durácia závisí od £asovej

²truktúry úrokových mier, treba ju pri pohybe znovu prepo£íta´.

Venujme sa teraz prípadu, v ktorom uvaºujeme diskrétne úrokové sadzby pri zloºenom

úrokovaní m-krát ro£ne.

Nech v ekvidistantných £asoch 0 < t1 < t2 < . . . < tN prichádzajú hotovostné toky

C1, C2, . . . , CN . Premenná N teraz vyjadruje celkový po£et periód d¨ºky 1
m za obdobie od £asu

0 do £asu tN . Napr. kombináciam = 2 aN = 11 reprezentuje situáciu, ke¤ sa úrokuje polro£ne

jedenás´ po sebe nasledujúcich periód, t. j. spolu 5, 5 roka. �peciálne, ak N = nm, kde n je

prirodzené £íslo, tak obdobie od £asu 0 do £asu tN trvá n rokov. �alej tieº máme, ºe ti = i
m .

Pre diskrétne úrokovanie ozna£ujme rti úrokovú sadzbu na obdobie od £asu 0 po £as ti.

Potom sú£asná hodnota platby v £ase ti je PV (Ci) = Ci

(
1 +

rti
m

)−i
.
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Predpokladajúc paralelný posun v²etkých úrokových sadzieb o λ dostaneme:

P (0) =
N∑
i=1

PV (Ci),

P (λ) =

N∑
i=1

Ci

(
1 +

rti + λ

m

)−i

,

dP (0)

dλ
=

N∑
i=1

− i

m
Ci

(
1 +

rti + 0

m

)−i−1

.

Symbolom DQ budeme ozna£ova´ kvázimodi�kovanú duráciu. Kvázimodi�kovaná du-

rácia je de�novaná ako:

DQ =
−1

P (0)

dP (0)

dλ
=

∑N
i=1

i
mCi

(
1 +

rti
m

)−i−1∑N
i=1Ci

(
1 +

rti
m

)−i
. (4.44)

Uvedomme si, ºe DQ nie je váºený priemer £asov ako to bolo v prípade DFW . Napríklad ak

máme n-ro£ný bezkupónový dlhopis pri m = 1, tak:

DQ =
nCn(1 + rn)

−n−1

Cn(1 + rn)−n
=

n

1 + rn
̸= n.

Na¤alej v²ak platí, ºe ∆P ≈ −DQP∆λ, t. j. sú£asná hodnota budúcich hotovostných

tokov je pri malých paralelných posunoch úrokových mier citlivej²ia tým viac, £ím vy²²ia je

durácia.

Aby bola durácia váºeným priemerom £asov pri zachovaní ∆P ≈ −DQP∆λ aj v dis-

krétnom prípade, robí sa modi�kácia tzv. Macaulayovej durácie. Macaulayova durácia pra-

cuje namiesto rozli£ných úrokových sadzieb pre rôzne £asové obdobia s jednotným výnosom

do splatnosti y, ktorý sme pre zloºené úrokovanie raz ro£ne de�novali v (4.24).

Macaulayova durácia:

D =

∑N
i=1

i
mCi

(
1 + y

m

)−i∑N
i=1Ci

(
1 + y

m

)−i
. (4.45)

Macaulayova durácia je váºeným priemerom £asov, v ktorých prichádzajú platby. Ozna£me

vi =
Ci

(
1 + y

m

)−i∑N
i=1Ci

(
1 + y

m

)−i
,

potom
N∑
i=1

vi = 1

a platí:

D =
N∑
i=1

tivi.

Pre n-ro£ný bezkupónový dlhopis pri m = 1 potom máme:

D =
nCn(1 + y)−n

Cn(1 + y)−n
= n.
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Navy²e platí:
dP (0)

dλ
=

N∑
i=1

− i

m
Ci

(
1 +

y

m

)−i−1
= −DP (0)

1 + y
m

. (4.46)

�iºe ∆P ≈ −D
(

P
1+ y

m

)
∆λ a teda na¤alej platí, ºe sú£asná hodnota budúcich hotovost-

ných tokov je pri malých paralelných posunoch úrokových mier citlivej²ia tým viac, £ím vy²²ia

je durácia. Nepohodlnos´ v podobe výrazu 1+ y
m v menovateli na pravej strane (4.46) odstra-

¬uje modi�kácia Macaulayovej durácie:

DM =
D

1 + y
m

. (4.47)

Potom ∆P ≈ −DMP∆λ.

Imunizácia portfólia dlhopisov vo£i malým paralelným posunom úrokových mier

Ako zostroji´ portfólio imúnne vo£i malým paralelným posunom úrokových sadzieb a ako

sa pri jeho zostrojení vyuºije durácia dlhopisov v portfóliu ilustrujeme na nasledujúcom prí-

klade.

Príklad 4.5. Uvaºujme, ºe za 4 roky je potrebné splati´ pôºi£ku vo vý²ke 106 p. j. Najjed-

noduch²ie je kúpi´ bezkupónový dlhopis, ktorý za 4 roky prinesie 106 p. j. Predpokladajme, ºe

taký dlhopis na trhu neexistuje. Existujú v²ak kupónové dlhopisy A a B, oba s nominálnou

hodnotou F = 100 p. j. také, ºe dlhopis A je 4-ro£ný poskytujúci kaºdý rok kupón vo vý²ke

5 % z nominálu a dlhopis B je 10-ro£ný poskytujúci kaºdý rok kupón vo vý²ke 3 % z nominálu.

Skon²truujme portfólio pozostávajúce z dlhopisov A a B tak, aby bolo imúnne vo£i krátkodobým

paralelným posunom úrokových mier. Uvaºujme diskrétne úrokovanie (raz ro£ne) a nasledujúce

nominálne úrokové sadzby na obdobie jedného aº desiatich rokov:

r1 = 0, 0153 r6 = 0, 0194

r2 = 0, 0166 r7 = 0, 0202

r3 = 0, 0172 r8 = 0, 0211

r4 = 0, 0181 r9 = 0, 0223

r5 = 0, 0187 r10 = 0, 0235

Rie²enie:

Ozna£me P sú£asnú hodnotu pôºi£ky, PA sú£asnú hodnotu dlhopisu A a PB sú£asnú hodnotu

dlhopisu B. Potom:

P =
106 p. j.
(1 + r4)4

.
= 930 761, 16 p. j. (4.48)

PA =

4∑
i=1

5

(1 + ri)i
+

100

(1 + r4)4
.
= 112, 24 p. j. (4.49)

PB =
10∑
i=1

3

(1 + ri)i
+

100

(1 + r10)10
.
= 106, 17 p. j. (4.50)
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Nech ¤alej a ozna£uje po£et kusov dlhopisu A v portfóliu a b ozna£uje po£et kusov dlhopisu

B v portfóliu. Potom sú£asná hodnota portfólia je aPA + bPB. Ak chceme zostroji´ portfólio,

ktoré bude imúnne vo£i posunu úrokových mier, musí plati´:

aPA + bPB = P. (4.51)

Durácia (uvádzaná v rokoch) pôºi£ky nech jeDP , durácie dlhopisov nech súDA pre dlhopis

A, resp. DB pre dlhopis B. Ide o durácie po£ítané zo vz´ahu (4.44). Hodnoty jednotlivých

durácií sú takéto:

DP =
4

1 + r4

.
= 3, 93 (4.52)

DA =

∑4
i=1

5i
(1+ri)i+1 + 400

(1+r4)5

PA

.
= 3, 67 (4.53)

DB =

∑10
i=1

3i
(1+ri)i+1 + 1000

(1+r10)11

PB

.
= 8, 61 (4.54)

Imuniza£né portfólio musí reagova´ rovnako na zmeny úrokových sadzieb ako pôºi£ka, t.

j.:
dP (0)

dλ
= a

dPA(0)

dλ
+ b

dPB(0)

dλ
. (4.55)

�iºe:

−DPP = −aDAPA − bDBPB.

Odtia© po elementárnej úprave získame:

aPADA + bPBDB = PDP . (4.56)

Máme teda sústavu dvoch rovníc (4.51), (4.56) o dvoch neznámych a, b. Ich rie²ením

dostávame:

a =
P (DP −DB)

PA(DA −DB)

.
= 7864, (4.57)

b =
P (DP −DA)

PB(DB −DA)

.
= 453, (4.58)

zaokrúhlené na celé £ísla. Do imuniza£ného portfólia je potrebné nakúpi´ 7864 kusov dlhopisu

A a 453 kusov dlhopisu B.

Poznámka 4.3. Na príklade paralelnej zmeny úrokových sadzieb ukáºeme, ºe imuniza£né

portfólio zostrojené v príklade 4.5 je imúnne vo£i malým paralelným posunom úrokových sa-

dzieb.

Uvaºujme najprv, ºe dôjde k nárastu v²etkých úrokových sadzieb o 0, 001. Potom hodnota

portfólia bude:

7864

(
4∑

i=1

5 p. j.
(1, 001 + ri)i

+
100 p. j.

(1, 001 + r4)4

)
+

453

(
10∑
i=1

3 p. j.
(1, 001 + ri)i

+
100 p. j.

(1, 001 + r10)10

)
.
= 927 126, 66 p. j. (4.59)
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V prípade, ºe uvaºujeme presné hodnoty a, b získané zo sústavy rovníc (4.51), (4.56),

získame sú£asnú hodnotu portfólia rovnú pribliºne 927 114, 19 p. j.

Hodnota pôºi£ky bude:

106 p. j.
(1, 001 + r4)4

.
= 927 113, 26 p. j., (4.60)

£o je menej neº hodnota portfólia.

Predpokladajme teraz pokles v²etkých úrokových sadzieb o 0, 001. Potom hodnota portfólia

bude:

7864

(
4∑

i=1

5 p. j.
(0, 999 + ri)i

+
100 p. j.

(0, 999 + r4)4

)
+

453

(
10∑
i=1

3 p. j.
(0, 999 + ri)i

+
100 p. j.

(0, 999 + r10)10

)
.
= 934 440, 54 p. j. (4.61)

V prípade, ºe uvaºujeme presné hodnoty a, b získané zo sústavy rovníc (4.51), (4.56),

získame sú£asnú hodnotu portfólia rovnú pribliºne 934 427, 94 p. j.

Hodnota pôºi£ky bude:

106 p. j.
(0, 999 + r4)4

.
= 934 427, 01 p. j., (4.62)

£o je opä´ menej neº hodnota portfólia.

Poznámka 4.4. Portfólio z príkladu 4.5 v²ak nie je imúnne vo£i posunom úrokových sadzieb,

ktoré nie sú paralelné. Uvaºujme napr. nárast iba 10-ro£nej úrokovej sadzby o 0, 001 a ostatné

úrokové sadzby ponechajme nezmenené.

V takomto prípade sa sú£asná hodnota pôºi£ky, ako i dlhopisu A nezmení, ale zmení sa

sú£asná hodnota dlhopisu B. Pretoºe ide o nárast úrokovej sadzby r10, hodnota dlhopisu B

poklesne a teda poklesne i hodnota celého portfólia. Nová hodnota portfólia bude samozrejme

pod úrov¬ou hodnoty pôºi£ky, pretoºe portfólio bolo zostrojené tak, aby malo rovnakú hodnotu

ako pôºi£ka. �íselne:

453

(
103 p. j.
(1 + r10)10

− 103 p. j.
(1, 001 + r10)10

)
.
= 359, 45 p. j.

�iºe sú£asná hodnota portfólia by bola zhruba o 359, 45 p. j. niº²ia neº hodnota pôºi£ky.

4.2 Akcie

4.2.1 Akciová spolo£nos´

Na Slovensku de�nuje akciovú spolo£nos´ (¤alej tieº a. s.) Obchodný zákonník � zákon

513/1991 Zbierky zákonov Diel V.Akciová spolo£nos´ je spolo£nos´, ktorej základné imanie

je rozvrhnuté na ur£itý po£et akcií s ur£itou menovitou hodnotou. Spolo£nos´ zodpovedá

za poru²enie svojich záväzkov celým svojím majetkom. Akcionár neru£í za záväzky spolo£nosti.
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Akciová spolo£nos´ je kapitálová spolo£nos´. Kapitálová spolo£nos´ je forma podnikania,

do ktorej vstupujú spolo£níci s cie©om zhodnoti´ kapitál.

Spolo£nos´ môºe zaloºi´ jeden zakladate©, ak je zakladate© právnickou osobou, inak dvaja

alebo viacerí zakladatelia. Hodnota základného imania spolo£nosti musí by´ aspo¬ 25 000 AC.

Najvy²²ím orgánom spolo£nosti je valné zhromaºdenie. Valné zhromaºdenie sa koná

najmenej raz za rok v lehote ur£enej stanovami a zvoláva ho predstavenstvo, ak zákon neus-

tanovuje inak. Valné zhromaºdenie rozhoduje vä£²inou hlasov prítomných akcionárov, pokia©

tento zákon alebo stanovy nevyºadujú inú vä£²inu. Pri hlasovaní na valnom zhromaºdení sa

neprihliada na akcie, s ktorými akcionár nemôºe vykonáva´ hlasovacie právo.

Do pôsobnosti valného zhromaºdenia patrí:

� zmena stanov,

� rozhodnutie o zvý²ení a zníºení základného imania,

� vo©ba a odvolanie £lenov predstavenstva, pokia© stanovy neur£ujú inak,

� vo©ba a odvolanie £lenov dozornej rady a iných orgánov ur£ených stanovami,

� schválenie ro£nej ú£tovnej závierky, rozhodnutie o rozdelení zisku alebo úhrade strát,

� rozhodnutie o ¤al²ích otázkach, ktoré zákon, alebo stanovy zah¯¬ajú do pôsobnosti

valného zhromaºdenia.

Na schválenie rozhodnutia valného zhromaºdenia o zmene stanov, zvý²ení alebo zníºení

základného imania, o poverení predstavenstva na zvý²enie základného imania, vydaní prio-

ritných dlhopisov alebo vymenite©ných dlhopisov, zru²ení spolo£nosti alebo zmene právnej

formy je potrebná dvojtretinová vä£²ina hlasov prítomných akcionárov.

Predstavenstvo je ²tatutárnym orgánom spolo£nosti, ktorý riadi £innos´ spolo£nosti

a koná v jej mene. Predstavenstvo rozhoduje o v²etkých záleºitostiach spolo£nosti, pokia© nie

sú týmto zákonom alebo stanovami vyhradené do pôsobnosti valného zhromaºdenia alebo

dozornej rady. Predstavenstvo zabezpe£uje riadne vedenie ú£tovníctva spolo£nosti, uloºenie

výro£nej správy do zbierky listín, zostavenie a uloºenie konsolidovanej ú£tovnej závierky a kon-

solidovanej výro£nej správy spolo£nosti do zbierky listín, ak má spolo£nos´ takú povinnos´,

a predkladá valnému zhromaºdeniu na schválenie riadnu individuálnu ú£tovnú závierku a mi-

moriadnu individuálnu ú£tovnú závierku, ktoré je spolo£nos´ povinná vyhotovova´ pod©a oso-

bitného predpisu, a návrh na rozdelenie zisku alebo úhradu strát v súlade so stanovami.

Predstavenstvo zvolá mimoriadne valné zhromaºdenie, ak zistí, ºe strata spolo£nosti pre-

siahla hodnotu jednej tretiny základného imania alebo to moºno predpoklada´ a predloºí

valnému zhromaºdeniu návrhy opatrení. O týchto skuto£nostiach upovedomí bez odkladu

dozornú radu.

�lenov predstavenstva volí a odvoláva valné zhromaºdenie z akcionárov alebo iných osôb

na dobu ur£enú v stanovách, ktorá nesmie presiahnu´ pä´ rokov. Stanovy môºu ur£i´, ºe £lenov

predstavenstva volí a odvoláva dozorná rada spôsobom v nich uvedeným.
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Dozorná rada dohliada na výkon pôsobnosti predstavenstva a uskuto£¬ovanie podni-

kate©skej £innosti spolo£nosti. �lenovia dozornej rady sú oprávnení nahliada´ do v²etkých

dokladov a záznamov týkajúcich sa £innosti spolo£nosti a kontrolujú, £i ú£tovné záznamy sú

riadne vedené v súlade so skuto£nos´ou a £i sa podnikate©ská £innos´ spolo£nosti uskuto£¬uje

v súlade s právnymi predpismi, stanovami a pokynmi valného zhromaºdenia. Dozorná rada

skúma ú£tovné závierky, ktoré je spolo£nos´ povinná vyhotovova´ pod©a osobitného pred-

pisu, a návrh na rozdelenie zisku alebo na úhradu strát a predkladá svoje vyjadrenie valnému

zhromaºdeniu.

Dozorná rada musí ma´ najmenej troch £lenov. Dve tretiny £lenov dozornej rady volí a od-

voláva valné zhromaºdenie a jednu tretinu zamestnanci spolo£nosti, ak má spolo£nos´ viac

ako 50 zamestnancov v hlavnom pracovnom pomere v £ase vo©by. �lenom dozornej rady môºe

by´ len fyzická osoba. �len dozornej rady nesmie by´ zárove¬ £lenom predstavenstva, proku-

ristom alebo osobou oprávnenou pod©a zápisu v obchodnom registri kona´ v mene spolo£nosti.

K výhodám akciovej spolo£nosti patrí:

� moºnos´ predáva´ akcie a aktívne s nimi obchodova´,

� lep²ie zabezpe£enie kapitálu,

� na ovládanie spolo£nosti teoreticky posta£uje viac ako 50 % akcií.

Nevýhody akciovej spolo£nosti sú:

� jej zaloºenie je drahé a prevádzkovanie nákladné,

� rozhodovanie je zloºitej²ie.

4.2.2 Akcia

Akcia predstavuje práva akcionára ako spolo£níka podie©a´ sa pod©a zákona a stanov

spolo£nosti na jej riadení, zisku a na likvida£nom zostatku po zru²ení spolo£nosti likvidáciou,

ktoré sú spojené s akciou ako s cenným papierom, ak zákon neustanovuje inak. Akcia môºe by´

vydaná v podobe listinného cenného papiera alebo v podobe zaknihovaného cenného papiera.

Akcia môºe znie´ na meno alebo na doru£ite©a (ide o anonymné akcie, neviaºuce sa na kon-

krétne meno). Akcia na doru£ite©a môºe by´ vydaná len ako zaknihovaná. Prevod listinných

akcií na meno sa uskuto£¬uje rubopisom a odovzdaním akcie.

Akcia obsahuje:

� obchodné meno a sídlo spolo£nosti,

� menovitú (nominálnu) hodnotu,

� ozna£enie, £i akcia znie na doru£ite©a alebo na meno,

� vý²ku základného imania a po£et v²etkých akcií spolo£nosti k dátumu vydania emisie

akcií,
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� dátum vydania emisie akcií.

Listinná akcia obsahuje aj £íselné ozna£enie a podpis £lena alebo podpisy £lenov predsta-

venstva, ktorí sú oprávnení kona´ za spolo£nos´ v £ase vydania akcie.

Akcie delíme na:

1. kme¬ové,

2. prioritné,

3. zamestnanecké.

Drºite© kme¬ovej akcie má právo podie©a´ sa na riadení spolo£nosti (hlasova´ na valnom

zhromaºdení), podie©a´ sa na zisku a na likvida£nom zostatku.

Drºite© prioritnej akcie oby£ajne nemá hlasovacie právo, ale má prednostné právo na zisk

a zostatok spolo£nosti v likvidácii.

Zamestnanecké akcie znejú na meno. Obchoduje sa s nimi iba medzi zamestnancami

alebo bývalými zamestnancami spolo£nosti. Majitelia zamestnaneckých akcií majú právo po-

die©a´ sa na riadení akciovej spolo£nosti, na dividendu a na podiel na likvida£nom zostatku

spolo£nosti.

Podiel na zisku spolo£nosti je akcionárovi vyplácaný formou dividend. Dividendy sa

vyplácajú rôzne: ²tvr´ro£ne, polro£ne, ro£ne, ... (v závislosti od �rmy). Dividenda sa zvy£ajne

ur£uje ako percento z nominálnej hodnoty akcie, pri£om prioritne sú dividendy vyplácané

drºite©om prioritných akcií, aº potom drºite©om kme¬ových akcií.

Príklad 4.6. Rovnomerné rozde©ovanie dividend

Nech základný kapitál spolo£nosti je 28 miliónov p. j., z toho nech 21 mil. p. j. je v kme¬ových

akciách a 7 miliónov p. j. je v prioritných akciách. Predpokladajme, ºe �rma dosiahla zisk

4, 2 milióna p. j. a chce ho celý rozdeli´ medzi akcionárov pri dividende 10 % z nominálnej

hodnoty akcie. Ur£me, aká £as´ zisku pripadne prioritným akcionárom a aká £as´ kme¬ovým

akcionárom.

Rie²enie:

Vypo£ítajme najprv ve©kos´ dividendy pre prioritných akcionárov. Ke¤ºe dividenda tvorí

10 % z nominálnej hodnoty akcie, dostaneme:

0, 1.7.106 p. j. = 0, 7 milióna p. j. (4.63)

Teraz vypo£ítajme dividendu pre kme¬ových akcionárov:

0, 1.21.106 p. j. = 2, 1 milióna p. j. (4.64)

Sú£et (4.63) a (4.64) dáva 2, 8 milióna p. j. a teda zvy²ok zo zisku po vyplatení dividend

je 1, 4 milióna p. j.
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Pretoºe �rma chce rozdeli´ celý zisk, kaºdý akcionár dostane e²te bonus vo vý²ke:

1, 4 milióna p. j.
28 miliónov p. j.

= 0, 05

z nominálnej hodnoty akcie.

Príklad 4.7. Nerovnomerné rozde©ovanie dividend

Nech základný kapitál spolo£nosti je 25 miliónov p. j., z toho nech 20 mil. p. j. je v kme¬o-

vých akciách a 5 miliónov p. j. je v prioritných akciách. Predpokladajme, ºe �rma dosiahla

zisk 1, 1 milióna p. j. a chce ho rozdeli´ medzi akcionárov pri dividende 10 % z nominálnej

hodnoty akcie. Ur£me, aká £as´ zisku pripadne prioritným akcionárom a aká £as´ kme¬ovým

akcionárom.

Rie²enie:

Vypo£ítajme najprv ve©kos´ dividendy pre prioritných akcionárov. Ke¤ºe dividenda tvorí

10 % z nominálnej hodnoty akcie, dostaneme:

0, 1.5.106 p. j. = 0, 5 milióna p. j.

Teraz vypo£ítajme dividendu, ktorú by mali dosta´ kme¬oví akcionári:

0, 1.20.106 p. j. = 2 milióny p. j.

Po vyplatení prioritných akcionárov ostane zo zisku iba 0, 6 milióna p. j. �iºe kme¬oví

akcionári dostanú práve 0, 6 milióna p. j. a dividenda pre kme¬ových akcionárov nebude

vyplatená v plnej vý²ke. Kaºdý z kme¬ových akcionárov dostane:

0, 6 miliónov p. j.
20 miliónov p. j.

= 0, 03

z nominálnej hodnoty akcie.

Nové emisie akcií sa uskuto£¬ujú na primárnom trhu, na ktorom sa uskuto£¬ujú emisné

obchody. Nové akcie moºno umiestni´ bu¤ na burze alebo mimo burzy � OTC. Umiestnenie

nových akcií môºe by´ verejné, pri ktorom sú akcie prijaté na obchodovanie na regulovanom

trhu, alebo neverejné, v tom prípade ide o súkromné umiestnenia.

Na novoemitované akcie má akcionár odoberacie právo, t. j. predkupné právo, ktoré

má zabezpe£i´ nezmen²ený podiel pri zvý²ení akciového kapitálu. Akcionár na základe po-

£tu vlastnených akcií obdrºí odoberacie právo na novoemitované akcie. Toto právo moºno

charakterizova´ ²tyrmi pojmami:

� odoberací kupón,

� odoberacia doba,

� odoberací pomer,
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� odoberacia cena.

Odoberací kupón steles¬uje predkupné právo akcionára. Po prekro£ení odoberacej

doby je odoberací kupón neplatný. V prípade, ºe akcionár nemá záujem vyuºi´ odoberacie

právo, môºe ho preda´.

Odoberacia cena nových (mladých) akcií býva oby£ajne niº²ia ako cena starých akcií.

V prípade, ºe sa akcionár rozhodne vyuºi´ svoje odoberacie právo, odoberací pomer ur-

£uje pomer starých akcií vlastnených akcionárom k novoobdrºaným mladým akciám. Výpo£et

odoberacieho pomeru ilustrujeme na nasledujúcom príklade.

Príklad 4.8. Ur£enie odoberacieho pomeru

Uvaºujme spolo£nos´ so základným kapitálom 100 000 p.j, ktorý je rozdelený do 20 000 kme-

¬ových akcií. Predpokladajme, ºe príde k navý²eniu kapitálu o 130 000 p. j. (t. j. celkový

kapitál po navý²ení bude 230 000 p. j.), ktorý bude rozdelený do emisie 12 000 kme¬ových

akcií a 14 000 prioritných akcií (t. j. celkovo 26 000 nových akcií). Ur£me odoberací pomer

kme¬ového akcionára.

Rie²enie:

Na vlastnených 20 000 kme¬ových akcií teda pripadne 12 000 nových kme¬ových akcií a 14 000

nových prioritných akcií. Odoberací pomer akcionára je teda:

20 000 : 12 000 : 14 000 = 10 : 6 : 7.

To znamená, ºe akcionár získava k 10 starým akciám odoberacie právo na 6 nových kme¬o-

vých akcií a 7 nových prioritných akcií.

Na internete moºno nájs´ mnoho webstránok a mnoho spolo£ností (za v²etky uve¤me [31])

poskytujúcich informácie o akciách. Tieto informácie sa týkajú predov²etkým aktuálnej ceny

akcie a objemu obchodovania, resp. zmien ceny a objemu obchodovania, ale moºno nájs´ aj

mnohé iné.

Zaujímavú informáciu o akcii poskytuje napr. ukazovate© PE Ratio (pre niektoré akcie

býva neur£ený), ktorý ur£uje pomer trhovej ceny akcie k £istému zisku (zisku po zdanení)

na akciu. V prípade, ºe spolo£nos´ nemá zisk alebo je v strate, uvádza sa PE Ratio ako �N/A�.

Ukazovate© sa zvykne pouºíva´ na vyhodnocovanie toho, £i sú akcie spolo£nosti nadhodnotené

alebo podhodnotené.

Mnohí obchodníci sledujú tento ukazovate© a porovnávajú ho s vlastnými o£akávaniami

o spolo£nosti, na základe £oho sa rozhodujú, £i kúpi´ alebo nekúpi´ akcie spolo£nosti. Existuje

viac moºností ako PE Ratio interpretova´ v závislosti napr. od spôsobu jeho výpo£tu, ale aj

¤al²ích faktorov. V prípade, ºe ide o ro£ný zisk na akciu, jednotkou ukazovate©a je jeden

rok, ke¤ºe delíme pe¬aºné jednotky pe¬aºnými jednotkami zarobenými na akciu za jeden

rok. V tom prípade je jedna z moºných interpretácií taká, ºe ukazovate© vyjadruje, ko©ko

£asu (v rokoch) potrebuje spolo£nos´ na to, aby si pri sú£asných (ro£ných) príjmoch na akciu

zarobila na cenu akcie.
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�o sa týka o£akávaní investorov, pri spolo£nostiach s vysokými hodnotami ukazovate©a

sa dá v budúcnosti o£akáva´ rast príjmov v porovnaní so spolo£nos´ami s niº²ími hodnotami

ukazovate©a, kým pri spolo£nostiach s nízkymi hodnotami ukazovate©a sa dajú v budúcnosti

o£akáva´ niº²ie príjmy v porovnaní so spolo£nos´ami s vy²²ími hodnotami ukazovate©a. �o

moºno povaºova´ za vy²²iu, resp. niº²iu hodnotu ukazovate©a nie je pevne stanovené, závisí

to od vyhodnotenia jednotlivého investora.

4.3 Ako ohodnocova´ akcie

�It's tough to make predictions, especially about the future.�2

Yogi Berra

Spôsobov, ako ohodnoti´ cenné papiere, ²peciálne akcie, je vo v²eobecnosti mnoho, ale

základné analýzy, ktoré sa pri tom vyuºívajú sú len dve � fundamentálna analýza a technická

analýza.

Technická analýza sa zameriava takmer výlu£ne na graf cenového vývoja funkcie, jeho tvar,

prípadne v ¬om h©adá isté obrazce, alebo sa sústre¤uje na objem obchodov uskuto£nených

s daným aktívom. Technický analytik predpokladá, ºe v²etky informácie o budúcom vývoji

ceny aktíva sa zobrazujú nejakým spôsobom do cenového grafu. Sleduje preto opakovanie

vývoja ceny aktíva (cykly), vyuºíva rôzne technické nástroje analýzy, ako je napr. zobrazenie

cenového grafu (svie£kový graf a iné), alebo monitoruje rôzne indikátory zmeny vývoja ceny

(ako napr. MACD � Moving average convergence divergence).

Fundamentálna analýza vyuºíva v²etky dostupné (sú£asné i minulé) informácie na ur£enie

vnútornej (o£akávanej) hodnoty aktíva, ²peciálne akcie, ktorú potom porovnáva s cenou aktíva

na trhu za ú£elom zistenia, £i je aktívum nadhodnotené alebo podhodnotené.

V tejto u£ebnici sa budeme venova´ len fundamentálnej analýze.

4.3.1 Dividendový model

Model pracuje s diskrétnym úrokovaním raz ro£ne a jednotnou výnosovou sadzbou akcie

r kon²tatnou pre v²etky obdobia, o ktorej predpokladá, ºe r > 0.

Odvodenie sú£asnej hodnoty akcie za£nime nasledujúcou úvahou. Akcia poskytuje maji-

te©ovi dvojicu hotovostných tokov (výplat pre majite©a akcie). Sú to dividendy a kapitálové

zisky (straty) z predaja akcie. Ak si £ase t0 = 0 (napr. dnes) kúpime akciu za cenu P0 a po roku

predáme za cenu P1, malo by plati´:

P0 =
D1

(1 + r)
+

P1

(1 + r)
, (4.65)

kde Dt je dividenda vyplácaná na konci t-teho roku, Pt je cena (hodnota) akcie na konci t-teho

roku a r je výnosová sadzba (miera) akcie (miera trhovej kapitalizácie).

2v preklade: Je ´aºké nie£o predpoveda´, najmä budúcnos´.
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Hodnoty P1, resp. D1 v £ase 0 nepoznáme. Moºno ich odhadnú´ na základe informácie

známej v £ase 0. Predstavujú teda na²e o£akávania o budúcej cene akcie a hodnote dividendy,

ktorú akcia vyplatí v roku 1. V takom prípade P0 reprezentuje sú£asnú hodnotu akcie (hodnotu

akcie v £ase t0 = 0).

O£akávania o budúcich cenách, resp. dividendách sú podmienené informa£nou mnoºinou

známou v sú£asnosti, v ktorej sú nazhromaºdené v²etky dostupné minulé a sú£asné informácie

o akcii (jej vlastnostiach/charakteristikách), resp. o spolo£nosti, ktorá akciu vydala a ¤al²ie

relevantné informácie potenciálne vplývajúce na vývoj ceny akcie.

Základné informácie o informa£ných mnoºinách a podmienených o£akávaniach poskytujú

prvé kapitoly v [12], ¤al²ie relevantné informácie moºno nájs´ napríklad v [15].

Zopakujúc predchádzajúcu úvahu pre rok 1 dostaneme:

P1 =
D2

(1 + r)
+

P2

(1 + r)
, (4.66)

kde o£akávania o cene akcie a hodnote dividendy v roku 2 sú podmienené informáciou známou

v roku 1.

Dosadením (4.66) do (4.65) získame:

P0 =
D1

(1 + r)
+

D2

(1 + r)2
+

P2

(1 + r)2
.

Tu treba podotknú´, ºe o£akávania o D2, resp. P2 podmienené informáciou v £ase 1 moºno

dosadením zameni´ za o£akávania podmienené informáciou známou v £ase 0, pretoºe infor-

ma£ná mnoºina v £ase 0 je podmnoºinou informa£nej mnoºiny v £ase 1 (pozri [12]). Inými

slovami v £ase 0 nemoºno okamºite roz²íri´ na²e poznanie o informácie dostupné aº v neskor-

²om £ase. Musíme vychádza´ len z toho, £o vieme v aktuálnom £ase.

Predchádzajúci postup sa dá aplikova´ aj pre ¤al²ie roky, preto pre n období (rokov)

máme:

P0 =
n∑

t=1

Dt

(1 + r)t
+

Pn

(1 + r)n
, (4.67)

£o moºno dokáza´ matematickou indukciou.

Pre �nesmrte©né� (n→ ∞) akcie dostaneme:

P0 =

∞∑
t=1

Dt

(1 + r)t
, (4.68)

teda za predpokladu, ºe nekone£ný rad v (4.68) konverguje, tzn. agenti na trhu majú rozumné

(nie prehnané) o£akávania oh©adom budúcich dividend plynúcich z akcie a pri predpoklade,

ºe:

lim
n→∞

Pn

(1 + r)n
= 0,

t. j. o£akávajú, ºe sú£asná hodnota ceny akcie �na konci vekov� je nulová.

Hoci predpoklada´ nekone£nú existenciu akcie (a teda aj spolo£nosti, ktorá akciu emito-

vala) je na prvý poh©ad smie²ne, v skuto£nosti nie je tento predpoklad nijak zvlá²´ obme-

dzujúci. Z ná²ho sú£asného poh©adu (v £ase 0) nevieme ur£i´ presný rok zániku spolo£nosti
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a teda spo©ahlivo stanovi´ n v (4.67), navy²e vplyv dividend v £asoch ve©mi vzdialených od sú-

£asnosti na hodnotu P0 je zanedbate©ne malý, pretoºe diskontovaním sa zniºuje ich sú£asná

hodnota.

Ak Dt ̸= 0 pre kaºdé t ≥ 1, £iºe Dt > 0 pre kaºdé t ≥ 1, pretoºe záporné dividendy sa

nevyplácajú, potom konvergenciu radu v (4.68) moºno zabezpe£i´ poºiadavkou:

Dt+1

Dt
< 1 + r pre kaºdé t ≥ 1 (alebo aspo¬ od istého t po£núc), (4.69)

teda, ºe rast dividend nie je príli² ve©ký. Nedosahuje svojou rýchlos´ou hodnotu výnosovej

sadzby akcie.

Za platnosti (4.68) moºno odvodi´:

Pn =
∞∑

t=n+1

Dt

(1 + r)t−n
=

∞∑
t=1

Dt+n

(1 + r)t
. (4.70)

Poznámka 4.5. Poznamenajme, ºe predpoklad r = 0 nijak nenarú²a tvrdenie, ºe sú£asná

hodnota akcie je sú£tom sú£asných hodnôt v²etkých budúcich dividend plynúcich z akcie, ak

zachováme poºiadavky na konvergenciu radu v (4.68), resp. v (4.70), t. j. predpokladáme, ºe

limn→∞ Pn = 0 a ºe pre kaºdé t ≥ 1 (alebo aspo¬ od istého t po£núc) platí Dt+1

Dt
= L < 1, kde

L ≥ 0 je kon²tanta.

Nulový rast spolo£nosti

Predpokladajme, ºe akcia vypláca kon²tantnú dividendu D > 0 v kaºdom roku, t. j.

pre kaºdé t ≥ 1 platí Dt = D.

Tento predpoklad moºno pouºi´ pri oce¬ovaní prioritných akcií, ktoré zvyknú vypláca´

kon²tantnú dividendu, resp. pri oce¬ovaní kme¬ových akcií za nulového rastu.

Poºiadavka na konvergenciu radu zo (4.69) je pre takéto akcie splnená, pretoºe pre kaºdé

t ≥ 1 platí:
Dt+1

Dt
=
D

D
= 1 < 1 + r,

kde posledná nerovnos´ vyplýva z toho, ºe predpokladáme r > 0.

Zo vz´ahu (4.68) potom dostaneme:

P0 =

∞∑
t=1

D

(1 + r)t
=

D

1 + r

∞∑
t=0

1

(1 + r)t
=

D

1 + r

1

1− 1
1+r

=
D

r
, (4.71)

kde sme vyuºili, ºe sú£et nekone£ného geometrického radu
∑∞

t=0 q
t s kvocientom q v absolútnej

hodnote men²ím ako 1 sa rovná 1
1−q .

Kvocient geometrického radu v (4.71) je rovný 1
1+r , taký, ºe 0 <

1
1+r < 1. Rad teda naozaj

konverguje.

Zo vz´ahu (4.71) máme:

r =
D

P0
. (4.72)

Podiel D
P0

sa nazýva dividendový výnos a slúºi na odhad miery trhovej kapitalizácie.
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Príklad 4.9. Vypo£ítajme výnosovú sadzbu r (mieru trhovej kapitalizácie) akcie, ktorá vypláca

kon²tantnú dividendu 4 p. j. a ktorej sú£asná cena je 50 p. j.

Rie²enie:

P0 = 50 p. j., D = 4 p. j., r =?

Zo (4.72) bezprostredne dostávame:

r =
D

P0
=

4 p. j.
50 p. j.

= 0, 08.

Výnosová sadzba akcie je 0, 08.

Kon²tantný rast spolo£nosti

Predpokladajme, ºe akcia vypláca dividendu, ktorá rastie mierou rastu 0 < g < r, teda

pre kaºdé t ≥ 1 platí: Dt = D(1 + g)t−1, kde D > 0.

Ide predov²etkým o ohodnocovanie kme¬ových akcií pri kon²tantnom raste dividendy.

Poºiadavka na konvergenciu radu zo (4.69) je aj v tomto prípade splnená, pretoºe pre kaºdé

t ≥ 1 platí:
Dt+1

Dt
=
Dt(1 + g)

Dt
= 1 + g < 1 + r,

kde posledná nerovnos´ vyplýva z toho, ºe predpokladáme g < r.

Dosadením za Dt do (4.68) získame:

P0 =

∞∑
t=1

D(1 + g)t−1

(1 + r)t
=

D

1 + r

∞∑
t=0

(
1 + g

1 + r

)t

=
D

1 + r

1

1− 1+g
1+r

=
D

r − g
, (4.73)

kde sme vyuºili, ºe geometrický rad s kvocientom 0 < 1+g
1+r < 1 je konvergentný.

Zo (4.73) máme:

r = g +
D

P0
. (4.74)

Zave¤me nasledujúce ozna£enia:

� EPS � zisk na akciu (anglicky earnings per share),

� BV PS � ú£tovná hodnota vlastného kapitálu na akciu (anglicky book value of equity

per share),

� ROE � výnos vlastného kapitálu alebo tieº návratnos´ vlastného kapitálu (anglicky

return on equity); platí: ROE = EPS
BV PS ,

� b � aktiva£ný pomer, t. j. miera nerozdeleného zisku (po zdanení) na akciu: b = EPS−D
EPS =

1− D
EPS ,

� 1− b � výplatný pomer, teda: 1− b = D
EPS ,

potom g = ROE.b, £iºe g = EPS−D
BV PS .
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Príklad 4.10. Vypo£ítajme vý²ku dividendy D1 = D, ktorú o rok poskytne akcia s cenou 24

p. j., ak výnosová sadzba akcie sa rovná 0, 1, aktiva£ný pomer je 0, 5 a návratnos´ kapitálu je

0, 12.

Rie²enie:

P0 = 24 p. j., r = 0, 1, b = 0, 5, ROE = 0, 12, D =? p. j.

Vypo£ítajme najprv rýchlos´ rastu dividend:

g = b.ROE = 0, 5.0, 12 = 0, 06.

Potom zo (4.73) dostaneme:

D = P0(r − g) = (24 p. j.)(0, 1− 0, 06) = 0, 04(24 p. j.) = 0, 96 p. j.

Vý²ka dividendy v roku 1 je 0, 96 p. j.

Nerovnaký rast spolo£nosti

�iadna �rma nedokáºe rás´ do nekone£na pri ve©kom g. V reálnom ºivote návratnos´

investícií (ROE) klesá s £asom.

Predpokladajme, ºe dividenda prvých n rokov rastie tempom rastu G a potom tempo

rastu klesne na 0 < g < G, kde sú£asne g < r. Ide o dvojstup¬ový model. V takom prípade

máme:

P0 =
n∑

t=1

D(1 +G)t−1

(1 + r)t
+

Pn

(1 + r)n
, (4.75)

kde pod©a (4.70) bude:

Pn =
D(1 +G)n−1

(1 + r)

∞∑
t=0

(1 + g)t+1

(1 + r)t
=
D(1 +G)n−1(1 + g)

r − g
. (4.76)

Dosadením (4.76) za Pn do (4.75) dostaneme:

P0 =
n∑

t=1

D(1 +G)t−1

(1 + r)t
+
D(1 +G)n−1(1 + g)

(1 + r)n(r − g)

=
D

(1 + r)

1−
(
1+G
1+r

)n
1− 1+G

1+r

+
D(1 +G)n−1(1 + g)

(1 + r)n(r − g)

=
D

r −G
− D

r −G

(
1 +G

1 + r

)n

+
D(1 + g)

(1 +G)(r − g)

(
1 +G

1 + r

)n

=
D

r −G
+D

(
1 +G

1 + r

)n( 1 + g

(1 +G)(r − g)
− 1

r −G

)
=

D

r −G
+D

(
1 +G

1 + r

)n((1 + g)(r −G)− (1 +G)(r − g)

(1 +G)(r − g)(r −G)

)
=

D

r −G
+D

(
1 +G

1 + r

)n( (1 + r)(g −G)

(1 +G)(r − g)(r −G)

)
=

D

r −G
+

D

r −G

(
1 +G

1 + r

)n−1(g −G

r − g

)
.
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�iºe:

P0 =
D

r −G

(
1−

(
G− g

r − g

)(
1 +G

1 + r

)n−1
)
. (4.77)

�peciálne, ak n = 1 v (4.77), tak P0 =
D
r−g .

Poznámka 4.6. Poznamenajme, ºe pre tento dvojstup¬ový model nie je nutné poºadova´, aby

G < r. Ak by sme napr. uvaºovali G > r, hodnota P0 bude vä£²ia ako nula, pretoºe v tom

prípade bude podiel D
r−G v (4.77) záporný, ale rovnako záporný bude aj rozdiel

1−
(
G− g

r − g

)(
1 +G

1 + r

)n−1

,

ke¤ºe
G− g

r − g
> 1 aj

1 +G

1 + r
> 1.

Ak by G < r, opä´ je P0 > 0, pretoºe podiel D
r−G v (4.77) je kladný a rovnako kladný je aj

rozdiel

1−
(
G− g

r − g

)(
1 +G

1 + r

)n−1

,

ke¤ºe
G− g

r − g
< 1 aj

1 +G

1 + r
< 1.

Problematická je v súvislosti s pouºitím (4.77) na výpo£et P0 situácia, ke¤ G = r. V tom

prípade nemoºno vz´ah (4.77) pouºi´ na výpo£et P0 a P0 je potrebné po£íta´ priamo zo (4.75):

P0 =

n∑
t=1

D(1 +G)t−1

(1 + r)t
+
D(1 +G)n−1(1 + g)

(1 + r)n(r − g)

=
n∑

t=1

D(1 + r)t−1

(1 + r)t
+
D(1 + r)n−1(1 + g)

(1 + r)n(r − g)

=

n∑
t=1

D

1 + r
+

D(1 + g)

(1 + r)(r − g)

=
nD

1 + r
+

D(1 + g)

(1 + r)(r − g)

=
D

1 + r

(
n+

1 + g

r − g

)
.

Príklad 4.11. Nech r = 0, 3. Ur£me P0 akcie, ktorá nasledujúci rok prinesie dividendu D = 2

p. j., ktorá po£as ¤al²ích ²tyroch rokov porastie rýchlos´ou rastu G = 0, 2 a od ²iesteho roka

po£núc táto rýchlos´ klesne na g = 0, 1.

Rie²enie:

D = 2 p. j., n = 5 rokov, r = 0, 3, G = 0, 2, g = 0, 1, P0 =? p. j.

Zo (4.77) máme:

P0 =
D

r −G

(
1−

(
G− g

r − g

)(
1 +G

1 + r

)n−1
)

=
2 p. j.

0, 3− 0, 2

(
1−

(
0, 2− 0, 1

0, 3− 0, 1

)(
1, 2

1, 3

)4
)

.
= 12, 74 p. j.
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Sú£asná cena akcie je pribliºne 12, 74 p. j.

V súvislosti so zmenou rýchlosti rastu dividend moºno predpoklada´ aj iné modely neº mo-

del dvojstup¬ový. Napríklad môºeme predpoklada´, ºe g je hladko klesajúcou funkciou £asu

t takou, ºe limt→∞ g(t) = 0. Potom postupnos´ {gt}∞t=1, kde gt = g(t) pre t ∈ N, je klesajúca
s limt→∞ gt = 0. V takom prípade je podmienka gt < r zaru£ená od istého t po£núc. Navy²e

rad v (4.68) konverguje.

Tvrdenie 4.4. Predpokladajme, ºe pre kaºdé t ≥ 1 je Dt+1 = Dt(1 + gt), kde D1 = D >

0 a postupnos´ {gt}∞t=1 je klesajúca s limt→∞ gt = 0. Potom nekone£ný rad
∑∞

t=1
Dt

(1+r)t je

konvergentný.

Dôkaz. Klesanie postupnosti {gt}∞t=1 spolu s podmienkou limt→∞ gt = 0 zabezpe£uje, ºe

v²etky £leny postupnosti sú kladné, z £oho vyplýva, ºe i Dt > 0 pre kaºdé t ≥ 1.

Rad
∑∞

t=1
Dt

(1+r)t je preto konvergentný, ak:

lim
t→∞

Dt+1

(1+r)t+1

Dt
(1+r)t

= L < 1.

Vypo£ítajme túto limitu:

lim
t→∞

Dt+1

(1+r)t+1

Dt
(1+r)t

= lim
t→∞

Dt(1+gt)
(1+r)t+1

Dt
(1+r)t

=
1

1 + r
lim
t→∞

(1 + gt) =
1

1 + r
= L < 1.

Závery z tvrdenia 4.4 môºeme dobre ilustrova´ na nasledujúcom príklade.

Príklad 4.12. Nech {gt}∞t=1 je taká, ºe gt = 1
t . Nech pre kaºdé t ≥ 1 je Dt+1 = Dt(1 + gt)

s D1 = D > 0. Ukáºme, ºe limt→∞ gt = 0 a nájdime sú£et radu
∑∞

t=1
Dt

(1+r)t .

Rie²enie:

Postupnos´ {gt}∞t=1 je klesajúca, navy²e z toho, ºe gt = 1
t , dostaneme:

lim
t→∞

gt = lim
t→∞

1

t
= 0.

Pre vý²ku dividendy Dt v £ase t = 1, 2, . . . platí:

D1 = D,

D2 = D1(1 + g1) = D

(
1 +

1

1

)
= 2D,

D3 = D2(1 + g2) = 2D

(
1 +

1

2

)
= 3D,

D4 = D3(1 + g3) = 3D

(
1 +

1

3

)
= 4D,

...

Dt+1 = Dt(1 + gt) = tD

(
1 +

1

t

)
= tD

(
t+ 1

t

)
= (t+ 1)D. (4.78)

...
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Sú£et radu teda bude:

∞∑
t=1

Dt

(1 + r)t
=

∞∑
t=1

tD

(1 + r)t
= D

∞∑
t=1

t

(
1

1 + r

)t

=
D

1 + r

∞∑
t=1

t

(
1

1 + r

)t−1

=
D

1 + r

1(
1− 1

1+r

)2 =
D

1 + r

1(
r

1+r

)2 =
D(1 + r)

r2
,

kde sme vyuºili vedomos´, ºe funkcia f(x) = 1
1−x =

∑∞
t=0 x

t pre kaºdé |x| < 1 a deriváciu

funkcie f v x moºno získa´ derivovaním radu
∑∞

t=0 x
t £len po £lene.

Poznámka 4.7. To, ºe postupnos´ {gt}∞t=1 z predchádzajúceho príkladu je klesajúca, nezna-

mená, ºe dividendy, ktoré akcia poskytuje, budú klesa´. V predchádzajúcom príklade sme mohli

vidie´ (vz´ah (4.78)), ºe napriek klesajúcej rýchlosti rastu dividend vý²ka dividendy s rastú-

cim £asom narastala. Je to preto, ºe gt reprezentuje rýchlos´ rastu dividend a tá, hoc je aj

klesajúca, je kladná pre v²etky t ≥ 1.

4.3.2 Rastový model

Akcie moºno rozdeli´ na:

� príjmové,

� rastové.

Príjmové akcie vyplácajú dividendu a investori ich zvy£ajne kupujú pre príjem z divi-

dend.

Od rastových akcií sa o£akáva kapitálový zisk plynúci z rozdielu medzi kúpnou a pre-

dajnou cenou akcie. O£akáva sa rast ich ceny. �asto nevyplácajú dividendu.

Niektoré spolo£nosti uprednost¬ujú v prvých rokoch existencie nulové dividendy, aby mohli

rýchlej²ie rás´ (celý dosiahnutý zisk sa investuje do ¤al²ieho zve©adenia �rmy). V neskor²ích

rokoch potom môºu za£a´ dividendu vypláca´.

Ak uvaºujeme �rmu, ktorá vyplatí akcionárom celý zisk vo forme dividend, tak samozrejme

rýchlos´ rastu dividend je nulová. V tomto prípade je cena akcie P0 = EPS
r = D

r , ako ur£uje

uº dividendový model.

Aká v²ak bude cena akcie �rmy, ktorá akceptuje niektorú z jej rastových príleºitostí?

Ozna£me NPV GO £istú sú£asnú hodnotu rastových príleºitostí (z anglického net present

value of growth opportunities). Potom odpove¤ou na poloºenú otázku je:

P0 =
EPS

r
+NPV GO. (4.79)

Hodnotu P0 v (4.79) stanovuje rastový model, ktorý chápe cenu (sú£asnú hodnotu) akcie

ako sú£et ceny akcie pri nulovom raste a £istej sú£asnej hodnoty rastových príleºitostí. Ako

funguje výpo£et P0 cez rastový model, demon²trujeme na príklade 4.13. E²te predtým sa

pozrime na niektoré dôsledky plynúce zo vz´ahu (4.79).
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Zo (4.79) získame:
EPS

P0
= r

(
1− NPV GO

P0

)
. (4.80)

Ak teda NPV GO > 0, tak zo (4.80) vyplýva EPS
P0

< r. Ak NPV GO < 0, tak EPS
P0

> r.

Opätovne sa teda stretávame s ukazovate©om PE Ratio, pretoºe EPS
P0

je tento ukazovate©

akurát v obrátenej podobe.

Príklad 4.13. Uvaºujme spolo£nos´, ktorej EPS = 10 p. j., aktiva£ný pomer b = 0, 4, ROE =

0, 2 a r = 0, 16. Vypo£ítajme cenu akcie P0 cez dividendový model aj cez rastový model.

Rie²enie:

Urobme najprv výpo£et cez dividendový model. Pretoºe b = 0, 4, tak výplatný pomer 1− b =
0, 6. Ke¤ºe výplatný pomer ur£uje, aká £as´ zisku pôjde do výplaty dividend, tak

D = (1− b)EPS = 6 p. j.

Pretoºe ROE = 0, 2, tak g = ROE.b = 0, 08. Potom:

P0 =
D

r − g
=

6 p. j.
0, 08

= 75 p. j.

Ohodno´me teraz danú akciu na základe rastového modelu. Modely by mali ur£ova´ cenu

akcie v £ase 0 ekvivalentne, teda môºeme predpoklada´, ºe ak sa nepomýlime vo výpo£te,

dostaneme na konci rovnakú hodnotu P0.

Pretoºe b = 0, 4, tak do �rmy sa z EPS = 10 p.j vracajú 4 p. j. (ako sme argumentovali

vy²²ie, 6 p. j. ide na výplatu dividendy). Pretoºe ROE = 0, 2, tak hotovos´ generovaná

investíciou priná²a v roku 2: b.EPS.ROE = 0, 2(4 p. j.) = 0, 8 p. j. na akciu.

�istá sú£asná hodnota NPV1 tohto projektu sa v roku 1 rovná:

NPV1 = −4 p. j.+
0, 8 p. j.
0, 16

= 1 p. j.

V roku 2 bude �rma investova´ o 8 % viac, lebo g = 0, 08, konkrétne 1, 08(4 p. j.) =

4, 32 p. j. a teda:

NPV2 = −4, 32 p. j.+
1, 08(0, 8 p. j.)

0, 16
= 1, 08 p. j.

A tak ¤alej.

Celkovo v roku 0 bude:

NPV GO =

∞∑
t=1

NPVt
(1 + r)t

=

∞∑
t=1

(1, 08)t−1 p. j.
(1, 16)t

=
1 p. j.
1, 16

∞∑
t=0

(
1, 08

1, 16

)t

=
1 p. j.
1, 16

1

1− 1,08
1,16

=
1 p. j.
0, 08

= 12, 5 p. j.

Ke¤ºe EPS
r = 10 p. j.

0,16 = 62, 5 p. j., tak máme:

P0 =
EPS

r
+NPV GO = 62, 5 p. j.+ 12, 5 p. j. = 75 p. j.

Aj výpo£tom cez rastový model sme dospeli k tomu istému výsledku.
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4.3.3 Racionálne o£akávania a cenové bubliny

Rie²enie (4.70) stochastickej rovnice (4.65) pre t0 = n:

Pn =
Dn+1

(1 + r)
+

Pn+1

(1 + r)
, (4.81)

v ktorej Pn+1 predstavuje o£akávanú (strednú) hodnotu ceny akcie v nasledujúcom roku pri in-

formácii známej v tomto roku, budeme nazýva´ fundamentálnym rie²ením rovnice (4.81)

a ozna£ova´ P ∗
n . Pri rozumných (racionálnych) o£akávaniach predstavuje P ∗

n sú£asnú hodnotu

budúcich hotovostných tokov (dividend) plynúcich z drºania akcie.

Rie²enie (4.70) stochastickej rovnice (4.81) nie je jediné. Uvaºujme napríklad Pn také, ºe

Pn = P ∗
n +Bn, (4.82)

kde Bn = B(1 + r)n s B > 0 je tzv. expandujúca bublina, t. j. limn→∞ Pn = ∞.

Rie²enie (4.82) skuto£ne vyhovuje (4.81). Ukáºeme:

Dn+1

(1 + r)
+

Pn+1

(1 + r)
=

Dn+1

(1 + r)
+
P ∗
n+1 +Bn+1

(1 + r)

=
Dn+1

(1 + r)
+

P ∗
n+1

(1 + r)
+

Bn+1

(1 + r)

= P ∗
n +

B(1 + r)n+1

(1 + r)
= P ∗

n +B(1 + r)n = P ∗
n +Bn = Pn.

Prítomnos´ bublín v cene aktíva je výsledkom obchodných ²pekulácií s aktívom, ktoré

majú prinies´ zisk z rozdielu nákupnej a predajnej ceny pre ²pekulanta � drºite©a aktíva. Sa-

motné aktívum slúºi len ako nástroj, o ktorom sa predpokladá, ºe jeho cena porastie. Investori,

ktorí chcú takýmto spôsobom zarobi´, sú vä£²inou ochotní do investície do takéhoto druhu

aktíva vloºi´ ve©ké �nan£né prostriedky na základe svojho presved£enia o vysokom raste ceny

aktíva a pokúsi´ sa aktívum preda´ v £ase, ke¤ sa jeho cena blíºi maximálnej hodnote. Vznik

bublín býva ´aºko predpovedate©ný (ak vôbec), pretoºe je podmienený existenciou pre bublinu

priaznivých okolností. Býva náhodný, investori predpokladajú bubliny skôr pri cenách tova-

rov s nejakými neur£itos´ami (zlato, umenie, cudzie meny) neº napr. pri dlhopisoch. Vznik

cenových bublín nemá pri predpoklade racionálnych o£akávaní v²etkých ú£astníkov trhu ná-

rok na svoju existenciu, napriek tomu je pomerne beºným javom práve pre absenciu týchto

o£akávaní, hoci má svoje rácio. Tento jav má skôr psychologický základ neº fundamentálny.

To sa prejavuje v hromadnom investovaní do aktíva, ktorého cena na trhu výrazne rastie,

£o zas vedie k jej ¤al²iemu rastu. �pekulatívny vznik cenových bublín môºe by´ zaprí£inený

ve©kou po£iato£nou investíciou do vytipovaného aktíva známej spolo£nosti alebo súkromnej

osoby, ktorej vplyv na rozhodnutia ú£astníkov trhu sa povaºuje za dostato£ne ve©ký. Prípadne

môºe za vznik bublín asymetrická informácia rôznych ú£astníkov trhu, £ím sú zvýhodnení tí,

ktorí nejakou podstatnou informáciou disponujú oproti tým, ktorí ju nemajú, alebo to môºe

by´ nedostatok nejakej na trhu ºiadanej komodity. Historickým príkladom je tulipánová ho-

rú£ka z prvej polovice 17. storo£ia v Holandsku, po£as ktorej do²lo k tisícnásobnému nárastu
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ceny za cibu©ku tulipánu a jej ¤al²iemu poklesu aº na pôvodnú hodnotu. V takomto prípade

hovoríme, ºe bublina sp©asla/praskla.

V prípade expandujúcej bubliny investori predpokladajú, ºe cena aktíva porastie do ne-

kone£na. Takýto rast je ve©mi nepravdepodobný a navy²e nie je v súlade s predpokladom

kone£nosti ekonomiky. Hoci sa v budúcnosti môºe sta´, ºe zlep²ujúce sa technologické moº-

nosti a objavovanie nových hospodárskych odbytísk povedú k výraznému nárastu ekonomiky

v rozli£ných dimenziách, z dne²ného poh©adu sa javí predpoklad o kone£nosti ekonomiky

trvalý.

Preto je vhodnej²ie predpoklada´, ºe cenová bublina po nejakom £ase praskne. Napr.

môºeme predpoklada´, ºe existuje nenulová pravdepodobnos´ q ∈ (0, 1), ºe bublina Bn praskne

kaºdú periódu:

Bn+1 =

{
(1+r)Bn

q , s pravdepodobnos´ou q;

0, s pravdepodobnos´ou 1− q,

kde Bt0 = B > 0 pre nejaký po£iato£ný £as t0.

V tomto prípade bublina bude s pravdepodobnos´ou q ¤alej rás´ a praskne s pravdepodob-

nos´ou 1 − q, pri£om s prasknutím úplne zaniká. Aby bola kompenzovaná pravdepodobnos´

prasknutia, ve©kos´ bubliny v prípade neprasknutia bude vy²²ia neº (1 + r)Bn.

Prípadne moºno uvaºova´, ºe:

Bn+1 =

{
(1+r)Bn

q + εn+1, s pravdepodobnos´ou q;

εn+1, s pravdepodobnos´ou 1− q,

kde εt ∼ iid(0, σ2) je identicky distribuovaná náhodná premenná s nulovou strednou hodno-

tou a s nenulovou disperziou, nazývaná aj biely ²um. �um dovo©uje vznik nových bublín

po tom, £o praskli. �um môºe by´ navy²e korelovaný s neo£akávanými pohybmi v ©ubovo©nej

premennej, t. j. ak trh verí, ºe neo£akávané zmeny v nie£om inom ovplyv¬ujú napr. cenu akcie,

tak je pravdepodobné, ºe sa tak aj skuto£ne stane (v dôsledku toho vznikajú ²pekulatívne

bubliny).

V oboch vy²²ie spomenutých prípadoch sa o£akávaná (stredná) hodnota bubliny v £ase n

rovná B(1 + r)n a teda Pn = P ∗
n +Bn je rie²ením (4.81). Ukáºeme.

Nech t0 = 0 (napr. dnes) a B0 = B > 0, potom:

E(Bn+1) = q
(1 + r)Bn

q
+ (1− q)0 = (1 + r)Bn (4.83)

v prvom prípade. Aby sme sa vrátili k pôvodnému zna£eniu, tak E(Bn+1) je v rie²ení (4.82)

rovnice (4.81) reprezentovaná iba ako Bn+1. S pôvodným zna£ením teda zo (4.83) dostávame:

Bn+1 = (1 + r)Bn

s B0 = B. Ak B0 = B, tak B1 = (1 + r)B, B2 = (1 + r)2B at¤. Teda Bn = (1 + r)nB.

V druhom prípade je to ve©mi podobné:

E(Bn+1) = q
(1 + r)Bn

q
+ qE(εn+1) + (1− q)E(εn+1) = (1 + r)Bn + 0 + 0 = (1 + r)Bn.
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4.3.4 Pravdepodobnostný model

Doteraz sme sa zaoberali prevaºne tým, ako ohodnocova´ akcie, ktoré vyplácajú dividendu.

V nasledujúcich riadkoch sa budeme venova´ akciám, ktoré dividendu nevyplácajú.

Rovnako ako doposia©, budeme pouºíva´ diskrétne úrokovanie a diskrétnu úrokovú sadzbu

na obdobie d¨ºky jednej £asovej jednotky (¤alej £. j.), pretoºe predpokladáme investovanie

jednorazovo na obdobie tejto d¨ºky. Pre jednoduchos´ môºeme ako 1 £. j. uvaºova´ jeden rok.

V tom prípade bude diskrétna úroková sadzba ro£ná úroková sadzba.

Ak poznáme sú£asnú hodnotu (cenu) akcie P0 v £ase 0 (napr. dnes), hodnota akcie P1

v £ase o 1 £. j. neskôr bude závisie´ od rôznych udalostí, ktoré na jej vý²ku vplývajú. Kaºdá

z udalostí je súhrnom rôznych ekonomických i neekonomických okolností, ktorých súbeºný

vplyv pôsobí na vý²ku P1. Na hodnotu P1 môºe vplýva´ krátkodobý i dlhodobý vývoj na �-

nan£nom trhu, rast £i pokles hospodárstva krajiny alebo regiónu, postavenie spolo£nosti v kon-

kuren£nej sú´aºi, cenová ponuka a dostupnos´ alternatív, ale i ¤al²ie faktory (interné alebo

externé), ktoré vplývajú na cenu akcie, napr. po£asie v sledovanom období (môºe vplýva´

na ve©kos´ úrody) alebo podnebie v oblasti, v ktorej spolo£nos´ pôsobí (sucho, mráz, víchrice,

záplavy a pod.). Cenu akcie teda chápeme ako náhodnú premennú, na ktorú vplývajú rôzne

udalosti, ktoré môºu v sledovanom období nasta´. Ak je investor schopný priradi´ kaºdej

z týchto udalostí jedno £íslo (o£akávanú hodnotu ceny akcie v prípade vzniku danej udalosti)

reprezentujúce vplyv udalosti na hodnotu P1 pri jej vzniku a kaºdej udalosti pravdepodob-

nos´, s ktorou nastane, P1 moºno chápa´ ako strednú (o£akávanú) hodnotu týchto hodnôt. Je

to váºený priemer, kde váhami sú pravdepodobnosti vzniku jednotlivých udalostí.

Predpokladajme, ºe na hodnotu P1 môºe vplýva´ n rôznych udalostí Ui, kde i = 1, 2, . . . , n.

Nech pravdepodobnos´ vzniku udalosti Ui je pi, potom
∑n

i=1 pi = 1. Ozna£me ui hodnotu P1

pri udalosti Ui, potom jednotlivé hodnoty ui ceny akcie v £ase 1 spolu s pravdepodobnos´ami

udalostí, pri ktorých nastanú, moºno zobrazi´ na strome udalostí.

p1 u1

↗
p2 u2

↗

P0
...

...

pn−1

↘
pn un−1

↘
un

O£akávaná (stredná) hodnota P1 potom bude:

P 1 := E(P1) =
n∑

i=1

piui. (4.84)
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Spolu so strednou hodnotou moºno vypo£íta´ disperziu, resp. smerodajnú odchýlku. Sme-

rodajná odchýlka reprezentuje o ko©ko sa �v priemere� vychy©ujú hodnoty ui od P 1. Meria

teda ve©kos´ rizika, s ktorým nenastanú o£akávania o hodnote P1.

Disperziu (varianciu, tieº rozptyl) P1 vypo£ítame z nasledujúcej rovnice:

σ2P1
:= V ar(P1) =

n∑
i=1

pi(ui − P 1)
2. (4.85)

Smerodajná odchýlka P1 je potom:

σP1 =
√
V ar(P1). (4.86)

V drvivej vä£²ine prípadov neexistuje nejaká akcia na trhu samostatne, ale je len jednou

spomedzi mnohých. Medzi cenami kaºdých dvoch akcií moºno mera´ kovarianciu � spolo£nú

menlivos´. Ak uvaºujeme dve akcie, napr. akciu A a akciu B, pri£om pre danú udalos´ Ui

na trhu, ktorá nastane s pravdepodobnos´ou pi, ozna£íme o£akávanú hodnotu ceny akcie A

pri vzniku tejto udalosti ako ai a o£akávanú hodnotu ceny akcie B pri vzniku tejto udalosti

ako bi, dostaneme:

� PA =
∑n

i=1 piai � o£akávaná hodnota ceny akcie A,

� PB =
∑n

i=1 pibi � o£akávaná hodnota ceny akcie B,

� σ2PA
=
∑n

i=1 pi(ai − PA)
2 � variancia ceny akcie A,

� σ2PB
=
∑n

i=1 pi(bi − PB)
2 � variancia ceny akcie B,

� σPA
� smerodajná odchýlka ceny akcie A,

� σPB
� smerodajná odchýlka ceny akcie B,

� σPAPB
=
∑n

i=1 pi(ai − PA)(bi − PB) � kovariancia cien akcií A, B.

Kovariancia ur£uje, £i o£akávané ceny akcií v £ase 1 £. j. oproti ich cene v £ase 0 spolo£ne

porastú (kovariancia je kladná) alebo jedna porastie a druhá klesne (kovariancia je záporná),

prípadne nemajú na seba vzájomne vplyv (kovariancia je nulová). Pomocou kovariancie teda

vieme ur£i´, £i sú o£akávané ceny akcií pozitívne korelované, negatívne korelované alebo neko-

relované, ale nevieme ur£i´ nako©ko sa vzájomne ovplyv¬ujú. Preto sa na tento ú£el pouºíva

korela£ný koe�cient:

ρPAPB
=

σPAPB

σPA
σPB

, (4.87)

ktorý nedosahuje hodnoty men²ie neº −1 a vä£²ie neº 1, t. j. ρPAPB
∈ ⟨−1, 1⟩ (pozri napr.

[19], [20]). Platí:

� ρPAPB
= 0 � ceny akcií A, B sú nekorelované,

� ρPAPB
> 0 � ceny akcií A, B sú pozitívne korelované,

� ρPAPB
< 0 � ceny akcií A, B sú negatívne korelované,
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� ρPAPB
= 1 � perfektná pozitívna korelácia cien akcií A, B,

� ρPAPB
= −1 � perfektná negatívna korelácia cien akcií A, B.

Príklad 4.14. Uvaºujme bezdividendovú akciu A, ktorej sú£asná cena je 20 p. j. Predpokla-

dajme, ºe investor bude drºa´ túto akciu v období d¨ºky rovnej 1 jednotka £asu a potom ju

predá za cenu PA, ktorá s pravdepodobnos´ou p ∈ (0, 1) pri udalosti H bude 24 p. j. a s prav-

depodobnos´ou 1 − p pri udalosti D bude 16 p. j. Vypo£ítajme o£akávanú (strednú) hodnotu

ceny PA a riziko oh©adom týchto o£akávaní, teda smerodajnú odchýlku PA.

Rie²enie:

Informácie o cene akcie A môºeme gra�cky znázorni´ na strome udalostí, kde udalosti sú

v tomto prípade len dve: H a D.

H: 24 p. j. s pp. p

↗
20 p. j.

↘
D: 16 p. j. s pp. 1− p

Skratka pp. znamená pravdepodobnos´.

O£akávania o cene PA budú závisie´ od pravdepodobnosti p, s ktorou sa cena hýbe smerom

nahor (udalos´ H) alebo nadol (udalos´ D):

PA = p(24 p. j.) + (1− p)(16 p. j.) = (16 + 8p) p. j. (4.88)

Varianciu PA vypo£ítame zo vz´ahu (4.85):

σ2PA
= p (24 p. j.− (16 + 8p) p. j.)2 + (1− p) (16 p. j.− (16 + 8p) p. j.)2

= p(1− p)2(8 p. j.)2 + (1− p)p2(8 p. j.)2 = 64p(1− p)(p. j.)2 (4.89)

Odtia© máme:

σPA
= 8
√
p(1− p) p. j. (4.90)

Príklad 4.15. Uvaºujme, ºe na trhu spolu s akciou A z príkladu 4.14 vystupuje iná bezdivi-

dendová akcia B s týmito vlastnos´ami:

H: 36 p. j. s pp. p

↗
40 p. j.

↘
D: 50 p. j. s pp. 1− p

Vypo£ítajme o£akávanú (strednú) hodnotu ceny PB, smerodajnú odchýlku PB a korela£ný ko-

e�cient cien akcií A a B.
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Rie²enie:

Zo vz´ahov (4.84), (4.85) a (4.86) dostaneme:

PB = p(36 p. j.) + (1− p)(50 p. j.) = (50− 14p) p. j., (4.91)

σ2PB
= p (36 p. j.− (50− 14p) p. j.)2 + (1− p) (50 p. j.− (50− 14p) p. j.)2 ,

= p(1− p)2(14 p. j.)2 + (1− p)p2(14 p. j.)2 = 196p(1− p)(p. j.)2, (4.92)

σPB
= 14

√
p(1− p) p. j. (4.93)

Vypo£ítajme teraz kovarianciu cien akcií A a B:

σPAPB
= p

(
(24− PA) p. j.

) (
(36− PB) p. j.

)
+ (1− p)

(
(16− PA) p. j.

) (
(50− PB) p. j.

)
= p (8(1− p) p. j.) (−14(1− p) p. j.) + (1− p) ((−8p) p. j.) ((14p) p. j.)

= −112p(1− p)2( p. j.)2 − 112p2(1− p)( p. j.)2 = −112p(1− p)( p. j.)2 (4.94)

Zistili sme, ºe PA, PB sú negatívne korelované. Vypo£ítajme e²te korela£ný koe�cient ρPAPB

zo (4.87), získame:

ρPAPB
=

σPAPB

σPA
σPB

=
−112p(1− p)( p. j.)2(

8
√
p(1− p) p. j.

)(
14
√
p(1− p) p. j.

) = −1. (4.95)

Vidíme, ºe ceny akcií A, B sú dokonca perfektne negatívne korelované.

Zov²eobecnenia z príkladov 4.14 a 4.15 môºeme urobi´ pre akúko©vek dvojicu akcií, ktorých

cena sa za £asové obdobie 1 £. j. zmení s nejakou pravdepodobnos´ou p ∈ (0, 1), s ktorou

nastane udalos´ H, resp. s pravdepodobnos´ou 1 − p, s ktorou nastane udalos´ D, na inú

hodnotu.

Uvaºujme nasledujúcu dvojicu bezdividendových akcií α, β:

H: uS gW s pp. p

↗ ↗
α: S β: W

↘ ↘
D: dS hW s pp. 1− p

kde S, W je cena akcie α, resp. β v £ase 0 a u, d, g, h sú kladné koe�cienty také, ºe u ̸= d

a g ̸= h, ktorými je prenásobená hodnota S, resp. W v £ase 1 £. j., reprezentujúc tak zmenu

ceny v dôsledku vzniku udalosti H alebo D.

O£akávané ceny v £ase 1 £. j. pre jednotlivé akcie budú:

Pα = (pu+ (1− p)d)S (4.96)

P β = (pg + (1− p)h)W (4.97)
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Smerodajné odchýlky budú:

σPα =

√
p ((1− p)(u− d)S)2 + (1− p) ((−p)(u− d)S)2

=
√
p(1− p)2((u− d)S)2 + (1− p)p2((u− d)S)2 =

√
p(1− p)((u− d)S)2

=
√
p(1− p) |u− d|S (4.98)

σPβ
=

√
p ((1− p)(g − h)W )2 + (1− p) ((−p)(g − h)W )2

=
√
p(1− p)2((g − h)W )2 + (1− p)p2((g − h)W )2 =

√
p(1− p)((g − h)W )2

=
√
p(1− p) |g − h|W (4.99)

Kovariancia bude:

σPαPβ
= p ((1− p)(u− d)S) ((1− p)(g − h)W ) + (1− p) ((−p)(u− d)S) ((−p)(g − h)W )

= p(1− p)2(u− d)(g − h)SW + (1− p)p2(u− d)(g − h)SW

= p(1− p)(u− d)(g − h)SW (4.100)

Korela£ný koe�cient dostaneme zo vz´ahov (4.98), (4.99) a (4.100):

ρPαPβ
=
p(1− p)(u− d)(g − h)SW

p(1− p) |u− d| |g − h|SW
=

(u− d)(g − h)

|u− d| |g − h|
(4.101)

Ak u > d a sú£asne g < h alebo ak u < d a sú£asne g > h, tak ρPαPβ
= −1. To znamená,

ºe medzi cenami akcií α a β v £ase 1 £. j. existuje perfektná negatívna korelácia.

Ak u > d a sú£asne g > h alebo ak u < d a sú£asne g < h, tak ρPαPβ
= 1. To znamená,

ºe medzi cenami akcií α a β v £ase 1 £. j. existuje perfektná pozitívna korelácia.

Arbitráºna príleºitos´

Uvaºujme akcie A, B z príkladov 4.14, resp. 4.15. Ukáºeme, ako zostroji´ arbitráºnu stra-

tégiu, t. j. stratégiu, ktorá investorovi prinesie kladný zisk bez oh©adu na budúci vývoj ceny

akcií.

Nech ve©kos´ kapitálu, ktorý je investor ochotný/schopný investova´ do kúpy akcií, je m p.

j., z toho nech investícia do akcie A predstavuje x p. j. a do akcie B nech je to y p. j., t. j. máme

x + y = m. Ke¤ºe cena akcie A je na za£iatku sledovaného obdobia rovná 20 p. j., investor

nakúpi x
20 kusov akcie A. Ke¤ºe cena akcie B sa na za£iatku sledovaného obdobia rovná 40

p. j., investor nakúpi y
40 kusov akcie B. Predpokladáme, ºe moºno kúpi´ i necelo£íselný po£et

akcií.

Ak v £ase 1 £. j. neskôr nastane udalos´ H a investor predá v²etky svoje akcie, jeho výnos

bude 1, 2x + 0, 9y p. j., pretoºe predá x
20 kusov akcie A za cenu 24 p. j. a y

40 kusov akcie B

za cenu 36 p. j. Pri vzniku udalosti D bude investorov výnos 0, 8x+ 1, 25y p. j., ke¤ºe predá
x
20 kusov akcie A za cenu 16 p. j. a y

40 kusov akcie B za cenu 50 p. j. Po odrátaní po£iato£nej

investície m p. j. £iní investorov zisk v prípade vzniku udalosti H 1, 2x + 0, 9y − m p. j.

a v prípade udalosti D 0, 8x+ 1, 25y −m p. j.
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Snahou investora je dosiahnu´ kladný zisk bez oh©adu na to, aká udalos´ nastane. Snaºí

sa eliminova´ riziko. To dosiahne vo©bou:

1, 2x+ 0, 9y −m = 0, 8x+ 1, 25y −m.

Z £oho:

y =
8

7
x.

Investor je teda schopný úplne eliminova´ neistotu oh©adom vý²ky budúcich výnosov tak, ºe

do nákupu akcie B investuje 8
7 -násobok pe¬aºných prostriedkov, ktoré investoval do nákupu

akcie A. Vzh©adom k tomu, ºe vý²ka jeho po£iato£ného imania je limitovaná hodnotou m p.

j. a teda celková suma investovaných pe¬azí do nákupov akcií A a B sa rovná tejto hodnote

(x+ y = m), tak máme:

x+
8

7
x = m.

Z £oho vyplýva, ºe x = 7m
15 a y = 8m

15 . S takýmto rozvrhnutím svojej investície úplne eliminuje

riziko plynúce z náhodnosti celého procesu. To mu v²ak nemusí zaru£i´ kladný zisk. Kladný

zisk zaru£uje perfektná negatívna korelácia cien akcií a ich celkové rozvrhnutie pri vzniku

udalostí H a D. Konkrétne:

1, 2
7m

15
+ 0, 9

8m

15
−m =

m

25
= 0, 04m > 0.

To znamená, ºe ak by investorovo po£iato£né imanie m bolo napríklad rovné 1500 p. j.,

tak investor rozvrhnutím svojej investície 700 p. j. do nákupu 35 kusov akcie A a 800 p. j.

do nákupu 20 kusov akcie B dosiahne zisk:

(0, 8.700 + 1, 25.800− 1500) p. j. = 60 p. j.

Pri odhalení arbitráºnej príleºitosti na trhu s takýmito akciami dokáºe investor svoj zisk

mnohonásobne zvý²i´ (resp. zvý²i´ o to©ko, ko©ku mu okolnosti dovolia) navý²ením svojej po-

£iato£nej investície pri zachovaní opísaného rozvrhnutia investície do nákupov jednotlivých

akcií. Av²ak zvý²ený dopyt po akciách tla£í ich ceny nahor a dáva zaniknú´ arbitráºnej príle-

ºitosti.

Ak na trhu existujú práve dve akcie, v prípade stanovenia ich aktuálnych cien sa stáva

ur£ujúcou arbitráº. V zmysle oce¬ovania na princípe ºiadna arbitráº existencia arbitráºe im-

plikuje, ºe niektorá z akcií je nesprávne ohodnotená, prípadne, ºe obe akcie sú nesprávne

ohodnotené.

Predpokladajme, ºe nesprávne ocenená je akcia B. Aká by mala by´ jej sú£asná cena PB
0 ,

aby nenastala moºnos´ arbitráºe?

Eliminujme riziko, dostaneme:

1, 2x+

(
36

PB
0

)
y −m = 0, 8x+

(
50

PB
0

)
y −m

0, 4x =

(
14

PB
0

)
y

x =

(
35

PB
0

)
y
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Aby nebola arbitráº musí by´ pri takto zvolenom pomere x
y investovania do akcií A, B

zisk investora v £ase 1 £. j. neskôr nulový. Preto pre PB
0 platí:

0 = 1, 2x+

(
36

PB
0

)
y −m = 1, 2x+

(
36

PB
0

)
y − x− y = 0, 2x+

(
36− PB

0

PB
0

)
y

0 = 0, 2

(
35

PB
0

)
y +

(
36− PB

0

PB
0

)
y =

(
43− PB

0

PB
0

)
y

Ke¤ºe y ̸= 0 (inak by aj x = 0), tak musí by´ PB
0 = 43 p. j.

Môºeme tieº predpoklada´, ºe obe akcie sú nesprávne ocenené a nájs´ vz´ah medzi ich

sú£asnými cenami PA
0 , PB

0 , pri splnení ktorého arbitráº nenastane.

Elimináciou rizika dostaneme:(
24

PA
0

)
x+

(
36

PB
0

)
y −m =

(
16

PA
0

)
x+

(
50

PB
0

)
y −m(

8

PA
0

)
x =

(
14

PB
0

)
y

x =

(
7PA

0

4PB
0

)
y

Poºiadavka nulového zisku v £ase 1 £. j. neskôr implikuje:

0 =

(
24

PA
0

)
x+

(
36

PB
0

)
y −m =

(
24− PA

0

PA
0

)
x+

(
36− PB

0

PB
0

)
y

0 =

(
7(24− PA

0 )

4PB
0

)
y +

(
36− PB

0

PB
0

)
y =

(
312− 7PA

0 − 4PB
0

4PB
0

)
y

Ke¤ºe y ̸= 0 (inak by aj x = 0), tak musí by´ PB
0 = 78− 7

4P
A
0 . Ak predpokladáme, ºe pre cenu

akcie A platí PA
0 ∈ (16, 24), tak pre cenu akcie B dostávame PB

0 ∈ (36, 50). Napr. ak PA
0 = 20

p. j., potom PB
0 = (78− 35) p. j. = 43 p. j.

4.3.5 Bezarbitráºne oce¬ovanie dvojice akcií na binárnom strome

Postup z predchádzajúceho príkladu predstavuje spôsob, ako stanovi´ sú£asnú hodnotu

dvoch akcií na trhu tak, aby nebola arbitráº, aj pre v²eobecne zadané hodnoty akcií na bi-

nárnom strome udalostí.

Vrá´me sa k dvojici akcií α a β spomínanej vy²²ie:

H: uS gW s pp. p

↗ ↗
α: S β: W

↘ ↘
D: dS hW s pp. 1− p

Pri£om predpokladáme, ºe u, d, g, h sú kladné, také, ºe u ̸= d a g ̸= h. Urobme ¤al²í dôleºitý
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predpoklad. Nech u, d, g, h sp¨¬ajú:

u > 1 > d a sú£asne g < 1 < h (4.102)

alebo

u < 1 < d a sú£asne g > 1 > h (4.103)

alebo

u > 1 > d a sú£asne g > 1 > h (4.104)

alebo

u < 1 < d a sú£asne g < 1 < h (4.105)

Poznamenajme, ºe za platnosti kaºdého z predpokladov (4.102) aº (4.105) je automaticky

splnené u ̸= d, g ̸= h. V ¤al²om budeme povaºova´ v²etky tieto predpoklady kladené na u, d,

g, h splnené, kým nebude povedané inak.

Predpoklady (4.102) aº (4.105) su variáciami na poºiadavku, aby cena ºiadnej z akcií ne-

bola v £ase 1 £. j. neskôr pre obe moºnosti vä£²ia alebo aspo¬ rovnaká ako pôvodná cena akcie,

resp. men²ia alebo najviac rovnaká ako pôvodná cena akcie. V prvom prípade by investori

preferovali nákup takejto akcie s cie©om neskôr ju preda´, av²ak ºiadny z investorov by nemal

záujem takúto akciu predáva´. Zvý²ený dopyt po takýchto akciách by tla£il cenu akcie v £ase

0 nahor, £o by nakoniec viedlo k naplneniu niektorého z predpokladov (4.102) aº (4.105).

V druhom prípade by sa investori snaºili akciu v £ase 0 preda´ s cie©om neskôr ju dokúpi´

v rovnakých mnoºstvách spä´. Ibaºe ºiadny investor by takúto akciu nemal záujem kúpi´. To

by tla£ilo na záujemcov o predaj zniºova´ cenu akcie, £o by napokon viedlo aº k naplneniu

niektorého z predpokladov (4.102) aº (4.105).

Nech existuje perfektná negatívna korelácia medzi cenami akcií. Z predchádzajúceho vieme,

ºe taká situácia nastane, ak u > d a sú£asne g < h alebo ak u < d a sú£asne g > h.

Ukáºeme, ºe ak je splnené u− d+h− g = uh− dg, tak zisk investora eliminujúceho riziko

je nulový. Inými slovami na takomto trhu neexistuje arbitráº.

Tvrdenie 4.5. Uvaºujme akcie α, β popísané binárnym stromom udalostí vy²²ie. Nech u, d,

g, h sú kladné, také, ºe platí:

u− d+ h− g = uh− dg. (4.106)

Potom neexistuje arbitráº na takomto trhu a akcie α, β sú správne ohodnotené.

Dôkaz. Eliminujme riziko neistoty vý²ky zisku investora plynúcej z náhodnosti toho, ktorá

z udalostí H, D nastane:(
uS − S

S

)
x+

(
gW −W

W

)
y =

(
dS − S

S

)
x+

(
hW −W

W

)
y,

(u− 1)x+ (g − 1)y = (d− 1)x+ (h− 1)y,

(u− d)x = (h− g)y,

x =
(h− g)

(u− d)
y. (4.107)
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Vypo£ítajme zisk:

(u− 1)x+ (g − 1)y = (u− 1)
(h− g)

(u− d)
y + (g − 1)y =

(
uh− h+ g − dg − u+ d

u− d

)
y

=

(
uh− dg − (u− d)− (h− g)

u− d

)
y = 0,

kde v poslednom kroku sme vyuºili predpoklad (4.106).

Z predchádzajúceho vyplýva, ºe ak v £ase 0 investujeme do nákupu perfektne negatívne

korelovaných akcií α, β s cie©om preda´ ich v £ase 1 £. j., tak arbitráº moºno dosiahnu´

len v prípade, ke¤ uh − dg > u − d + h − g, ak u > d a g < h alebo v prípade, ke¤

uh− dg < u− d+ h− g, ak u < d a g > h. V takejto situácii pri eliminácii rizika je investor

schopný nadobudnú´ kladný zisk dosiahnutý ako rozdiel príjmov z predaja akcií v £ase 1 £. j.

a nákladov pri zakúpení akcií v £ase 0.

Na to, aby sme zistili, akú ve©kú £as´ z po£iato£nej investície m p. j. tento zisk tvorí, sta£í

vyjadri´ y v závisloti od m. Z toho, ºe x = (h−g)
(u−d)y a x+ y = m, totiº máme:

m =
(h− g)

(u− d)
y + y =

(
u− d+ h− g

u− d

)
y.

Odtia©:

y =

(
u− d

u− d+ h− g

)
m,

resp.:

x =

(
h− g

u− d+ h− g

)
m.

Zisk sa teda rovná(
uh− dg − (u− d)− (h− g)

u− d

)
y =

(
uh− dg − (u− d)− (h− g)

u− d+ h− g

)
m. (4.108)

Prípady, ke¤ uh − dg < u − d + h − g pri u > d a g < h, resp. uh − dg > u − d + h − g

pri u < d a g > h, táto situácia nepokrýva. To v²ak neznamená, ºe v nich nemoºno dosiahnu´

arbitráº. Pri eliminácii rizika dokáºe investor aj v týchto prípadoch dosiahnu´ kladný zisk,

musí v²ak by´ v £ase 0 drºite©om akcií α a β v celkovej vý²ke m p. j., ktoré vo vypo£ítanom

pomere predá a neskôr v £ase 1 £. j. ich nakúpi v rovnakom mnoºstve spä´ za menej, neº ich

predal, £ím sa vráti k stavu v £ase 0 a popritom zarobí bez rizika kladnú sumu pe¬azí.

Predpokladajme teda, ºe investor je majite©om akcií α a β v celkovej vý²ke m > 0 p. j.

V £ase 0 investor akcie predáva, tzn. predpokladáme, ºe x < 0 aj y < 0. Preto musí plati´:

x+ y = −m.

V £ase 1 £. j. investor akcie nakupuje spä´. Aby eliminoval riziko súvisiace s udalos´ami

H, D, ktoré ovplyv¬ujú vý²ku ceny akcie v £ase 1 £. j., pomer hodnôt x a y dostane z rovnice:(
uS

S

)
x+

(
gW

W

)
y +m =

(
dS

S

)
x+

(
hW

W

)
y +m.
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Odtia© úpravami:

(u− d)x = (h− g)y,

x =
(h− g)

(u− d)
y.

Pre takto ur£ené x, y bude zisk investora takýto:

ux+ gy +m = (u− 1)x+ (g − 1)y = (u− 1)
(h− g)

(u− d)
y + (g − 1)y

=

(
uh− dg − (u− d)− (h− g)

u− d

)
y.

Vypo£ítaný zisk investora je kladný, pretoºe y < 0 a bu¤ uh− dg < u− d+ h− g pri u > d

alebo uh− dg > u− d+ h− g pri u < d. Nastala arbitráº.

Aj v tomto prípade môºeme vyjadri´ investorov zisk ako násobok po£iato£ného kapitálu

investora m p. j. uloºeného v akciách. Z toho, ºe x = (h−g)
(u−d)y a x+ y = −m, máme:

−m =
(h− g)

(u− d)
y + y =

(
u− d+ h− g

u− d

)
y.

Odtia©:

y =

(
d− u

u− d+ h− g

)
m,

resp.:

x =

(
g − h

u− d+ h− g

)
m.

Zisk sa teda rovná(
uh− dg − (u− d)− (h− g)

u− d

)
y =

(
(u− d+ h− g)− (uh− dg)

u− d+ h− g

)
m.

Ilustrujme predchádzajúce závery na nasledujúcom príklade.

Príklad 4.16. Uvaºujme dve akcie A, B, ktoré nevyplácajú dividendy. Nech sú£asná (v £ase

0) cena akcie A je 20 p. j. a sú£asná (v £ase 0) cena akcie B je 50 p. j. Uvaºujme, ºe na cenu

akcií v £ase 1 £. j. vplývajú dve udalosti H a D tak, ºe:

H: 26 p. j. 30 p. j. s pp. p

↗ ↗
A: 20 p. j. B: 50 p. j.

↘ ↘
D: 16 p. j. 60 p. j. s pp. 1− p

Nech investor v £ase 0 vlastní 30 kusov akcie A, t. j. 600 p. j. má uloºených v akcii A, a vlastní

10 kusov akcie B, t. j. v akcii B má uloºených 500 p. j. Celkovo má akcie v hodnote m = 1100

p. j. Ukáºme, ºe ceny akcií sú perfektne negatívne korelované a ºe je moºné na trhu s týmito

akciami utvori´ arbitráº.
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Rie²enie:

Ak nastane udalos´ H, cena akcie A stúpne na 26 p. j. a cena akcie B klesne na 30 p. j. Máme

teda u = 1, 3 a g = 0, 6. Ak nastane udalos´ D, cena akcie A poklesne na 16 p. j., kým cena

akcie B stúpne na 60 p. j. �iºe d = 0, 8 a h = 1, 2.

Pretoºe u > d a sú£asne g < h, ceny akcií sú perfektne negatívne korelované. Navy²e platí:

uh− dg = 1, 56− 0, 48 = 1, 08 < 1, 1 = 0, 5 + 0, 6 = u− d+ h− g.

Ozna£me x, y pe¬aºný obnos uloºený v akcii A, resp. v akcii B. Pretoºe investor v £ase 0

akcie predáva, tak x < 0 i y < 0 a navy²e x+ y = −m. Elimináciou rizika dostaneme:

x =
(h− g)

(u− d)
y =

0, 6

0, 5
y = 1, 2y.

Ke¤ºe x+ y = −m, tak −m = 1, 2y + y = 2, 2y. Z toho:

x =
−6m

11
= −600 p. j.,

y =
−5m

11
= −500 p. j.

Zhodou okolností investor je v £ase 0 drºite©om 30 kusov akcie A v celkovej hodnote 600

p. j. a 10 kusov akcie B, v celkovej hodnote 500 p. j. V²etky svoje akcie môºe teda v £ase 0

preda´, za £o obdrºí 1100 p. j.

Ak v £ase 1 £. j. nastane udalos´ H, investor nakúpi spä´ 30 kusov akcie A v cene 26 p. j.

za kus a 10 kusov akcie B v cene 30 p. j. za kus. Celkovo zaplatí 30(26 p. j.) + 10(30 p. j.) =

(780 + 300) p. j. = 1080 p. j.

Ak v £ase 1 £. j. nastane udalos´ D, investor nakúpi spä´ 30 kusov akcie A v cene 16 p. j.

za kus a 10 kusov akcie B v cene 60 p. j. za kus. Celkovo zaplatí 30(16 p. j.) + 10(60 p. j.) =

(480 + 600) p. j. = 1080 p. j.

V oboch prípadoch zarobí 20 p. j. a akcie, ktoré v £ase 0 predal, má spä´ v rovnakých

mnoºstvách. Na trhu je teda arbitráº a investor ju vyuºil.

Ak má investor v £ase 0 k dispozícii nejaké akcie, ktoré môºe preda´, dokáºe vytvori´

arbitráº aj pri akciách, ktorých ceny sú perfektne pozitívne korelované.

Pripome¬me si, ºe pre v²eobecne zadané akcie α, β nastáva perfektná pozitívna korelácia

v cenách akcií, ak u > d a sú£asne g > h alebo ak u < d a sú£asne g < h.

Z tvrdenia 4.5 vyplýva, ºe arbitráº nemoºno dosiahnu´, ak platí (4.106). Preto bude pre in-

vestorov zaujímavé h©ada´ arbitráºne príleºitosti iba vtedy, ke¤ uh− dg ̸= u− d+ h− g.

Zopakujme stratégiu eliminácia rizika a skúmajme moºnosti, ktoré môºu nasta´ pre per-

fektne pozitívne korelované ceny akcií α, β.

Z predchádzajúceho vyplýva, ºe elimináciou rizika dosiahneme:

x =
(h− g)

(u− d)
y,

kde x je investícia do nákupu akcie α, ak x > 0, resp. pe¬aºné prostriedky získané predajom

akcie α, ak x < 0, a y je investícia do nákupu akcie β, ak y > 0, resp. pe¬aºné prostriedky
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získané predajom akcie β, ak y < 0. Pre perfektnú pozitívnu koreláciu cien akcií α, β bude

bu¤ x > 0 a sú£asne y < 0 alebo x < 0 a sú£asne y > 0. Predajom jednej akcie sa teda

£iasto£ne alebo úplne �nancuje nákup druhej akcie. Závisí to od vý²ky po£iato£nej investície

m, kde bu¤ x+ y = m, ak �nan£né prostriedky vynaloºené na nákup jednej z akcií prevy²ujú

príjmy z predaja druhej akcie, alebo x+ y = −m, ak príjmy z predaja jednej akcie prevy²ujú

náklady na nákup druhej z akcií. �peciálna situácia nastane, ke¤ g − h = u − d. V takom

prípade pre pomer investícií do akcií α, β platí x
y = −1. �iºe predaj jednej akcie kompletne

hradí nákup druhej akcie a nie sú potrebné ºiadne ¤al²ie investície. Dostávame m = 0 p. j.

Pre elimináciou ur£ené x, y bude zisk investora rovný:(
uh− dg − (u− d)− (h− g)

u− d

)
y.

Aby bol zisk investora kladný, tak pre u > d a sú£asne g > h bude y > 0 a x < 0, ak

uh−dg > u−d+h−g, a y < 0 a x > 0, ak uh−dg < u−d+h−g. Pre u < d a sú£asne g < h

bude y < 0 a x > 0, ak uh− dg > u− d+ h− g, a y > 0 a x < 0, ak uh− dg < u− d+ h− g.

1. Predpokladajme, ºe uh− dg > u− d+ h− g.

a) Nech najprv u > d a sú£asne g > h. To znamená, ºe y > 0 a x < 0.

� Ak g − h < u− d, t. j. |y| > |x|, tak x+ y = m a na nákup akcie β sa pouºijú

�nan£né prostriedky získané z predaja akcie α a po£iato£ného imania m.

� Ak g−h > u−d, t. j. |y| < |x|, tak x+y = −m a na nákup akcie β sa pouºijú

�nan£né prostriedky získané z predaja akcie α a to, £o ostane z tohto predaja,

tvorí kladný výnos investora.

� Ak g − h = u− d, t. j. |y| = |x|, tak x+ y = 0 a na nákup akcie β sa pouºijú

�nan£né prostriedky získané z predaja akcie α.

b) Nech teraz u < d a sú£asne g < h. To znamená, ºe y < 0 a x > 0.

� Ak g−h > u−d, t. j. |y| > |x|, tak x+y = −m a na nákup akcie α sa pouºijú

�nan£né prostriedky získané z predaja akcie β a to, £o ostane z tohto predaja,

tvorí kladný výnos investora.

� Ak g − h < u− d, t. j. |y| < |x|, tak x+ y = m a na nákup akcie α sa pouºijú

�nan£né prostriedky získané z predaja akcie β a po£iato£ného imania m.

� Ak g − h = u− d, t. j. |y| = |x|, tak x+ y = 0 a na nákup akcie α sa pouºijú

�nan£né prostriedky získané z predaja akcie β.

2. Predpokladajme, ºe uh− dg < u− d+ h− g.

a) Nech u > d a sú£asne g > h, tzn. y < 0 a x > 0.

� Ak g − h > u− d, t. j. |y| < |x|, tak x+ y = m a na nákup akcie α sa pouºijú

�nan£né prostriedky získané z predaja akcie β a po£iato£ného imania m.

� Ak g−h < u−d, t. j. |y| > |x|, tak x+y = −m a na nákup akcie α sa pouºijú

�nan£né prostriedky získané z predaja akcie β a to, £o ostane z tohto predaja,

tvorí kladný výnos investora.
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� Ak g − h = u− d, t. j. |y| = |x|, tak x+ y = 0 a na nákup akcie α sa pouºijú

�nan£né prostriedky získané z predaja akcie β.

b) Nech u < d a sú£asne g < h, tzn. y > 0 a x < 0.

� Ak g−h < u−d, t. j. |y| < |x|, tak x+y = −m a na nákup akcie β sa pouºijú

�nan£né prostriedky získané z predaja akcie α a to, £o ostane z tohto predaja,

tvorí kladný výnos investora.

� Ak g − h > u− d, t. j. |y| > |x|, tak x+ y = m a na nákup akcie β sa pouºijú

�nan£né prostriedky získané z predaja akcie α a po£iato£ného imania m.

� Ak g − h = u− d, t. j. |y| = |x|, tak x+ y = 0 a na nákup akcie β sa pouºijú

�nan£né prostriedky získané z predaja akcie α.

Na ilustráciu predchádzajúcich záverov uvádzame príklad.

Príklad 4.17. Uvaºujme dve akcie A, B, ktoré nevyplácajú dividendy. Nech sú£asná (v £ase

0) cena akcie A je 20 p. j. a sú£asná (v £ase 0) cena akcie B je 50 p. j. Uvaºujme, ºe na cenu

akcií v £ase 1 £. j. vplývajú dve udalosti H a D tak, ºe:

H: 24 p. j. 55 p. j. s pp. p

↗ ↗
A: 20 p. j. B: 50 p. j.

↘ ↘
D: 16 p. j. 48 p. j. s pp. 1− p

Nech investor v £ase 0 vlastní 35 kusov akcie A, t. j. 700 p. j. má uloºených v akcii A. Nech

m = 1300 p. j. Ukáºme, ºe ceny akcií sú perfektne pozitívne korelované a ºe je moºné na trhu

s týmito akciami utvori´ arbitráº.

Rie²enie:

Ak nastane udalos´ H, cena akcie A stúpne na 24 p. j. a cena akcie B stúpne na 55 p. j. Máme

teda u = 1, 2 a g = 1, 1. Ak nastane udalos´ D, cena akcie A poklesne na 16 p. j., kým cena

akcie B klesne na 48 p. j. �iºe d = 0, 8 a h = 0, 96.

Pretoºe u > d a sú£asne g > h, ceny akcií sú perfektne pozitívne korelované. Navy²e platí:

uh− dg = 1, 152− 0, 88 = 0, 272 > 0, 26 = 0, 4− 0, 14 = u− d+ h− g.

Ozna£me x, pe¬aºný obnos uloºený v akcii A a y investíciu do akcie B. Pretoºe investor

v £ase 0 akciu A predáva, tak x < 0. Pretoºe investor v £ase 0 akciu B kupuje, tak y > 0.

Navy²e x+ y = m, pretoºe g − h = 0, 14 < 0, 4 = u− d. Elimináciou rizika dostaneme:

x =
(h− g)

(u− d)
y =

(−0, 14)

0, 4
y = −0, 35y.

Ke¤ºe x+ y = m, tak m = −0, 35y + y = 0, 65y. Z toho:

x = −7m

13
= −700 p. j.,

y =
20m

13
= 2000 p. j.
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Pretoºe investor je v £ase 0 drºite©om 35 kusov akcie A v celkovej hodnote práve 700 p. j.,

môºe ich v²etky preda´ a za obdrºaných 700 p. j. spolu s po£iato£nou investíciou m = 1300

p. j., ktorú je investor ochotný/schopný poskytnú´ na nákup akcií, dokúpi 40 kusov akcie B

v celkovej sume 2000 p. j.

Ak v £ase 1 £. j. nastane udalos´ H, investor nakúpi spä´ 35 kusov akcie A v cene 24 p. j.

za kus a predá 40 kusov akcie B v cene 55 p. j. za kus. Celkovo získa 40(55 p. j.)−35(24 p. j.) =

(2200− 840) p. j. = 1360 p. j.

Ak v £ase 1 £. j. nastane udalos´ D, investor nakúpi spä´ 35 kusov akcie A v cene 16 p. j.

za kus a predá 40 kusov akcie B v cene 48 p. j. za kus. Celkovo získa 40(48 p. j.)−35(16 p. j.) =

(1920− 560) p. j. = 1360 p. j.

Po odrátaní po£iato£nej investície vo vý²ke 1300 p. j. zarobí v oboch prípadoch 60 p. j.

a akciu A, ktorú v £ase 0 predal, má spä´ v rovnakom mnoºstve. Na trhu je teda arbitráº

a investor ju vyuºil.

Môºeme si v²imnú´, ºe stratégia investora sa vôbec nezmení, ak zameníme hodnoty u a d,

resp. g a h z predchádzajúceho príkladu.

Príklad 4.18. Uvaºujme dve akcie A, B, ktoré nevyplácajú dividendy. Nech sú£asná (v £ase

0) cena akcie A je 20 p. j. a sú£asná (v £ase 0) cena akcie B je 50 p. j. Uvaºujme, ºe na cenu

akcií v £ase 1 £. j. vplývajú dve udalosti H a D tak, ºe:

H: 16 p. j. 48 p. j. s pp. p

↗ ↗
A: 20 p. j. B: 50 p. j.

↘ ↘
D: 24 p. j. 55 p. j. s pp. 1− p

Nech investor v £ase 0 vlastní 35 kusov akcie A, t. j. 700 p. j. má uloºených v akcii A. Nech

m = 1300 p. j. Ukáºme, ºe ceny akcií sú perfektne pozitívne korelované a ºe je moºné na trhu

s týmito akciami utvori´ arbitráº.

Rie²enie:

V tomto prípade máme u = 0, 8, d = 1, 2, g = 0, 96 a h = 1, 1.

Pretoºe u < d a sú£asne g < h, ceny akcií sú perfektne pozitívne korelované. Navy²e:

uh− dg = 0, 88− 1, 152 = −0, 272 < −0, 26 = −0, 4 + 0, 14 = u− d+ h− g.

Ozna£me x, pe¬aºný obnos uloºený v akcii A a y investíciu do akcie B. Pretoºe investor

v £ase 0 akciu A predáva, tak x < 0. Pretoºe investor v £ase 0 akciu B kupuje, tak y > 0.

Navy²e x+ y = m, pretoºe g − h = −0, 14 > −0, 4 = u− d. Elimináciou rizika dostaneme:

x =
(h− g)

(u− d)
y =

(0, 14)

(−0, 4)
y = −0, 35y.
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Ke¤ºe x+ y = m, tak m = −0, 35y + y = 0, 65y. Z toho:

x = −7m

13
= −700 p. j.,

y =
20m

13
= 2000 p. j.

Pretoºe investor je v £ase 0 drºite©om 35 kusov akcie A v celkovej hodnote práve 700 p. j.,

môºe ich v²etky preda´ a za obdrºaných 700 p. j. spolu s po£iato£nou investíciou m = 1300

p. j., ktorú je investor ochotný/schopný poskytnú´ na nákup akcií, dokúpi 40 kusov akcie B

v celkovej sume 2000 p. j.

Ak v £ase 1 £. j. nastane udalos´ H, investor nakúpi spä´ 35 kusov akcie A v cene 16 p. j.

za kus a predá 40 kusov akcie B v cene 48 p. j. za kus. Celkovo získa 40(48 p. j.)−35(16 p. j.) =

(1920− 560) p. j. = 1360 p. j.

Ak v £ase 1 £. j. nastane udalos´ D, investor nakúpi spä´ 35 kusov akcie A v cene 24 p. j.

za kus a predá 40 kusov akcie B v cene 55 p. j. za kus. Celkovo získa 40(55 p. j.)−35(24 p. j.) =

(2200− 840) p. j. = 1360 p. j.

Po odrátaní po£iato£nej investície vo vý²ke 1300 p. j. zarobí v oboch prípadoch 60 p. j.

a akciu A, ktorú v £ase 0 predal, má spä´ v rovnakom mnoºstve. Na trhu je arbitráº.

Poznámka 4.8. V predchádzajúcich príkladoch sme h©adali bezarbitráºny zisk pri dvojiciach

akcií takých, ºe kladné koe�cienty u, d, g, h sp¨¬ali niektorý z predpokladov 4.102, 4.103,

4.104, 4.105.

Inými slovami nárast v cene akcie pri vzniku jednej udalosti je sprevádzaný poklesom v cene

akcie pri druhej z udalostí, resp. pokles v cene akcie pri vzniku udalosti je sprevádzaný náras-

tom ceny akcie pri druhej udalosti.

Ak by sme v²ak pracovali so v²eobecne zadanými u ̸= d, kde u > 0, d > 0, g ̸= h, kde

g > 0, h > 0, tak v²etky závery o arbitráºnych príleºitostiach a arbitráºnom zisku ostávajú

v platnosti, akurát je v niektorých prípadoch moºné arbitráºny zisk navý²i´ o nejaký ¤al²í

minimálny kladný príjem plynúci z kúpy, prípadne predaja vhodne zvolenej akcie. Ukáºeme

v nasledujúcom príklade.

Príklad 4.19. Uvaºujme dve akcie A, B, ktoré nevyplácajú dividendy. Nech sú£asná (v £ase

0) cena akcie A je 20 p. j. a sú£asná (v £ase 0) cena akcie B je 50 p. j. Uvaºujme, ºe na cenu

akcií v £ase 1 £. j. vplývajú dve udalosti H a D tak, ºe:

H: 18 p. j. 50 p. j. s pp. p

↗ ↗
A: 20 p. j. B: 50 p. j.

↘ ↘
D: 22 p. j. 70 p. j. s pp. 1− p

Nech investor v £ase 0 vlastní 100 kusov akcie A, t. j. 2000 p. j. má uloºených v akcii A.

Ukáºme, ºe arbitráºny zisk moºno navý²i´ o maximálne ¤al²ích 400 p. j. alebo aspo¬ vyrovna´

jeho vý²ku.
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Rie²enie:

Máme u = 0, 9, d = 1, 1, g = 1 a h = 1, 4. Teda u < d a sú£asne g < h, a preto sú ceny akcií

perfektne pozitívne korelované. Navy²e:

uh− dg = 1, 26− 1, 1 = 0, 16 < 0, 2 = −0, 2 + 0, 4 = u− d+ h− g.

Ozna£me x, pe¬aºný obnos uloºený v akcii A a y investíciu do akcie B. Pretoºe investor

v £ase 0 akciu A predáva, tak x < 0. Pretoºe investor v £ase 0 akciu B kupuje, tak y > 0.

Elimináciou rizika dostane:

x =
(h− g)

(u− d)
y =

(0, 4)

(−0, 2)
y = −2y.

Ke¤ºe musí voli´ x+ y = −m, tak m = 2y− y = y a x = −2m. Na dosiahnutie £o najvä£-

²ieho zisku je najvýhodnej²ie preda´ v²etky kusy akcie A a nakúpi´ akcie B v zodpovedajúcom

riziko elimina£nom pomere.

Dostaneme x = −2000 p. j., y = 1000 p. j., m = 1000 p. j., kde m je �nan£ný obnos, ktorý

po predaji akcie A a nákupe 20 kusov akcie B ostane investorovi aº do £asu 1 £. j. bez toho,

aby s ním investor akoko©vek manipuloval.

Konkrétne, ak v £ase 1 £. j. nastane udalos´ H, investor nakúpi spä´ 100 kusov akcie

A v cene 18 p. j. za kus a predá 20 kusov akcie B v cene 50 p. j. za kus. Celkovo získa

20(50 p. j.)− 100(18 p. j.) + 1000 p. j. = (2000− 1800) p. j. = 200 p. j.

Ak v £ase 1 £. j. nastane udalos´ D, investor nakúpi spä´ 100 kusov akcie A v cene 22

p. j. za kus a predá 20 kusov akcie B v cene 70 p. j. za kus. Celkovo získa 20(70 p. j.) −
100(22 p. j.) + 1000 p. j. = (2400− 2200) p. j. = 200 p. j.

Jeho arbitráºny zisk teda £iní 200 p. j. bez oh©adu na to, ktorá z udalostí nastala a v oboch

prípadoch má akciu A spä´ v rovnakom mnoºstve.

Ak v²ak namiesto toho, aby investor nechal 1000 p. j. �leºa´ ladom�, tieto pe¬aºné pros-

triedky pouºije na nákup ¤al²ích 20 kusov akcie B, ktoré v £ase 1 £. j. neskôr predá, dokáºe na-

vý²i´ svoj zisk o ¤al²ích maximálne 400 p. j. Ak tak totiº urobí, jeho zisk bude v prípade vzniku

udalosti H rovný 40(50 p. j.)−100(18 p. j.) = (2000−1800) p. j. = 200 p. j. Ak v²ak nastane

udalos´ D jeho zisk bude vy²²í, rovný 40(70 p. j.)− 100(22 p. j.) = (2800− 2200) p. j. = 600

p. j.

Navý²enie zisku bolo moºné v¤aka tomu, ºe ostali vo©né �nan£né prostriedky z predaja

akcie A £ase 0 a ºe ich bolo moºné zainvestova´ do nákupu akcie B bez rizika prípadnej straty

£asti tejto hotovosti. Umoºnila to situácia okolo budúcej ceny akcie B, ktorá pri oboch udalos-

tiach je vy²²ia alebo aspo¬ taká ako cena akcie v £ase 0. Pre tento príklad nastalo h > g = 1.

Takýto zisk v²ak nemoºno povaºova´ za arbitráºny, pretoºe investor nedosiahne na rovnakú

výplatu pri oboch udalostiach.

Hoci v ¤al²om pre nás ostáva prioritou nájs´ arbitráº a z tejto príleºitosti plynúci arbit-

ráºny zisk, predchádzajúci príklad bol pou£ný z h©adiska uvedomenia si ¤al²ích súvislostí,

ktoré treba pri investorovej snahe dosiahnu´ £o najvä£²í zisk vzia´ v úvahu.
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4.3.6 Dve akcie a dlhopis

Pri bezarbitráºnom oce¬ovaní dvojice akcií sme pracovali s predpokladom, ºe na trhu

spolu s akciami neexistuje diskontný dlhopis s dobou splatnosti rovnou dobe drºania akcií, t.

j. rovnou 1 £. j. Ak by taký dlhopis na trhu spolu s akciami existoval, jeho výnosová sadzba

rf by bola diskrétnou úrokovou sadzbou na dobu drºania. Navy²e výnos z takéhoto dlhopisu

sa povaºuje za istý na rozdiel od neistoty spojenej s o£akávaniami o budúcich cenách akcií.

Absencia dlhopisu na trhu s akciami umoº¬ovala porovnáva´ pe¬aºné toky plynúce z predaja

a kúpy akcií v rozli£ných £asoch (v £ase 0 a v £ase 1 £. j.) bez oh©adu na £asovú hodnotu pe-

¬azí. V súvislosti s bezrizikovou úrokovou sadzbou dlhopisu to vlastne znamenalo, ºe rf bola

nulová. Ke¤ºe v tejto £asti budeme hovori´ o trhu s dvoma akciami a dlhopisom, budeme

¤alej predpoklada´, ºe rf > 0. Investíciou do nákupu dlhopisov v £ase 0 získa investor v £ase

1 £. j. neskôr svoju pôºi£ku spä´ a spolu s ¬ou aj úrok vo vý²ke rf -násobku tejto investície.

Podobne, ak investor v £ase 0 dlhopisy emituje a predá, je povinný v £ase 1 £. j. zaplati´

majite©ovi dlhopisov okrem ich nominálnej hodnoty aj kladný úrok. Jedna pe¬aºná jednotka

má teda v £ase 0 inú hodnotu neº v £ase 1 £. j., pretoºe ak by aj investor na takomto trhu

vôbec neinvestoval do akcií, stále existuje moºnos´ zarobi´ bez rizika na 1 p. j. obnos rf p. j.

Ak investor zvaºuje aj moºnos´ investície do akcií, prípadne zvaºuje predaj niektorých svojich

akcií, aj na takomto trhu má pre neho zmysel obzera´ sa po arbitráºnych príleºitostiach. Aku-

rát je potrebné v úvahách o vzniku arbitráºnej príleºitosti po£íta´ s nenulovou bezrizikovou

úrokovou sadzbou dlhopisu.

Uvaºujme dve akcie α, β opísané v predchádzajúcej sekcii. Nech investícia do akcie α je

ozna£ovaná ako x p. j. a do akcie β ako y p. j. Nech dlhopis sa podie©a na investíciach v celkovej

vý²ke z p. j. Potom x + y + z = m, kde m > 0 p. j. je po£iato£ný kapitál investora, ktorý

je na investovanie ochotný/schopný poskytnú´. Navy²e investor môºe dlhopisy aj emitova´

(predáva´) v ©ubovo©nom mnoºstve, teda predpokladáme, ºe z môºe by´ aj ©ubovo©né záporné

£íslo.

Urobme predpoklad, ºe bezriziková úroková sadzba rf je men²ia neº minimum z výnoso-

vých sadzieb akcií vä£²ích ako nula. Nech napr. u, d, g, h sú také, ºe d < 1 < u, g < 1 < h

a u < h. Potom poºadujeme, aby rf < u − 1, resp. 1 + rf < u. Ak by sa totiº stalo, ºe

napr. u ≤ 1 + rf < h, potom pre investora nemá zmysel uvaºova´ nad investíciou do akcie

α, ke¤ºe vä£²ia z jej výnosových sadzieb dosiahnutá pri udalosti H je men²ia alebo rovná

ako bezriziková úroková sadzba plynúca z drºby diskontných dlhopisov poskytujúcich výnos,

ktorý je istý. �iadny ú£astník takéhoto trhu by nemal záujem o kúpu akcií α a uprednost¬oval

by rad²ej investíciu do bezrizikových dlhopisov a naopak, kaºdý drºite© akcií α by sa pokú²al

o ich predaj so snahou previes´ takto získané �nan£né prostriedky do dlhopisov.

Pri h©adaní arbitráºnej príleºitosti investor eliminuje riziko plynúce z neistoty spojenej

so vznikom udalosti H alebo D:(
uS

S

)
x+

(
gW

W

)
y + (1 + rf )z =

(
dS

S

)
x+

(
hW

W

)
y + (1 + rf )z,

(u− d)x+ rfz = (h− g)y + rfz,
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(u− d)x = (h− g)y,

x =
(h− g)

(u− d)
y.

Výnos z dlhopisu je istý, preto na¬ nemá vplyv, aká udalos´ nastane. To sa prejaví tým,

ºe pomer investícií do akcií α, β sa nezmení oproti situácii, ke¤ dlhopis na trhu nevystupoval.

Ozna£me tento pomer ako k, teda nech:

k =
h− g

u− d
.

V prípade, ºe bude skuto£ne investor kupova´/predáva´ akcie na tomto trhu a ceny akcií

sú perfektne negatívne korelované, to znamená, ºe bu¤ x > 0 a sú£asne y > 0 alebo x < 0

a sú£asne y < 0. V prípade perfektnej pozitívnej korelácie to znamená, ºe bu¤ x > 0 a sú£asne

y < 0 alebo x < 0 a sú£asne y > 0.

Prepokladajme, ºe u−d ̸= g−h. Ak x+y+z = m, tak z = m−x−y, z £oho po dosadení
x = ky za x získame:

z = m− (1 + k)y,

resp.:

y =

(
1

1 + k

)
(m− z) =

(
u− d

u− d+ h− g

)
(m− z),

x = ky =

(
k

1 + k

)
(m− z) =

(
h− g

u− d+ h− g

)
(m− z).

Zisk investora bude potom rovný

ux+ gy + (1 + rf )z −m =

= ux+ gy + (1 + rf )z − x− y − z = (u− 1)x+ (g − 1)y + rfz

=
(h− g)(u− 1)

u− d+ h− g
(m− z) +

(u− d)(g − 1)

u− d+ h− g
(m− z) + rfz

=

(
uh− dg − (u− d)− (h− g)

u− d+ h− g

)
(m− z) + rfz

=

(
uh− dg − (u− d)− (h− g)

u− d+ h− g

)
m−

(
uh− dg − (u− d)− (h− g)

u− d+ h− g
− rf

)
z

=

(
uh− dg − (u− d)− (h− g)

u− d+ h− g

)
m+

(
rf − uh− dg − (u− d)− (h− g)

u− d+ h− g

)
z.

Ozna£me J := uh−dg−(u−d)−(h−g)
u−d+h−g . Ak by investor nemal moºnos´ kupova´/predáva´ dlho-

pisy (teda z = 0), jeho zisk by bol Jm p. j. Vzh©adom nato, ºe investor túto moºnos´ má,

môºe svoj zisk navý²i´ vo©bou z.

Situáciu, v ktorej x+ y+ z = −m < 0 p. j., netreba uvaºova´, pretoºe ak x, y je na elimi-

náciu rizika potrebné voli´ tak, aby x+ y > 0, teda akcie sa v £ase 0 iba nakupujú alebo pros-

triedky potrebné na nákup jednej z akcií v £ase 0 sú vy²²ie neº prostriedky získané z predaja

druhej akcie, tak po£iato£nú hodnotu kapitálu m ≥ 0 p. j. moºno zvý²i´ pe¬aºnými prostried-

kami z predaja dlhopisov a takto získané prostriedky pouºi´ na do�nancovanie nákupu akcií

v zodpovedajúcom riziko eliminujúcom pomere. V tomto prípade z < 0 p. j. a x+ y = m− z.
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Ak x, y je na elimináciu rizika potrebné voli´ tak, aby x+ y < 0, teda obe akcie sa v £ase

0 predávajú alebo príjem z predaja jednej z akcií prevy²uje �nan£né prostriedky potrebné

na nákup druhej akcie, tak zisk z predaja akcií sa tvorí v £ase 0 a v £ase 1 £. j. sa iba spätne

dokupujú akcie vlastnené a predané v £ase 0. Preto je výhodné v²etky vo©né �nan£né pros-

triedky získané predajom akcií spolu s po£iato£ným imaním investora m ≥ 0 p. j. pouºi´

na nákup dlhopisov, ktoré poskytnú v £ase 1 výplatu úrokov z nich plynúcich. Bolo by síce

moºné vypísa´ v £ase 0 dlhopisy na získanie ¤al²ích �nan£ných prostriedkov, ktoré by zvý²ili

mnoºstvo akcií vlastnených investorom na za£iatku celého procesu, ibaºe tie by sa vzápätí

predali za rovnakú cenu, £iºe by v £ase 0 nezdvihli príjmy z predaja a navy²e v £ase 1 by bolo

potrebné uhradi´ úroky majite©om vypísaných dlhopisov. V tomto prípade preto z > 0 p. j.

a z = m− x− y.

O tom, £i na trhu je alebo nie je arbitráº, rozhoduje to, £i(
uh− dg − (u− d)− (h− g)

u− d+ h− g

)
m+

(
rf − uh− dg − (u− d)− (h− g)

u− d+ h− g

)
z > rfm

alebo nie.

Ak rf > J > 0, tak by na elimináciu rizika bolo potrebné pri investovaní do akcií voli´ x,

y tak, aby x + y > 0 p. j. Výnos z riziko-elimina£nej stratégie je v²ak v tomto prípade niº²í

neº výnos plynúci z predaja dlhopisov, a preto sa investorovi neoplatí investova´ do nákupu

akcií a v²etky po£iato£né �nan£né prostriedky investora m sa pouºijú na nákup dlhopisov.

Investor zvolí x = y = 0 p. j. a z = m > 0 p. j. Výnos investora sa preto rovná rfm

p. j. a po odrátaní alternatívnych nákladov kapitálu v rovnakej vý²ke je bezrizikový zisk

investora nulový. Av²ak v prípade, ºe investor je v £ase 0 drºite©om akcií α, β, môºe ich

predajom (v riziko eliminujúcom pomere) navý²i´ mnoºstvo pe¬aºných prostriedkov ur£ených

na investovanie do dlhopisov. Hoci opätovným dokupovaním akcií v £ase 1 tratí, vy²²í výnos

z dlhopisov túto stratu pokryje a prevý²i i bezrizikový výnos, ktorý by investor mal, keby

do nákupu dlhopisov investoval iba m p. j. po£iato£ného imania. V tomto prípade máme

z = m− x− y > m p. j., Jm+ (rf − J)z > rfm a na trhu existuje arbitráºna príleºitos´.

Ak J > rf > 0, tak rovnako ako v predchádzajúcom prípade je na elimináciu rizika

potrebné voli´ x, y tak, aby x + y > 0 p. j. V tomto prípade v²ak dokáºe investor navý²i´

svoj zisk potenciálne aº do nekone£na vo©bou z → −∞. Jeho vý²ka závisí od toho, ko©ko je

investor schopný vypísa´ a preda´ v £ase 0 dlhopisov na získanie �nancií potrebných na nákup

akcií v zodpovedajúcom riziko eliminujúcom pomere. V prípade, ºe na vytvorenie arbitráºe je

potrebné niektorú z akcií v £ase 0 predáva´, je vý²ka zisku limitovaná mnoºstvom �nan£ných

prostriedkov viazaných v tomto £ase v tejto akcii. Investor totiº nedokáºe preda´ v £ase 0 viac

kusov akcie, neº má k dispozícii (pozri úloha 4.43 z úloh na precvi£enie). Platí 0 < x+y = m−z
p. j.

Ak J = rf , investor nedokáºe ºiadnym spôsobom navý²i´ svoj zisk. Hodnota z môºe by´

zvolená ©ubovo©ne, pretoºe pre akúko©vek hodnotu bude pro�t investora rovný Jm = rfm

p. j. nezávisle od vo©by z. V tomto prípade neexistuje arbitráºna príleºitos´ a bezriziková
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úroková sadzba dlhopisu je správne (bezarbitráºne) nastavená.

Ak J < 0 < rf , tak x, y je na elimináciu rizika potrebné voli´ tak, aby x + y < 0 p. j.

Investor môºe navý²i´ svoj zisk potenciálne aº do nekone£na vo©bou z → ∞. Na �nancovanie

nákupu dlhopisov v²ak potrebuje vlastni´ v £ase 0 nejaké akcie, ktorých predajom v riziko eli-

minujúcom pomere spolu s po£iato£ným kapitálomm p. j. získa �nan£né prostriedky potrebné

na investíciu do dlhopisov. Dostávame 0 < z = m− x− y p. j.

�peciálny prípad, ke¤ J = 0, znamená, ºe nákup/predaj akcií v riziko eliminujúcom po-

mere nepriná²a ºiadne dodato£né �nan£né bene�ty, a preto je v takomto prípade snahou

investorov investova´ v²etky dostupné �nan£né prostriedky do nákupu dlhopisov. V tomto

prípade nemoºno na trhu dosiahnu´ arbitráº, ak je pri investovaní do akcií potrebné zvoli´

hodnoty x a y v riziko eliminujúcom pomere tak, ºe x + y > 0 p. j. Ak x + y < 0 p. j.,

tak predajom akcií získané �nan£né prostriedky v £ase 0 sa pouºijú na navý²enie po£iato£nej

investíciem p. j. investora do dlhopisov, £o v £ase 1 £. j. neskôr prinesie zisk vä£²í neº rfm p. j.

Predpokladajme teraz, ºe u−d = g−h. Potom riziko-elimina£ná stratégia investora ur£uje,

ºe x = −y. Z toho vyplýva, ºe z = m. �iºe nákup jednej akcie kompletne hradí predaj druhej

akcie a v²etok vo©ný kapitál investora sa pouºije na nákup dlhopisov.

Zisk investora sa v tomto prípade rovná

ux+ gy + (1 + rf )z −m = ux+ gy + (1 + rf )m−m

= −uy + gy + rfm = (g − u)y + rfm = (u− g)x+ rfm.

Ak g − u = 0, potom zisk investora je rfm p. j. Zisk investora nemoºno navý²i´ pomocou

riziko-elimina£nej stratégie, ke¤ºe tá vedie len k nulovým príjmom v £ase 1 £. j. Na trhu

neexistuje arbitráº.

Ak g − u > 0, tak y > 0, teda zisk investora moºno oproti predchádzajúcemu prípadu

zvý²i´ s vyuºitím riziko-elimina£nej stratégie na (g − u)y + rfm p. j., kde vý²ku y ur£uje

mnoºstvo �nan£ných prostriedkov investora uloºených v £ase 0 v akcii α.

Ak g − u < 0, tak je potrebné vlastni´ nejaké prostriedky v akciách β, teda y < 0.

V tomto prípade moºno zisk investora zvý²i´ s vyuºitím riziko-elimina£nej stratégie opä´

na (g − u)y + rfm p. j., kde vý²ku x > 0 ur£uje mnoºstvo �nan£ných prostriedkov investora

uloºených v £ase 0 v akcii β.

Príklad 4.20. Uvaºujme dve akcie A, B, ktoré nevyplácajú dividendy. Nech sú£asná (v £ase

0) cena akcie A je 20 p. j. a sú£asná (v £ase 0) cena akcie B je 40 p. j. Uvaºujme, ºe na cenu

akcií v £ase 1 £. j. vplývajú dve udalosti H a D tak, ºe:

H: 24 p. j. 36 p. j. s pp. p

↗ ↗
A: 20 p. j. B: 40 p. j.

↘ ↘
D: 16 p. j. 50 p. j. s pp. 1− p
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Nech spolu s akciami A, B vystupuje na trhu dlhopis D s dobou splatnosti rovnou 1 £. j.

poskytujúci bezrizikovú úrokovú sadzbu rf = 0, 03. Predpokladajme, ºe investorov po£iato£ný

kapitál, ktorý je ochotný investova´ do nákupu akcií £i dlhopisov je rovný 1500 p. j. Ukáºme,

ºe na takomto trhu dokáºe investor vytvori´ arbitráº.

Rie²enie:

Ide o dve perfektne negatívne korelované akcie také, ºe u = 1, 2, d = 0, 8, g = 0, 9 a h = 1, 25.

Máme u − d + h − g = 0, 4 + 0, 35 = 0, 75 a uh − dg = 1, 5 − 0, 72 = 0, 78, teda uh − dg >

u− d+ h− g. Riziko-elimina£ný pomer investícií do nákupu akcií A, B je

h− g

u− d
=

0, 35

0, 4
=

7

8
,

teda

x =
7

8
y.

Pretoºe riziko-elimina£ná stratégia poskytuje výnosovú sadzbu rovnú

uh− dg − (u− d)− (h− g)

u− d+ h− g
=

0, 03

0, 75
=

1

25
= 0, 04,

vy²²iu neº výnosová sadzba dlhopisov rf = 0, 03, je výhodné pre investora vyuºi´ núkajúcu sa

arbitráºnu príleºitos´ a emitova´ a preda´ to©ko dlhopisov, ko©ko okolnosti dovolia (potenciálne

moºno voli´ z → −∞), a ut¯ºené peniaze spolu s po£iato£ným kapitálom vloºi´ do nákupu

akcií A, B.

Touto stratégiou dosiahne investor zisk vo vý²ke(
uh− dg − (u− d)− (h− g)

u− d+ h− g

)
m+

(
rf − uh− dg − (u− d)− (h− g)

u− d+ h− g

)
z

= 0, 04(1500 p. j.) + (0, 03− 0, 04) (z p. j.) = (60− 0, 01z) p. j.,

kde vý²ku zisku ur£uje z < 0, teda to, ko©ko sa v £ase 0 podarí investorovi preda´ dlhopisov.

Napr. ak z = −2000 p. j., tak vý²ka zisku investora bude:

(60− 0, 01(−2000)) p. j. = (60 + 20) p. j. = 80 p. j.

Tri a viac akcií a arbitráº

Pridanie ¤al²ej akcie alebo akcií k dvojici akcií na trhu, na ktoré vplývajú dve náhodné

udalosti, zlep²uje ²ance investora na nájdenie arbitráºnej príleºitosti. Presnej²ie povedané,

nedokáºe ich zhor²i´ a uº vôbec nie zmari´. Pri zapojení stratégie eliminácie rizika ¤al²ia

premenná (alebo ¤al²ie premenné), ktorá pribudne do sústavy dvoch lineárnych rovníc totiº

zvý²i po£et premenných na tri (a viac) pri nezmenenom po£te rovníc. Stratégiou eliminácie

rizika teda moºno vºdy nájs´ aspo¬ jedno rie²enie sústavy, ktoré ur£uje v akom pomere inves-

tova´ do akcií tak, aby bolo moºné úplne eliminova´ neistotu oh©adom výnosu akcií spojenú

s tým, ktorá udalos´ nastane. Táto stratégia prinesie investorovi kladný zisk (existuje arbit-

ráº) alebo pri vzniku ur£itej situácie na trhu aspo¬ nulový zisk (neexistuje arbitráº). Ukáºeme

na nasledujúcich dvoch príkladoch.
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Príklad 4.21. Uvaºujme tri akcie A, B, C ktoré nevyplácajú dividendy. Nech sú£asná (v £ase

0) cena akcie A je 20 p. j., sú£asná cena akcie B je 40 p. j. a sú£asná cena akcie C je 50 p.

j. Uvaºujme, ºe na cenu akcií v £ase 1 £. j. vplývajú dve udalosti H a D tak, ºe:

udalos´ pp. akcia akcia akcia

H p A: 24 p. j. B: 36 p. j. C: 65 p. j.

↗ ↗ ↗
20 p. j. 40 p. j. 50 p. j.

↘ ↘ ↘
D 1− p 16 p. j. 46 p. j. 45 p. j.

Predpokladajme, ºe investorov po£iato£ný kapitál, ktorý je ochotný investova´ do nákupu akcií

je rovný 1300 p. j. Ukáºme, ºe na takomto trhu dokáºe investor vytvori´ arbitráº.

Rie²enie:

Ozna£me investíciu do akcie A ako x, investíciu do akcie B ako y a investíciu do akcie C ako

z. Potom x+ y + z = m, kde m = 1300 p. j. Investor eliminuje riziko, teda:

1, 2x+ 0, 9y + 1, 3z = 0, 8x+ 1, 15y + 0, 9z,

0, 4x− 0, 25y + 0, 4z = 0.

Rie²i sústavu dvoch lineárnych rovníc o troch neznámych:

0, 4x− 0, 25y + 0, 4z = 0,

x+ y + z = m.

Dostane x = 5
13m − z = (500 − z) p. j., y = 8

13m = 800 p. j. a z je moºné voli´ ©ubovo©ne

(pod©a okolností).

Maximalizuje zisk

1, 2x+ 0, 9y + 1, 3z −m =
6

13
m− 6

5
z +

36

65
m+

13

10
z −m =

1

65
m+

z

10
= 20 +

z

10

vo©bou z. Potenciálne dokáºe dosiahnu´ nekone£ne ve©ký zisk vo©bou z → ∞. V £ase 0 v²ak

investor potrebuje ma´ k dispozícií x = 500−z p. j. uloºených v akcii A. Nech napr. x = −1000

p. j., potom z = 1500 p. j. a y = 800 p. j. a maximálny zisk, ktorý investor môºe dosiahnu´,

je 170 p. j.

Ak nemá investor v £ase 0 ºiadne akcie A, tak maximalizuje svoj zisk vo©bou z = 500 p. j.

V tomto prípade x = 0 p. j. a y = 800 p. j. Maximálny zisk, ktorý dokáºe investor dosiahnu´,

je 70 p. j.

Príklad 4.22. Uvaºujme tri akcie A, B, C ktoré nevyplácajú dividendy. Nech sú£asná (v £ase

0) cena akcie A je 20 p. j., sú£asná cena akcie B je 40 p. j. a sú£asná cena akcie C je 50 p.

j. Uvaºujme, ºe na cenu akcií v £ase 1 £. j. vplývajú dve udalosti H a D tak, ºe:
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udalos´ pp. akcia akcia akcia

H p A: 22 p. j. B: 32 p. j. C: 55 p. j.

↗ ↗ ↗
20 p. j. 40 p. j. 50 p. j.

↘ ↘ ↘
D 1− p 18 p. j. 48 p. j. 40 p. j.

Predpokladajme, ºe investorov po£iato£ný kapitál, ktorý je ochotný investova´ do nákupu akcií

je rovný 3000 p. j. Ukáºme, ºe na takomto trhu nedokáºe investor vytvori´ arbitráº.

Rie²enie:

Ozna£me investíciu do akcie A ako x, investíciu do akcie B ako y a investíciu do akcie C ako

z. Potom x+ y + z = m, kde m = 3000 p. j. Investor eliminuje riziko, teda:

1, 1x+ 0, 8y + 1, 1z = 0, 9x+ 1, 2y + 0, 8z,

0, 2x− 0, 4y + 0, 3z = 0.

Rie²iac sústavu dvoch lineárnych rovníc o troch neznámych:

0, 2x− 0, 4y + 0, 2z = 0,

x+ y + z = m,

dostane x = 2
3m − z = (2000 − z) p. j., y = 1

3m = 1000 p. j. a z moºno voli´ ©ubovo©ne

(pod©a okolností).

Zisk investora sa rovná

1, 1x+ 0, 8y + 1, 1z −m =
11

15
m− 11

10
z +

4

15
m+

11

10
z −m = 0m+ 0z = 0 p. j.

bez oh©adu na vo©bu z. Hoci investor dokáºe eliminova´ riziko plynúce z neistoty, ktorá udalos´

nastane, kladný zisk pri tom nedosiahne.

Ak na trhu spolu s troma a viacerými akciami vystupuje i bezrizikové aktívum � bez-

kupónový dlhopis poskytujúci bezrizikovú úrokovú sadzbu rf > 0, tak stratégia investora

rozvrhnú´ investíciu do v²etkých aktív tak, aby eliminoval riziko, ostáva nezmenená a vedie

bu¤ k vytvoreniu arbitráºnej príleºitosti na takomto trhu alebo na takomto trhu arbitráº

neexistuje a bezriziková sadzba rf je správne (bezarbitráºne) nastavená.

4.3.7 Bezarbitráºne oce¬ovanie akcií na trinárnych stromoch

Bezarbitráºne oce¬ovanie akcií na trinárnych stromoch je zo svojej podstaty zloºitej²ie

neº oce¬ovanie na binárnych stromoch a vo v²eobecnosti je pri dvojici akcií ´aºké nájs´ ar-

bitráºnu príleºitos´ (hoci stratégia eliminova´ riziko ostáva), pretoºe na elimináciu rizika je

nutné porovnáva´ výnosy akcií pri troch udalostiach.
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Uvaºujme napr. dve akcie A, B, ktoré nevyplácajú dividendy. Nech sú£asná (v £ase 0)

cena akcie A je 20 p. j. a sú£asná (v £ase 0) cena akcie B je 50 p. j. Predpokladajme, ºe

na cenu akcií v £ase 1 £. j. vplývajú tri náhodné udalosti U1, U2 a U3 tak, ºe:

U1: 30 p. j. 35 p. j. s pp. p1
↗ ↗

U2: A: 20 p. j. → 20 p. j. B: 50 p. j. → 45 p. j. s pp. p2
↘ ↘

U3: 10 p. j. 60 p. j. s pp. 1− p1 − p2

Ak ozna£íme investíciu do akcie A ako x a do akcie B ako y, tak pri po£iato£nom kapitále

investora m platí x+ y = m.

Eliminácia rizika investorom vedie na sústavu troch lineárnych rovníc o dvoch neznámych:

1, 5x+ 0, 7y = x+ 0, 9y,

x+ 0, 9y = 0, 5x+ 1, 2y,

0, 5x+ 1, 2y = 1, 5x+ 0, 7y,

resp.:

0, 5x− 0, 2y = 0,

0, 5x− 0, 3y = 0,

x− 0, 5y = 0.

Sústava je homogénna, £iºe má ur£ite aspo¬ jedno (nulové) rie²enie. Jej nulové rie²enie

(x = y = 0 p. j.) je v²ak v tomto prípade jediné (to vidno uº z prvých dvoch rovníc). Elimi-

nácia rizika sa nedá uskuto£ni´ inak neº nulovými investíciami do oboch akcií. Neinvestova´

do nákupu akcií je síce bezriziková £innos´, ale priná²a nulový zisk.

Iná situácia nastane, ak by sme predpokladali nasledujúce rozvrhnutie o£akávaných cien:

U1: 30 p. j. 40 p. j. s pp. p1
↗ ↗

U2: A: 20 p. j. → 20 p. j. B: 50 p. j. → 50 p. j. s pp. p2
↘ ↘

U3: 10 p. j. 60 p. j. s pp. 1− p1 − p2

V tomto prípade eliminácia rizika vedie na sústavu nasledujúcich troch lineárnych rovníc

o dvoch neznámych:

1, 5x+ 0, 8y = x+ y,

x+ y = 0, 5x+ 1, 2y,

0, 5x+ 1, 2y = 1, 5x+ 0, 8y.
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Po úprave:

0, 5x− 0, 2y = 0,

0, 5x− 0, 2y = 0,

x− 0, 4y = 0.

Sústava má nekone£ne ve©a rie²ení takých, ºe x = 2
5y. Ke¤ºe x a y musia sp¨¬a´ x+y = m,

investor má jediné rie²enie vo©by rozvrhnutia investície do nákupu akcií také, ºe x = 2
7m p. j.

a y = 5
7m p. j. Zisk investora je v²ak nulový bez oh©adu na vý²ku m:

1, 5x+ 0, 8y −m =
3

2

(
2

7
m

)
+

4

5

(
5

7
m

)
−m = 0.

Akcie sú perfektne negatívne korelované bez oh©adu na to, aké hodnoty majú pravdepo-

dobnosti p1, resp. p2. Rozvrhnutie cien akcií v £ase 1 £. j. je v²ak také, ºe arbitráº na takomto

trhu nevznikne.

Je teda moºné, aby na trhu s dvoma akciami, ktorých cenový vývoj je opísaný na trinárnom

strome, vznikla arbitráº? Je to moºné, ale jej vzniku musia pria´ priaznivé okolnosti.

Uvaºujme napr.:

U1: 24 p. j. 5 p. j. s pp. p1
↗ ↗

U2: A: 20 p. j. → 22 p. j. B: 10 p. j. → 10 p. j. s pp. p2
↘ ↘

U3: 16 p. j. 25 p. j. s pp. 1− p1 − p2

Potom eliminácia rizika vedie na:

1, 2x+ 0, 5y = 1, 1x+ y,

1, 1x+ y = 0, 8x+ 2, 5y,

0, 8x+ 2, 5y = 1, 2x+ 0, 5y,

resp.:

0, 1x− 0, 5y = 0,

0, 3x− 1, 5y = 0,

0, 4x− 2y = 0.

Rie²enie sústavy je také, ºe x = 5y. Ke¤ºe x + y = m, tak máme x = 5
6m p. j., y = 1

6m

p. j. a zisk investora je

1, 2x+ 0, 5y −m =
6

5

(
5

6
m

)
+

1

2

(m
6

)
−m =

m

12
.

Vidíme, ºe jeho vý²ka závisí od m. �ím vy²²í je kapitál, ktorý je investor ochotný pouºi´

na investovanie do akcií, tým vý²²í bezrizikový zisk dosiahne.

Poznamenajme, ºe aj v tomto prípade boli ceny akcií perfektne negatívne korelované.
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Tri akcie a arbitráº

Ak uvaºujeme namiesto dvoch akcií tri akcie, ktorých cenový vývoj opisuje trinárny strom,

do riziko eliminujúcich rovníc pribudne ¤al²ia premenná, ktorá zo sústavy troch lineárnych

rovníc s dvoma neznámymi urobí sústavu troch lineárnych rovníc s troma neznámymi.

Uvaºujme napr. tri akcie A, B, C, ktoré nevyplácajú dividendy. Nech sú£asná (v £ase 0)

cena akcie A je 20 p. j., sú£asná cena akcie B je 50 p. j. a sú£asná cena akcie C je 10 p. j.

Predpokladajme, ºe na cenu akcií v £ase 1 £. j. vplývajú tri náhodné udalosti U1, U2 a U3 tak,

ºe:

udalos´ pp. akcia akcia akcia

U1 p1 A: 30 p. j. B: 35 p. j. C: 25 p. j.

↗ ↗ ↗
U2 p2 20 p. j. → 20 p. j. 50 p. j. → 45 p. j. 10 p. j. → 15 p. j.

↘ ↘ ↘
U3 p3 10 p. j. 60 p. j. 5 p. j.

kde p3 = 1− p1 − p2.

Ak ozna£íme investíciu do akcie A ako x, do akcie B ako y a do akcie C ako z, tak

pri po£iato£nom kapitále investora m platí x+ y + z = m.

Eliminácia rizika investorom vedie na sústavu troch lineárnych rovníc o troch neznámych:

1, 5x+ 0, 7y + 2, 5z = x+ 0, 9y + 1, 6z,

x+ 0, 9y + 1, 6z = 0, 5x+ 1, 2y + 0, 5z,

0, 5x+ 1, 2y + 0, 5z = 1, 5x+ 0, 7y + 2, 5z,

resp.:

0, 5x− 0, 2y + 0, 9z = 0,

0, 5x− 0, 3y + 1, 1z = 0,

x− 0, 5y + 2z = 0.

Rie²ením sústavy je x = −z, y = 2z, kde z je ©ubovo©né. Pretoºe x + y + z = m, máme

x = −m
2 , y = m a z = m

2 . Zisk investora je rovný

1, 5x+ 0, 7y + 2, 5z −m = −3

4
m+

7

10
m+

5

4
m−m =

m

5
.

Na vytvorenie arbitráºe je teda potrebné vlastni´ akcie A v hodnote polovica po£iato£ného

kapitálu investora m p. j., ktorých predajom sa získajú �nan£né prostriedky na nákup akcie

C a po£iato£ný kapitál investora sa celý minie na nákup akcie B. Výsledkom je bezrizikový

zisk vo vý²ke m
5 p. j.

Aj pre tri bezdividendové akcie s cenovým vývojom zaznamenaným na trinárnom strome

by bolo moºné spravi´ kompletnú analýzu, ktorej výstupom by boli vz´ahy pre ceny akcií,
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ktorých splnením by bu¤ bolo alebo nebolo moºné vytvori´ arbitráº. Rovnako by bolo moºné

pripoji´ k trom akciám ¤al²ie akcie alebo diskontný dlhopis. Úplná analýza aj s ilustra£nými

príkladmi pre lep²ie ozrejmenie by v²ak bola zd¨havá a zaberala by ¤al²ie desiatky strán

tejto u£ebnice. Navy²e by sa do h©adania spomínaných vz´ahov opakovane (a nudne) zapájala

elimina£ná stratégia investora. Z týchto dôvodov túto analýzu robi´ nebudeme a prejdeme

k ¤al²ej kapitole zaoberajúcej sa teóriou portfólia, v ktorej sa k arbitráºi na trhu e²te vrátime.

Predchádzajúci text, ktorý sa venoval zapojeniu arbitráºe pri oce¬ovaní akcií, má predo-

v²etkým slúºi´ na to, aby na jednoduchých príkladoch demon²troval h©adanie arbitráºnych

príleºitostí a £itate©om umoºnil oboznámi´ sa s oce¬ovaním na bezarbitráºnom princípe ©ah²ou

cestou. Navy²e s oce¬ovaním na tomto princípe na binárnych stromoch sa e²te stretneme

v kapitole o �nan£ných derivátoch.

4.4 Úlohy na precvi£enie

Úloha 4.1. Uvaºujte nasledujúcu ²truktúru diskrétnych úrokových sadzieb:

obdobie 1 rok 2 roky 3 roky 4 roky

úroková sadzba r1 = 0, 002 r2 = 0, 006 r3 = 0, 011 r4 = 0, 018

Vypo£ítajte sú£asnú hodnotu BD bezkupónového dlhopisu D s dobou splatnosti 3 roky a no-

minálnou hodnotou F = 1000 p. j. Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.

Vypo£ítajte sú£asnú hodnotu VE kupónového dlhopisu E s maturitou 4 roky a nominálnou

hodnotou F = 1000 p. j., ktorý vypláca pravidelný ro£ný kupón vo vý²ke 4 % z nominálu (t. j.

ro£ná kupónová sadzba c = 0, 04). Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.

[Výsledok: BD
.
= 967, 71 p. j., VE

.
= 1086, 53 p. j.]

Úloha 4.2. Uvaºujte dlhopisový trh s £asovou ²truktúrou diskrétnych úrokových sadzieb z úlohy

4.1. Ur£te spojité úrokové sadzby Rn na obdobie n = 1, 2, 3, 4 rokov a s takto získanými hod-

notami vypo£ítajte sú£asnú hodnotu BD bezkupónového dlhopisu D s dobou splatnosti 3 roky

a nominálnou hodnotou F = 1000 p. j. a sú£asnú hodnotu VE kupónového dlhopisu E s ma-

turitou 4 roky a nominálnou hodnotou F = 1000 p. j., ktorý vypláca pravidelný ro£ný kupón

vo vý²ke 4 % z nominálu.

[Výsledok: R1 = ln(1 + r1)
.
= 0, 002, R2 = ln(1 + r2)

.
= 0, 006, R3 = ln(1 + r3)

.
= 0, 011, R4 =

ln(1 + r4)
.
= 0, 018, BD

.
= 967, 71 p. j., VE

.
= 1086, 53 p. j.]

Úloha 4.3. Uvaºujte dvojro£ný kupónový dlhopis, ktorý kaºdoro£ne vypláca kupón vo vý²ke

3 % z nominálu F = 100 p. j. Nech spojité ro£né úrokové sadzby na jednotlivé obdobia sú

R1 = 0, 0067, R2 = 0, 0197, kde dolný index pri kaºdom R znamená d¨ºku obdobia v rokoch.

Vypo£ítajte sú£asnú hodnotu V2 tohto dlhopisu. Výsledok zaokrúhlite na celé £ísla.

[Výsledok: V2
.
= 102 p. j.]

Úloha 4.4. Uvaºujte dvojro£ný kupónový dlhopis so sú£asnou hodnotou V2 = 103 p. j., ktorý

kaºdoro£ne vypláca kupón vo vý²ke 4 % z nominálu F p. j. Nech spojité ro£né úrokové sadzby
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na jednotlivé obdobia sú R1 = 0, 0218, R2 = 0, 0242, kde dolný index pri kaºdom R znamená

d¨ºku obdobia v rokoch. Ur£te F . Výsledok zaokrúhlite na celé £ísla.

[Výsledok: F .
= 100 p. j.]

Úloha 4.5. Uvaºujte nasledujúcu ²truktúru spojitých úrokových sadzieb:

obdobie ²tvr´rok polrok tri²tvrte roka rok rok a ²tvr´

sadzba R0,25 = 0, 001 R0,5 = 0, 002 R0,75 = 0, 004 R1 = 0, 007 R1,25 = 0, 012

Vypo£ítajte sú£asnú hodnotu V1,25 kupónového dlhopisu s dobou splatnosti jeden a ²tvr´

roka a nominálnou hodnotou F = 10 000 p. j., ktorý kaºdý ²tvr´rok vypláca pravidelný kupón

vo vý²ke 4 % z nominálu ro£ne (t. j. ro£ná kupónová sadzba c = 0, 04). Výsledok zaokrúhlite

na dve desatinné miesta.

[Výsledok: V1,25
.
= 10 348, 51 p. j.]

Úloha 4.6. Uvaºujte dvojro£ný kupónový dlhopis, ktorý kaºdoro£ne vypláca kupón vo vý²ke

3 % z nominálu F = 110 p. j. Nech spojité ro£né úrokové sadzby na jednotlivé obdobia sú R1

a R2 = 0, 0251, kde dolný index pri kaºdom R znamená d¨ºku obdobia v rokoch. Ur£te hornú

hranicu M (zaokrúhlenú na tri desatinné miesta) pre hodnotu R1 tak, aby pre R1 ≤M platilo,

ºe sú£asná hodnota dlhopisu V2 je vä£²ia alebo rovná 111 p. j.

[Výsledok: R1 ≤M
.
= 0, 016]

Úloha 4.7. Uvaºujte dvojro£ný kupónový dlhopis, ktorý kaºdoro£ne vypláca kupón vo vý²ke

4 % z nominálu F = 110 p. j. Nech spojité ro£né úrokové sadzby na jednotlivé obdobia sú

R1 = 0, 0253 a R2, kde dolný index pri kaºdom R znamená d¨ºku obdobia v rokoch. Ur£te

hornú hranicuM (zaokrúhlenú na ²tyri desatinné miesta) pre hodnotu R2 tak, aby pre R2 ≤M

platilo, ºe sú£asná hodnota dlhopisu V2 je vä£²ia alebo rovná 113 p. j.

[Výsledok: R2 ≤M
.
= 0, 0255]

Úloha 4.8. Vypo£ítajte, akú ro£nú kupónovú sadzbu c poskytuje dvojro£ný kupónový dlhopis

s nominálnou hodnotou F = 100 p. j., ak jeho sú£asná hodnota V2 = 104 p. j. a diskrétne

ro£né úrokové sadzby na jednotlivé obdobia sú r1 = 0, 0101, r2 = 0, 0196, kde dolný index

pri kaºdom r znamená d¨ºku obdobia v rokoch. Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.

[Výsledok: c .= 0, 04]

Úloha 4.9. Uvaºujte trh so ²tyrmi bezkupónovými dlhopismi s rovnakou nominálnou hodnotou

F = 10 p. j., ale s rôznou dobou splatnosti. Nech Bn ozna£uje sú£asnú hodnotu dlhopisu Dn

s dobou splatnosti n rokov, kde n = 1, 2, 3, 4. Vypo£ítajte diskrétne (ro£né) úrokové sadzby rn
na jednotlivé obdobia n rokov, kde n = 1, 2, 3, 4, a spojité úrokové sadzby Rn na jednotlivé

obdobia n rokov, kde n = 1, 2, 3, 4, ak:

dlhopis sú£asná hodnota

D1 B1 = 9, 987 p. j.

D2 B2 = 9, 912 p. j.

D3 B3 = 9, 831 p. j.

D4 B4 = 9, 727 p. j.
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Výsledky zaokrúhlite na ²tyri desatinné miesta.

[Výsledok: r1
.
= 0, 0013, r2

.
= 0, 0044, r3

.
= 0, 0057, r4

.
= 0, 0069, R1 = ln(1 + r1)

.
= 0, 0013,

R2 = ln(1 + r2)
.
= 0, 0044, R3 = ln(1 + r3)

.
= 0, 0057, R4 = ln(1 + r4)

.
= 0, 0069]

Úloha 4.10. Uvaºujte, ºe na trhu s dlhopismi z úlohy 4.9 sa nachádza kupónový dlhopis D

s nominálnou hodnotou 1000 p. j. a maturitou 4 roky, ktorý vypláca ro£ný kupón vo vý²ke 5 %

z nominálu. Ur£te jeho sú£asnú hodnotu V4.

[Výsledok: V4 = 1169, 985 p. j.]

Úloha 4.11. Majme trh s nasledujúcimi dlhopismi:

dlhopis sú£asná hodnota splatnos´ ro£ný kupón nominálna hodnota

D1 97 p. j. 1 rok 0 p. j. 100 p. j.

D2 93 p. j. 2 roky 0 p. j. 100 p. j.

D3 89 p. j. 3 roky 0 p. j. 100 p. j.

Uvaºujte, ºe na tomto trhu sa nachádza kupónový dlhopis D s nominálnou hodnotou 100

p. j. a trojro£nou maturitou, ktorý kaºdý rok vypláca ro£ný kupón vo vý²ke 4 % z nominálu

a ktorého cena je 100 p. j. Ukáºte, ºe dlhopis D nie je cenovo kompatibilný s ostatnými dlho-

pismi na tomto trhu a teda je moºné vytvori´ arbitráºnu príleºitos´. Nato vytvorte replika£né

portfólio pozostávajúce z dlhopisov D1, D2 a D3, ktoré replikuje vlastnosti dlhopisu D, t. j.

poskytuje v rovnakých £asoch rovnaké výplaty ako dlhopis D. Ur£te zastúpenie (v po£toch ku-

sov) x1, x2 a x3 dlhopisov D1, D2 a D3 v skladbe portfólia. Akým spôsobom by mohol investor

na arbitráºi na tomto trhu zbohatnú´? Aká by mala by´ bezarbitráºna sú£asná hodnota (cena)

VD dlhopisu D?

[Výsledok: x1 = 1
25 , x2 =

1
25 , x3 =

26
25 , cena replika£ného portfólia = 100, 16 p. j. = VD, arbitráº:

preda´ x kusov replika£ného portfólia a kúpi´ x kusov dlhopisu D, ak napr. x = 2500, potom

okamºitý zisk investora je 400 p. j. a v²etky budúce hotovostné toky sa vynulujú.]

Úloha 4.12. Majme trh s nasledujúcimi dlhopismi:

dlhopis sú£asná hodnota splatnos´ ro£ný kupón nominálna hodnota

D1 98 p. j. 1 rok 0 100 p. j.

D2 96 p. j. 2 roky 0 100 p. j.

D3 99 p. j. 3 roky 3 % 100 p. j.

Uvaºujte, ºe na tomto trhu sa nachádza bezkupónový dlhopis D s nominálnou hodnotou

100 p. j. a trojro£nou maturitou, ktorého cena je 92 p. j. Ukáºte, ºe dlhopis D nie je cenovo

kompatibilný s ostatnými dlhopismi na tomto trhu a teda je moºné vytvori´ arbitráºnu príleºi-

tos´. Nato vytvorte replika£né portfólio pozostávajúce z dlhopisov D1, D2 a D3, ktoré replikuje

vlastnosti dlhopisu D, t. j. poskytuje v rovnakých £asoch rovnaké výplaty ako dlhopis D. Ur£te

zastúpenie (v po£toch kusov) x1, x2 a x3 dlhopisov D1, D2 a D3 v skladbe portfólia. Akým

spôsobom by mohol investor na arbitráºi na tomto trhu zbohatnú´? Aká by mala by´ bezarbit-

ráºna sú£asná hodnota (cena) BD dlhopisu D?
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[Výsledok: x1 = −3
103 , x2 = −3

103 , x3 = 100
103 , cena replika£ného portfólia = 9318

103
.
= 90, 47 p. j. =

BD, arbitráº: preda´ x kusov dlhopisu D a kúpi´ x kusov replika£ného portfólia, tzn. nakúpi´

x100
103 kusov dlhopisu D3 a preda´ po x 3

103 kusoch dlhopisu D1 a D2, ak napr. x = 103, potom

okamºitý zisk investora je 158 p. j. a v²etky budúce hotovostné toky sa vynulujú.]

Úloha 4.13. Uvaºujte trh s nasledujúcimi dlhopismi:

dlhopis sú£asná hodnota splatnos´ ro£ný kupón nominálna hodnota

D1 99, 93 p. j. 3 mesiace 0 100 p. j.

D2 99, 61 p. j. 6 mesiacov 0 100 p. j.

D3 99, 01 p. j. 12 mesiacov 0 100 p. j.

D4 112, 89 p. j. 18 mesiacov 10 % 100 p. j.

D5 112, 22 p. j. 24 mesiacov 8 % 100 p. j.

D6 109, 57 p. j. 27 mesiacov 6 % 100 p. j.

Uvaºujte, ºe pri kupónových dlhopisoch je kupón vyplácaný polro£ne. Zistite, aká je £asová

²truktúra spojitých úrokových sadzieb, t. j. vypo£ítajte spojité úrokové sadzby R0,25, R0,5, R1,

R1,5, R2, R2,25 pre jednotlivé £asové obdobia. Pri výpo£te R2,25 si pomôºte odhadmi sadzieb

R0,75, R1,25 a R1,75. Výsledky zaokrúhlite na ²tyri desatinné miesta.

[Výsledok: R0,25
.
= 0, 0028, R0,5

.
= 0, 0078, R1

.
= 0, 0099, R1,5

.
= 0, 0131, R2

.
= 0, 0178, R2,25

.
=

0, 0234, pribliºné hodnoty: R0,75
.
= 0, 0089, R1,25

.
= 0, 0115, R1,75

.
= 0, 0155]

Úloha 4.14. Uvaºujte dvojro£ný kupónový dlhopis so sú£asnou hodnotou V2 = 105 p. j.,

ktorý kaºdoro£ne vypláca kupón vo vý²ke 5 % z nominálu F = 100 p. j. Vypo£ítajte výnos

do splatnosti y > 0 tohto dlhopisu za predpokladu, ºe sa úro£í zloºeným úrokovaním raz ro£ne.

Výsledok zaokrúhlite na tri desatinné miesta.

[Výsledok: y .
= 0, 024]

Úloha 4.15. Uvaºujte dvojro£ný kupónový dlhopis so sú£asnou hodnotou V2 p. j. rovnou

nominálnej hodnote dlhopisu F , Predpokladajte, ºe dlhopis vypláca raz ro£ne kupón vo vý²ke

5 % z nominálu F p. j. Vypo£ítajte výnos do splatnosti y > 0 tohto dlhopisu za predpokladu,

ºe sa úro£í zloºeným úrokovaním raz ro£ne.

[Výsledok: y = 0, 05]

Úloha 4.16. Uvaºujte dvojro£ný kupónový dlhopis so sú£asnou hodnotou V2 p. j. rovnou

nominálnej hodnote dlhopisu F , Predpokladajte, ºe dlhopis vypláca raz ro£ne kupón vo vý²ke

5 % z nominálu F p. j. Vypo£ítajte výnos do splatnosti y > 0 tohto dlhopisu za predpokladu,

ºe sa úro£í spojitým úrokovaním. Výsledok zaokrúhlite na ²tyri desatinné miesta.

[Výsledok: y = ln(1, 05)
.
= 0, 0488]

Úloha 4.17. Uvaºujte trojro£ný kupónový dlhopis so sú£asnou hodnotou V3 = 104 p. j.,

ktorý kaºdoro£ne vypláca kupón vo vý²ke 2 % z nominálu F = 100 p. j. Vypo£ítajte výnos

do splatnosti y > 0 tohto dlhopisu za predpokladu, ºe sa úro£í zloºeným úrokovaním raz ro£ne.

Výsledok zaokrúhlite na ²tyri desatinné miesta.

[Výsledok: y .
= 0, 0065]
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Úloha 4.18. Uvaºujte nasledujúcu ²truktúru diskrétnych úrokových sadzieb:

obdobie 1 rok 2 roky 3 roky 4 roky 5 rokov

sadzba r1 = 0, 0123 r2 = 0, 0177 r3 = 0, 0222 r4 = 0, 0248 r5 = 0, 0261

Ur£te par yield cn pre n-ro£ný kupónový par bond, kde n = 1, 2, 3, 4, 5. Výsledky zaokrúhlite

na ²tyri desatinné miesta.

[Výsledok: c1 = r1 = 0, 0123, c2
.
= 0, 0177, c3

.
= 0, 0221, c4

.
= 0, 0246, c5

.
= 0, 0259]

Úloha 4.19. Uvaºujte nasledujúcu ²truktúru spojitých úrokových sadzieb:

obdobie 1 rok 2 roky 3 roky 4 roky 5 rokov

sadzba R1 = 0, 0123 R2 = 0, 0177 R3 = 0, 0222 R4 = 0, 0248 R5 = 0, 0261

Ur£te par yield cn pre n-ro£ný kupónový par bond, kde n = 1, 2, 3, 4, 5. Výsledky zaokrúhlite

na ²tyri desatinné miesta.[
Výsledok: c1 = eR1 − 1

.
= 0, 0124, c2

.
= 0, 0178, c3

.
= 0, 0223, c4

.
= 0, 0249, c5

.
= 0, 0262

]
Úloha 4.20. Uvaºujte nasledujúce hodnoty par yield cn pre n-ro£ný kupónový par bond, kde

n = 1, 2, 3, 4, 5:

obdobie 1 rok 2 roky 3 roky 4 roky 5 rokov

sadzba c1 = 0, 0116 c2 = 0, 0128 c3 = 0, 0139 c4 = 0, 0172 c5 = 0, 0203

Ur£te £asovú ²truktúru diskrétnych rn aj spojitých Rn úrokových sadzieb na obdobie n

rokov, kde n = 1, 2, 3, 4, 5. Výsledky zaokrúhlite na ²tyri desatinné miesta.

[Výsledok: r1 = c1 = 0, 0116, r2
.
= 0, 0128, r3

.
= 0, 0139, r4

.
= 0, 0173, r5

.
= 0, 0205,

R1 = ln(1 + c1)
.
= 0, 0115, R2

.
= 0, 0127, R3

.
= 0, 0138, R4

.
= 0, 0172, R5

.
= 0, 0203]

Úloha 4.21. Nájdite sú£asnú hodnotu (cenu v £ase 0) P0 akcie, ktorá vypláca kon²tantnú

dividendu D = 4 p. j. ro£ne a ktorej výnosová sadzba r = 0, 05.

[Výsledok: P0 = 80 p. j.]

Úloha 4.22. Vypo£ítajte výnosovú sadzbu (mieru) r akcie, ktorá vypláca kon²tantnú dividendu

D = 7 p. j. ro£ne a ktorej sú£asná hodnota (cena v £ase 0) je 100 p. j.

[Výsledok: r = 0, 07]

Úloha 4.23. Nájdite sú£asnú hodnotu (cenu v £ase 0) P0 akcie, ktorá vypláca v roku 1 di-

videndu vo vý²ke D1 = D = 1 p. j., jej výnosová sadzba r = 0, 1 a o£akávaná miera rastu

dividendy g = 0, 06.

[Výsledok: P0 = 25 p. j.]

Úloha 4.24. Vypo£ítajte výnosovú sadzbu (mieru) r akcie, ktorej sú£asná hodnota (cena

v £ase 0) P0 = 25 p. j., pri£om akcia vypláca v roku 1 dividendu vo vý²ke D1 = D = 2

p. j. a o£akávaná miera rastu dividendy g = 0, 03.

[Výsledok: r = 0, 11]
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Úloha 4.25. Uvaºujte akciu, ktorej sú£asná hodnota (cena v £ase 0) P0 = 25 p. j. Ur£te vý²ku

dividendy D, ktorú akcia vypláca v roku 1, ak výnosová miera akcie r = 0, 12 a o£akávaná

miera rastu dividendy akcie g = 0, 02.

[Výsledok: D = 2, 5 p. j.]

Úloha 4.26. Vypo£ítajte o£akávanú mieru rastu g dividendy akcie, ktorej sú£asná hodnota

(cena v £ase 0) P0 = 25 p. j., pri£om akcia vypláca v roku 1 dividendu vo vý²ke D1 = D = 2

p. j. a výnosová miera akcie r = 0, 12.

[Výsledok: g = 0, 04]

Úloha 4.27. Uvaºujte akciu, ktorej sú£asná hodnota (cena v £ase 0) P0 = 50 p. j. a ktorá

vypláca v roku 1 dividendu vo vý²ke D1 = D = 5 p. j. Vypo£ítajte výnosovú sadzbu (mieru) r

akcie, ak aktiva£ný pomer je b = 0, 5 a návratnos´ vlastného kapitálu ROE = 0, 08.

[Výsledok: r = 0, 14]

Úloha 4.28. Nájdite sú£asnú hodnotu (cenu v £ase 0) P0 akcie, ktorá v nasledujúcich troch

rokoch neprinesie ºiadnu dividendu, na konci ²tvrtého roku vyplatí dividendu vo vý²ke 2 p. j.

a v ¤al²ích rokoch porastie dividenda kon²tantným tempom rastu g = 0, 06. Uvaºujte mieru

trhovej kapitalizácie r = 0, 1. Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.

[Výsledok: P0
.
= 37, 57 p. j.]

Úloha 4.29. Vypo£ítajte sú£asnú hodnotu (cenu v £ase 0) P0 akcie, ktorá nasledujúci rok

prinesie dividendu D1 = D = 1 p. j., ktorá po£as ¤al²ích troch rokov porastie rýchlos´ou rastu

G = 0, 1 a od piateho roka po£núc táto rýchlos´ klesne na g = 0, 06. Uvaºujte r = 0, 15.

Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.

[Výsledok: P0
.
= 12, 22 p. j.]

Úloha 4.30. Vypo£ítajte sú£asnú hodnotu (cenu v £ase 0) P0 akcie, ktorá nasledujúci rok

prinesie dividendu D1 = D = 2 p. j., ktorá po£as ¤al²ích ²tyroch rokov porastie rýchlos´ou

rastu G = 0, 2 a od ²iesteho roka po£núc táto rýchlos´ klesne na g = 0, 1. Uvaºujte r = 0, 2.

Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.

[Výsledok: P0
.
= 26, 67 p. j.]

Úloha 4.31. Vypo£ítajte sú£asnú hodnotu (cenu v £ase 0) P0 akcie, ktorá nasledujúci rok

prinesie dividendu D1 = D = 6 p. j., ktorá po£as ¤al²ích ²tyroch rokov porastie rýchlos´ou

rastu G = 0, 2 a od ²iesteho roka po£núc táto rýchlos´ klesne na g = 0, 03. Uvaºujte r = 0, 15.

Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.

[Výsledok: P0
.
= 81, 55 p. j.]

Úloha 4.32. Uvaºujte bezdividendovú akciu A, ktorej sú£asná cena je 20 p. j. Predpokladajte,

ºe investor bude drºa´ túto akciu v období d¨ºky rovnej 1 jednotka £asu a potom ju predá za cenu

PA, ktorá s pravdepodobnos´ou p1 = 1
4 pri vzniku udalosti U1 bude 28 p. j., s pravdepodobnos´ou

p2 = 1
2 pri vzniku udalosti U2 bude 20 p. j. a s pravdepodobnos´ou p3 = 1

4 pri vzniku udalosti

U3 bude 16 p. j. Vypo£ítajte o£akávanú (strednú) hodnotu ceny PA a riziko oh©adom týchto
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o£akávaní, teda smerodajnú odchýlku PA (výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta).[
Výsledok: PA = 21 p. j., σPA

.
= 4, 36 p. j.

]
Úloha 4.33. Uvaºujte bezdividendovú akciu B, ktorej sú£asná cena je 50 p. j. Predpokladajte,

ºe investor bude drºa´ túto akciu v období d¨ºky rovnej 1 jednotka £asu a potom ju predá za cenu

PB, ktorá s pravdepodobnos´ou p1 = 1
4 pri vzniku udalosti U1 bude 44 p. j., s pravdepodobnos´ou

p2 = 1
2 pri vzniku udalosti U2 bude 50 p. j. a s pravdepodobnos´ou p3 = 1

4 pri vzniku udalosti

U3 bude 56 p. j. Vypo£ítajte o£akávanú (strednú) hodnotu ceny PB a riziko oh©adom týchto

o£akávaní, teda smerodajnú odchýlku PB (výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta).[
Výsledok: PB = 50 p. j., σPB

.
= 4, 24 p. j.

]
Úloha 4.34. Vypo£ítajte kovarianciu σPAPB

a korela£ný koe�cient ρPAPB
(výsledok zaokrúh-

lite na dve desatinné miesta) cien akcií A a B z úloh 4.32, resp. 4.33.[
Výsledok: σPAPB

= −18 (p. j.)2 , ρPAPB

.
= −0, 97

]
Úloha 4.35. Uvaºujte bezdividendovú akciu A, ktorej sú£asná cena je 20 p. j. Predpokladajte,

ºe investor bude drºa´ túto akciu v období d¨ºky rovnej 1 jednotka £asu a potom ju predá za cenu

PA, ktorá s pravdepodobnos´ou p = 2
3 pri vzniku udalosti H bude 22 p. j. a s pravdepodobnos´ou

1−p = 1
3 pri vzniku udalosti D bude 19 p. j. Vypo£ítajte o£akávanú (strednú) hodnotu ceny PA

a riziko oh©adom týchto o£akávaní, teda smerodajnú odchýlku PA (výsledok zaokrúhlite na dve

desatinné miesta).[
Výsledok: PA = 21 p. j., σPA

=
√
2
.
= 1, 41 p. j.

]
Úloha 4.36. Uvaºujte bezdividendovú akciu B, ktorej sú£asná cena je 50 p. j. Predpokladajte,

ºe investor bude drºa´ túto akciu v období d¨ºky rovnej 1 jednotka £asu a potom ju predá za cenu

PB, ktorá s pravdepodobnos´ou p = 2
3 pri vzniku udalosti H bude 48 p. j. a s pravdepodobnos´ou

1−p = 1
3 pri vzniku udalosti D bude 57 p. j. Vypo£ítajte o£akávanú (strednú) hodnotu ceny PB

a riziko oh©adom týchto o£akávaní, teda smerodajnú odchýlku PB (výsledok zaokrúhlite na dve

desatinné miesta).[
Výsledok: PB = 51 p. j., σPB

= 3
√
2
.
= 4, 24 p. j.

]
Úloha 4.37. Vypo£ítajte kovarianciu σPAPB

a korela£ný koe�cient ρPAPB
cien akcií A a B

z úloh 4.35, resp. 4.36.[
Výsledok: σPAPB

= −6 (p. j.)2 , ρPAPB
= −1

]
Úloha 4.38. Uvaºujte akcie A, B z úloh 4.35, resp. 4.36. Predpokladajte, ºe investor je v £ase

0 ochotný investova´ do kúpy akcií m = 3300 p. j. Nech x ozna£uje investíciu do akcie A a y

ozna£uje investíciu do akcie B, t. j. x+ y = m. Ukáºte, ºe je moºné na trhu s týmito akciami

vytvori´ arbitráº. Vypo£ítajte maximálny arbitráºny pro�t ω investora v £ase 1 jednotka £asu

neskôr a nájdite tomu zodpovedajúce hodnoty x a y.

[Výsledok: x = 1800 p. j., y = 1500 p. j., ω = 120 p. j.]

Úloha 4.39. Uvaºujte rovnaké zadanie ako v úlohe 4.38 s tým rozdielom, ºe na trhu spolu

s akciami A, B existuje diskontný dlhopis s dobou splatnosti 1 jednotka £asu poskytujúci na toto
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obdobie bezrizikovú úrokovú sadzbu rf = 0, 03. Nech z ozna£uje investíciu do tohto dlhopisu,

t. j. x+y+z = m. Sú£asne predpokladajte, ºe predajom dlhopisov je moºné si v £ase 0 poºi£a´

najviac 1100 p. j., £iºe z ∈ ⟨−1100, 3300⟩. Ukáºte, ºe na takomto trhu sa dá vytvori´ arbitráº,

teda dosiahnu´ v £ase 1 bezrizikový zisk vä£²í neº 99 p. j. Vypo£ítajte maximálny arbitráºny

pro�t ω investora v £ase 1 a nájdite tomu zodpovedajúce hodnoty x, y a z.

[Výsledok: x = 2400 p. j., y = 2000 p. j., z = −1100 p. j., ω = 127 p. j.]

Úloha 4.40. Uvaºujte dve akcie A, B, ktoré nevyplácajú dividendy. Nech sú£asná (v £ase 0)

cena akcie A je 20 p. j. a sú£asná (v £ase 0) cena akcie B je 50 p. j. Uvaºujte, ºe na cenu

akcií v £ase 1 £. j. vplývajú dve udalosti H a D tak, ºe:

H: 22 p. j. 40 p. j. s pp. p

↗ ↗
A: 20 p. j. B: 50 p. j.

↘ ↘
D: 15 p. j. 55 p. j. s pp. 1− p

Nech investor v £ase 0 vlastní 30 kusov akcie A, t. j. 600 p. j. má uloºených v akcii A, a vlastní

14 kusov akcie B, t. j. v akcii B má uloºených 700 p. j. Celkovo má akcie v hodnote 1300

p. j. Ukáºte, ºe ceny akcií sú perfektne negatívne korelované a ºe je moºné na trhu s týmito

akciami utvori´ arbitráº. Vypo£ítajte maximálny arbitráºny pro�t ω investora a ur£te hodnotu

x, y, kde x < 0 p. j. ur£uje, akú £as´ z po£iato£ných 600 p. j. uloºených v akcii A je potrebné

preda´ v £ase 0 za ú£elom dosiahnutia maximálneho arbitráºneho zisku a y < 0 p. j. ur£uje,

akú £as´ z po£iato£ných 700 p. j. uloºených v akcii B je potrebné preda´ v £ase 0 za tým istým

ú£elom.

[Výsledok: x = −600 p. j., y = −700 p. j., ω = 80 p. j.]

Úloha 4.41. Uvaºujte rovnaké zadanie ako v úlohe 4.40 s tým rozdielom, ºe na trhu spolu

s akciami A, B existuje diskontný dlhopis s dobou splatnosti 1 jednotka £asu poskytujúci na toto

obdobie bezrizikovú úrokovú sadzbu rf = 0, 01. Nech z ozna£uje investíciu do tohto dlhopisu,

t. j. x+ y+ z = m, kde m = 1300 p. j. je po£iato£né imanie investora mimo hodnoty uloºenej

v akciách. Sú£asne predpokladajte, ºe predajom dlhopisov je moºné si v £ase 0 poºi£a´ najviac

1300 p. j., £iºe z ∈ ⟨−1300, 2600⟩. Ukáºte, ºe na takomto trhu sa dá vytvori´ arbitráº, teda

dosiahnu´ v £ase 1 bezrizikový zisk vä£²í neº 13 p. j. Vypo£ítajte maximálny arbitráºny pro�t

ω investora v £ase 1 a nájdite tomu zodpovedajúce hodnoty x, y a z.

[Výsledok: x = −600 p. j., y = −700 p. j., z = 2600 p. j., ω = 106 p. j.]

Úloha 4.42. Uvaºujte dve akcie A, B, ktoré nevyplácajú dividendy. Nech sú£asná (v £ase 0)

cena akcie A je 20 p. j. a sú£asná (v £ase 0) cena akcie B je 50 p. j. Uvaºujte, ºe na cenu

akcií v £ase 1 £. j. vplývajú dve udalosti H a D tak, ºe:
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H: 22 p. j. 60 p. j. s pp. p

↗ ↗
A: 20 p. j. B: 50 p. j.

↘ ↘
D: 14 p. j. 45 p. j. s pp. 1− p

Nech investor v £ase 0 vlastní 150 kusov akcie A, t. j. 3000 p. j. má uloºených v akcii A.

Predpokladajte, ºe investor je v £ase 0 ochotný investova´ do kúpy akcií ¤al²ích m = 1000 p.

j. Nech x ozna£uje investíciu do akcie A a y ozna£uje investíciu do akcie B, t. j. x + y =

m, pri£om x ∈ ⟨−3000, 1000⟩ a y ∈ ⟨0, 4000⟩. Ukáºte, ºe ceny akcií sú perfektne pozitívne

korelované a ºe je moºné na trhu s týmito akciami utvori´ arbitráº. Vypo£ítajte maximálny

arbitráºny pro�t ω investora v £ase 1 a nájdite tomu zodpovedajúce hodnoty x, y.

[Výsledok: x = −3000 p. j., y = 4000 p. j., ω = 500 p. j.]

Úloha 4.43. Uvaºujte rovnaké zadanie ako v úlohe 4.42 s tým rozdielom, ºe na trhu spolu

s akciami A, B existuje diskontný dlhopis s dobou splatnosti 1 jednotka £asu poskytujúci na toto

obdobie bezrizikovú úrokovú sadzbu rf = 0, 05. Nech z ozna£uje investíciu do tohto dlhopisu,

t. j. x+ y+ z = m, kde m = 1000 p. j. je po£iato£né imanie investora mimo hodnoty uloºenej

v akciách A. Sú£asne predpokladajte, ºe predajom dlhopisov je moºné si v £ase 0 poºi£a´ najviac

1000 p. j., £iºe z ∈ ⟨−1000, 4000⟩. Ukáºte, ºe na takomto trhu sa dá vytvori´ arbitráº, teda

dosiahnu´ v £ase 1 bezrizikový zisk vä£²í neº 50 p. j. Vypo£ítajte maximálny arbitráºny pro�t

ω investora v £ase 1 a nájdite tomu zodpovedajúce hodnoty x, y a z.

[Výsledok: x = −3000 p. j., y = 4000 p. j., z = 0 p. j., ω = 500 p. j.]

Úloha 4.44. Uvaºujte rovnaké zadanie ako v úlohe 4.43 s tým rozdielom, ºe m = 500 p. j. a ºe

predajom dlhopisov je moºné si v £ase 0 poºi£a´ najviac 500 p. j. Ukáºte, ºe na takomto trhu

sa dá vytvori´ arbitráº, teda dosiahnu´ v £ase 1 bezrizikový zisk vä£²í neº 25 p. j. Vypo£ítajte

maximálny arbitráºny pro�t ω investora v £ase 1 a nájdite tomu zodpovedajúce hodnoty x, y

a z.

[Výsledok: x = −3000 p. j., y = 4000 p. j., z = −500 p. j., ω = 475 p. j.]

Úloha 4.45. Uvaºujte dve akcie A, B, ktoré nevyplácajú dividendy. Nech sú£asná (v £ase 0)

cena akcie A je 20 p. j. a sú£asná (v £ase 0) cena akcie B je 50 p. j. Uvaºujte, ºe na cenu

akcií v £ase 1 £. j. vplývajú dve udalosti H a D tak, ºe:

H: 19 p. j. 40 p. j. s pp. p

↗ ↗
A: 20 p. j. B: 50 p. j.

↘ ↘
D: 21 p. j. 65 p. j. s pp. 1− p

Nech investor v £ase 0 vlastní 50 kusov akcie A, t. j. 1000 p. j. má uloºených v akcii A,

a nevlastní ºiadne akcie B. Nech x ozna£uje investíciu do akcie A a y ozna£uje investíciu

do akcie B. Ukáºte, ºe ceny akcií sú perfektne pozitívne korelované a ºe je moºné na trhu
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s týmito akciami utvori´ arbitráº. Vypo£ítajte maximálny arbitráºny pro�t ω investora v £ase

1 a nájdite tomu zodpovedajúce hodnoty x, y.

[Výsledok: x = −1000 p. j., y = 200 p. j., ω = 10 p. j.]

Úloha 4.46. Uvaºujte rovnaké zadanie ako v úlohe 4.45 s tým rozdielom, ºe na trhu spolu

s akciami A, B existuje diskontný dlhopis s dobou splatnosti 1 jednotka £asu poskytujúci na toto

obdobie bezrizikovú úrokovú sadzbu rf = 0, 01. Nech z ozna£uje investíciu do tohto dlhopisu,

t. j. x + y + z = m, kde m = 0 p. j. je po£iato£né imanie investora mimo hodnoty uloºenej

v akciách. Sú£asne predpokladajte, ºe predajom dlhopisov je moºné si v £ase 0 poºi£a´ najviac

1000 p. j., £iºe z ∈ ⟨−1000, 1000⟩. Ukáºte, ºe na takomto trhu sa dá vytvori´ arbitráº, teda

dosiahnu´ v £ase 1 bezrizikový zisk vä£²í neº 0 p. j. Vypo£ítajte maximálny arbitráºny pro�t ω

investora v £ase 1 a nájdite tomu zodpovedajúce hodnoty x, y a z.

[Výsledok: x = −1000 p. j., y = 200 p. j., z = 800 p. j., ω = 18 p. j.]

Úloha 4.47. Uvaºujte rovnaké zadanie ako v úlohe 4.46 s tým rozdielom, ºe teraz m = 1000

p. j. Ukáºte, ºe na takomto trhu sa dá vytvori´ arbitráº, teda dosiahnu´ v £ase 1 bezrizikový

zisk vä£²í neº 10 p. j. Vypo£ítajte maximálny arbitráºny pro�t ω investora v £ase 1 a nájdite

tomu zodpovedajúce hodnoty x, y a z.

[Výsledok: x = −1000 p. j., y = 200 p. j., z = 1800 p. j., ω = 28 p. j.]

Úloha 4.48. Uvaºujte akcie A, B z úloh 4.35, resp. 4.36. Nech spolu s akciami A, B existuje

na trhu akcia C, ktorej sú£asná cena je 100 p. j. Ak nastane udalos´ H jej cena stúpne na 103

p. j., ak nastane udalos´ D jej cena klesne na 96 p. j. Predpokladajte, ºe investor je v £ase

0 ochotný investova´ do kúpy akcií m = 3300 p. j. Nech x ozna£uje investíciu do akcie A, y

ozna£uje investíciu do akcie B a z ozna£uje investíciu do akcie C, t. j. x+y+z = m. Ukáºte,

ºe je moºné na trhu s týmito akciami vytvori´ arbitráº. Vypo£ítajte maximálny arbitráºny pro�t

ω investora v £ase 1 jednotka £asu neskôr a nájdite tomu zodpovedajúce hodnoty x, y a z.

[Výsledok: x = 1800 p. j., y = 1500 p. j., z = 0 p. j., ω = 120 p. j.]

Úloha 4.49. Uvaºujte arovnaké zadanie ako v úlohe 4.48 s tým rozdielom, ºe investor je

v £ase 0 drºite©om 33 kusov akcie C, t. j. v akciách C má uloºených 3300 p. j. Ukáºte, ºe je

moºné na trhu s týmito akciami vytvori´ arbitráº. Vypo£ítajte maximálny arbitráºny pro�t ω

investora v £ase 1 jednotka £asu neskôr a nájdite tomu zodpovedajúce hodnoty x, y a z.

[Výsledok: x = 4300 p. j., y = 2300 p. j., z = −3300 p. j., ω = 239 p. j.]
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Kapitola 5

Teória portfólia

V predchádzajúcej kapitole sme sa venovali dlhopisom a akciám, ktoré radíme medzi zá-

kladné �nan£né nástroje a ekonomická teória ich povaºuje za základné stavebné kamene eko-

nomického modelovania. Okrem týchto cenných papierov existujú mnohé iné cenné papiere

a investor, ktorý sa obzerá po moºnostiach investovania na �nan£nom trhu, má okrem cen-

ných papierov aj ¤al²ie moºnosti. Môºe investova´ napr. do nákupu rôznych komodít, ropy,

drahých kovov, staroºitností, umeleckých diel, nehnute©ností, zahrani£ných mien at¤. Inves-

tor má teda moºnos´ investova´ do mnohých rôznych aktív. Súbor týchto investícií nazývame

portfólio a investor skupovaním aktív skladá svoje portfólio. V jeho záujme je pri opätovnom

predaji týchto aktív nadobudnú´ kladný výnos, ma´ kladný zisk. Z toho h©adiska sa oby£ajne

v teórii portfólia predpokladá istý £asový rámec, nazývaný doba drºania, na za£iatku ktorého

sa nachádza investícia do aktív a na jeho konci ich predaj. V predchádzajúcej kapitole sme

stanovili 1 £asovú jednotku ako dobu drºania. Budeme tak robi´ aj v tejto.

Investor pri vytváraní portfólia sleduje tri zakladné h©adiská:

1. výnos � príjmy, ktoré z investície plynú,

2. bezpe£nos´ (riziko) � stupe¬ (ne)istoty týkajúci sa o£akávaných výnosov z investície,

3. likvidita � rýchlos´, ktorou je schopný premeni´ investíciu na hotovos´.

Tieto tri h©adiská tvoria tzv. investi£ný trojuholník. Trojuholník preto, lebo nie je moºné

v²etky tri naraz maximalizova´. Zlaté pravidlo investovania hovorí, ºe neexistuje inves-

tícia, ktorá by dosiahla maximum vo v²etkých troch ukazovate©och. Existuje len moºnos´

optimálneho pomeru výnosov, bezpe£nosti a likvidity.

Oby£ajne sú menej rizikové aktíva i menej výnosné a viac rizikové aktíva poskytujú vy²²ie

výnosy, ale za cenu prípadných vy²²ích strát, ak dôjde k pohybu ich cien neºelaným smerom.

Za bezrizikové aktívum povaºuje ekonomická teória diskontný (bezkupónový) dlhopis s ma-

turitou rovnou dobe drºania. V²etky ostatné aktíva povaºuje za rizikové. K menej rizikovým

investíciam patria aj investície do nehnute©ností, drahých kovov, staroºitností alebo zbierok.

Akcie £i podnikate©ské projekty sa vo v²eobecnosti povaºujú za ve©mi rizikové. Na rozdiel

od napr. nehnute©ností, umeleckých diel, zbierok sú akcie ve©mi likvidné a oby£ajne existuje

115
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na trhu dostatok záujemcov o kúpu akcie, ak ju chce investor preda´. Pri nehnute©nostiach,

umeleckých dielach, zbierkach je £as potrebný na ich predaj podstatne dlh²í. Najlikvidnej²ie

sú pochopite©ne peniaze samotné, resp. hotovos´.

5.1 Výnosnos´ portfólia

Pravdepodobnostný model z predchádzajúcej kapitoly stanovuje ako ur£i´ o£akávanú hod-

notu akcie (vo v²eobecnosti aktíva) a risk, t. j. stupe¬ neistoty oh©adom jej dosiahnutia. V te-

órii portfólia budeme namiesto cien aktív pracova´ s ich o£akávanými výnosmi. Presnej²ie

budeme sa v ¤al²om zaobera´ portfóliami cenných papierov.

Ak ozna£íme Pi hodnotu aktíva i na za£iatku sledovaného obdobia a P i o£akávanú hodnotu

aktíva i na konci sledovaného obdobia, Tak o£akávaný výnos, presnej²ie o£akávaná výnosová

sadzba na dobu drºania aktíva bude:

ri =
P i − Pi

Pi
. (5.1)

Pre jednoduchos´ budeme ri nazýva´ výnosnos´ aktíva i.

Výnosová sadzba ri aktíva i je náhodná veli£ina. Pre krátke periódy ri ∼ N (ri, σ
2
i ),

teda ri má normálne rozdelenie, £o sa povaºuje za experimentálne overený fakt [17]. Pretoºe

hodláme pracova´ s aktívami, ktorých výnosy majú normálne rozdelenie, budeme povaºova´

dobu drºania za dostato£ne krátku. Teda 1 £. j. bude vhodne krátka £asová doba.

Ak uvaºujeme N zloºkové portfólio, tak môºeme ur£i´ výnosnos´ celého portfólia rp po-

mocou výnosností jeho zloºiek:

rp =

∑N
i=1 ki(P i − Pi)∑N

i=1 kiPi

=

∑N
i=1 kiPi

(
P i−Pi

Pi

)
∑N

i=1 kiPi

=

∑N
i=1 kiPiri∑N
i=1 kiPi

, (5.2)

kde ki reprezentuje po£et kusov aktíva i. Pre jednoduchos´ budeme predpoklada´, ºe ri > 0

pre kaºdé i = 1, 2, . . . , N . Z toho zárove¬ vyplýva, ºe rp > 0.

Ak ozna£íme xi podiel aktíva i na hodnote celého portfólia, t. j.

xi =
kiPi∑N
i=1 kiPi

,

tak vz´ah (5.2) môºeme upravi´ nasledujúcim spôsobom:

rp =

∑N
i=1 kiPiri∑N
i=1 kiPi

=

N∑
i=1

xiri. (5.3)

Teda výnosnos´ portfólia je váºeným priemerom výnosností jeho zloºiek, kde váhami jednot-

livých výnosností sú hodnoty xi. Z de�nície xi navy²e vyplýva, ºe:

N∑
i=1

xi = 1. (5.4)

Príklad 5.1. Uvaºujme, ºe akcie A, B, C tvoria investorovo portfólio. Investor o£akáva vzo-

stup ich ceny a o 1 £. j. neskôr ich chce preda´. Vypo£ítajme, aká bude výnosnos´ portfólia

za dobu drºania, ak:
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akcia po£et cena beºná o£akávaná o£akávaná

kusov za kus hodnota cena za kus hodnota

A 20 50 p. j. 1000 p. j. 55 p. j. 1100 p. j.

B 20 35 p. j. 700 p. j. 40 p. j. 800 p. j.

C 10 30 p. j. 300 p. j. 32 p. j. 320 p. j.

Rie²enie:

Beºná (sú£asná) hodnota portfólia je sú£tom hodnôt v ²tvrtom st¨pci tabu©ky, teda je rovná

2000 p. j. O£akávaná hodnota portfólia je sú£tom hodnôt v poslednom st¨pci tabu©ky, teda

2220 p. j. Pod©a (5.2) sa výnosnos´ portfólia rovná

rp =
(2220− 2000) p. j.

2000 p. j.
= 0, 11. (5.5)

Vypo£ítajme e²te váhy xA, xB, xC jednotlivých akcií v portfóliu a ukáºme, ºe váºený

priemer v (5.3) dáva tú istú hodnotu ako v (5.5).

xA =
1000 p. j.
2000 p. j.

=
1

2
,

xB =
700 p. j.
2000 p. j.

=
7

20
,

xC =
300 p. j.
2000 p. j.

=
3

20
.

Výnosnosti jednotlivých akcií sú:

rA =
(55− 50) p. j.

50 p. j.
=

1

10
,

rB =
(40− 35) p. j.

35 p. j.
=

1

7
,

rC =
(32− 30) p. j.

30 p. j.
=

1

15
.

Výnosnos´ portfólia bude:

rp = xArA + xBrB + xCrC =
1

20
+

1

20
+

1

100
= 0, 11.

Vyjadrené v percentách je to 11 %.

5.2 Rizikovos´ portfólia

Stupe¬ neistoty, t. j. riziko spojené s dosiahnutím o£akávanej (strednej) hodnoty výnosovej

sadzby aktíva i meriame disperziou σ2i , resp. smerodajnou odchýlkou σi. Pre jednoduchos´

zavedieme pojem rizikovos´ aktíva i, pod ktorým budeme rozumie´ σi. Ak poznáme rizikovos´

aktív tvoriacich portfólio, mali by sme by´ schopní vypo£íta´ rizikovos´ celého portfólia. Na to

v²ak potrebujeme pozna´ nielen rizikovosti jednotlivých zloºiek portfólia, ale aj korela£nú

závislos´ medzi jednotlivými dvojicami aktív v portfóliu. Kovarianciu dvojice aktív i, j, kde

i ̸= j, budeme ozna£ova´ σij a ich korela£ný koe�cient budeme ozna£ova´ ρij .
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Pozna´, aká je korela£ná závislos´ aktív na trhu, je uºito£né, pretoºe korela£ná závislos´

v²etkých dvojíc aktív v portfóliu umoº¬uje mera´ závislos´ zmien hodnôt výnosností jednej

zloºky portfólia od zmien hodnôt výnosností v ostatných zloºkách. Napr. investor s odporom

k riziku nekúpi akcie áut a pneumatík, pretoºe sa dá o£akáva´, ºe ak nastane pokles hodnoty

akcií automobilky, klesnú aj hodnoty akcií pneumatík. Hodnoty týchto cenných papierov sú

totiº pozitívne korelované. Opakom pozitívnej korelácie je negatívna korelácia, v prípade

ktorej pokles hodnoty jedného aktíva má za následok nárast v hodnote druhého aktíva. V praxi

sa naj£astej²ie vyskytujú investície navzájom nesúvisiace, teda nekorelované.

O interpretácii korela£ných vlastností akcií sme písali uº v predchádzajúcej kapitole. Do-

speli sme k poznaniu, ºe ak neexistuje moºnos´ predáva´ akcie na za£iatku celého procesu,

najlep²ie je investova´ do negatívne korelovaných akcií, v²eobecne aktív. To môºe totiº vies´

k vzniku arbitráºnej príleºitosti. Ak aktíva nie sú negatívne korelované, na zníºenie rizika je

vhodné investova´ aspo¬ do nekorelovaných aktív.

Rozkladanie investícií do portfólia sa nazýva diverzi�kácia rizika. Oby£ajne 20 aº 30

rôznych cenných papierov posta£uje na to, aby sme eliminovali nesystematické (jedine£né)

riziko, t. j. riziko spojené s kaºdou zloºkou portfólia. Diverzi�káciou v²ak nedokáºeme elimi-

nova´ systematické (trhové) riziko, t. j. riziko trhu (ako celku).

Zrodenie teórie portfólia spadá do roku 1952, ke¤ Harry Markowitz vo svojom £lánku

Portfolio Selection [21] na£rtol, ako robi´ diverzi�káciu portfólia a zredukova´ jeho rizikovos´

výberom vhodných zloºiek portfólia.

Ako teda ur£i´ rizikovos´ portfólia zloºeného z N aktív? Vz´ah (5.3) môºeme vyuºi´ pri vý-

po£te variancie portfólia σ2p:

σ2p = E (rp − rp)
2 = E

(
N∑
i=1

xiri −
N∑
i=1

xiri

)2

= E

(
N∑
i=1

xi(ri − ri)

)2

= E

 N∑
i,j=1

xixj(ri − ri)(rj − rj)


=

N∑
i,j=1

xixjE ((ri − ri)(rj − rj)) =
N∑

i,j=1

xixjσij (5.6)

Teda pre rizikovos´ portfólia platí:

σp =

√√√√ N∑
i,j=1

xixjσij . (5.7)

Ozna£me vektor váh aktív v N -zloºkovom portfóliu ako x⃗, t. j. x⃗ = (x1, x2, . . . , xN )T .

Nech Q ozna£uje kovarian£nú maticu, teda

Q =


σ21 σ12 . . . σ1N

σ21 σ22 . . . σ2N
...

...
...

σN1 σN2 . . . σ2N

 .
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Vz´ah (5.6) potom moºno prepísa´ do tvaru:

σ2p = x⃗TQx⃗. (5.8)

Z £oho dostaneme:

σp =
√
x⃗TQx⃗. (5.9)

Príklad 5.2. Uvaºujme akcie A, B, C z príkladu 5.1 tvoriace investorovo portfólio. Vypo£í-

tajme rizikovos´ portfólia, ak kovarian£ná matica Q sp¨¬a:

Q =


σ2A σAB σAC

σAB σ2B σBC

σAC σBC σ2C

 =


0, 0025 0, 004 0, 00001

0, 004 0, 01 0, 001

0, 00001 0, 001 0, 0003

 .

Rie²enie:

V príklade 5.1 sme vypo£ítali váhy jednotlivých akcií na skladbe portfólia:

xA = 0, 5,

xB = 0, 35,

xC = 0, 15.

Poznáme teda vektor váh x⃗ = (xA, xB, xC)
T = (0, 5; 0, 35; 0, 15)T , £o spolu so znalos´ou

kovarian£nej matice Q umoº¬uje pod©a (5.8) vypo£íta´ varianciu portfólia:

σ2p = (0, 5; 0, 35; 0, 15)


0, 0025 0, 004 0, 00001

0, 004 0, 01 0, 001

0, 00001 0, 001 0, 0003




0, 5

0, 35

0, 15

 = 0, 0025(0, 5)2 +

+2(0, 5)(0, 35)(0, 004) + 2(0, 5)(0, 15)(0, 00001) + 0, 01(0, 35)2 + 2(0, 35)(0, 15)(0, 001) +

+0, 0003(0, 15)2 = 0, 00336325

Pre smerodajnú odchýlku teda máme:

σp =
√
0, 00336325

.
= 0, 058.

Vyjadrené v percentách je to pribliºne 5, 8 %.

Poznámka 5.1. Ako sme mohli vidie´ v príklade 5.2 práca s výnosovými sadzbami, £iºe s de-

satinnými £íslami, môºe by´ nepohodlná na zapisovanie, a preto budeme v ¤al²om pracova´

s výnosovými mierami, teda výnosovými percentami. To znamená, ºe v ¤al²om budeme uvá-

dza´ výnosnos´ a rizikovos´ aktív a portfólia v percentách a prvky kovarian£nej matice budú

uvádzané v percentách na druhú, aj ke¤ to nebudeme vºdy zapisova´.

Poznamenajme tieº, ºe v teórii portfólia sa oby£ajne predpokladá, ºe ak pre výnosnosti

dvoch rôznych aktív i, j platí ri < rj, tak σi < σj, teda s vy²²ím výnosom sa spája aj vy²²ie

riziko.
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Kovarian£ná matica Q je zo svojej de�nície pozitívne semide�nitná. To znamená, ºe

x⃗TQx⃗ ≥ 0 pre akýko©vek nenulový vektor x⃗ ∈ RN . Ak Q je navy²e regulárna, tak je po-

zitívne de�nitná, t. j. pre kaºdý nenulový vektor x⃗ platí: x⃗TQx⃗ > 0 (pozri [19]). Ak Q je

singulárna, tak existuje nenulový vektor x⃗ taký, ºe x⃗TQx⃗ = 0.

Ozna£ujme vektor výnosností jednotlivých aktív v N -zloºkovom portfóliu ako r⃗ , t. j.

r⃗ = (r1, r2, . . . , rN )T . Nech ¤alej 1⃗ = (1, 1, . . . , 1)T ∈ RN , 0⃗ = (0, 0, . . . , 0)T ∈ RN . Potom

platí:

x⃗T 1⃗ = 1, (5.10)

x⃗ ̸= 0⃗, (5.11)

x⃗T r⃗ = rp. (5.12)

Rovnos´ (5.10) vyplýva z (5.4) a jej dôsledkom je tvrdenie v (5.11). Vz´ah (5.12) je ana-

logicky zapísaný vz´ah (5.3) na výpo£et výnosnosti portfólia.

5.3 Mnoºina v²etkých prípustných portfólií

Portfólio, na ktorého skladbe sa podie©ajú aktíva svojimi váhami, teda moºno reprezento-

va´ jeho výnosnos´ou a jeho rizikovos´ou. Pre rôzne váhy zloºiek v portfóliu dostaneme rôzne

portfóliá, hoci výnosnos´ alebo rizikovos´ niektorých portfólií môºe by´ rovnaká. V²etky port-

fóliá, ktoré moºno vytvori´ z aktív podie©ajúcich sa na skladbe portfólia rôznou vo©bou ich

váh, tvoria mnoºinu v²etkých prípustných portfólií.

V nasledujúcom príklade skon²truujeme mnoºinu v²etkých prípustných portfólií pre dve

aktíva � akcie.

Príklad 5.3. Uvaºujme trh s dvoma rizikovými cennými papiermi � akciami A, B takými, ºe

ich o£akávané výnosové percentá (výnosnosti) a smerodajné odchýlky (rizikovosti) sú nasledu-

júce:

výnosnos´ rizikovos´

A rA = 10 % σA = 5 %

B rB = 15 % σB = 12 %

Nech korela£ný koe�cient výnosov akcií A, B je ρAB = −0, 2. Nájdime mnoºinu v²etkých

prípustných portfólií tvorených akciami A, B.

Rie²enie:

Ozna£me váhu akcie A v portfóliu ako xA a váhu akcie B v portfóliu ako xB. Ke¤ºe ide o váhy

aktív tvoriacich portfólio, tak platí xA + xB = 1.

Z toho dostávame:

xB = 1− xA. (5.13)

Pretoºe ρAB = −0, 2, tak σAB = ρABσAσB = (−0, 2)60 = −12.
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Zo vz´ahov (5.3) a (5.7) pre o£akávané výnosové percento a rizikovos´ portfólia potom

získame:

rp = xArA + xBrB = 10xA + 15xB = 10xA + 15 (1− xA) = 15− 5xA, (5.14)

σp =
√
x2Aσ

2
A + 2xAxBσAB + x2Bσ

2
B =

√
25x2A − 24xA (1− xA) + 144 (1− xA)

2

=
√
193x2A − 312xA + 144. (5.15)

Z (5.14) máme:

xA =
15− rp

5
. (5.16)

Dosadením (5.16) za xA do (5.15) dostaneme:

σp =

√
193(15− rp)2

25
− 312(15− rp)

5
+ 144 =

1

5

√
193r2p − 4230rp + 23625.

Mnoºina v²etkých prípustných portfólií pozostávajúcich z akcií A, B je teda tvorená port-

fóliami, pre ktorých rizikovos´ platí σp = 1
5

√
193r2p − 4230rp + 23625 pri výnosnosti portfólia

rp ∈ ⟨10, 15⟩.

Postup z príkladu 5.3 moºno zov²eobecni´ pre portfólia pozostávajúce z dvoch aktív s v²e-

obecne zadanými výnosnos´ami a rizikovos´ami.

Ozna£me rovinu s horizontálnou osou, na ktorú vyná²ame hodnoty rizikovosti portfólia,

a vertikálnou osou, na ktorú vyná²ame hodnoty výnosnosti portfólia, ako Oσr.

Uvaºujme, ºe na trhu existujú dve rizikové aktíva α, β s výnosnos´ami rα > 0, resp.

rβ > 0 a rizikovos´ami σα > 0, resp. σβ > 0. Bez straty na v²eobecnosti predpokladajme, ºe

rα < rβ , potom σα < σβ a v dvojrozmernom priestore Oσr moºno mnoºinu v²etkých portfólií

pozostávajúcich z aktív α, β s váhami xα ≥ 0, xβ ≥ 0, kde xα+xβ = 1, reprezentova´ krivkou

pozostávajúcou z bodov (σp, rp), kde σp ∈ ⟨0, σβ⟩ je rizikovos´ portfólia a rp ∈ ⟨rα, rβ⟩ je

výnosnos´ portfólia.

Krivku tieº moºno chápa´ ako graf funkcie σp = f(rp) de�novanej na intervale ⟨rα, rβ⟩,
kde f(rp) =

√
Kr2p + Lrp +M , teda f je druhá odmocnina z kvadratickej funkcie premennej

rp s koe�cientami K, L, M .

Zo vz´ahov (5.3) a (5.4) totiº máme:

rp = xαrα + (1− xα)rβ = rβ + xα(rα − rβ),

xα =
rp − rβ
rα − rβ

=
rβ − rp
rβ − rα

, (5.17)

xβ = 1− xα =
rp − rα
rβ − rα

. (5.18)

Dosa¤me (5.17) za xα a (5.18) za xβ do (5.7), dostaneme:

σp =

√(
rβ − rp
rβ − rα

)2

σ2α + 2

(
rβ − rp
rβ − rα

)(
rp − rα
rβ − rα

)
σαβ +

(
rp − rα
rβ − rα

)2

σ2β

=

√
r2β − 2rβrp + r2p

(rβ − rα)
2 σ2α +

2
(
rβrp + rαrp − rβrα − r2p

)
(rβ − rα)

2 σαβ +
r2p − 2rαrp + r2α

(rβ − rα)
2 σ2β

=
√
Kr2p + Lrp +M, (5.19)
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kde:

K =
σ2α − 2σαβ + σ2β

(rβ − rα)
2 , (5.20)

L = 2

(
(rβ + rα)σαβ − rβσ

2
α − rασ

2
β

(rβ − rα)
2

)
, (5.21)

M =
r2βσ

2
α − 2rαrβσαβ + r2ασ

2
β

(rβ − rα)
2 . (5.22)

�peciálne, ak σαβ = σασβ , tzn. výnosy akcií sú perfektne pozitívne korelované, tak:

σp =
√
x2ασ

2
α + 2xαxβσασβ + x2βσ

2
β =

√
(xασα + xβσβ)

2 = xασα + xβσβ

=
rβ − rp
rβ − rα

σα +
rp − rα
rβ − rα

σβ =
rβσα − rασβ
rβ − rα

+ rp
σβ − σα
rβ − rα

, (5.23)

kde rp ∈ ⟨rα, rβ⟩. V tomto prípade je v rovine Oσr mnoºina v²etkých prípustných portfólií

reprezentovaná úse£kou s koncovými bodmi (σα, rα), (σβ, rβ).

Ak σαβ = −σασβ , tzn. výnosy akcií sú perfektne negatívne korelované, tak:

σp =
√
x2ασ

2
α − 2xαxβσασβ + x2βσ

2
β =

√
(xασα − xβσβ)

2 = |xασα − xβσβ|

=

∣∣∣∣ rβ − rp
rβ − rα

σα − rp − rα
rβ − rα

σβ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣rβσα + rασβ
rβ − rα

− rp
σβ + σα
rβ − rα

∣∣∣∣ , (5.24)

kde rp ∈ ⟨rα, rβ⟩. V tomto prípade je v rovine Oσr mnoºina v²etkých prípustných portfólií

reprezentovaná dvoma úse£kami, ktoré majú jeden koncový bod spolo£ný. Jedna z úse£iek má

koncové body (0, rarb), (σα, rα) a druhá má koncové body (0, rarb), (σβ, rβ). Navy²e portfólio

s výnosnos´ou rarb =
rβσα+rασβ

σβ+σα
∈ (rα, rβ) je arbitráºne portfólio, pretoºe vhodnou kombi-

náciou váh xα =
σβ

σβ+σα
, xβ = σα

σβ+σα
aktív α, β v portfóliu moºno dosiahnu´ kladný výnos

pri nulovom riziku.

Na Obr. 5.1 sú znázornené reprezentácie mnoºiny prípustných portfólií pozostávajúcich

z dvoch aktív s výnosnos´ami 10 % a 15 %, pri rizikovosti 6 % a 14 %, kde korela£ný koe�-

cient výnosov aktív je postupne rovný −1, −0, 5, 0, 0, 5 a 1.

Obr. 5.1: Reprezentácie mnoºiny prípustných portfólií pozostávajúcich z dvoch aktív pre ko-

rela£ný koe�cient postupne rovný: −1 � £ierna, −0, 5 � £ervená, 0 � zelená, 0, 5 � purpurová,

1 � modrá. [32]

Z Obr. 5.1 vidno, ºe, ak sa korela£ný koe�cient rovná −1, moºno vytvori´ vhodnou kombi-

náciou (výberom váh) aktív v portfóliu portfólio s nulovou rizikovos´ou a kladnou výnosnos´ou
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rovnou v tomto prípade rβσα+rασβ

σβ+σα
= 230

20 % = 11, 5 %. Ak sa korela£ný koe�cient rovná 1,

pre ©ubovo©nú kombináciu váh budú v²etky prípustné portfólia leºa´ v rovine Oσr na úse£ke

s krajnými bodmi (6, 10) a (14, 15).

Ak pre dve aktíva tvoriace portfólio predpokladáme, ºe rα = rβ pri σα ̸= σβ , tak reprezen-

táciou mnoºiny v²etkých prípustných portfólií je v rovine Oσr vodorovná úse£ka s krajnými

bodmi (σmin, rα) a (max{σα, σβ}, rα), kde:

ak σα < σβ a ραβ ≥ σα
σβ

, tak σmin = σα a max{σα, σβ} = σβ;

ak σβ < σα a ραβ ≥
σβ
σα

, tak σmin = σβ a max{σα, σβ} = σα;

ak ραβ < min

{
σα
σβ
,
σβ
σα

}
, tak σmin = σασβ

√√√√ 1− ρ2αβ
σ2α − 2ραβσασβ + σ2β

< min{σα, σβ}.

�peciálne, ak ραβ = −1, tak σmin = 0.

Je to preto, lebo kaºdé portfólio tvorené dvoma aktívami s rovnakou výnosnos´ou rα = rβ

má výnosnos´ rp = xαrα + xβrβ = xαrα + (1 − xα)rα = rα. Rizikovos´ takéhoto portfólia

dostaneme z

σp =
√
x2ασ

2
α + 2xαxβσαβ + x2βσ

2
β =

√
x2ασ

2
α + 2xα(1− xα)ραβσασβ + (1− xα)2σ2β

=

√
x2α

(
σ2α − 2ραβσασβ + σ2β

)
− 2xα

(
σ2β − ραβσασβ

)
+ σ2β. (5.25)

Minimum kvadratickej funkcie

g(xα) = x2α
(
σ2α − 2ραβσασβ + σ2β

)
− 2xα

(
σ2β − ραβσασβ

)
+ σ2β

sa dosahuje v bode

x̃α =
σ2β − ραβσασβ

σ2α − 2ραβσασβ + σ2β

a jeho hodnota je

g(x̃α) =
σ2ασ

2
β

(
1− ρ2αβ

)
σ2α − 2ραβσασβ + σ2β

≥ 0.

Pre akéko©vek ραβ ∈ ⟨−1, 1⟩ je g(x̃α) < min{σ2α, σ2β}. Ukáºeme, ºe je to pravda pre σα < σβ

(analogicky sa tvrdenie ukáºe pre σβ < σα):

0 ≤ (σα − ραβσβ)
2

−ρ2αβσ2β ≤ σ2α − 2ραβσασβ

σ2β − ρ2αβσ
2
β ≤ σ2α − 2ραβσασβ + σ2β

σ2β

(
1− ρ2αβ

)
σ2α − 2ραβσασβ + σ2β

≤ 1

σ2ασ
2
β

(
1− ρ2αβ

)
σ2α − 2ραβσασβ + σ2β

≤ σ2α.
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Z toho vyplýva, ºe 0 ≤ σmin ≤ min{σα, σβ}. Av²ak nie pre v²etky hodnoty ραβ ∈ ⟨−1, 1⟩ leºí
x̃α v intervale ⟨0, 1⟩.

Ak σα < σβ a ραβ < σα
σβ

< 1 <
σβ

σα
, tak:

ραβσασβ < σασβ
σα
σβ

= σ2α

0 = σβ

(
σβ −

σβ
σα
σα

)
< σβ (σβ − ραβσα) = σ2β − ραβσασβ < σ2β − 2ραβσασβ + σ2α

0 <
σ2β − ραβσασβ

σ2α − 2ραβσασβ + σ2β
< 1

Ak σβ < σα a ραβ <
σβ

σα
< 1 < σα

σβ
, tak:

−ραβσασβ > −σασβ
σβ
σα

σ2α − 2ραβσασβ + σ2β > σ2β − ραβσασβ + σ2α − σασβ
σα
σβ

= σ2β − ραβσασβ > 0

1 >
σ2β − ραβσασβ

σ2α − 2ραβσασβ + σ2β
> 0

Ak teda −1 ≤ ραβ < min
{

σα
σβ
,
σβ

σα

}
, minimum funkcie g(xα) sa dosahuje vnútri intervalu

(0, 1) a jeho hodnota je men²ia neº men²ia z hodnôt σ2α, σ
2
β .

Ak σα < σβ a ραβ ≥ σα
σβ
, tak:

ραβσασβ ≥ σ2α

σ2β − ραβσασβ ≥ σ2β − 2ραβσασβ + σ2α

x̃α =
σ2β − ραβσασβ

σ2β − 2ραβσασβ + σ2α
≥ 1

a funkcia g(xα) je na intervale ⟨0, 1⟩ klesajúca. Z toho vyplýva, ºe má minimum v bode xα = 1

s hodnotou rovnou σ2α.

Ak σβ < σα a 1 ≥ ραβ ≥ σβ

σα
, tak:

ραβσασβ ≥ σ2β

0 ≥ σ2β − ραβσασβ

σ2α − 2ραβσασβ + σ2β ≥ (σα − σβ)
2 > 0 ≥ σ2β − ραβσασβ

0 ≥
σ2β − ραβσασβ

σ2β − 2ραβσασβ + σ2α
= x̃α

a funkcia g(xα) je na intervale ⟨0, 1⟩ rastúca. Z toho vyplýva, ºe má minimum v bode xα = 0

s hodnotou rovnou σ2β .

Ak rα = rβ a sú£asne σα = σβ , tak reprezentáciou mnoºiny v²etkých prípustných portfólií

je v rovine Oσr vodorovná úse£ka s krajnými bodmi (σα, rα) a
(
σα

√
1+ραβ

2 , rα

)
.
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Je to preto, lebo kaºdé portfólio tvorené dvoma aktívami s rovnakou výnosnos´ou má

rovnakú výnosnos´ ako aktíva, z ktorých pozostáva. Rizikovos´ portfólia dostaneme z

σp =
√
x2ασ

2
α + 2xαxβσαβ + x2βσ

2
β =

√
x2ασ

2
α + 2xαxβραβσ2α + x2βσ

2
α

= σα

√
x2α + 2xαxβραβ + x2β = σα

√
(xα + xβ)

2 + 2xαxβ (ραβ − 1)

= σα

√
1 + 2xα(1− xα) (ραβ − 1) = σα

√
1 + 2 (ραβ − 1) (xα − x2α). (5.26)

Minimum kvadratickej funkcie

h(xα) = 2x2α (1− ραβ)− 2xα (1− ραβ) + 1

sa pre ραβ ̸= 1 dosahuje v bode

x̂α =
1

2

a jeho hodnota je

h

(
1

2

)
=

1 + ραβ
2

.

Pre ραβ = 1 bude σp v (5.26) rovné σα a teda mnoºina prípustných portfólií bude pozostáva´

z jediného bodu (σα, rα).

Uvedené (hoci sme to rie²ili ako osobitný prípad) je len ²peciálnym prípadom predchádza-

júcej analýzy s rα = rβ aj σα = σβ . Minimum kvadratickej funkcie g(xα) je totiº pre σα = σβ

rovné

g(x̃α) =
σ2ασ

2
β

(
1− ρ2αβ

)
σ2α − 2ραβσασβ + σ2β

=
σ4α

(
1− ρ2αβ

)
2σ2α(1− ραβ)

= σ2α

(
1 + ραβ

2

)
,

kde

x̃α =
σ2β − ραβσασβ

σ2α − 2ραβσασβ + σ2β
=

σ2α(1− ραβ)

2σ2α(1− ραβ)
=

1

2

s tým, ºe ak ραβ = 1, tak minimálna hodnota je σ2α.

Poznámka 5.2. Poznamenajme, ºe v teórii portfólia sa zvy£ajne predpokladá, ºe existuje

aspo¬ jedna dvojica aktív s navzájom rôznymi výnosnos´ami, t. j. existuje dvojica rôznych

aktív i, j taká, ºe ri ̸= rj. To znamená, ºe ak sú na trhu iba dve rizikové aktíva, tak by sme

mali predpoklada´, ºe majú rôzne výnosnosti. Do analýzy urobenej pre dvojicu aktív sme v²ak

pre jej úplnos´ zahrnuli aj moºnos´ rovnosti výnosností aktív.

Rovnako tak sa zvykne predpoklada´, ºe kovarian£ná matica Q je regulárna, £iºe pri port-

fóliu dvoch aktív sa vylu£uje perfektná pozitívna i negatívna korelácia výnosností aktív. Pre-

toºe sme chceli upozorni´ na vznik arbitráºe pri perfektnej negatívnej korelácii, zahrnuli sme

do predchádzajúcich úvah i tieto moºnosti.

Poznámka 5.3. V súvislosti s arbitráºou dvojice aktív treba poznamena´, ºe ak pripustíme,

ºe výnosy aktív sú diskrétne náhodné premenné, tak závery o perfektne negatívne korelovaných

aktívach urobené na predchádzajúcich stránkach by mali plne súhlasi´ so závermi urobenými
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v kapitole o dvojici perfektne negatívne korelovaných akcií bez dividend oce¬ovaných pravde-

podobnostným modelom oce¬ovania na jednoduchom binárnom strome. Ukáºeme, ºe súhlasia.

Uvaºujme dvojicu akcií bez dividend α, β takých, ºe:

H: uS gW s pp. p

↗ ↗
α: S β: W

↘ ↘
D: dS hW s pp. 1− p

kde u > 1 > d > 0 a sú£asne 0 < g < 1 < h alebo 0 < u < 1 < d a sú£asne g > 1 > h > 0, t.

j. ceny akcií sú perfektne negatívne korelované.

Nech rαH ozna£uje výnos (výnosovú sadzbu) akcie α pri udalosti H a rαD ozna£uje výnos

(výnosovú sadzbu) akcie α pri udalosti D. Podobne nech rβH ozna£uje výnos (výnosovú sadzbu)

akcie β pri udalosti H a rβD ozna£uje výnos (výnosovú sadzbu) akcie β pri udalosti D. Potom:

rαH =
uS − S

S
= u− 1, (5.27)

rαD =
dS − S

S
= d− 1, (5.28)

rβH =
gW −W

W
= g − 1, (5.29)

rβD =
hW −W

W
= h− 1 (5.30)

a o£akávané výnosy (výnosové sadzby) pre jednotlivé akcie budú:

rα = p(u− 1) + (1− p)(d− 1), (5.31)

rβ = p(g − 1) + (1− p)(h− 1). (5.32)

Na naplnenie predpokladov modelu uvaºujme, ºe rα > 0 a sú£asne rβ > 0.

Smerodajné odchýlky sú nasledujúce:

σα =

√
p ((1− p)(u− d))2 + (1− p) ((−p)(u− d))2

=
√
p(1− p)2(u− d)2 + (1− p)p2(u− d)2 =

√
p(1− p)(u− d)2

=
√
p(1− p) |u− d| , (5.33)

σβ =

√
p ((1− p)(g − h))2 + (1− p) ((−p)(g − h))2

=
√
p(1− p)2(g − h)2 + (1− p)p2(g − h)2 =

√
p(1− p)(g − h)2

=
√
p(1− p) |g − h| . (5.34)

Kovariancia výnosov je:

σαβ = p ((1− p)(u− d)) ((1− p)(g − h)) + (1− p) ((−p)(u− d)) ((−p)(g − h))

= p(1− p)2(u− d)(g − h) + (1− p)p2(u− d)(g − h)

= p(1− p)(u− d)(g − h). (5.35)
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Rovnako ako pri cenách akcií i korela£ný koe�cient výnosov sa bude rovna´ −1, pretoºe:

ραβ =
p(1− p)(u− d)(g − h)

p(1− p) |u− d| |g − h|
=

(u− d)(g − h)

|u− d| |g − h|
. (5.36)

Zatia© sme teda ukázali, ºe akcie sú perfektne negatívne korelované, £i uº ide o ceny alebo

výnosy.

Nech m p. j. je po£iato£né imanie investora, ktoré je ochotný/schopný investova´ do nákupu

akcií. Nech tak ako v predo²lom x ozna£uje proporciu z m, ktorá je investovaná do nákupu

akcií α a y ozna£uje proporciu z m p.j investovanú do nákupu akcií β. Potom x + y = m,

xα = x
m je váha aktíva α a xβ = y

m je váha aktíva β v portfóliu akcií α, β. Platí xα + xβ = 1.

Stratégia eliminácie rizika ur£uje pomer váh, v ktorom budú akcie do portfólia nakupované

v £ase 0. Postupným výpo£tom získame:(
uS

S

)
x+

(
gW

W

)
y −m =

(
dS

S

)
x+

(
hW

W

)
y −m

ux+ gy − x− y = dx+ hy − x− y

(u− 1)xα + (g − 1)xβ = (d− 1)xα + (h− 1)xβ

(u− d)xα = (h− g)xβ

xα =

(
h− g

u− d

)
xβ (5.37)

Inými slovami akcie sú do portfólia nakupované v rovnakom pomere ako ur£uje vz´ah (4.107)

pre x a y. Pretoºe xα + xβ = 1, tak z (5.37) ¤alej získame:

xα =
h− g

u− d+ h− g
, (5.38)

xβ =
u− d

u− d+ h− g
. (5.39)

Ak u > d a g < h, potom z (5.38) a (5.39) dostaneme:

xα =
|g − h|

|u− d|+ |g − h|
=

√
p(1− p)|g − h|√

p(1− p) (|u− d|+ |g − h|)
=

σβ
σα + σβ

,

xβ =
|u− d|

|u− d|+ |g − h|
=

√
p(1− p)|u− d|√

p(1− p) (|u− d|+ |g − h|)
=

σα
σα + σβ

.

Ak u < d a g > h, potom z (5.38) a (5.39) máme:

xα =
−|g − h|

−|u− d| − |g − h|
=

√
p(1− p)|g − h|√

p(1− p) (|u− d|+ |g − h|)
=

σβ
σα + σβ

,

xβ =
−|u− d|

−|u− d| − |g − h|
=

√
p(1− p)|u− d|√

p(1− p) (|u− d|+ |g − h|)
=

σα
σα + σβ

.

V oboch prípadoch teda platí:

xα =
σβ

σα + σβ
, (5.40)

xβ =
σα

σα + σβ
, (5.41)
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£o sú presne tie isté váhy, ktoré minimalizujú hodnotu rizikovosti portfólia do nuly v (5.24),

resp. v (5.25), resp. v (5.26).

Pre takto navolené váhy nezávisí výnosnos´ portfólia rp od pravdepodobnosti p a vzh©adom

k predpokladom rα > 0, rβ > 0 je kladná:

rp = xαrα + xβrβ =
rασβ + rβσα
σα + σβ

=
(p(u− 1) + (1− p)(d− 1)) |g − h|+ (p(g − 1) + (1− p)(h− 1)) |u− d|

|u− d|+ |g − h|

=
(p(u− 1) + (1− p)(d− 1)) (h− g) + (p(g − 1) + (1− p)(h− 1)) (u− d)

(u− d) + (h− g)

=
(p(u− d) + d− 1) (h− g) + (p(g − h) + h− 1) (u− d)

(u− d) + (h− g)

=
p(u− d)(h− g) + (d− 1)(h− g) + p(g − h)(u− d) + (h− 1)(u− d)

(u− d) + (h− g)

=
uh− dg − (u− d)− (h− g)

(u− d) + (h− g)
(5.42)

Navy²e dostávame, ºe výnosnos´ portfólia je práve taká, akú sme zistili v (4.108).

Je teda jedno, £i budeme váhy dvojice bezdividendových akcií v portfóliu ur£ova´ eliminova-

ním rizika porovnaním výnosov pre jednotlivé udalosti na ne vplývajúce alebo minimalizáciou

rizikovosti portfólia do nuly. Obe cesty povedú k nájdeniu arbitráºneho portfólia.

Arbitráº zaniká v tom prípade, ak pri nulovej rizikovosti je výnosnos´ portfólia tieº nulová.

To je v²ak moºné pre váhy eliminujúce riziko vyplývajúce z náhodnosti v pohybe ceny aktív

dosiahnu´ iba vtedy, ke¤ niektorá z výnosností dvojice akcií α, β je záporná (a druhá kladná)

alebo triviálne obe výnosnosti sú nulové.

Ak je jedna z výnosností kladná a druhá záporná, tak výnosnos´ portfólia rp je nulová vtedy

a len vtedy, ke¤

0 =
rασβ + rβσα
σα + σβ

.

�iºe práve vtedy, ke¤
rα
rβ

= −σα
σβ
. (5.43)

Dosadením (5.31), (5.32), (5.33), (5.34) do (5.43) dostaneme:

p(u− 1) + (1− p)(d− 1)

p(g − 1) + (1− p)(h− 1)
= −

√
p(1− p)|u− d|√
p(1− p)|g − h|

p(u− d) + d− 1

p(g − h) + h− 1
= −u− d

h− g

(p(u− d) + d− 1) (h− g) + (p(g − h) + h− 1) (u− d) = 0

uh− dg − (u− d)− (h− g) = 0 (5.44)

Uvedené moºno získa´ aj priamo z rovnosti rp = 0 v (5.42).

Vidíme, ºe zistenia z (5.44) plne súhlasia so závermi z tvrdenia 4.5 a arbitráº zaniká

pre také hodnoty u, d, g, h, ktoré sp¨¬ajú vz´ah v (5.44), resp. (4.106).
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Pre tri a viac aktív v portfóliu nie je mnoºina prípustných portfólií (aº na výnimo£né

prípady) v rovine Oσr reprezentovaná krivkou, ale mnoºinou s vnútrom v dvojrozmernom

priestore ohrani£enou krivkami.

Obr. 5.2: Reprezentácia mnoºiny prípustných portfólií pozostávajúcich z troch aktív s regu-

lárnou kovaria£nou maticou. [32] [33]

Na Obr. 5.2 vidíme krivky ohrani£ujúce mnoºinu prípustných portfólií (podobnú ºralo£ej

plutve) pozostávajúcich z troch aktív α, β, γ s výnosnos´ami rα = 4 %, rβ = 5 %, rγ = 10 %

a s regulárnou kovarian£nou maticou:
4 −4 0

−4 9 8

0 8 16

 .

5.4 Efektívna mnoºina portfólií

5.4.1 Vz´ah investorov k riziku

Investori sú rôzni, ale maloktorého v súvislosti s jeho investíciou zaujíma celá mnoºina

prípustných portfólií. Uprednost¬ova´ budú ur£ite tie, ktoré pri rovnakom riziku priná²ajú

vy²²iu výnosnos´. To platí pre v²etkých investorov.

Na druhej strane nie kaºdý investor uprednostní pri rovnakej výnosnosti men²iu rizikovos´.

Investori, ktorí si vyberú pri rovnakej výnosnosti portfólio s niº²ou rizikovos´ou, sa nazývajú

riziko averzní. Majú k riziku odpor.

Investori, ktorí naopak uprednostnia pri rovnakej výnosnosti vy²²iu rizikovos´, sa nazývajú

riziko milujúci alebo riziko ob©ubujúci. Riziko ob©ubujúci investor rád riskuje predpokla-

dajúc, ºe skuto£ne vysoké výnosy dokáºu prinies´ iba ve©mi rizikové aktíva. Prípadnú vysokú

stratu, ktorá pri takýchto aktívach môºe vzniknú´, títo investori nevnímajú. Zaujíma ich iba

vidina vysokého zisku.

Rizikovo neutrálny investor nemá k riziku ºiadny postoj, nezaujíma ho σp portfólia.

Vníma iba výnosnos´.

Vysvetli´ rozdiely medzi investormi môºeme na nasledujúcom jednoduchom príklade.

Zahrajme sa nasledujúcu hru G. Hodíme raz mincou. Ke¤ padne hlava, vyhráme 50 p. j.

Ke¤ padne znak, prehráme 50 p. j.
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O£akávaná výplata z takejto hry je nulová, pretoºe (50 p. j.)12 + (−50 p. j.)12 = 0 p. j. Ak

túto hru nebudeme hra´, máme rovnako 0 p. j.

Investor s odporom k riziku si rad²ej zvolí ni£ nerobenie pred hraním tejto hry, pretoºe

padnutím znaku hrozí strata 50 p. j. Variancia výplat z hry G je σ2(G) = 25001
2 + 25001

2 =

2500 a teda smerodajná odchýlka σ(G) = 50 p. j., kým pri ni£ nerobení je smerodajná odchýlka

0 p. j. Zárobok 0 p. j. je pri ni£ nerobení bezrizikový.

Obe moºnosti priná²ajú rovnaký výnos, ale hra´ hru s mincou je rizikovej²ie. Investor

milujúci riziko v²ak uprednostní hra´ hru, pretoºe vidí moºný kladný výnos a nedbá príli²

na moºnú stratu.

Rizikovo neutrálny investor je medzi hraním a nehraním tejto hry indiferentný, pretoºe

obe hry priná²ajú rovnaký o£akávaný výnos.

5.4.2 Efektívna mnoºina portfólií rizikových aktív

Model predpokladá iba riziko averzných investorov. Títo investori si z mnoºiny v²etkých

prípustných portfólií vyberajú tie, ktoré pri danom riziku poskytujú najvy²²iu výnosnos´

a pri rozli£ných úrovniach výnosnosti ponúkajú najniº²iu rizikovos´. Podmnoºina mnoºiny

v²etkých prípustných portfólií, portfólia z ktorej sp¨¬ajú tieto podmienky, sa nazýva efek-

tívna mnoºina.

Úloha, ktorú Markowitz rie²il, bolo nájs´ efektívnu mnoºinu a z nej vybra´ optimálne

portfólio na základe preferencií toho ktorého investora, kde v²etci investori sú riziko averzní

a predpokladá sa, ºe kovaria£ná matica Q je regulárna, tzn. kladne de�nitná.

Úlohu nájdenia efektívnej mnoºiny na mnoºine v²etkých prípustných rie²ení moºno redu-

kova´ na úlohu nájdenia mnoºiny portfólií, ktoré pre danú výnosnos´ poskytujú minimálnu

rizikovos´ a potom z takto získanej mnoºiny vybra´ tie portfólia, ktoré majú pri danom riziku

najvy²²iu výnosnos´.

Predpokladajme, ºe r̂p ∈ ⟨rmin, rmax⟩, kde rmin, resp. rmax je minimálny, resp. maximálny

z prvkov vektora r⃗ v N zloºkovom portfóliu, je �xná hodnota výnosnosti portfólia. Pre túto

hodnotu nájdime minimálnu rizikovos´ portfólia pri kladne de�nitnej kovarian£nej matici Q,

teda:
minx⃗≥0⃗

√
x⃗TQx⃗

za podmienok: x⃗T r⃗ = r̂p,

x⃗T 1⃗ = 1.

Úloha nájs´ v²etky portfóliá poskytujúce pre danú výnosnos´ minimálnu rizikovos´ je

ekvivalentná s úlohou minimalizácie druhej mocniny rizika pri danej výnosnosti portfólia. Ide

o úlohu kvadratického programovania (U):

minx⃗≥0⃗ x⃗TQx⃗

za podmienok: x⃗T r⃗ = r̂p,

x⃗T 1⃗ = 1.
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Na nájdenie rie²enia úlohy (U)moºno pouºi´ Wolfeovu simplexovú metódu pre kvadratické

programovanie [25]. Výhodou je, ºe touto metódou moºno úlohu kvadratického programova-

nia previes´ na sériu dvoch úloh lineárneho programovania a rie²i´ jednoducho simplexovou

metódou. Ide o numerické, programovate©né h©adanie rie²enia.

Akoko©vek jednoduchá je simplexová metóda, vzh©adom nato, ºe ide o h©adanie minima

konvexnej funkcie na konvexnej mnoºine, je £asto efektívnej²ie zapoji´ do h©adania optimál-

neho rie²enia modernej²ie metódy, medzi ktoré patria napr. metódy vnútorného bodu. Z prak-

tického h©adiska je samozrejme najjednoduch²ie vyuºi´ dostupné optimaliza£né softvérové ná-

stroje, v ktorých sú tieto metódy implementované.

V mnohých úlohách (hlavne pri men²om po£te aktív) býva jednoduch²ie rie²i´ úlohu (U)

bez podmienky x⃗ ≥ 0⃗ ako úlohu na viazaný extrém a dodato£ne overi´, £i vypo£ítaný vektor

váh, v ktorom sa dosiahne extrém, sp¨¬a x⃗ ≥ 0⃗.

Navy²e, ak predpokladáme, ºe x⃗ moºno vybera´ z priestoru RN ©ubovo©ne tak, aby bolo

splnené x⃗T 1⃗ = 1, aktíva moºno v £ase 0 nielen kupova´, ale ich aj predáva´. Kaºdé aktívum i,

pre ktoré xi < 0, investor v £ase 0 predáva. Vypustením obmedzenia x⃗ ≥ 0⃗ teda dosiahneme

isté zov²eobecnenie oproti pôvodnému modelu. Podmienka x⃗T 1⃗ = 1 v tomto prípade znamená,

ºe pri tvorbe portfólia v £ase 0 je aj napriek moºnosti akcie predáva´ potrebné, aby inves-

tor disponoval nejakým po£iato£ným kapitálom, ke¤ºe náklady na kúpu akcií do portfólia

prevy²ujú príjmy z predaja.

Rie²me úlohu (U) pre x⃗ ∈ RN ako úlohu na viazaný extrém. Napí²me Lagrangeovu funkciu

pre túto úlohu:

L(x⃗, λ1, λ2) = x⃗TQx⃗+ λ1(r̂p − x⃗T r⃗) + λ2(1− x⃗T 1⃗), (5.45)

kde λ1 ∈ R, λ2 ∈ R sú Lagrangeove multiplikátory.

Nutné podmienky na nájdenie extrému sú:

2Qx⃗− λ1r⃗ − λ21⃗ = 0⃗, (5.46)

x⃗T r⃗ = r̂p, (5.47)

x⃗T 1⃗ = 1. (5.48)

Z rovnosti (5.46) po prenásobení Q−1 a ¤al²ej úprave dostaneme:

x⃗ =
1

2

(
λ1Q

−1r⃗ + λ2Q
−11⃗
)
. (5.49)

Dosadením (5.49) do (5.47) a (5.48) získame sústavu lineárnych rovníc:

λ1r⃗
TQ−1r⃗ + λ21⃗

TQ−1r⃗ = 2r̂p,

λ1r⃗
TQ−11⃗ + λ21⃗

TQ−11⃗ = 2.

Ozna£me u = r⃗TQ−1r⃗, v = r⃗TQ−11⃗, w = 1⃗TQ−11⃗, potom môºeme sústavu prepísa´ ako:

uλ1 + vλ2 = 2r̂p,

vλ1 + wλ2 = 2,
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kde neznáme sú λ1, λ2.

Rie²ením sústavy sú:

λ1 =
2(wr̂p − v)

uw − v2
, (5.50)

λ2 =
2(u− vr̂p)

uw − v2
. (5.51)

Dosadením (5.50), (5.51) spä´ do (5.49) dostaneme:

x⃗ =
(wr̂p − v)

uw − v2
Q−1r⃗ +

(u− vr̂p)

uw − v2
Q−11⃗. (5.52)

Skuto£nos´, ºe vo vypo£ítanom x⃗ ú£elová funkcia naozaj dosahuje svoje minimum, ktoré

je navy²e globálnym minimom, zabezpe£uje poºiadavka kladnej de�nitnosti matice Q.

Minimálna hodnota ú£elovej funkcie bude:

σ2p =

(
w

uw − v2

)
r̂2p −

(
2v

uw − v2

)
r̂p +

(
u

uw − v2

)
. (5.53)

Pre dané r̂p bude minimálna hodnota rizikovosti portfólia:

σp =

√(
w

uw − v2

)
r̂2p −

(
2v

uw − v2

)
r̂p +

(
u

uw − v2

)
. (5.54)

Situácia, v ktorej v2 = uw, nastane práve vtedy, ke¤ v²etky aktíva v portfóliu majú

rovnakú výnosnos´ r̂p, t. j. r1 = r2 = . . . = rN = r̂p. Za tohto predpokladu moºno zredukova´

podmienky z formulácie úlohy (U) na jedinú: x⃗T 1⃗ = 1.

Rie²iac potom úlohu (U) pre x⃗ ∈ RN s jednou väzbou x⃗T 1⃗ = 1 prídeme k nasledujúcemu

optimálnemu vektoru váh

x⃗ =
Q−11⃗

1⃗Q−11⃗
.

Minimálna hodnota ú£elovej funkcie potom bude

σ2p =
1

1⃗Q−11⃗
=

1

w
.

V tomto prípade riziko optimálneho portfólia nadobúda kon²tantnú hodnotu a vôbec nezávisí

od výnosnosti r̂p zloºiek portfólia. Je determinované iba vzájomnou koreláciou aktív vyjadre-

nou v kovarian£nej matici.

Poznámka 5.4. Pre prípad s dvoma aktívami α, β na trhu predstavuje (5.54) vz´ah (5.19)

s vypo£ítanými K, L, M v (5.20), (5.21), resp. (5.22). Je to skuto£ne tak.

Ak rα, rβ sú navzájom rôzne výnosnosti aktív α, β a kovarian£ná matica

Q =

(
σ2α σαβ

σαβ σ2β

)
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je kladne de�nitná, tak existuje inverzná matica k matici Q:

Q−1 =
1

σ2ασ
2
β − σ2αβ

(
σ2β −σαβ

−σαβ σ2α

)
,

pri£om hodnoty u, v, w sú takéto:

u =
1

σ2ασ
2
β − σ2αβ

(rα, rβ)

(
σ2β −σαβ

−σαβ σ2α

)(
rα

rβ

)
=
r2ασ

2
β − 2rαrβσαβ + r2βσ

2
α

σ2ασ
2
β − σ2αβ

,

v =
1

σ2ασ
2
β − σ2αβ

(rα, rβ)

(
σ2β −σαβ

−σαβ σ2α

)(
1

1

)
=
rασ

2
β − (rα + rβ)σαβ + rβσ

2
α

σ2ασ
2
β − σ2αβ

,

w =
1

σ2ασ
2
β − σ2αβ

(1, 1)

(
σ2β −σαβ

−σαβ σ2α

)(
1

1

)
=
σ2β − 2σαβ + σ2α

σ2ασ
2
β − σ2αβ

.

Z toho máme:

uw − v2 =
(rβ − rα)

2

σ2ασ
2
β − σ2αβ

a preto:

K =
w

uw − v2
=
σ2β − 2σαβ + σ2α

(rβ − rα)2
,

L =
−2v

uw − v2
= 2

(
(rα + rβ)σαβ − rασ

2
β − rβσ

2
α

(rβ − rα)2

)
,

M =
u

uw − v2
=
r2ασ

2
β − 2rαrβσαβ + r2βσ

2
α

(rβ − rα)2
.

Podobne ak rα = rβ, tak minimálna hodnota rizikovosti, ktorú môºe investor v portfóliu

z dvoch aktív dosiahnu´, je ur£ená ako

1

w
=

σ2ασ
2
β − σ2αβ

σ2β − 2σαβ + σ2α
,

£o je hodnota minima funkcie g(xα) uvádzanej vy²²ie, teda hodnota

g(x̃α) =
σ2ασ

2
β

(
1− ρ2αβ

)
σ2α − 2ραβσασβ + σ2β

,

ak x̃α ∈ ⟨0, 1⟩.

Na mnoºine bodov roviny Oσr ur£enej krivkou (5.54) môºu leºa´ mnohé prípustné portfóliá

tvoriace efektívnu mnoºinu, ale nemusia na nej leºa´ v²etky takéto portfóliá (pozri Obr. 5.3).

Môºe sa dokonca sta´, ºe na nej nebudú leºa´ ºiadne prípustné portfóliá, pretoºe aspo¬ jedna

z váh aktív v portfóliu bude pre kaºdé r̂p ∈ ⟨rmin, rmax⟩ záporné £íslo.
V takom prípade ur£i´ efektívnu mnoºinu reprezentovanú v rovine Oσr bodmi s charakte-

ristikami portfólií σ a r vyºaduje okrem prípadnej identi�kácie krivky reprezentujúcej vz´ah
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(5.54) nájdenie bodov prípustných portfólií, ktoré síce neleºia na krivke, ale poskytujú pri da-

nej výnosnosti minimálnu rizikovos´ a potom zo v²etkých týchto bodov vybra´ tie, ktoré majú

pre danú rizikovos´ najvy²²iu výnosnos´.

V prípade vypustenia podmienky, aby váhy aktív v portfóliu boli nezáporné £ísla, je efek-

tívna mnoºina jednozna£ne ur£ená krivkou reprezentujúcou vz´ah (5.54) a v tomto prípade

nie je ani potrebné drºa´ sa obmedzenia r̂p ∈ ⟨rmin, rmax⟩.

Obr. 5.3: Krivka reprezentujúca vz´ah (5.54) (£ervenou), opú²´ajúca efektívnu mnoºinu v do-

tykových bodoch A, B. [32] [33]

Na Obr. 5.3 krivka reprezentujúca funkciu vo vz´ahu (5.54) opú²´a efektívnu mnoºinu

portfólií pozostávajúcich z troch aktív s charakteristikami opísanými vy²²ie v bodoch A, resp.

B. V bode A sa tak deje preto, lebo váha aktíva γ � xγ prechádza cez nulovú hodnotu (v bode

A) do záporných hodnôt, kým v bode B je to tak preto, lebo do záporných hodnôt prechádza

váha aktíva β � xβ . Záporná hodnota niektorej z váh je vzh©adom na pôvodnú formuláciu

úlohy neprípustná, £o znamená, ºe iba £as´ efektívnej mnoºiny moºno opísa´ pomocou vz´ahu

(5.54).

Na druhej strane, ako uvidíme neskôr, je moºné sa obmedzi´ na tú £as´ efektívnej mnoºiny,

ktorú moºno opísa´ krivkou zo vz´ahu (5.54) pre vhodné rp, pretoºe práve z tejto £asti budú

investori vybera´ svoje optimálne portfólio. Vhodné rp v tomto kontexte znamená, ºe kaºdé

aktívum na trhu bude zastúpené na skladbe portfólia kladnou váhou.

Obr. 5.4: Reprezentácia efektívnej mnoºiny (£ervená krivka) na mnoºine v²etkých prípustných

portfólií. [32] [33]

Nájs´ efektívnu mnoºinu pre malý po£et aktív na trhu sa v²ak dá aj výpo£tom �na ko-

lene� vyuºívajúc pritom vz´ah (5.53), resp. (5.54). Na Obr. 5.4 môºeme vidie´ reprezentáciu
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efektívnej mnoºiny na mnoºine v²etkých prípustných portfólií pozostávajúcich z troch aktív

α, β, γ s charakteristikami opísanými vy²²ie.

Pre dve aktíva na trhu je ur£enie reprezentácie efektívnej mnoºiny krivkou v rovine Oσr

najjednoduch²ie, pretoºe z predchádzajúceho vyplýva, ºe ak výnosnosti aktív rα < rβ , tak

v²etky prípustné portfóliá leºia na krivke (5.19) pre rp ∈ ⟨rα, rβ⟩. Portfóliá z efektívnej mno-

ºiny budú zrejme leºa´ na tej £asti krivky (5.19), na ktorej rp ∈ ⟨rmin, rβ⟩. Hodnota rmin

závisí od korela£ného koe�cientu ραβ .

Ak rα < rβ , tak σα < σβ a funkcia v (5.19) dosahuje minimum v bode rα alebo v bode

r̃p =
v

w
=

(
σ2β − σαβ

)
rα +

(
σ2α − σαβ

)
rβ

σ2β − σαβ + σ2α
=

(
σ2β − σαβ

σ2β − σαβ + σ2α

)
rα+

(
σ2α − σαβ

σ2β − σαβ + σ2α

)
rβ,

ktorý je stacionárnym bodom kvadratickej funkcie leºiacej pod odmocninou v (5.19).

V predchádzajúcom sme ozna£ovali

x̃α =
σ2β − σαβ

σ2β − σαβ + σ2α
.

Táto hodnota reprezentovala váhu aktíva α v portfóliu s minimálnou rizikovos´ou, ak pravda

x̃α ∈ ⟨0, 1⟩. Z toho vyplýva, ºe

x̃β =
σ2α − σαβ

σ2β − σαβ + σ2α
= 1− x̃α

je váha aktíva β v portfóliu s minimálnou rizikovos´ou, ak x̃β ∈ ⟨0, 1⟩.
Z analýzy urobenej vy²²ie vyplýva, ºe 0 < x̃α < 1, ak ραβ < σα

σβ
a x̃α ≥ 1, ak σα

σβ
≤ ραβ ≤ 1.

�iºe ak ραβ < σα
σβ
, tak x̃α ∈ (0, 1), x̃β ∈ (0, 1) a r̃p = x̃αrα+x̃βrβ ∈ (rα, rβ). Potom rmin = r̃p.

Ak ραβ ≥ σα
σβ
, tak r̃p ≤ rα. V tomto prípade rmin = rα.

Ak uvaºujeme rα = rβ , tak reprezentáciou mnoºiny v²etkých prípustných portfólií je

v rovine Oσr vodorovná úse£ka rovnobeºná s osou Oσ. V tomto prípade pozostáva efektívna

mnoºina z jediného bodu. Je ním ©avý koncový bod úse£ky.

Ak rα = rβ , tak mnoºinu v²etkých prípustných portfólií môºe v rovine Oσr reprezentova´

jediný bod. V takomto prípade je samozrejme efektívna mnoºina identická s mnoºinou v²et-

kých prípustných portfólií.

Ak uvaºujeme, ºe efektívna mnoºina je v rovine Oσr reprezentovaná krivkou a nie iba

bodom, funkcia, ktorá ju opisuje je rastúca a konkávna. Vyplýva to z jej kon²trukcie.

Pripome¬me si, ºe na efektívnej mnoºine leºia iba tie portfóliá, ktoré pri danom riziku

priná²ajú najvy²²iu výnosnos´ a sú£asne sú pri danej výnosnosti najmenej rizikové. To zna-

mená, ºe ak porovnávame dve portfóliá na nej leºiace, majúce navzájom rôznu rizikovos´, tak

portfólio s vy²²ou rizikovos´ou musí priná²a´ vy²²í o£akávaný výnos. Ak by totiº priná²alo

rovnaké alebo niº²ie o£akávané percento, tak by nemohlo leºa´ na efektívnej mnoºine.
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Z de�nície konkávnej funkcie vyplýva, ºe ak spojíme spomínané dve portfóliá z efektívnej

mnoºiny úse£kou, celá leºí pod grafom funkcie (prípadne sa s ním prekrýva, ak je grafom

priamka). Akéko©vek portfólio leºiace na tejto úse£ke má teda pri danom riziku niº²iu nanajvý²

rovnakú výnosnos´ neº portfólio leºiace na efektívnej mnoºine a sú£asne pri danej výnosnosti

má rizikovos´ vy²²iu alebo rovnakú ako portfólio z efektívnej mnoºiny.

Situácia, v ktorej by aspo¬ na nejakom intervale bola funkcia reprezentujúca efektívnu

mnoºinu konvexná, nemôºe nasta´ (samozrejme s výnimkou prípadu, ke¤ je celá efektívna

mnoºina reprezentovaná úse£kou). Pre konvexné funkcie by totiº úse£ka s koncovými bodmi

leºiacimi na efektívnej mnoºine leºala nad grafom funkcie a kaºdý bod na nej leºiaci by posky-

toval vä£²í alebo rovnaký o£akávaný výnos pri danom riziku a sú£asne pri danej výnosnosti

men²iu alebo rovnakú rizikovos´. Inými slovami portfóliá leºiace na krivke reprezentujúcej

efektívnu mnoºinu by aspo¬ pre tento interval nemohli by´ z efektívnej mnoºiny portfólií.

Príkladom, v ktorom by £as´ efektívnej mnoºiny mohla by´ reprezentovaná úse£kou, je

situácia, v ktorej kovarian£ná matica Q nie je regulárna. Nájdime efektívnu mnoºinu pre tri

akcie z nasledujúceho príkladu.

Príklad 5.4. Uvaºujme, ºe akcie A, B, C tvoria investorovo portfólio, kde výnosnosti a

rizikovosti akcií sú tieto:

akcia výnosnos´ rizikovos´

A rA = 5 % σA = 3 %

B rB = 9 % σB = 4 %

C rC = 10 % σC = 5 %

Na mnoºine v²etkých prípustných portfólií nájdime reprezentáciu efektívnej mnoºiny v rovine

Oσr, ak kovarian£ná matica Q sp¨¬a:

Q =


σ2A σAB σAC

σAB σ2B σBC

σAC σBC σ2C

 =


9 0 −12

0 16 −12

−12 −12 25

 .

Rie²enie:

Najprv ukáºeme, ºe maticaQ je singulárna, kladne semide�nitná. Ozna£me x⃗ = (xA, xB, xC)
T ,

potom:

x⃗TQx⃗ = (xA, xB, xC)


9 0 −12

0 16 −12

−12 −12 25




xA

xB

xC


= 9x2A + 16x2B + 25x2C − 24xAxC − 24xBxC

= 9x2A − 24xAxC + 16x2C + 16x2B − 24xBxC + 9x2C

= (3xA − 4xC)
2 + (4xB − 3xC)

2 ≥ 0,

pri£om pre x⃗ ̸= 0⃗ je x⃗TQx⃗ = 0 iba vtedy, ke¤ 3xA = 4xC a sú£asne 4xB = 3xC .
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Ak predpokladáme, ºe xA, xB, xC sú váhy jednotlivých akcií v portfóliu, tak xA+xB+xC =

1 a platí:

1 =
4

3
xC +

3

4
xC + xC =

37

12
xC .

To znamená, ºe pre váhy xC = 12
37 , xB = 9

37 a xA = 16
37 bude ma´ portfólio nulovú rizikovos´

pri kladnej výnosnosti

xArA + xBrB + xCrC =
281

37

.
= 7, 59 %.

Takto vytvorené portfólio je teda arbitráºne, pretoºe, hoci samo tvorené iba rizikovými

cennými papiermi, poskytuje kladný o£akávaný výnos pri nulovom riziku. Na trhu existuje

arbitráº aj napriek tomu, ºe neexistuje perfektná záporná korelácia medzi ºiadnou z dvojíc

cenných papierov A, B, C.

Nájs´ v rovine Oσr efektívnu mnoºinu pomocou postupu vyuºívajúceho inverznú maticu

Q−1 v tomto prípade nie je moºné, pretoºe matica Q nie je regulárna a teda k nej neexistuje

inverzná matica. Zapoji´ musíme iné nástroje.

Z toho, ºe xA + xB + xG = 1 a rp = xArA + xBrB + xCrC , dostávame:

rp = xArA + xBrB + (1− xA − xB)rC

= rC + xA(rA − rC) + xB(rB − rC).

Odtia© máme:

xB =

(
rC − rp
rC − rB

)
+ xA

(
rA − rC
rC − rB

)
= 10− rp − 5xA, (5.55)

xC =

(
rp − rB
rC − rB

)
+ xA

(
rB − rA
rC − rB

)
= rp + 4xA − 9. (5.56)

Dosadením (5.55) a (5.56) do x⃗TQx⃗ získame:

x⃗TQx⃗ = (3xA − 4xC)
2 + (4xB − 3xC)

2

= (36− 4rp − 13xA)
2 + (67− 7rp − 32xA)

2

= 5785− 1226rp − 5224xA + 552rpxA + 65r2p + 1193x2A (5.57)

Pre danú hodnotu rp ∈ ⟨5, 10⟩ môºeme pravú stranu rovnice v (5.57) chápa´ ako funkciu

premennej xA. Ke¤ºe úlohou je nájs´ efektívnu mnoºinu, je potrebné nájs´ minimum tejto

funkcie. Ozna£me:

Frp (xA) = 5785− 1226rp − 5224xA + 552rpxA + 65r2p + 1193x2A.

Zderivujme Frp pod©a xA, dostaneme:

F
′
rp (xA) = 2386xA − 5224 + 552rp.

Platí F
′
rp
(x̃A) = 0, ak

x̃A =
2612− 276rp

1193
.
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V tomto bode dosahuje funkcia Frp svoje (absolútne) minimum s hodnotou:

Frp (x̃A) = (36− 4rp − 13x̃A)
2 + (67− 7rp − 32x̃A)

2

=
1

11932

(
(8992− 1184rp)

2 + (481rp − 3653)2
)

=
1

11932

(
322 (281− 37rp)

2 + 132 (37rp − 281)2
)

=
1193

11932
(281− 37rp)

2 =
(281− 37rp)

2

1193
(5.58)

Pretoºe je potrebné splni´ podmienku x̃A ∈ ⟨0, 1⟩, nie je moºné vybera´ rp z celej mnoºiny

⟨5, 10⟩. Je nutné urobi´ obmedzenie na interval ⟨47392 ,
653
69 ⟩. V skuto£nosti treba upravi´ aj tento

interval, pretoºe sa vyºaduje, aby xB ∈ ⟨0, 1⟩ a tieº xC ∈ ⟨0, 1⟩.
Ak x̃A =

2612−276rp
1193 , potom z (5.55) a z (5.56) dostaneme:

x̃B = 10− rp − 5

(
2612− 276rp

1193

)
=

187rp − 1130

1193
, (5.59)

x̃C = rp + 4

(
2612− 276rp

1193

)
− 9 =

89rp − 289

1193
. (5.60)

Z (5.59) máme:
1130

187
≤ rp ≤

2323

187
.

Z (5.60) máme:
289

89
≤ rp ≤

1482

89
.

Najvy²²ia z hodnôt 473
92 ,

1130
187 ,

289
89 je 1130

187
.
= 6, 04. Najniº²ia z hodnôt 653

69 ,
2323
187 ,

1482
89 je

653
69

.
= 9, 46. Takºe, aby hodnoty v²etkých váh neboli záporné alebo neprekro£ili hodnotu 1, je

nutné vybera´ rp z intervalu ⟨1130187 ,
653
69 ⟩. Pre rp z tohto intervalu bude funkcia v (5.58) druhou

mocninou najniº²ej moºnej rizikovosti portfólia s výnosnos´ou rovnou rp a teda rizikovos´

portfólia bude:

σp =

√
(281− 37rp)

2

1193
=

|281− 37rp|√
1193

. (5.61)

Vidíme, ºe vezmúc rp = 281
37 bude hodnota rizikovosti nulová. Portfóliá s výnosnos´ami

men²ími neº 281
37 nebudú leºa´ na efektívnej mnoºine, pretoºe pre rovnakú rizikovos´ moºno

z (5.61) dosiahnu´ vy²²iu výnosnos´. Zhrnúc v²etky tieto informácie môºeme urobi´ záver, ºe

£as´ efektívnej mnoºiny bude pre rp ∈ ⟨28137 ,
653
69 ⟩ leºa´ na grafe funkcie v (5.61), t. j. funkcie

s predpisom 37rp−281√
1193

. �peciálne, ak rp = 653
69 , hodnota váhy akcie A na skladbe portfólia je

nulová a pri prekro£ení hodnoty 653
69 výnosnos´ou portfólia, klesne na krivke opísanej v (5.61)

hodnota xA do záporných £ísel.

Zvy²ná £as´ portfólií z efektívnej mnoºiny bude preto leºa´ na krivke:

σp =
√
65r2p − 1226rp + 5785, (5.62)

kde rp ∈ ⟨65369 , 10⟩ a xA = 0.
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Ak by sme h©adali prienik krivky v (5.62) a krivky v (5.61), dostali by sme:√
(281− 37rp)

2

1193
=

√
65r2p − 1226rp + 5785

(281− 37rp)
2

1193
= 65r2p − 1226rp + 5785

78961− 20794rp + 1369r2p = 77545r2p − 1462618rp + 6901505

76176r2p − 1441824rp + 6822544 = 0

692r2p − 2.69.653rp + 6532 = 0

(69rp − 653)2 = 0

To znamená, ºe hodnota rizikovosti je v bode 653
69 pre obe funkcie rovnaká, rovná 4772

69
√
1193

=

4
√
1193
69

.
= 2, 0023 % a navy²e majú tieto funkcie v tomto bode rovnakú aj prvú deriváciu. Inými

slovami, obe hladké krivky je moºné v bode
(
653
69 ,

4
√
1193
69

)
hladko zlepi´.

Kaºdé portfólio leºiace na krivke (5.62) pozostáva iba z aktív B, C. Akcia A sa nepodie©a

na skladbe portfólia leºiacom na tejto krivke.

Obr. 5.5 zachytáva nájdenú efektívnu mnoºinu zobrazenú na mnoºine v²etkých prípustných

portfólií.

Obr. 5.5: Reprezentácia efektívnej mnoºiny (£ervená krivka) na mnoºine v²etkých prípustných

portfólií. Bod A ozna£uje arbitráºne portfólio. [32] [33]

Poznámka 5.5. Ako sme mali moºnos´ vidie´ v príklade 5.4, singulárnos´ kovarian£nej matice

umoºnila vznik arbitráºneho portfólia. Vytvori´ takéto portfólio bolo moºné vhodným výberom

váh jednotlivých aktív.

Singulárnos´ kovarian£nej matice nemusí existenciu arbitráºe zaru£ova´, pretoºe sa môºe

sta´, ºe do arbitráºneho portfólia nebude moºné vybra´ váhy tak, aby sa ich sú£et rovnal jednej,

prípadne niektoré z váh nebudú sp¨¬a´ obmedzenia stanovujúce, ºe kaºdá váha aktíva v port-

fóliu je vä£²ia alebo rovná 0 a sú£asne men²ia alebo rovná 1. Napríklad, ak by sme uvaºovali

kovarian£nú maticu v predchádzajúcom príklade rovnú
9 0 12

0 16 12

12 12 25

 ,
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bola by síce singulárna kladne semide�nitná:

x⃗TQx⃗ = (xA, xB, xC)


9 0 12

0 16 12

12 12 25




xA

xB

xC


= 9x2A + 16x2B + 25x2C + 24xAxC + 24xBxC

= 9x2A + 24xAxC + 16x2C + 16x2B + 24xBxC + 9x2C

= (3xA + 4xC)
2 + (4xB + 3xC)

2 ≥ 0,

ale na dosiahnutie nulovej rizikovosti portfólia by bolo potrebné zvoli´ aspo¬ jednu z váh zá-

pornú.

Toto obmedzenie moºno zru²i´, ak v £ase 0 umoºníme aktíva aj predáva´, t. j. uvaºova´

záporné hodnoty váh, resp. hodnoty váh vä£²ie ako 1.

Poznámka 5.6. Arbitráºne portfólio je pre riziko averzného investora ve©mi lákavé, pretoºe

poskytuje kladný o£akávaný výnos pri nulovom riziku. Odhliadnuc od moºných odchýliek sku-

to£ného výnosu od toho odhadovaného vznik arbitráºnej príleºitosti, ako sme vysvetlili v pred-

chádzajúcich kapitolách, na²tartuje procesy, ktoré vedú k jej okamºitému zániku.

Navy²e, ak by sme uvaºovali, ºe na trhu s tromi akciami z predchádzajúceho príkladu

existuje bezrizikové aktívum � diskontný dlhopis s maturitou 1 £. j. a bezrizikovou úrokovou

sadzbou rf = (281/37)%, arbitráº na trhu by neexistovala.

Práve princíp ºiadnej arbitráºe tla£í na to, aby bezriziková úroková sadzba diskontného

dlhopisu bola rovná presne (281/37)%. Existencia arbitráºe vedie totiº k tomu, ºe dôjde k pre-

rovnaniu cien a ich nastaveniu takým spôsobom, ºe arbitráº zanikne.

5.4.3 Arbitráºne portfóliá

Z úvah z príkladu 5.4 moºno vydedukova´, ºe na nájdenie arbitráºe na trhu s rizikovými

cennými papiermi je nutné, aby kovarian£ná matica bola singulárna. Zosumarizujeme to v na-

sledujúcom tvrdení.

Tvrdenie 5.1. Ak existuje na trhu s rizikovými aktívami i = 1, 2, . . . , N arbitráºne portfólio,

potom kovarian£ná matica Q je singulárna.

Dôkaz. Ak totiº Q je regulárna, teda kladne de�nitná, tak pre kaºdé x⃗ ∈ RN také, ºe x⃗ ̸= 0⃗

platí:

x⃗TQx⃗ > 0

a pre ºiadny vektor váh aktív v portfóliu nemoºno dosiahnu´ nulovú rizikovos´ portfólia.

Nie je to posta£ujúca podmienka, pretoºe sa môºe sta´, ºe nebude moºné vybra´ váhy

aktív xi do arbitráºneho portfólia také, ºe xi ∈ ⟨0, 1⟩ pre kaºdé i = 1, 2, . . . , N sp¨¬ajúce∑N
i=1 xi = 1 (pozri poznámku 5.5).
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Ak pripustíme moºnos´ záporných váh, resp. váh aktív vä£²ích ako 1, singulárnos´ kova-

rian£nej matice Q umoº¬uje nájs´ vektor váh x⃗ ̸= 0⃗ taký, ºe x⃗TQx⃗ = 0. Taký vektor v²ak

nemusí by´ jediný. Sústava rovníc

x⃗T 1⃗ = 1, (5.63)

x⃗TQx⃗ = 0, (5.64)

môºe ma´ nekone£ne ve©a rie²ení, ale tieº nemusí ma´ ºiadne.

Rie²i´ sústavu nelineárnych rovníc (5.63), (5.64) môºe by´ nepohodlné. Av²ak h©ada´ rie-

²enie tejto sústavy je ekvivalentné h©adaniu rie²enia sústavy lineárnych rovníc:

1⃗T x⃗ = 1,

Qx⃗ = 0⃗. (5.65)

Tento záver je dôsledkom nasledujúceho tvrdenia.

Tvrdenie 5.2. Nech Q je kladne semide�nitná kovaria£ná matica. Ak x⃗ ̸= 0⃗ je vektor váh

aktív v N zloºkovom portfóliu sp¨¬ajúci (5.63) a taký, ºe x⃗TQx⃗ = 0, potom Qx⃗ = 0⃗.

Dôkaz. Ak Q je kladne semide�nitná, potom existuje jediná horná trojuholníková matica U

taká, ºe Q = UTU (Choleského rozklad, dôkaz sa nachádza napr. v [19]).

Ak teda x⃗ ̸= 0⃗ je taký, ºe x⃗TQx⃗ = 0, potom:

0 = x⃗TQx⃗ = x⃗TUTUx⃗. (5.66)

Ozna£me y⃗ = Ux⃗, potom z (5.66) dostaneme:

y⃗T y⃗ = 0.

To platí vtedy a len vtedy, ak y⃗ = 0⃗. Z toho máme UT y⃗ = 0⃗, £iºe Qx⃗ = 0⃗.

Poznámka 5.7. Poznamenajme, ºe tvrdenie 5.2 platí pre vektor x⃗ ̸= 0⃗ aj bez podmienky

(5.63).

Na nájdenie arbitráºneho portfólia teda sta£í vyrie²i´ sústavu (N + 1) lineárnych rovníc

(5.63), (5.65) o N neznámych x1, x2, . . . , xN . Ak rie²enie tejto sústavy existuje, potom je bu¤

jediné alebo sústava má nekone£ne ve©a rie²ení. Ak má sústava nekone£ne ve©a rie²ení, tak sa

vyberie také rie²enie, ktoré poskytuje najvä£²iu výnosnos´, £iºe také, ktoré maximalizuje r⃗T x⃗

pripú²´ajúc aj nekone£ne ve©kú výnosnos´.

Príklad 5.5. Uvaºujme, ºe akcie A, B, C tvoria investorovo portfólio, kde výnosnosti a rizi-

kovosti akcií sú tieto:

akcia výnosnos´ rizikovos´

A rA = 4 % σA = 1 %

B rB = 5 % σB = 2 %

C rC = 8 % σC = 3 %
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Na mnoºine v²etkých prípustných portfólií nájdime arbitráºne portfólio poskytujúce najvä£²iu

moºnú výnosnos´, ak kovarian£ná matica Q sp¨¬a:

Q =


σ2A σAB σAC

σAB σ2B σBC

σAC σBC σ2C

 =


1 −2 −3

−2 4 6

−3 6 9

 .

Rie²enie:

Rie²me sústavu rovníc:

xA + xB + xC = 1,

xA − 2xB − 3xC = 0,

−2xA + 4xB + 6xC = 0,

−3xA + 6xB + 9xC = 0,

napr. Gaussovou elimina£nou metódou:
1 1 1 1

1 −2 −3 0

−2 4 6 0

−3 6 9 0

 ∼


1 1 1 1

1 −2 −3 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ∼


1 1 1 1

0 3 4 1

0 0 0 0

0 0 0 0


Úlohu parametra zohrá váha aktíva C, t. j. xC ∈ R. Potom rie²ením sústavy je vektor váh

x⃗ = (xA, xB, xC)
T , kde xA = 2

3 + 1
3xC , xB = 1

3 − 4
3xC , xC ∈ R. To, ºe ide o vektor váh aktív

v portfóliu, kladie obmedzenie na vo©bu xC . Musí sú£asne plati´:

0 ≤ xA = 2
3 + 1

3xC ≤ 1,

0 ≤ xB = 1
3 − 4

3xC ≤ 1,

0 ≤ xC ≤ 1.

To je splnené len vtedy, ak

0 ≤ xC ≤ 1

4
.

Z toho sú£asne vyplýva, ºe
2

3
≤ xA ≤ 3

4
, 0 ≤ xB ≤ 1

3
.

Maximalizujme výnosnos´ arbitráºneho portfólia vo©bou xC ∈
〈
0, 14
〉
, t. j.:

max
xC∈⟨0, 14⟩

rAxA + rBxB + rCxC =
8

3
+

4

3
xC +

5

3
− 20

3
xC + 8xC =

13

3
+

8

3
xC

Zrejme maximálnu výnosnos´ bude ma´ to arbitráºne portfólio, na ktorého skladbe sa

podie©ajú akcie A, B, C váhami xA = 3
4 , xB = 0, xC = 1

4 a jej hodnota bude 5 %.

Obr. 5.6 znázor¬uje mnoºinu v²etkých prípustných portfólií a mnoºinu v²etkých arbitráº-

nych portfólií aj s portfóliom s maximálnou hodnotou výnosnosti rovnou 5 %.
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Poznámka 5.8. Ak pripustíme i moºnos´ predaja akcií v £ase 0, teda jediným obmedzením

na vo©bu váh do portfólia bude rovnos´ xA+xB+xC = 1, tak výnosnos´, ktorú arbitráºne port-

fólio môºe dosiahnu´, môºe by´ potenciálne nekone£ne ve©ká. Sta£í voli´ xC → ∞ pri splnení

xA = 2
3 + 1

3xC , xB = 1
3 − 4

3xC .

Obr. 5.6: Reprezentácia mnoºiny v²etkých arbitráºnych portfólií (zelenou) na mnoºine v²et-

kých prípustných portfólií v rovine Oσr. Bod A ozna£uje arbitráºne portfólio s maximálnou

výnosnos´ou. [32] [33]

Poznámka 5.9. Pre moºnos´ predaja akcií v £ase 0 je v²ak podmienka xA + xB + xC =

1 zbyto£ným obmedzením, pretoºe predpokladá, ºe investorovo portfólio má v £ase 0 kladnú

hodnotu, t. j. nákup akcií do portfólia prevy²uje ich predaj v tomto £ase. Niektoré úlohy sa tým

pre investora stávajú nerie²ite©nými, ke¤ºe sústava rovníc (5.63), (5.65) nemusí ma´ rie²enie.

Uvaºujme napr. singulárnu kladne semide�nitnú kovarian£nú maticu

Q =


1 1 1

1 4 1 + 2
√
6

1 1 + 2
√
6 9


pre trojicu akcií na trhu. Potom sústave rovníc

xA + xB + xC = 1,

xA + xB + xC = 0,

xA + 4xB + (1 + 2
√
6)xC = 0,

xA + (1 + 2
√
6)xB + 9xC = 0,

nevyhovuje ºiadne (xA, xB, xC) ∈ R3.

Ak by sme v £ase 0 predpokladali xA + xB + xC = 0
(
vo v²eobecnosti

∑N
i=1 xi = 0

)
, £iºe

nákup niektorých akcií do portfólia je plne hradený predajom akcií, ktoré mal investor v £ase

0 v drºbe, tak sústava v predchádzajúcom príklade má nekone£ne ve©a rie²ení.

Poznámka 5.10. Pod©a potrieb úlohy moºno tieº voli´
∑N

i=1 xi = −1, teda investor v £ase 0

portfólio predáva, resp. predaj akcií prevy²uje ich nákup do portfólia. Uvedené môºeme ilus-

trova´ na nasledujúcom jednoduchom prípade dvoch akcií na trhu.

Uvaºujme dve perfektne pozitívne korelované akcie A, B s nasledujúcimi výnosnos´ami

a rizikovos´ami:
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akcia výnosnos´ rizikovos´

A rA = 2 % σA = 1 %

B rB = 8 % σB = 3 %

Ak by sme predpokladali xA + xB = 1 a zahrnuli i predaj akcií v £ase 0, tak mnoºina

v²etkých prípustných portfólií charakterizovanými výnosnos´ou rp a rizikovos´ou σp ≥ 0 je

ur£ená ako:

σp =
|rp + 1|

3
.

�iºe arbitráºne portfólio dosahuje pri nulovej rizikovosti zápornú výnosnos´ −1 %, kde

arbitráºnymi váhami sú xA = 1, 5 a xB = −0, 5. �iadny arbitraºér nebude v £ase 0 kon²truova´

svoje portfólio tak, aby dosiahol v £ase 1 £. j. neskôr istú stratu.

Ak v²ak zvolí xA = −1, 5 a xB = 0, 5, t. j. xA + xB = −1, výnosnos´ portfólia v £ase 1

bude

rp = −1, 5(2 %) + 0, 5(8 %) = 1 %

pri nulovej rizikovosti:

σp =
√
2, 25− 4, 5 + 2, 25 = 0 %.

H©adanie arbitráºneho portfólia na mnoºine v²etkých prípustných portfólií pre nezáporné

váhy s hodnotou men²ou alebo rovnou 1 moºno s uplatnením záverov v tvrdení 5.2 previes´

na úlohu lineárneho programovania (UL):

maxx⃗≥0⃗ r⃗T x⃗

za podmienok: 1⃗T x⃗ = 1,

Qx⃗ = 0⃗.

Pretoºe uvaºujeme maticu Q singulárnu, z homogénnej sústavy rovníc Qx⃗ = 0⃗ moºno

Gaussovou elimina£nou metódou eliminova´ niektoré rovnice, £ím zo sústavy:

1⃗T x⃗ = 1,

Qx⃗ = 0⃗,

dostaneme sústavu Dx⃗ = d⃗, kde matica sústavy D má M ≤ N riadkov a N (d¨ºka vektora x⃗)

st¨pcov a pravá strana d⃗ = (1, 0, 0, . . . , 0)T je vektor s d¨ºkou rovnou M .

Úlohu lineárneho programovania:

maxx⃗≥0⃗ r⃗T x⃗

za: Dx⃗ = d⃗

moºno potom po ¤al²ích drobných úpravách rie²i´ napríklad simplexovou metódou dvojfá-

zovo. Výhodou je moºnos´ naprogramovania algoritmu, ktorý bude schopný rie²i´ túto úlohu

pre akýko©vek (rozumný) po£et N aktív v portfóliu a príslu²nú singulárnu kladne semide�-

nitnú kovarian£nú maticu Q. �al²ie moºnosti rýchleho a efektívneho h©adania rie²enia posky-

tujú v £asti 5.4.2 spomínané metódy vnútorného bodu.
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5.5 Preferencie investora

Portfóliá leºiace na efektívnej mnoºine sú pre riziko averzných investorov z h©adísk pome-

novaných vy²²ie tou najvhodnej²ou vo©bou na investíciu, ale pre konkrétneho investora nie

sú v²etky rovnako dobré. To, ktoré si investor nakoniec vyberie a do ktorého bude investova´,

závisí od investorových preferencií oh©adom výnosnosti a rizikovosti. Existujú teda rozdiely aj

medzi riziko averznými investormi a závisia od toho, aká je funkcia uºito£nosti konkrétneho

investora.

V rovine Oσr moºno vyjadri´ hladiny preferencií investora ako krivky indiferencie, t. j.

krivky, na ktorých leºia pre investora portfóliá rovnako ºiaduce. Pretoºe kaºdé dve portfóliá

leºiace na jednej krivke indiferencie sú pre investora rovnako dobré, investor je medzi nimi

indiferentný, nepreferuje jedno pred druhým. Z toho vychádza aj pomenovanie týchto kriviek.

Investor ve©mi podobne ako pri kon²trukcii efektívnej mnoºiny uplat¬uje dva princípy,

na základe ktorých sa rozhoduje, ktoré portfólio bude leºa´ na ktorej krivke indiferencie.

Pri tom istom riziku preferuje investor portfólio s vy²²ím výnosom a pri tej istej výnosnosti

preferuje investor portfólio s niº²ím rizikom.

Portfóliá leºiace na rôznych krivkách indiferencie nie sú pre investora rovnako dobré. In-

vestor uprednost¬uje portfólio leºiace na vy²²ej krivke indiferencie (na vy²²ej preferen£nej

hladine). Reláciu preferencie budeme zna£i´ ≻. �iºe ak P1 ≻ P2, tak portfólio P1 je pre-

ferované (investorom) pred portfóliom P2. Ak sú portfóliá P1 a P2 pre investora rovnako

ºiaduce, teda leºia na rovnakej krivke indiferencie, tak to zapí²eme ako P1 ∼ P2. Obe relácie

sú tranzitívne.

Krivky indiferencie sa nepretínajú. Ak by sa totiº pretínali, tak nie je moºné portfóliá

zoradi´ pod©a investorových preferencií. Uvaºujme dve portfóliá P1 a P2 leºiace na hladine

preferencie c1 a portfóliá P2 a P3 leºiace na niº²ej hladine preferencie c2 < c1. Portfólio P2

je teda spolo£né obom hladinám (je v ¬om bod prieniku). Zrejme P1 ≻ P3, pretoºe portfólio

P1 leºí na vy²²ej krivke indiferencie. Na druhej strane P1 ∼ P2 a rovnako tak P2 ∼ P3. �iºe

P1 ∼ P3, £o je spor s P1 ≻ P3.

Krivky indiferencie moºno v rovine Oσr opísa´ rastúcou a rýdzo konvexnou funkciou, pri-

£om, £ím je rast krivky strm²í, tým vä£²í je investorov odpor k riziku. Táto funkcia je rastúca

preto, lebo re�ektuje uplatnenie pricípov riziko averzného investora pri tvorbe kriviek indife-

rencie. Teda pri dvoch rôznych rizikovostiach portfólií riziko averzný investor vyºaduje vy²²iu

výnosnos´ pri portfóliu s vy²²ou rizikovos´ou. Zárove¬ pri opakovanej rovnakej kladnej zmene

rizikovosti investor v súlade so svojim odporom k riziku poºaduje vy²²í nárast výnosnosti,

teda konvexnos´ funkcie.

Ak poznáme investorove krivky indiferencie (jeho preferencie oh©adom výnosu a rizika),

tak môºeme ur£i´ investorov výber optimálneho portfólia. Spomedzi v²etkých portfólií tvoria-

cich efektívnu mnoºinu to bude zrejme to, ktoré leºí na najvy²²ej moºnej krivke indiferencie

investora. Ke¤ºe krivka reprezentujúca efektívnu mnoºinu portfólií je konkávna a krivky in-

diferencie riziko averzného investora majú kladný sklon a sú rýdzo konvexné, moºno ho nájs´
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a bude leºa´ v bode, v ktorom sa investorova indiferen£ná krivka dotýka krivky efektívnej

mnoºiny.

Poznámka 5.11. Poznamenajme, ºe ak je efektívna mnoºina reprezentovaná v rovine Oσr je-

diným bodom, tak investor nemá na výber iné moºnosti a tento bod je na základe investorových

preferencií zárove¬ jeho (jedinou moºnou) optimálnou vo©bou.

Príklad 5.6. Uvaºujme trh s dvoma rizikovými cennými papiermi � akciami A, B z príkladu

5.3, t. j. takými, ºe ich o£akávané výnosové percentá (výnosnosti) a smerodajné odchýlky (ri-

zikovosti) sú tieto:

výnosnos´ rizikovos´

A rA = 10 % σA = 5 %

B rB = 15 % σB = 12 %

a korela£ný koe�cient výnosov akcií A, B je ρAB = −0, 2. Nájdime na krivke reprezentujúcej

efektívnu mnoºinu bod optimálneho portfólia, ak investorove preferencie moºno vyjadri´ ako

rp = c+
(5σp)

2

1174 , kde c je hladina preferencie.

Rie²enie:

V rie²ení príkladu 5.3 sme dospeli k záveru, ºe mnoºina v²etkých prípustných portfólií pozos-

távajúcich z akcií A, B je tvorená portfóliami, pre ktorých rizikovos´ platí:

σp =
1

5

√
193r2p − 4230rp + 23625 (5.67)

pri výnosnosti portfólia rp ∈ ⟨10, 15⟩.
Na tejto mnoºine ©ahko nájdeme efektívnu mnoºinu. Sta£í nájs´ r̃, v ktorom portfólio

leºiace na krivke v (5.67) dosahuje minimálnu hodnotu rizikovosti. Zderivujme funkciu v (5.67)

pod©a rp a deriváciu postavme rovnú nule, dostaneme:

193rp − 2115

5
√
193r2p − 4230rp + 23625

= 0. (5.68)

Výnosnos´, ktorá vyhovuje (5.68), je zrejme h©adaná hodnota r̃. Máme r̃ = 2115
193

.
=

10, 96 %. Efektívnu mnoºinu teda v rovine Oσr reprezentuje mnoºina bodov (σp, rp) leºia-

cich na krivke (5.67) pre rp ∈ ⟨r̃, 15⟩.
Vyjadrime investorove preferencie pomocou inverznej funkcie ako funkciu premennej rp:

σp =

√
1174

5

√
rp − c, (5.69)

kde rp ≥ c.

V bode optimálneho portfólia (r∗p, σ
∗
p) sa dotýka krivka indiferencie investora krivky efek-

tívnej mnoºiny. Musí preto sú£asne plati´:
√
1174

5

√
r∗p − c∗ =

1

5

√
193(r∗p)

2 − 4230r∗p + 23625

√
1174

5

(
1

2
√
r∗p − c∗

)
=

2

5

 193r∗p − 2115

2
√
193(r∗p)

2 − 4230r∗p + 23625


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Rie²ením tejto sústavy je r∗p = 14 % (σ∗p
.
= 9, 45 %), c∗ .

= 12, 1. To znamená, ºe investorova

optimálna hladina preferencie je pribliºne 12, 1 a lep²iu pre kombináciu rizikových cenných

papierov A, B nedosiahne. O£akávaný výnos optimálneho portfólia je 14 % a rizikovos´ je asi

9, 45 %. Optimálne portfólio je kombináciou akcií A a B takou, ºe váha akcie A v portfóliu

je x∗A =
rB−r∗p
rB−rA

= 1
5 a váha akcie B je x∗B =

r∗p−rA
rB−rA

= 4
5 .

Krivky indiferencie investora, krivku efektívnej mnoºiny a optimálne portfólio zachytáva

Obr. 5.7.

Obr. 5.7: Reprezentácia efektívnej mnoºiny (£ervenou), krivky indiferencie investora (sivou)

a krivka indiferencie investora na optimálnej preferen£nej hladine (zelenou) v rovine Oσr. Bod

D ozna£uje optimálne portfólio. [32] [33]

5.6 Efektívna mnoºina pri existencii bezrizikového aktíva

Zlep²i´ svoju hladinu preferencie môºe investor investovaním do kombinácie rizikových

aktív a bezrizikového cenného papiera, za ktorý sa povaºuje diskontný ²tátny dlhopis s dobou

splatnosti rovnou dobe drºania portfólia, t. j. 1 £. j. Výnos takéhoto aktíva je istý. V prípade

²tátnych dlhopisov ur£ený bezrizikovou úrokovou sadzbou (mierou) rf na príslu²né £asové

obdobie. Rizikovos´ aktíva je nulová. Teda ak ozna£íme smerodajnú odchýlku takéhoto aktíva

ako σf , tak σf = 0. V rovine Oσr bude bezrizikový cenný papier reprezentovaný bodom

so súradnicami (0, rf ). Ke¤ºe kovarianciu dvoch aktív i, j moºno vypo£íta´ ako σij = ρijσiσj ,

tak kovariancia akéhoko©vek aktíva i s bezrizikovým aktívom je nulová (σif = ρifσiσf = 0).

Uvaºujme portfólio, ktoré pozostáva z bezrizikového cenného papiera (s váhou x) a neja-

kého rizikového aktíva, resp. kombinácie rizikových aktív (s váhou 1 − x), s výnosnos´ou ri
a rizikovos´ou σi. Potom pre výnosnos´ takéhoto portfólia platí:

r = xrf + (1− x)ri. (5.70)

Rizikovos´ takéhoto portfólia je:

σ =
√
x2σ2f + 2x(1− x)σif + (1− x)2σ2i = (1− x)σi. (5.71)

Z (5.71) získame:

1− x =
σ

σi
, (5.72)

x = 1− σ

σi
. (5.73)
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Dosadením rovnosti (5.73) za x, resp. (5.72) za (1− x) do (5.70) dostaneme:

r = rf +

(
ri − rf
σi

)
σ, (5.74)

kde σ ∈ ⟨0, σi⟩. Pre rôzne hodnoty x ∈ ⟨0, 1⟩ teda v²etky moºné portfólia tohto typu leºia

na úse£ke reprezentovanej rovnicou (5.74).

Ak uvaºujeme aj moºnos´ bezrizikového zapoºi£iavania pri tej istej bezrizikovej úrokovej

sadzbe, môºu by´ váhy x aj záporné £ísla. Napr. predpokladajme, ºe investor si poºi£ia 3000

p. j. a investuje v celkovej vý²ke 15 000 p. j. do rizikových cenných papierov (t. j. 12 000 p. j.

mal a 3000 p. j. si poºi£al), potom:

xf = −3000
12000 = −1

4 a xCP = 15000
12000 = 5

4 ,

kde xf je váha bezrizikového aktíva a xCP je váha portfólia rizikových cenných papierov.

V sú£te máme xf + xCP = 1.

Predpoklad poºi£iavania si pri bezrizikovej úrokovej sadzbe nie je v modeli nijako obme-

dzujúci, pretoºe to znamená len to©ko, ºe príslu²né bezrizikové aktívum sa nebude v £ase 0

do portfólia nakupova´. Naopak, jeho predajom v tomto £ase sa získajú �nan£né prostriedky,

ktoré sa pouºijú na nákup rizikových aktív. Samozrejme predajom bezrizikového dlhopisu

vzniká povinnos´ investora zaplati´ drºite©ovi dlhopisu v £ase 1 £. j. úrok. Inými slovami

výnos z tohto aktíva bude záporný.

V²etky moºné portfóliá ako kombinácie bezrizikového zapoºi£iavania (s váhou x < 0) a ne-

jakého rizikového aktíva alebo ich kombinácie (s váhou 1−x > 1) potom leºia na polpriamke:

r = rf +

(
ri − rf
σi

)
σ, (5.75)

kde σ ≥ σi.

Kombinovanie bezrizikového aktíva s portfóliom rizikových aktív umoº¬uje investorovi vy-

lep²i´ (z poh©adu jeho preferencií) efektívnu mnoºinu. Vzh©adom na uvedené nová efektívna

mnoºina portfólií reprezentovaná bodmi (σ, r) v rovine Oσr vznikne ako kombinácia bezrizi-

kového aktíva a tzv. dotykového portfólia s výnosnos´ou rt a rizikovos´ou σt. V rovine Oσr

budú tieto reprezentácie portfólií leºa´ na polpriamke:

r = rf +

(
rt − rf
σt

)
σ, (5.76)

kde σ ≥ 0, ktorá sa dotýka krivky pôvodnej efektívnej mnoºiny v bode (σt, rt). Pri£om ak

σ ∈ ⟨0, σt⟩ ide o kombináciu nákupu bezrizikového aktíva a dotykového portfólia a ak σ ≥ σt,

tak ide o kombináciu bezrizikového zapoºi£iavania (predaja bezrizikového aktíva) s dotykovým

portfóliom.

Vzh©adom nato, ºe hodnota rf je ur£ite niº²ia (v ²peciálnych prípadoch rovnaká) ako

minimálna z hodnôt výnosností portfólií leºiacich na pôvodnej efektívnej mnoºine, je smernica

kt =
rt−rf
σt

polpriamky v (5.76) kladné £íslo. �iºe lineárna funkcia v (5.76) je rastúca.
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Ak by sme uvaºovali o novej efektívnej mnoºine reprezentovanej polpriamkou spájajúcou

body bezrizikového portfólia a portfólia rizikových aktív s inými charakteristikami, neº má

dotykové portfólio, a teda so smernicou k < kt, nevytvorili by sme efektívnu mnoºinu, pretoºe

body na takejto polpriamke leºiace by s výnimkou bodu (0, rf ) mali pri rovnakom riziku niº²iu

výnosnos´ a pri rovnakej výnosnosti vy²²iu rizikovos´ neº body z polpriamky (5.76).

Rovnako je nová efektívna mnoºina reprezentovaná polpriamkou (5.76) pre σ ≥ 0 mnoºi-

nou portfólií pre investora výhodnej²ia neº pôvodná efektívna mnoºina, pretoºe je doty£nicou

ku grafu konkávnej funkcie reprezentujúcej pôvodnú efektívnu mnoºinu v bode (σt, rt), a teda

s výnimkou bodov (0, rf ) a (σt, rt) kaºdý bod na nej leºiaci má pri rovnakom riziku vy²²í o£a-

kávaný výnos a pri rovnakej výnosnosti niº²iu rizikovos´ neº bod z krivky pôvodnej efektívnej

mnoºiny (v ²peciálnych prípadoch by sa nová a pôvodná efektívna mnoºina prekrývali).

Takºe, ak existuje na trhu spolu s rizikovými aktívami bezrizikový cenný papier, investor

bude na základe svojich preferencií vybera´ optimálne portfólio z novej efektívnej mnoºiny

reprezentovanej pre σ ≥ 0 polpriamkou (5.76), pri£om ak smerodajná odchýlka optimálneho

portfólia σ∗ ∈ ⟨0, σt⟩, tak investorovo optimálne portfólio je kombináciou nákupu bezrizi-

kového aktíva a dotykového portfólia a ak σ∗ ≥ σt, tak investorovo optimálne portfólio je

kombináciou predaja bezrizikového aktíva a nákupu dotykového portfólia. Navy²e, v prvom

prípade má zrejme investor vä£²í odpor k riziku ako v druhom prípade.

Príklad 5.7. Uvaºujme trh s dvoma rizikovými cennými papiermi � akciami A, B z príkladu

5.3, resp. 5.6. Nech spolu s akciami existuje na trhu bezrizikový dlhopis s rf = 3 %. Nájdime

krivku novej efektívnej mnoºiny a na nej bod optimálneho portfólia investora, ktorého krivky

indiferencie sp¨¬ajú:

r = c+
σ2

6
, (5.77)

kde c je hladina preferencie.

Rie²enie:

Zo vz´ahu (5.76) máme, ºe nová efektívna mnoºina bude v rovine Oσr reprezentovaná pol-

priamkou:

r = rf + ktσ, (5.78)

kde σ ≥ 0 a kt =
rt−rf
σt

je jej smernica. Hodnotu výnosnosti rt, ani rizikovosti σt dotykového

portfólia nepoznáme, vieme v²ak, ºe v tomto bode sa bude polpriamka z (5.78) dotýka´ krivky

pôvodnej efektívnej mnoºiny opísanej pre r ∈ ⟨r̃, 15⟩ v (5.67). Bod (σt, rt) teda musí sp¨¬a´:

rt − rf
kt

= σt =
1

5

√
193r2t − 4230rt + 23 625,

1

kt
=

193rt − 2115

5
√
193r2t − 4230rt + 23 625

.

Sústava má rie²enie rt = 11, 25 %, σt
.
= 4, 31 % a kt

.
= 1, 91. Na²li sme teda bod dotykového

portfólia i smernicu polpriamky v (5.78). Teraz na nej nájdime bod optimálneho portfólia
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(r∗, σ∗) investora, ktorého krivky indiferencie vyhovujú (5.77). Pre r∗, σ∗ bude zrejme plati´:

c∗ +
1

6
(σ∗)2 = r∗ = 3 + ktσ

∗,

1

3
σ∗ = kt.

Z druhej rovnice bezprostredne získame σ∗ = 3kt
.
= 5, 74 %. Z toho r∗ = 3 + 3k2t = 14 %.

Optimálna preferen£ná hladina investora je c∗ = 8, 5. Pretoºe σ∗ > σt, optimálne portfólio

je zloºené z dotykového portfólia kombinovaného s bezrizikovým poºi£iavaním si (predajom

bezrizikového aktíva).

Obr. 5.8: Krivka novej efektívnej mnoºiny (£ervenou), krivka indiferencie investora na optimál-

nej preferen£nej hladine (zelenou). Bod A � bezrizikové aktívum, bod B � dotykové portfólio,

bod D � optimálne portfólio investora. [32] [33]

Na Obr. 5.9 je znázornená polpriamka novej efektívnej mnoºiny portfólií pre tri rizikové

aktíva α, β, γ s charakteristikami opísanými vy²²ie a bezrizikové aktívum. Optimálne port-

fólio investora je v tomto prípade kombináciou dotykového portfólia a nákupu bezrizikových

dlhopisov.

Obr. 5.9: D � bod optimálneho portfólia. [32] [33]

Poznámka 5.12. Ak uvaºujeme spolu s dvojicou perfektne negatívne korelovaných akcií bez di-

vidend α, β, ktorých ceny (a teda i výnosy) chápeme ako diskrétne náhodné premenné také,

ºe:

H: uS gW s pp. p

↗ ↗
α: S β: W

↘ ↘
D: dS hW s pp. 1− p
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kde u > 1 > d > 0 a sú£asne 0 < g < 1 < h alebo 0 < u < 1 < d a sú£asne g > 1 > h > 0,

bezrizikové aktívum poskytujúce bezrizikovú úrokovú sadzbu rf > 0 na dobu drºania portfólia 1

£. j., tak je moºné vhodnou kombináciou akcií α, β vytvori´ arbitráºne portfólio s výnosnos´ou

rp = J := uh−dg−(u−d)−(h−g)
u−d+h−g (pozri poznámka 5.3), ktoré sa nachádza medzi portfóliami

efektívnej mnoºiny rizikových portfólií ako portfólio s najniº²ou moºnou výnosnos´ou. Platí

rf ≤ J .

Ak rf < J , tak moºno vytvori´ arbitráº. Nato zostrojme portfólio pozostávajúce z bezrizi-

kového aktíva a arbitráºneho portfólia. Nech xf ozna£uje váhu bezrizikového aktíva v tomto

portfóliu, potom výnosnos´ portfólia sa rovná:

xfrf + (1− xf )J = J + xf (rf − J)

a je moºné ju potenciálne maximalizova´ do nekone£na vo©bou xf → −∞.

Ak rf = J , tak arbitráº na trhu s akciami α, β a bezrizikovým aktívom neexistuje a vý-

nosnos´ portfólia pozostávajúceho z bezrizikového aktíva a arbitráºneho portfólia je rovná:

J + xf (rf − J) = J = rf .

�iºe presne taká, akú poskytuje bezrizikové aktívum samotné.

Uvedené závery plne kore²pondujú so závermi urobenými v sekcii 4.3.6 Dve akcie a dlhopis

z podkapitoly 4.3 o ohodnocovaní akcií.

5.7 Model oce¬ovania kapitálových aktív

Na Markowitzov model nadväzuje model oce¬ovania kapitálových aktív (bliº²ie v [17]),

pre ktorý budeme pouºíva´ tieº skratku CAPM z anglického capital asset pricing model. Pred-

poklady modelu sú tieto:

1. investori ohodnocujú svoje portfólio pod©a výnosnosti a rizika v horizonte jedného ob-

dobia,

2. investori majú homogénne o£akávania, t. j. nikto nepredpokladá inú výnosnos´, riziko

£i kovarianciu aktív neº niekto iný,

3. informácie sú vo©ne a okamºite dostupné v²etkým investorom,

4. existuje bezrizikové aktívum majúce bezrizikovú sadzbu rovnakú pre v²etkých, pri ktorej

môºe investor poºi£iava´ alebo si poºi£iava´,

5. jednotlivé aktíva sú nekone£ne delite©né,

6. trh je v rovnováhe, teda ponuka sa rovná dopytu,

7. dane a transak£né náklady sú zanedbané.
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V dôsledku predpokladov modelu si v²etci investori (homogénne o£akávania) vyberú tr-

hové (dotykové) portfólio, ktoré potom nakombinujú s bezrizikovým aktívom alebo poºi£ia-

vaním si pod©a svojich preferencií. To znamená, ºe optimálna kombinácia rizikových aktív

môºe by´ stanovená bez akýchko©vek znalostí investorových postojov k výnosnosti a riziko-

vosti. V rovnováhe bude ma´ kaºdé rizikové aktívum nenulový podiel na skladbe trhového

portfólia. Trhové portfólio je tvorené investíciami do v²etkých rizikových aktív v takom po-

mere, ºe proporcia investovaná do jednotlivého aktíva zodpovedá jeho relatívnej trhovej hod-

note. Ak ozna£íme xMi váhu aktíva i podie©ajúceho sa na skladbe trhového portfólia, tak

xMi =
celková hodnota aktíva i na trhu

kapitalizácia celého trhu
.

Príklad 5.8. Predpokladajme, ºe celý trh je tvorený tromi akciami A, B, C, emitovanými

v po£toch 10 000 kusov, 30 000 kusov, resp. 40 000 kusov. Nájdime váhy jednotlivých akcií

v trhovom portfóliu.

Rie²enie:

Rie²enie sa nachádza v nasledujúcej preh©adnej tabu©ke:

akcia po£et kusov cena za kus kapitalizácia váhy

A 10 000 10 p. j. 100 000 p. j. xMA = 1
5 = 0, 2

B 30 000 5 p.j 150 000 p. j. xMB = 3
10 = 0, 3

C 40 000 6, 25 p. j. 250 000 p. j. xMC = 1
2 = 0, 5

sú£ty: 80 000 500 000 p. j. 1

Predstava, ktorá stojí za tým, ºe na skladbe trhového portfólia sa podie©ajú v²etky rizikové

aktíva v takom pomere, v akom sa nachádzajú na trhu, vychádza z toho, ºe prerovnávania

cien aktív vedú k trhovej rovnováhe, a je pribliºne takáto. Ak by na trhu existovalo aktívum,

ktoré by malo na skladbe portfólia vä£²í podiel, neº je jeho podiel na trhovej kapitalizácii,

teda dopyt po aktíve by prevy²oval jeho ponuku, tak trh by nebol v rovnováhe, pretoºe

ponuka by sa pre toto konkrétne aktívum nerovnala dopytu. Ve©ký záujem o jeho kúpu by

spôsoboval nárast jeho aktuálnej ceny, £o by viedlo k poklesu jeho o£akávaného výnosu. To by

v²ak viedlo k zníºeniu jeho atraktivity pre investorov a k prehodnoteniu ich postojov. Strata

záujmu o jeho kúpu by viedla k ¤al²iemu prerovnávaniu cien na trhu aº dovtedy, kým by sa

na trhu nedosiahla rovnováha a váha aktíva v trhovom portfóliu by sa neustálila na hodnote

pomeru kapitalizácie aktíva vo£i celému trhu. Podobne, ale v opa£nom smere by sa vyvíjala

zmena ceny aktíva, pri ktorom by jeho ponuka prevy²ovala dopyt po ¬om.

V praxi sa trhové portfólio nahrádza indexami, napr. Standard & Poor's 500 Stock Price

Index (S&P 500), £o je akciový index z americkej burzy obsahujúci 500 najvýznamnej²ích

akcií, kde váhy sú rátané tak ako v príklade 5.8, alebo DowJones, ktorý obsahuje 30 akcií, ale

váhy sú rátané iným spôsobom.

Na zjednodu²enie vyjadrovania a úsporu miesta budeme v ¤al²om vo©ne zamie¬a´ pojem

portfólio s jeho reprezentáciou v rovine Oσr pomocou usporiadanej dvojice jeho charakteristík

(σ, r).
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5.7.1 Priamka kapitálového trhu

V predchádzajúcej podkapitole sme hovorili o polpriamke (5.76), ktorá pre σ ≥ 0 predsta-

vovala efektívnu mnoºinu portfólií tvorených investíciou do dotykového portfólia a bezriziko-

vého cenného papiera. Ke¤ºe model predpokladá, ºe dotykovým portfóliom je trhové portfólio,

prejdeme k novému vz´ahu pre túto polpriamku, ktorý bude obsahova´ nové ozna£enia:

r = rf +

(
rM − rf
σM

)
σ, (5.79)

kde rM � výnosnos´ trhového portfólia, σM � riziko (smerodajná odchýlka) trhového portfólia

a rf � bezriziková sadzba (miera). Priamka v (5.79) sa zvykne nazýva´ priamka kapitálo-

vého trhu (z anglického capital market line). My budeme pouºíva´ aj ozna£enie CML, ke¤

budeme hovori´ o tejto priamke. Na CML leºia v²etky efektívne portfóliá a v²etky portfóliá

na nej leºiace sú lineárnou kombináciou trhového portfólia a bezrizikového poºi£iavania alebo

poºi£iavania si.

5.7.2 Priamka cenných papierov

Predpokladajme, ºe trhové portfólio je N zloºkové, teda pozostáva z N cenných papierov,

z ktorých kaºdý má na skladbe portfólia nenulový podiel, potom pre smerodajnú odchýlku

trhového portfólia platí:

σM =

√√√√ N∑
i,j=1

xMixMjσij =

√√√√xM1

N∑
j=1

xMjσ1j + xM2

N∑
j=1

xMjσ2j + . . .+ xMN

N∑
j=1

xMjσNj

Ozna£me kovarianciu aktíva i s trhovým portfóliom ako σiM , t. j.:

σiM =
N∑
j=1

xMjσij , (5.80)

potom:

σM =

√√√√ N∑
i=1

xMiσiM . (5.81)

Vz´ah (5.81) hovorí, ºe rizikovos´ trhového portfólia je druhou odmocninou z váºeného

priemeru kovariancií jednotlivých aktív s trhovým portfóliom, kde váhami sú podiely aktív

na trhovom portfóliu.

Uvaºujme teraz v²etky portfóliá, ktoré vzniknú kombináciou aktíva i a trhového portfólia.

Nech x ozna£uje váhu cenného papiera i v takomto portfóliu, potom (1 − x) je váha trho-

vého portfólia v takomto portfóliu. Ozna£me krivku, na ktorej leºia, ako Mi. Dostaneme ju

pre rôzne hodnoty x ∈ ⟨0, 1⟩. Pre výnosnos´ r a rizikovos´ σ portfólií leºiacich na krivke Mi

platí:

r = f(x) = xri + (1− x)rM ,

σ = g(x) =
√
x2σ2i + 2x(1− x)σiM + (1− x)2σ2M ,
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Skúmajme smernicu doty£nice ku krivke Mi v bode trhového portfólia, t. j. v bode (rM , σM )

(£iºe ke¤ x = 0).

Ak je funkcia g invertovate©ná, tak hodnotu výnosnosti r portfólia leºiaceho na krivkeMi

môºeme vyjadri´ ako funkciu rizika σ tohto portfólia:

r = f(x) = f(g−1(σ)) := h(σ).

Funkcia g je ur£ite invertovate©ná aspo¬ na nejakom okolí bodu x = 0. Navy²e g(0) =

σM > 0 a ke¤ºe je spojitá, pre kaºdé x z vhodne malého okolia bodu 0 platí g(x) > 0. Z toho

tieº vyplýva, ºe pre kaºdé x z tohto okolia existuje spojitá derivácia funkcie g:

g′(x) =
xσ2i + σiM − 2xσiM − σ2M + xσ2M√
x2σ2i + 2x(1− x)σiM + (1− x)2σ2M

=
x
(
σ2i − 2σiM + σ2M

)
+ σiM − σ2M

g(x)
.

Ak predpokladáme σiM ̸= σ2M , tak g′(0) = σiM−σ2
M

σM
̸= 0 a pre kaºdé x z dostato£ne malého

okolia bodu 0 platí g′(x) ̸= 0.

Vypo£ítajme deriváciu funkcie h:

h′(σ) =
(
f(g−1(σ))

)′
= f ′

(
g−1(σ)

) (
g−1
)′
(σ) =

f ′(x)

g′(x)
=

(ri − rM )g(x)

x
(
σ2i − 2σiM + σ2M

)
+ σiM − σ2M

.

�peciálne:

h′(σM ) =
(ri − rM )g(0)

σiM − σ2M
=

(ri − rM )σM
σiM − σ2M

.

V tomto prípade h′(σM ) je smernica doty£nice ku krivke Mi v bode trhového portfólia.

Vyuºijúc potom, ºe smernica doty£nice ku krivke Mi v bode trhového portfólia (trhové

portfólio je efektívne portfólio) sa rovná smernici CML, t. j.:

(ri − rM )σM
σiM − σ2M

=
rM − rf
σM

,

dostávame vz´ah pre výnosnos´ cenného papiera i:

ri = rf +

(
rM − rf
σ2M

)
σiM . (5.82)

Ide o lineárnu závislos´ ri od kovariancie cenného papiera i s trhovým portfóliom σiM .

Priamka v (5.82) sa nazýva priamka cenných papierov (z anglického security market line).

Budeme tieº pouºíva´ ozna£enie SML.

Rovnica (5.82) hovorí, ºe cenný papier s vy²²ou σiM bude ma´ vy²²í o£akávaný výnos

(pretoºe rM > rf ). �peciálne, ak σiM = 0, tak ri = rf , £iºe cenný papier, ktorý má nulovú

kovarianciu s trhovým portfóliom, neprispieva k riziku trhového portfólia, a preto je jeho

o£akávaný výnos rovnaký ako výnos rf bezrizikového cenného papiera. Ak by sme pripustili

i moºnos´ σiM = σ2M , tak z (5.82) by sme dostali ri = rM . Takýto cenný papier by prispieval

priemernou hodnotou k riziku trhového portfólia.
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5.7.3 Beta parameter

Iný spôsob vyjadrenia SML je nasledujúci:

ri = rf + (rM − rf )βi, (5.83)

kde

βi =
σiM
σ2M

je parameter (faktor) beta cenného papiera i. Je to významný parameter, ktorý vyjadruje,

ako ve©mi je cenný papier naviazaný na trh.

Ak uvaºujeme portfólio s N cennými papiermi a váhami x1, x2,. . ., xN , tak beta portfólia:

βp =
N∑
i=1

xiβi. (5.84)

Ukáºeme, ºe je to skuto£ne tak. S vyuºitím vz´ahu (5.80) máme:

βp =
σpM
σ2M

=
1

σ2M

N∑
j=1

xMjσpj =
1

σ2M

N∑
j=1

xMj

(
N∑
i=1

xiσij

)
=

=
1

σ2M

N∑
i=1

xi

 N∑
j=1

xMjσij

 =
1

σ2M

N∑
i=1

xiσiM =

N∑
i=1

xiβi.

Z predchádzajúceho vyplýva, ºe ak na SML leºí kaºdý cenný papier, tak na nej leºí aj

kaºdé portfólio:

rp =

N∑
i=1

xiri =

N∑
i=1

xi (rf + (rM − rf )βi) = rf + (rM − rf )

N∑
i=1

xiβi

= rf + (rM − rf )βp. (5.85)

Názov oce¬ovanie (pricing) kapitálových aktív má svoje opodstatnenie. Z (5.1) totiº máme:

ri =
P i

Pi
− 1, (5.86)

kde Pi je hodnota (cena) aktíva i na za£iatku sledovaného obdobia a P i je o£akávaná hodnota

(cena) aktíva i na konci sledovaného obdobia. Z (5.83) potom dostaneme:

ri =
P i

Pi
− 1 = rf + (rM − rf )βi. (5.87)

Odtia© po úprave získame:

Pi =
P i

1 + rf + (rM − rf )βi
. (5.88)

Teda na ocenenie kaºdého aktíva i na trhu N aktív sta£í odhadnú´ cenu aktíva P i na konci

sledovaného obdobia, t. j. ur£i´ jeho o£akávanú hodnotu, pozna´ výnosnos´ trhového portfólia

rM a beta parameter βi aktíva i.
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5.7.4 Charakteristická priamka

Pod©a CAPM sa budú ceny aktív nastavova´ tak dlho, kým sa nedosiahne rovnováha,

pri ktorej bude leºa´ kaºdý cenný papier na SML. Ekvivalentne bude výnosnos´ cenného

papiera i v nasledujúcej perióde drºania daná ako v (5.82). Skuto£ná výnosnos´ cenného

papiera i v nasledujúcej perióde drºania bude daná charakteristickou priamkou:

ri = rf + (rM − rf )βi + εi, (5.89)

kde εi ∼ iid(0, σεi) je náhodná chyba. Napr. v prípade akcie môºe εi predstavova´ dianie

vo �rme, ktoré nesúvisí s okolím. Preto sa oby£ajne predpokladá, ºe komponenty náhodných

chýb výnosností nie sú korelované, t. j. kovariancia σεi,εj = 0 pre kaºdé i ̸= j. Z toho dôvodu

sa tieº zvykne predpoklada´, ºe σMεi = 0.

5.7.5 Trhové a jedine£né riziko

Beta je dôleºitá miera rizika cenného papiera, preto je vhodné vy²etri´ vz´ah medzi ¬ou

a celkovým rizikom cenného papiera.

Celkové riziko cenného papiera i môºeme rozloºi´ na dve zloºky: trhové (systematické)

riziko, ktoré sa vz´ahuje k trhovému portfóliu a jedine£né (nesystematické) riziko, ktoré sa

spája s konkrétnym cenným papierom. Pre riziko cenného papiera i platí:

σi =
√
β2i σ

2
M + σ2εi. (5.90)

Vz´ah (5.90) vychádza z (5.89), resp. (5.82). Máme:

σ2i = V ar(ri) = E (ri − ri)
2 = E (rf + (rM − rf )βi + εi − (rf + (rM − rf )βi))

2

= E ((rM − rM )βi + εi)
2 = E

(
(rM − rM )2 β2i + 2 (rM − rM )βiεi + ε2i

)
= β2i V ar(rM ) + V ar(εi) = β2i σ

2
M + σ2εi.

Trhové riziko β2i σ
2
M je spojené s rizikom trhového portfólia a parametrom beta cenného

papiera i. Ak cenný papier i leºí na SML, tak £ím vy²²ia je beta cenného papiera i, tým vy²²ia

je aj výnosnos´ takéhoto cenného papiera, resp. portfólia cenných papierov. Jedine£né riziko

σ2εi nesúvisí s beta a teda cenný papier s vä£²ím mnoºstvom jedine£ného rizika nemusí dáva´

aj vy²²í o£akávaný výnos.

Ak uvaºujme N zloºkové portfólio cenných papierov s váhami x1, x2,. . ., xN jednotlivých

zloºiek, potom pre jeho výnosnos´ s vyuºitím (5.89) dostaneme:

rp =
N∑
i=1

xiri =
N∑
i=1

xi(rf + (rM − rf )βi + εi) =

= rf +

N∑
i=1

xi(rM − rf )βi +

N∑
i=1

xiεi = rf + (rM − rf )βp + εp, (5.91)

kde εp =
∑N

i=1 xiεi je náhodná chyba portfólia, pri£om σεp =
√∑N

i=1 x
2
iσ

2
εi je nesystematické

riziko portfólia. S vyuºitím (5.91) a (5.85) teda pre riziko portfólia platí:

σp =
√
β2pσ

2
M + σ2εp. (5.92)
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5.7.6 Diverzi�kácia rizika

Uvaºujme n-zloºkové portfólio cenných papierov, kde n < N (N je po£et zloºiek v trhovom

portfóliu). Nech váhy jednotlivých cenných papierov v tomto portfóliu sú xi = 1
n pre i =

1, 2, . . . , n. To znamená, ºe kaºdý cenný papier má na skladbe portfólia rovnaký podiel a beta

portfólia je aritmetickým priemerom biet jednotlivých cenných papierov:

βp =

n∑
i=1

1

n
βi.

Ak zvä£²íme po£et zloºiek portfólia o jednu (t. j. máme n+1miesto n zloºiek), tak o tom, £i

sa beta portfólia zvä£²í, £i zmen²í, rozhodne dodato£ná hodnota βn+1. Zvý²enie po£tu zloºiek

portfólia teda vedie len k spriemerovaniu trhového rizika portfólia, ke¤ºe o ¬om rozhoduje

sú£in β2pσ
2
M .

Na druhej strane nesystematické riziko portfólia je ur£ené ako:

σ2εp =
n∑

i=1

x2iσ
2
εi =

n∑
i=1

1

n2
σ2εi =

1

n

(
σ2ε1 + σ2ε2 + . . .+ σ2εn

n

)
.

Preto pri zvý²ení po£tu zloºiek portfólia klesá jedine£né riziko, inými slovami diverzi�kácia

vedie k zníºeniu jedine£ného rizika.

Vidíme, ºe aj takéto jednoduché rozvrhnutie investície zniºuje nesystematické riziko port-

fólia s rastúcim po£tom cenných papierov v portfóliu.

5.7.7 Nerovnováha na trhu cenných papierov

Ve©a investorov trávi mnoho £asu vyh©adávaním cenných papierov, ktoré sa zdajú by´

nesprávne ohodnotené, t. j. bu¤ je cenný papier podhodnotený, £o znamená, ºe jeho o£a-

kávaný výnos je vy²²í neº o£akávaný výnos cenných papierov s porovnate©nými podstatnými

atribútmi alebo je cenný papier nadhodnotený, £iºe jeho o£akávaný výnos je niº²í neº o£aká-

vaný výnos cenných papierov s porovnate©nými podstatnými atribútmi. Pre CAPM je jediný

podstatný atribút beta a príslu²ný o£akávaný výnos je daný SML. Ceny cenných papierov

a ich o£akávané výnosy sú bu¤ v zhode s danou rovnováºnou teóriou alebo nie sú, teda existuje

nerovnováha.

Pravdepodobnej²ie je, ºe táto teória nie je platná a platí nejaká iná (moºno zatia© neobja-

vená) rovnováºna teória. Nájs´ túto teóriu je ve©mi obtiaºna (ak nie nemoºná) úloha a investori

namiesto toho, aby túto teóriu h©adali, rad²ej predpokladajú, ºe vä£²ina cenných papierov je

ohodnotená pod©a nejakej rovnováºnej teórie a ostatné sú ohodnotené nesprávne a sú v ne-

rovnováhe. Investori sa nebudú zhodova´ v tom, ktorý cenný papier je ohodnotený správne

a ktorý nie. Dokonca sa môºe sta´, ºe o niektorom z cenných papierov sa budú domnieva´, ºe

je nesprávne ohodnotený, hoci bude ohodnotený správne.

Pod ozna£ením α budeme rozumie´ rozdiel medzi výnosnos´ou cenného papieru i a jeho

rovnováºnou výnosnos´ou, teda:

αi = ri − ri.
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Ak αi = 0, tak cenný papier i je v rovnováhe.

Pretoºe pre ri platí (5.83), tak:

αi = ri − rf − (rM − rf )βi,

z £oho:

ri = αi + rf + (rM − rf )βi. (5.93)

Pridaním náhodnej chyby dostávame skuto£nú výnosnos´ cenného papiera i:

ri = αi + rf + (rM − rf )βi + εi. (5.94)

5.7.8 Porovnanie dvoch prístupov

Urobme porovnanie dvoch prístupov doteraz spomínaných v tejto kapitole. Ide kon²trukciu

efektívnej mnoºiny a prístup zaloºený na charakteristických priamkach.

Ak uvaºujeme N cenných papierov, potom pri kon²trukcii efektívnej mnoºiny potrebuje

investor odhadnú´:

výnosnos´ kaºdého cenného papiera N parametrov

rozptyl (varianciu) kaºdého cenného papiera N parametrov

kovarianciu medzi v²etkými dvojicami cenných papierov N2−N
2 parametrov

ur£i´ bezrizikovú sadzbu 1 parameter

spolu: N2+3N+2
2 parametrov

Napr. ak by N = 100, tak je potrebné odhadnú´ (100)2+3(100)+2
2 = 5151 parametrov.

Pri charakteristických priamkach treba odhadnú´:

bezrizikovú sadzbu, výnosnos´ a rozptyl trhového portfólia 3 parametre

alfa a beta koe�cienty kaºdého cenného papiera 2N parametrov

rozptyl náhodnej chyby N parametrov

spolu: 3N + 3 parametrov

V tomto prípade, ak N = 100, tak je potrebné odhadnú´ 3(100) + 3 = 303 parametrov.

5.8 Faktorové modely

Pri CAPM sme predpokladali, ºe výnosy cenných papierov sú závislé len od pohybu tr-

hového portfólia. Existujú modely, v ktorých je výnos cenného papiera závislý od viacerých

faktorov:

ri = ai +

k∑
i=1

bijFj + εi, (5.95)

kde ai je o£akávaný výnos cenného papiera i pri nulovej hodnote v²etkých faktorov, Fj je j-ty

faktor vplývajúci na výnos cenného papiera i, kde j = 1, 2, . . . , k a k ozna£uje po£et faktorov,

bij vyjadruje citlivos´ cenného papiera i na faktor Fj , εi reprezentuje náhodnú chybu.



5.8. FAKTOROVÉ MODELY 159

Príklady faktorov, ktoré môºu vplýva´ na výnosnos´ cenného papiera sú tempo rastu

HDP, pohyb úrokových sadzieb, in�ácia, cena ropy at¤. Pri týchto modeloch sa oby£ajne

predpokladá, ºe kovariancia σεi,εj = 0 pre kaºdé i ̸= j a tieº σεi,Fj = 0 pre kaºdé i, j.

V niektorých modeloch sa tieº zvykne predpoklada´, ºe stredná hodnota náhodnej pre-

mennej Fj je nulová pre kaºdé j, teda F j = 0 pre kaºdé j = 1, 2, . . . , k. Pri tomto predpoklade

máme:

ri = ai (5.96)

pre kaºdý cenný papier i.

5.8.1 Jednofaktorový model

Ak uvaºujeme len jeden faktor F , tak z (5.95) dostaneme:

ri = ai + biF + εi (5.97)

a pre o£akávaný výnos cenného papiera i platí:

ri = ai + biF . (5.98)

Rozptyl (varianciu) cenného papiera i dostaneme z nasledujúceho výpo£tu:

σ2i = V ar(ri) = E (ri − ri)
2 = E

(
ai + biF + εi − (ai + biF )

)2
= E

(
bi
(
F − F

)
+ εi

)2
= E

(
b2i
(
F − F

)2
+ 2bi

(
F − F

)
εi + ε2i

)
= b2iV ar(F ) + V ar(εi) = b2iσ

2
F + σ2εi. (5.99)

Z toho získame:

σi =
√
b2iσ

2
F + σ2εi. (5.100)

Pre kovarianciu cenných papierov i ̸= j platí:

σij = E (ri − ri) (rj − rj) = E
(
bi
(
F − F

)
+ εi

) (
bj
(
F − F

)
+ εj

)
= E

(
bibj

(
F − F

)2
+ bi

(
F − F

)
εj + bj

(
F − F

)
εi + εiεj

)
= bibjV ar(F ) + 0 = bibjσ

2
F . (5.101)

�peciálnym prípadom jednofaktorového modelu je CAPM, v ktorom je faktorom rozdiel

(rM−rf ) a citlivos´ cenného papiera i na tento faktor je meraná cez βi. Hodnotu ai pre CAPM

dostaneme ako ai = αi + rf pre kaºdé i.

O£akávaný výnos cenného papiera i bude pod©a (5.98):

ri = ai + biF = αi + rf + βi(rM − rf ), (5.102)

£o kore²ponduje so vz´ahom (5.93).

Pretoºe βi = σiM

σ2
M
, tak riziko cenného papiera i bude σi =

√
β2i σ

2
M + σ2εi, ako bolo odvodené

vy²²ie (vz´ah (5.90)), ale vyplýva to aj zo vz´ahu (5.100). Vychádzajúc z rovnosti (5.101)

pre kovarianciu cenných papierov i ̸= j dostávame:

σij = βiβjσ
2
M . (5.103)
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5.8.2 Teória bezarbitráºneho oce¬ovania

Uvaºujme jednofaktorový model a dve dobre diverzi�kované portfóliá, ktoré sú obe citlivé

na faktor F , kaºdé inou nenulovou mierou b1 ̸= b2, pri£om tieº platí, ºe a1 ̸= a2. Pred-

pokladajme ¤alej, ºe F = 0. V rovnováhe dostaneme pre výnosy portfólií: r1 = a1 + b1F ,

r2 = a2 + b2F a pretoºe F = 0, tak r1 = a1, r2 = a2 (to vyplýva z (5.96)).

Investujme do týchto portfólií tak, ºe podiely (váhy) portfólií budú x a 1 − x. Potom

pre výnos takto zloºeného portfólia dostaneme:

rp = xr1 + (1− x)r2 = xa1 + (1− x)a2 + (xb1 + (1− x)b2)F. (5.104)

Nech je toto portfólio bezrizikové, t. j. nájdime hodnoty váh x∗, resp. (1 − x∗) tak, aby

x∗b1 + (1− x∗)b2 = 0. Tomu vyhovuje:

x∗ =
b2

b2 − b1
, (5.105)

1− x∗ =
b1

b1 − b2
, (5.106)

Aby nebola arbitráº, musí plati´: x∗a1 + (1 − x∗)a2 = rf , kde rf je bezriziková úroková

sadzba. Z toho po dosadení (5.105) za x∗, resp. (5.106) za (1− x∗) dostávame:

b2a1 − b1a2
b2 − b1

=
b2rf − b1rf
b2 − b1

Úpravou získame:
a1 − rf
b1

=
a2 − rf
b2

,

£o nech sa rovná nejakej kon²tante λ. Potom:

r1 = a1 = rf + b1λ, resp. r2 = a2 = rf + b2λ.

Inými slovami bezarbitráºne oce¬ovanie ur£uje, ºe hodnoty a1, a2, b1, b2 a rf nebudú

stanovené ©ubovo©ne, ale tak, aby platilo:

a1 − rf
b1

= λ =
a2 − rf
b2

.

Zo vz´ahu (5.85) vyplýva, ºe pre CAPM v rovnováhe by h©adané λ malo by´ také, ºe

λ = rM −rf . To v²ak nemoºno splni´, pretoºe CAPM je síce jednofaktorový model s faktorom

F = rM − rf , ale neplatí, ºe F = 0, t. j. neplatí, ºe rM = rf .

Závery z jednofaktorového modelu moºno roz²íri´ pre ©ubovo©ný po£et N cenných papie-

rov a po£et faktorov k < N (bliº²ie v [17], resp. [22]), t. j. existujú kon²tanty λ1,λ2,. . . ,λk
také, ºe: ri = rf +

∑k
i=1 bijλj pre kaºdé i = 1, 2, . . . , N .

Na lep²iu ilustráciu predchádzajúcich tvrdení uvedieme jednoduchý príklad pracujúci

s dvoma bezdividendovými akciami A, B. Hoci tieto akcie nie sú dve dobre diverzi�kované

portfóliá, na lep²ie pochopenie problematiky budú úplne posta£ujúce.

Nech cena akcie A v £ase 0 je 20 p. j. a cena akcie B je 50 p. j. Nech na ceny (a teda aj

na výnosy) akcií v £ase 1 £. j. (doba drºania portfólia tvoreného akciami A, B) vplývajú dve

náhodné udalosti H, D, obe nastávajúce s pravdepodobnos´ou 1
2 tak, ºe:
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H: 29 p. j. 45 p. j. s pp. 1
2

↗ ↗
A: 20 p. j. B: 50 p. j.

↘ ↘
D: 17 p. j. 65 p. j. s pp. 1

2

Nech spolu s akciami vystupuje na trhu diskontný dlhopis s dobou splatnosti 1 £. j. po-

skytujúci bezrizikovú úrokovú sadzbu rf = 0, 12.

Nech rAH ozna£uje výnos (výnosovú sadzbu) akcie A pri udalosti H a rAD ozna£uje výnos

(výnosovú sadzbu) akcie A pri udalosti D. Podobne nech rBH ozna£uje výnos (výnosovú

sadzbu) akcie B pri udalosti H a rBD ozna£uje výnos (výnosovú sadzbu) akcie B pri udalosti

D. Potom:

rAH =
29− 20

20
= 0, 45,

rAD =
17− 20

20
= −0, 15,

rBH =
45− 50

50
= −0, 1,

rBD =
65− 50

50
= 0, 3

a o£akávané výnosy (výnosové sadzby) akcií A, B sp¨¬ajú:

rA =
1

2
(rAH + rAD) =

1

2
(0, 45− 0, 15) = 0, 15,

rB =
1

2
(rBH + rBD) =

1

2
(−0, 1 + 0, 3) = 0, 1.

Predpokladajme, ºe na výnosy akcií vplýva bliº²ie ne²peci�kovaný faktor F , ktorého hod-

nota v £ase 1 je taktieº ovplyv¬ovaná udalos´ami H, D tak, ºe FH = 0, 1 a FD = −0, 1.

Potom E(F ) = 0.

Nech bA je citlivos´ výnosov akcie A na faktor F a bB je citlivos´ výnosov akcie B na faktor

F . Potom musí by´ splnené bA = 3 a bB = −2, aby bolo naplnené zadanie príkladu:

0, 45 = rAH = rA + bAFH = 0, 15 + 3(0, 1),

−0, 15 = rAD = rA + bAFD = 0, 15 + 3(−0, 1),

−0, 1 = rBH = rB + bBFH = 0, 1− 2(0, 1),

0, 3 = rBD = rB + bBFD = 0, 1− 2(−0, 1).

Zvo©me váhy x∗A, x
∗
B akcií A, B v portfóliu tak, aby bolo vzniknuté portfólio bezrizikové.

Vzh©adom na teoretické odvodenia uvedené vy²²ie (vz´ahy (5.105), (5.106)) musíme dosta´:

x∗A =
bB

bB − bA
=

2

5
, (5.107)

x∗B = 1− x∗A =
3

5
. (5.108)

Aby nevznikla arbitráº, musí pod©a záverov uvádzaných vy²²ie plati´ x∗ArA+(1−x∗A)rB =

rf . To je zrejme splnené, pretoºe:

x∗ArA + x∗BrB =
2

5
(0, 15) +

3

5
(0, 1) = 0, 12 = rf .
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Kon²tanta λ je potom rovná

λ =
rA − rf
bA

=
0, 15− 0, 12

3
=

1

100
=

0, 1− 0, 12

(−2)
=
rB − rf
bB

.

Na záver poznamenajme, ºe ak by sme sa snaºili skon²truova´ bezrizikové portfólio po-

zostávajúce z akcií A, B a bezrizikového cenného papieru podie©ajúcimi sa na jeho skladbe

váhami xA, xB, xf maximalizujúc jeho výnos technikou eliminácie rizika plynúceho zo vzniku

udalostí H, D opisovanou v podkapitole 4.3 Ako ohodnocova´ akcie, resp. v poznámke 5.12,

tak z eliminácie dostaneme:

0, 45xA − 0, 1xB = −0, 15xA + 0, 3xB

0, 6xA = 0, 4xB

xA =
2

3
xB (5.109)

Dosadením (5.109) do vz´ahu xA + xB + xf = 1 získame:

xA =
2

5
(1− xf ), (5.110)

xB =
3

5
(1− xf ). (5.111)

Z rovností (5.110) a (5.111) pre xf = 0 dostávame váhy x∗A, resp. x
∗
B. Navy²e výnosová sadzba

takéhoto portfólia sa rovná rf :

0, 45xA − 0, 1xB + rfxf = 0, 12(1− xf ) + 0, 12xf = 0, 12 = rf

a nezávisí od toho, ktorá z udalostí H, D nastane, ani od vo©by xf .

5.9 Úlohy na precvi£enie

Úloha 5.1. Uvaºujte trh s dvoma rizikovými cennými papiermi A, B takými, ºe ich o£akávané

výnosové percentá (výnosnosti) a smerodajné odchýlky (rizikovosti) sú nasledujúce:

výnosnos´ rizikovos´

cenný papier A rA = 3 % σA = 1 %

cenný papier B rB = 6 % σB = 2 %

Vypo£ítajte kovarianciu σAB výnosov cenných papierov A a B, ak korela£ný koe�cient ρAB

výnosov cenných papierov A, B je postupne rovný 1, 0, 5, 0, −0, 5, −1.[
Výsledok: σAB = 2(%)2, σAB = 1(%)2, σAB = 0(%)2, σAB = −1(%)2, σAB = −2(%)2

]
Úloha 5.2. Uvaºujte trh s dvoma rizikovými cennými papiermi A, B z úlohy 5.1. Zistite váhy

xA, xB cenných papierov A, B v portfóliu s celkovou hodnotou 1000 p. j., ak cenný papier A

sa podie©a na skladbe portfólia v celkovej vý²ke 230 p. j. a cenný papier B sa podie©a na skladbe

portfólia v celkovej vý²ke 770 p. j.

[Výsledok: xA = 0, 23, xB = 0, 77]



5.9. ÚLOHY NA PRECVI�ENIE 163

Úloha 5.3. Uvaºujte trh s dvoma rizikovými cennými papiermi A, B z úlohy 5.1. Zistite

výnosnos´ rp portfólia cenných papierov A a B s váhami xA, xB vypo£ítanými v úlohe 5.2.

[Výsledok: rp = 5, 31 %]

Úloha 5.4. Uvaºujte trh s dvoma rizikovými cennými papiermi A, B z úlohy 5.1. Zistite

rizikovos´ σp portfólia cenných papierov A, B s váhami xA, xB vypo£ítanými v úlohe 5.2, ak

ρAB = −0, 5. Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.[
Výsledok: σp =

√
2, 0703

.
= 1, 44 %

]
Úloha 5.5. Uvaºujte trh s dvoma rizikovými cennými papiermi A, B z úlohy 5.1. Zistite váhy

xA, xB cenných papierov A, B v portfóliu, ktorého výnosnos´ je rp = 4, 5 %.

[Výsledok: xA = 0, 5 = xB]

Úloha 5.6. Uvaºujte trh s dvoma rizikovými cennými papiermi A, B z úlohy 5.1. Zistite váhy

xA, xB cenných papierov A, B s ρAB = 0 v portfóliu, ktorého rizikovos´ σp = 1 %.

[Výsledok: bu¤ xA = 1, xB = 0 alebo xA = 0, 6, xB = 0, 4]

Úloha 5.7. Uvaºujte trh s dvoma rizikovými cennými papiermi A, B z úlohy 5.1. Vyjadrite

mnoºinu v²etkých portfólií pozostávajúcich z cenných papierov A, B formou funk£nej závislosti

rizikovosti portfólia σp od jeho výnosnosti rp za predpokladu, ºe ρAB = −0, 5.[
Výsledok: σp = σ (rp) =

1
3

√
7r2p − 54rp + 108, kde rp ∈ ⟨3, 6⟩

]
Úloha 5.8. Na mnoºine v²etkých prípustných portfólií z úlohy 5.7 nájdite efektívnu mnoºinu.[
Výsledok: σp = σ (rp) =

1
3

√
7r2p − 54rp + 108, pre rp ∈ ⟨r̃, 6⟩, kde r̃ = 27

7 %
.
= 3, 86 %

]
Úloha 5.9. Predpokladajte investorove preferencie v tvare rp = c + 9σ2p, kde c je hladina

preferencie. Nájdite investorovo optimálne portfólio
(
σ∗p, r

∗
p

)
na efektívnej mnoºine vypo£ítanej

v úlohe 5.8. Zistite optimálnu hladinu preferencie c∗ investora. Ur£te váhy x∗A, x
∗
B cenných

papierov A, B v optimálnom portfóliu. Výsledky zaokrúhlite na dve desatinné miesta.[
Výsledok: r∗p = 55

14 %
.
= 3, 93 %, σ∗p =

√
763
42 %

.
= 0, 66 %, c∗ = 1

28
.
= 0, 04, x∗A = 29

42
.
=

0, 69, x∗B = 13
42

.
= 0, 31

]
Úloha 5.10. Pre cenné papiere A, B z úlohy 5.7 nájdite (novú) efektívnu mnoºinu vyjadrenú

ako funk£nú závislos´ výnosnosti portfólia od jeho rizikovosti, ak je na trhu moºnos´ bezriziko-

vého zapoºi£iavania (nákup diskontných dlhopisov na dobu drºania) a vypoºi£iavania (predaj

diskontných dlhopisov na dobu drºania) s rovnakou bezrizikovou úrokovou mierou na dobu

drºania vo vý²ke rf = 2 %. Ur£te výnosnos´ rt a rizikovos´ σt dotykového portfólia, t. j. port-

fólia, v ktorom sa nová efektívna mnoºina dotýka pôvodnej efektívnej mnoºiny. Zistite váhy

xAt, xBt cenných papierov A, B v dotykovom portfóliu. Výsledky zaokrúhlite na dve desatinné

miesta.[
Výsledok: rp = l (σp) = rf +

(
rt−rf
σt

)
σp, pre σp ≥ 0, kde rt = 54

13 %
.
= 4, 15 %, σt =

2
√
21

13 %
.
= 0, 71 %, xAt =

8
13

.
= 0, 62, xBt =

5
13

.
= 0, 38

]
Úloha 5.11. Predpokladajte investorove preferencie ako v úlohe 5.9. Nájdite investorovo opti-

málne portfólio
(
σ∗p, r

∗
p

)
na efektívnej mnoºine vypo£ítanej v úlohe 5.10. Zistite optimálnu
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hladinu preferencie c∗ investora. Ur£te váhy xf , xt = 1 − xf bezrizikového cenného papiera

a dotykového portfólia v optimálnom portfóliu. Výsledky zaokrúhlite na dve desatinné miesta.[
Výsledok: r∗p = 68

27 %
.
= 2, 52 %, σ∗p = 1

9

√
7
3 %

.
= 0, 17 %, c∗ = 61

27
.
= 2, 26, xf = 41

54
.
=

0, 76, xt =
13
54

.
= 0, 24

]
Úloha 5.12. Predpokladajte investorove preferencie v tvare rp = c+σ2p, kde c je hladina pre-

ferencie. Nájdite investorovo optimálne portfólio
(
σ∗p, r

∗
p

)
na efektívnej mnoºine vypo£ítanej

v úlohe 5.10. Zistite optimálnu hladinu preferencie c∗ investora. Ur£te váhy xf , xt = 1 − xf

bezrizikového cenného papiera a dotykového portfólia v optimálnom portfóliu. Výsledky zaok-

rúhlite na dve desatinné miesta.[
Výsledok: r∗p = 20

3 %
.
= 6, 67 %, σ∗p =

√
7
3 %

.
= 1, 53 %, c∗ = 13

3
.
= 4, 33, xf = −7

6
.
=

−1, 17, xt =
13
6
.
= 2, 17

]
Úloha 5.13. Uvaºujte trh s dvoma rizikovými cennými papiermi A, B z úlohy 5.1. Vyjadrite

mnoºinu v²etkých portfólií pozostávajúcich z cenných papierov A, B formou funk£nej závislosti

rizikovosti portfólia σp od jeho výnosnosti rp za predpokladu, ºe ρAB = −1.

[Výsledok: σp = σ (rp) = |4− rp|, kde rp ∈ ⟨3, 6⟩]

Úloha 5.14. Uvaºujte trh s dvoma rizikovými cennými papiermi A, B z úlohy 5.1 s ρAB =

−1. Nájdite váhy x̃A, x̃B cenných papierov A, B v arbitráºnom portfóliu. Vypo£ítajte jeho

výnosnos´ rap.[
Výsledok: x̃A = 2

3 , x̃B = 1
3 , rap = 4 %

]
Úloha 5.15. Uvaºujte trh s dvoma rizikovými cennými papiermi A, B z úlohy 5.13, na kto-

rom vystupuje bezrizikové aktívum - diskontný dlhopis na dobu drºania poskytujúci bezrizikovú

úrokovú mieru rf = 4 %. Je moºné na takomto trhu vytvori´ arbitráº?

[Výsledok: Pretoºe rf = rap = 4 %, nie je to moºné.]

Úloha 5.16. Uvaºujte trh s dvoma rizikovými cennými papiermi A, B z úlohy 5.1. Vyjadrite

mnoºinu v²etkých portfólií pozostávajúcich z cenných papierov A, B formou funk£nej závislosti

výnosnosti portfólia rp od jeho rizikovosti σp za predpokladu, ºe ρAB = 1.

[Výsledok: rp = r (σp) = 3σp, kde σp ∈ ⟨1, 2⟩]

Úloha 5.17. Uvaºujte trh s dvoma rizikovými cennými papiermi A, B z úlohy 5.1. Vyjadrite

mnoºinu v²etkých portfólií pozostávajúcich z cenných papierov A, B formou funk£nej závislosti

rizikovosti portfólia σp od jeho výnosnosti rp za predpokladu ρAB = 1, ak váhy xA, xB cenných

papierov A, B v portfóliu sú ©ubovo©né reálne £ísla sp¨¬ajúce xA + xB = 1.[
Výsledok: σp = σ (rp) =

|rp|
3 , kde rp ∈ R

]
Úloha 5.18. Uvaºujte trh s dvoma rizikovými cennými papiermi A, B z úlohy 5.1 s ρAB = 1.

Nájdite váhy x̃A ∈ R, x̃B ∈ R cenných papierov A, B sp¨¬ajúce x̃A + x̃B = 1 v portfóliu také,

ºe portfólio s týmito váhami vykazuje nulovú rizikovos´. Vypo£ítajte jeho výnosnos´ rp.

[Výsledok: x̃A = 2, x̃B = −1, rp = 0 %]
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Úloha 5.19. Uvaºujte trh s tromi rizikovými cennými papiermi A, B, C takými, ºe ich

o£akávané výnosové percentá (výnosnosti) a smerodajné odchýlky (rizikovosti) sú nasledujúce:

výnosnos´ rizikovos´

cenný papier A rA = 3 % σA = 1 %

cenný papier B rB = 4 % σB = 3 %

cenný papier C rC = 6 % σC = 4 %

Nájdite efektívnu mnoºinu portfólií pozostávajúcich z cenných papierov A, B, C, ak kova-

rian£ná matica

Q =


1 2 −3

2 9 −11

−3 −11 16


je kladne de�nitná (overte). Efektívnu mnoºinu vyjadrite ako funk£nú závislos´ rizikovosti σp
portfólia od jeho výnosnosti rp.Výsledok: σp = σ(rp) =


1√
131

√
57r2p − 458rp + 943, pre rp ∈ ⟨r̃, r̂⟩

1
2

√
47r2p − 456rp + 1108, pre rp ∈ ⟨r̂, 6⟩

, s r̃ = 229
57 , r̂ =

376
77


Úloha 5.20. Pre cenné papiere A, B, C z úlohy 5.19 nájdite (novú) efektívnu mnoºinu vy-

jadrenú ako funk£nú závislos´ výnosnosti portfólia od jeho rizikovosti, ak je na trhu moºnos´

bezrizikového zapoºi£iavania (nákup diskontných dlhopisov na dobu drºania) a vypoºi£iava-

nia (predaj diskontných dlhopisov na dobu drºania) s rovnakou bezrizikovou úrokovou mierou

na dobu drºania vo vý²ke rf = 3 %. Ur£te výnosnos´ rt a rizikovos´ σt dotykového portfólia, t.

j. portfólia, v ktorom sa nová efektívna mnoºina dotýka pôvodnej efektívnej mnoºiny. Zistite

váhy xAt, xBt, xCt cenných papierov A, B, C v dotykovom portfóliu. Výsledky zaokrúhlite

na dve desatinné miesta.[
Výsledok: rp = l (σp) = rf +

(
rt−rf
σt

)
σp, pre σp ≥ 0, kde rt = 128

29 %
.
= 4, 41 %, σt =

√
205
29 %

.
= 0, 49 %, xAt =

8
29

.
= 0, 28, xBt =

11
29

.
= 0, 38, xCt =

10
29

.
= 0, 34

]
Úloha 5.21. Predpokladajte investorove preferencie v tvare rp = c + 4σ2p, kde c je hladina

preferencie. Nájdite investorovo optimálne portfólio
(
σ∗p, r

∗
p

)
na efektívnej mnoºine vypo£ítanej

v úlohe 5.20. Zistite optimálnu hladinu preferencie c∗ investora. Ur£te váhy xf , xt = 1 −
xf bezrizikového cenného papiera a dotykového portfólia v optimálnom portfóliu. Výsledky

zaokrúhlite na ²tyri desatinné miesta.[
Výsledok: r∗p = 161

40 % = 4, 025 %, σ∗p =
√
41

8
√
5
%

.
= 0, 3579 %, c∗ = 281

80 = 3, 5125, xf = 11
40 =

0, 275, xt =
29
40 = 0, 725

]
Úloha 5.22. Predpokladajte investorove preferencie v tvare rp = c + 2σ2p, kde c je hladina

preferencie. Nájdite investorovo optimálne portfólio
(
σ∗p, r

∗
p

)
na efektívnej mnoºine vypo£ítanej

v úlohe 5.20. Zistite optimálnu hladinu preferencie c∗ investora. Ur£te váhy xf , xt = 1 −
xf bezrizikového cenného papiera a dotykového portfólia v optimálnom portfóliu. Výsledky

zaokrúhlite na ²tyri desatinné miesta.
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Výsledok: r∗p = 101

20 % = 5, 05 %, σ∗p =
√
41

4
√
5
%

.
= 0, 7159 %, c∗ = 161

40 = 4, 025, xf = − 9
20 =

−0, 45, xt =
29
20 = 1, 45

]
Úloha 5.23. Uvaºujte trh so ²tyrmi rizikovými cennými papiermi A, B, C, D takými, ºe ich

o£akávané výnosové percentá (výnosnosti) a smerodajné odchýlky (rizikovosti) sú nasledujúce:

výnosnos´ rizikovos´

cenný papier A rA = 3 % σA = 1 %

cenný papier B rB = 4 % σB = 2 %

cenný papier C rC = 5 % σC = 3 %

cenný papier D rD = 8 % σD = 4 %

Nájdite nezáporné váhy x̃A, x̃B, x̃C , x̃D cenných papierov A, B, C, D v arbitráºnom portfóliu

také, ºe x̃A + x̃B + x̃C + x̃D = 1, ak kovarian£ná matica

Q =


1 −1 −3 −2

−1 4 3 −4

−3 3 9 6

−2 −4 6 16

 .

Vypo£ítajte výnosnos´ rap arbitráºneho portfólia.[
Výsledok: x̃A = 4

7 , x̃B = 2
7 , x̃C = 0, x̃D = 1

7 , rap = 4 %
]

Úloha 5.24. Uvaºujte trh so ²tyrmi rizikovými cennými papiermi A, B, C, D takými, ºe ich

o£akávané výnosové percentá (výnosnosti) a smerodajné odchýlky (rizikovosti) sú nasledujúce:

výnosnos´ rizikovos´

cenný papier A rA = 3 % σA = 1 %

cenný papier B rB = 4 % σB = 2 %

cenný papier C rC = 5 % σC = 3 %

cenný papier D rD = 8 % σD = 4 %

Nájdite váhy x̃A ∈ R, x̃B ∈ R, x̃C ∈ R, x̃D ∈ R cenných papierov A, B, C, D v arbitráºnom

portfóliu také, ºe x̃A + x̃B + x̃C + x̃D = 1, ak kovarian£ná matica

Q =


1 −1 3 2

−1 4 −3 0

3 −3 9 6

2 0 6 16

 .

Vypo£ítajte výnosnos´ rap arbitráºneho portfólia.[
Výsledok: x̃A = 3

2 , x̃B = 0, x̃C = −1
2 , x̃D = 0, rap = 2 %

]



Kapitola 6

Finan£né deriváty

Na �nan£ných trhoch sa obchoduje so základnými investi£nými nástrojmi, ako sú napr.

akcie a dlhopisy, v prípade devízového trhu peniaze a ich ekvivalenty, alebo s derivátmi -

odvodeninami, t. j. nástrojmi, ktorých cena alebo výnos sú odvodené (derivované) od základ-

ného investi£ného nástroja.

K základným typom derivátov zara¤ujeme:

� forwardy,

� futures,

� opcie,

� swapy.

Forward (forwardový kontrakt) je dohoda dvoch strán, v ktorej jedna strana (kupu-

júci) súhlasí s kúpou podliehajúceho aktíva (z anglického underlying asset) alebo tieº objektu

kontraktu (môºe ním by´: akcia, dlhopis, mena, tovar) od protistrany (predávajúceho) v pred-

písanom £ase v budúcnosti (dátum vypr²ania kontraktu � maturity, expiry) za cenu stanovenú

v okamihu uzatvorenia kontraktu.

Obe strany v kontrakte ve©mi presne ²peci�kujú podmienky týkajúce sa mnoºstva a kvality

podliehajúceho aktíva, ako aj spôsob a miesto dodania. Obe strany sú vystavené riziku, ºe

protistrana podmienky kontraktu nedodrºí (kreditné riziko). Na burze je toto riziko prakticky

vylú£ené, ale nie je to tak, ak sa kontrakt uzatvára na mimoburzovom trhu.

Uzavretie forwardového kontraktu sa dá chápa´ aj ako hra � stávka (za presne stanovených

podmienok), £i bude cena podkladového aktíva v £ase vypr²ania vy²²ia alebo niº²ia, neº je

cena dohodnutá v kontrakte, z £oho vyplýva, ºe jedna z protistrán prehrá.

V £asti o dlhopisoch sme sa venovali forwardovým kontraktom, v ktorých bol podkladovým

aktívom dlhopis. Takýto forward zara¤ujeme medzi úrokové forwardy. Poznáme tieº forwardy

menové, akciové, komoditné, úverové at¤.

Ako príklad forwardu z beºného ºivota môºeme uvies´ doná²ku jedla do domu, pri kto-

rej si za vopred stanovenú cenu objednáte jedlo vo vybranej re²taurácii, kde ho pripravia

a do nejakého dohodnutého £asu dovezú (v tomto bode paralela s forwardom ako nástrojom

167
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�nan£ného trhu mierne �pokrivkáva�, pretoºe v na²om príklade nie je presne stanovený £as

vypr²ania kontraktu). Objednávate© je v tomto prípade kupujúci, ktorý dúfa, ºe jedlo príde

v£as a v poºadovanej kvalite. Na druhej strane je re²taurácia, ktorá má nejaké náklady spojené

s prípravou a rozvozom jedál. Predávajúci je teda tieº vystavený riziku spojeného s moºnos´ou,

ºe objednávate© jedlo neprevezme alebo nebude ochotný za¬ zaplati´ dohodnutú sumu.

Futures kontrakty sa odvíjajú od forwardových kontraktov, na rozdiel od nich v²ak

majú ve©mi presnú ²truktúru a pevne stanovené podmienky, pri ktorých môºu by´ uzatvo-

rené. Na rozdiel od forwardov, pri ktorých vysporiadanie prebehne aº v £ase maturity, futures

kontrakty majú nejaký rozsah doru£ovacích dátumov a vysporiadanie prebieha denne. �al-

²ím podstatným rozdielom je, ºe futures sa obchodujú vºdy na organizovanej burze a teda

protistranou je pri kaºdom obchode burza (je kupujúcim a zárove¬ predávajúcim), pri£om vy-

sporiadanie kontraktu je garantované zú£tovacím centrom, anglicky clearing house. �truktúra

futures transakcií minimalizuje riziko nedodrºania podmienok kontraktu.

Swapy (swapové transakcie) sú dohody dvoch alebo viacerých strán o výmene pe¬aº-

ných tokov po£as obdobia v budúcnosti, pri£om zvy£ajne aspo¬ jedna protistrana akceptuje,

ºe pe¬aºné toky, ktoré bude plati´, resp. prijíma´ budú ur£ené na základe vývoja ceny podkla-

dového aktíva (komodita, úroková sadzba, výmenný kurz) v budúcnosti. Swap je ekvivalentom

série forwardových kontraktov. Naj£astej²ie sa vyskytujú úrokové a menové swapy.

Uve¤me príklad úrokového swapu. Spolo£nos´ súhlasí, ºe bude plati´ úroky z kapitálu

pri vopred dohodnutej úrokovej sadzbe za vopred dohodnuté £asové obdobie a na oplátku

bude prijíma´ od protistrany platby úrokov z toho istého objemu kapitálu za rovnaké obdobie

ale pri plávajúcej úrokovej sadzbe (LIBOR, EURIBOR).

Uve¤me tieº príklad menového swapu. Spolo£nos´ súhlasí, ºe bude plati´ úroky z kapitálu

v jednej mene pri vopred dohodnutej úrokovej sadzbe spojenej s úrokovaním v tejto mene

za vopred dohodnuté £asové obdobie a ako odvetu bude za rovnaké obdobie prijíma´ od pro-

tistrany platby úrokov z objemu kapitálu v inej mene ur£enom na základe výmenného kurzu

a to bu¤ pri �xnej alebo pri plávajúcej úrokovej sadzbe spojenej s úrokovaním v inej mene.

Opcia (op£ný kontrakt) je kontrakt, ktorého majite© má právo kúpi´ (kúpna opcia

alebo tieº call opcia) alebo preda´ (predajná opcia alebo put opcia) podkladové aktívum

v predpísanom £ase (opcia európskeho typu) alebo do predpísaného £asu (opcia amerického

typu) za vopred dohodnutú cenu (realiza£nú cenu, anglicky strike price alebo exercise price).

Cena opcie (option premium) je cena za toto právo. Medzi vypisovate©mi opcií a ich kupu-

júcimi existuje oby£ajne sprostredkovate©, ktorým je burza a garanciu splnenia podmienok

vykonáva zú£tovacie centrum. Av²ak obchoduje sa s nimi aj na OTC trhu. Opcie sa oby£ajne

kupujú v balíku po sto kusoch.

Výplatný (payo�) diagram vyjadruje závislos´ hodnoty op£ného kontraktu od ceny

podkladového aktíva v £ase vypr²ania opcie, resp. realizácie opcie.

Pro�t diagram vyjadruje závislos´ hodnoty op£ného kontraktu od ceny podkladového

aktíva v £ase vypr²ania opcie, resp. realizácie opcie, zníºenú o op£nú prémiu (cenu opcie).

Pro�t diagram teda vyjadruje zisk (pro�t) drºite©a opcie v £ase jej vypr²ania, resp. realizácie.
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Na Obr. 6.1 môºeme vidie´ výplatný diagram a pro�t diagram drºite©a kúpnej opcie.

Obr. 6.1: Výplatný diagram (v©avo) a pro�t diagram (vpravo) drºite©a call opcie s realiza£nou

cenou 50 p. j. a cenou 5 p. j. [32] [33]

Pretoºe ide o kúpnu opciu, drºite© opcie má právo (nie v²ak povinnos´) kúpi´ podkladové

aktívum za dohodnutú realiza£nú cenu 50 p. j. V prípade, ºe hodnota aktíva (na Obr. 6.1

vodorovná os) je v £ase splatnosti opcie niº²ia alebo rovnaká ako realiza£ná cena, tak drºite©

opcie má moºnos´ toto právo nevyuºi´ a opciu ponecha´ nerealizovanú. V takom prípade je

hodnota op£ného kontraktu (na Obr. 6.1 vertikálna os vo výplatnom diagrame) nulová. Ak je

hodnota aktíva vä£²ia neº realiza£ná cena, drºite© opcie vyuºije právo kúpi´ podkladové ak-

tívum za realiza£nú cenu. Vzápätí môºe toto aktívum preda´ na trhu za vy²²iu cenu, a preto

je hodnota op£ného kontraktu (na Obr. 6.1 vertikálna os vo výplatnom diagrame) kladná,

rovnajúca sa rozdielu ceny aktíva a realiza£nej ceny. Ak ponechá drºite© opcie opciu nerea-

lizovanú, prichádza o op£nú prémiu � cenu opcie, ktorú zaplatil za právo opciu nerealizova´.

V takom prípade je zisk drºite©a opcie záporný. Drºite© opcie je teda v strate, v tomto prípade

5 p. j. (na Obr. 6.1 vertikálna os v pro�t diagrame). Aj v prípade, ºe opciu realizuje, je pro�t

drºite©a opcie plynúci z jej realizácie zníºený o cenu opcie (na Obr. 6.1 vertikálna os v pro�t

diagrame). Kým strata drºite©a opcie je limitovaná cenou opcie, ktorú zaplatí pri jej kúpe,

jeho zisk môºe by´ potenciálne nekone£ne ve©ký, pretoºe je obmedzený iba vý²kou hodnoty

podkladového aktíva, ktorá môºe do £asu splatnosti opcie, resp. jej realizácie významne narás´.

Na Obr. 6.2 sa nachádza výplatný diagram a pro�t diagram vypisovate©a kúpnej opcie.

Obr. 6.2: Výplatný diagram (v©avo) a pro�t diagram (vpravo) vypisovate©a call opcie s reali-

za£nou cenou 50 p. j. a cenou 5 p. j. [32] [33]

Z poh©adu predávajúceho opcie je situácia s výplatným diagramom a pro�t diagramom

opa£ná, pretoºe vypisovate© opcie má záujem, aby hodnota podkladového aktíva bola v £ase
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splatnosti opcie niº²ia neº 50 p. j. alebo aspo¬ taká, ke¤ºe vtedy opciu drºite© opcie nebude

realizova´ a pro�t vypisovate©a opcie ostane v plnej vý²ke ceny opcie, v tomto prípade 5 p.

j. Akonáhle opciu drºite© zrealizuje, vypisovate© má povinnos´ preda´ podkladové aktívum

drºite©ovi opcie za realiza£nú cenu, teda za cenu niº²iu neº je cena aktíva na trhu, a preto

vypisovate© opcie na realizácii opcie stráca. Ke¤ hodnota podkladového aktíva prekro£í 55

p. j., vypisovate© opcie sa dostane do straty. Táto strata nie je ni£ím obmedzená a môºe

by´ ve©mi ve©ká, ak je cena podkladového aktíva v £ase realizácie opcie jej drºite©om vysoká.

Na druhej strane pro�t vypisovate©a opcie je obmedzený iba na vý²ku op£nej prémie, ktorá je

£asto iba zlomkom ceny podkladového aktíva. Z tohto h©adiska teda bada´ medzi drºite©om

a vypisovate©om istý nepomer v ich vzájomnom postavení.

Na Obr. 6.3 môºeme vidie´ výplatný diagram a pro�t diagram drºite©a predajnej opcie.

Obr. 6.3: Výplatný diagram (v©avo) a pro�t diagram (vpravo) drºite©a put opcie s realiza£nou

cenou 50 p. j. a cenou 5 p. j. [32] [33]

Pretoºe ide o predajnú opciu, drºite© opcie má právo (nie v²ak povinnos´) preda´ podkla-

dové aktívum za dohodnutú realiza£nú cenu 50 p. j. V prípade, ºe cena aktíva (na Obr. 6.3

vodorovná os) je v £ase splatnosti opcie vy²²ia alebo rovnaká ako realiza£ná cena, tak drºite©

opcie má moºnos´ toto právo nevyuºi´ a opciu ponecha´ nerealizovanú. V takom prípade je

hodnota op£ného kontraktu (na Obr. 6.3 vertikálna os vo výplatnom diagrame) nulová. Ak je

cena aktíva niº²ia neº realiza£ná cena, drºite© opcie môºe nakúpi´ na trhu aktívum za trhovú

cenu a vzápätí vyuºi´ právo preda´ podkladové aktívum vypisovate©ovi opcie za realiza£nú

cenu vy²²iu neº cena aktíva. Preto je hodnota op£ného kontraktu (na Obr. 6.3 vertikálna os

vo výplatnom diagrame) kladná, rovnajúca sa rozdielu realiza£nej ceny a ceny aktíva. Ak po-

nechá drºite© opcie opciu nerealizovanú, prichádza o op£nú prémiu � cenu opcie, ktorú zaplatil

za právo opciu nerealizova´. V takom prípade je zisk drºite©a opcie záporný. Drºite© opcie je

teda v strate, v tomto prípade 5 p. j. (na Obr. 6.3 vertikálna os v pro�t diagrame). Aj v prí-

pade, ºe opciu realizuje, je pro�t drºite©a opcie plynúci z jej realizácie zníºený o cenu opcie

(na Obr. 6.3 vertikálna os v pro�t diagrame). Strata drºite©a opcie je limitovaná cenou opcie,

ktorú zaplatí pri jej kúpe. Pretoºe cena aktíva nemôºe by´ záporná, je i jeho zisk obmedzený.

Potenciálne najvä£²í zisk by drºite© opcie dosiahol pri jej realizácii v situácii, ke¤ by cena

aktíva bola nulová.

Na Obr. 6.4 sa nachádza výplatný diagram a pro�t diagram vypisovate©a predajnej opcie.
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Obr. 6.4: Výplatný diagram (v©avo) a pro�t diagram (vpravo) vypisovate©a call opcie s reali-

za£nou cenou 50 p. j. a cenou 5 p. j. [32] [33]

Z poh©adu predávajúceho opcie je situácia s výplatným diagramom a pro�t diagramom

opa£ná, pretoºe vypisovate© opcie má záujem na tom, aby cena podkladového aktíva bola

v £ase splatnosti opcie rovná aspo¬ 50 p. j., ke¤ºe v takom prípade opciu drºite© opcie ne-

bude realizova´ a pro�t vypisovate©a opcie ostane v plnej vý²ke ceny opcie, v tomto prípade 5

p. j. Akonáhle opciu drºite© zrealizuje, vypisovate© má povinnos´ kúpi´ podkladové aktívum

od drºite©a opcie za realiza£nú cenu, teda za cenu vy²²iu neº je cena aktíva na trhu, a preto

vypisovate© opcie na realizácii opcie stráca. Ke¤ cena podkladového aktíva klesne pod 45 p.

j., vypisovate© opcie sa dostane do straty. Táto strata je limitovaná. Najvä£²ia by bola, keby

bola cena podkladového aktíva nulová. V tomto prípade sa maximálna moºná strata rovná 45

p. j. Rovnako ako strata aj pro�t vypisovate©a opcie je obmedzený, av²ak iba na vý²ku op£nej

prémie.

Finan£né deriváty sú ve©mi atraktívnym �nan£ným nástrojom. Ak má investor záujem vy-

písa´ alebo kúpi´ nejaký derivát, oby£ajne ©ahko nájde protistranu. Obchodníkov s derivátmi

môºeme rozdeli´ do nasledujúcich kategórií:

� obchodník chrániaci svoju investíciu (anglicky hedger),

� ²pekulant (anglicky speculator),

� obchodník vyh©adávajúci arbitráºne príleºitosti (anglicky arbitrageur).

Jednotlivé kategórie predstavíme na príklade obchodníka s opciami.

Uvaºujme akciu α, ktorá sa v £ase 0 predáva na trhu za 20 p. j. za kus. Nech investor I1 je

obchodník, ktorý je v £ase 0 vlastníkom tisícky kusov akcie α, t. j. hodnota imania investora

uloºená v týchto akciách je 20 000 p. j. Investor I1 sa obáva, ºe v priebehu nasledujúceho

mesiaca môºe dôjs´ k poklesu cien akcií α a preto sa rozhodne chráni´ svoju investíciu kúpou

európskych put opcií na akcie α s dobou splatnosti 1 mesiac a realiza£nou cenou rovnou

sú£asnej cene akcie. Nech cena opcie je 1 p. j. za kus, potom investor pri kúpe 1000 kusov

týchto opcií zaplatí 1000 p. j. Ak potom cena akcie o mesiac neskôr skuto£ne klesne, napr. na 15

p. j. za kus, tak op£né kontrakty mu umoº¬ujú predaj 1000 kusov akcie α za pôvodnú cenu

20 p. j. za kus. Investor kúpou opcií ochránil svoju investíciu a ich realizáciou získal pôvodnú

hodnotu investovaného imania. Po odrátaní op£nej prémie 1000 p. j., ktorú zaplatil v £ase 0,
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mu ostane 19 000 p. j. Ak by v²ak investor v £ase 0 neurobil nákup opcií, hodnota portfólia

jeho akcií by po mesiaci poklesla z pôvodných 20 000 p. j. na 15 000 p. j. Ak sa investor

v svojom odhade mýlil a cena akcie α po mesiaci vzrastie na hodnotu vä£²iu neº 20 p. j.,

napr. 27 p. j., investor síce stratil 1000 p. j. investovaných do nákupu opcií, ktoré nakoniec

nerealizoval, ale hodnota jeho portfólia narástla na 27 000 p. j.

Uvaºujme teraz iného investora I2, ktorý na rozdiel od investora I1 predpokladá, ºe cena

akcie α by mohla po mesiaci vzrás´ a tomu sa rozhodne prispôsobi´ svoju stratégiu. Rozhodne

sa, ºe svoje presved£enie podporí nákupom európskych kúpnych opcií na akciu α s dobou

splatnosti 1 mesiac a realiza£nou cenou 22 p. j., ktorých cena za kus je 1 p. j. Nakúpi 2000

kusov týchto opcií v celkovej sume 2000 p. j. Ak cena akcie α skuto£ne o mesiac neskôr narastie

na 27 p. j., investor I2 zrealizuje v²etky svoje opcie a nakúpi 2000 kusov akcií za 44 000 p. j.,

ako mu umoº¬ujú podmienky op£ného kontraktu. Tieto akcie vzápätí predá za trhovú cenu

27 p. j. za kus, £o mu prinesie 54 000 p. j. Po odrátaní 2000 p. j. za nákup opcií £iní jeho

zisk 8000 p. j. Ak by investor v £ase 0 volil miesto nákupu kúpnych opcií priamo nákup akcií,

jeho po£iato£né imanie by mu dovo©ovalo nakúpi´ 100 kusov akcií za 20 p. j. za kus. O mesiac

neskôr by mohol tieto akcie preda´ za cenu 27 p. j. za kus, £o by mu prinieslo zisk vo vý²ke

2700− 2000 = 700 p. j. �pekulácia s nákupom kúpnych opcií oproti nákupu akcií samotných

mu teda vyniesla zisk viac ako desa´násobne vä£²í. Ak by v²ak cena akcie klesla na 15 p. j.

za kus, investor I2 by bol pri priamom nákupe akcií v strate 2000 − 1500 = 500 p. j., kým

pri kúpe opcií by dosiahol stratu 2000 p. j., ke¤ºe by ºiadnu z opcií nerealizoval.

Uvaºujme e²te tretí typ investora, ktorým je arbitraºér. Arbitraºér sa zaoberá vyh©adá-

vaním arbitráºnych príleºitostí. S arbitráºou sme sa stretli uº v predchádzajúcich kapitolách.

Pripome¬me si, ºe arbitráº predstavuje bezrizikovú moºnos´ kladného zisku obchodovaním

sú£asne na viacerých trhoch alebo na jednom trhu s nekompatibilnými cenami aktív, v prípade

trhu s derivátmi cenami derivátov, resp. podkladových aktív týchto derivátov. Ak investor I3
správne odhaduje, ºe cena akcie α za mesiac s nejakou nenulovou pravdepodobnos´ou vzrastie

na 27 p. j. alebo s nenulovou pravdepodobnos´ou klesne na 15 p. j., môºe sa pokúsi´ vyuºi´

núkajúcu sa arbitráºnu príleºitos´.

Predpokladajme, ºe bezriziková úroková sadzba na trhu je nulová. Nech ako v predchádza-

júcom sa cena európskej put opcie na akciu α s dobou splatnosti 1 mesiac a realiza£nou cenou

20 p. j. rovná 1 p. j. rovnako ako cena európskej call opcie na akciu α s dobou splatnosti 1

mesiac a realiza£nou cenou 22 p. j. Investor I3 sa rozhodne pre nasledujúcu stratégiu. V £ase

0 nakúpi 1000 kusov akcií α za 20 p. j. za kus a 2400 kusov put opcií v cene 1 p. j. za kus.

Celkovo v £ase 0 teda zaplatí 22 400 p. j. Ak o mesiac neskôr stúpne cena akcie α na 27 p.

j. za kus, investor predá v²etky svoje akcie zakúpené v £ase 0, ale nezrealizuje ºiadnu z put

opcií, pretoºe nevyuºije moºnos´ predáva´ akcie za realiza£nú cenu 20 p. j., ke¤ na trhu moºno

jednu akciu preda´ za 27 p. j. Predajom akcií nadobudne hotovos´ 27 000 p. j. Ak o mesiac

neskôr cena akcie α klesne na 15 p. j. za kus, investor zrealizuje v²etky opcie, ktoré mu umoº-

¬ujú predáva´ akciu za 20 p. j. za kus, hoci na trhu je cena akcie α 15 p. j. za kus. Na to

potrebuje vlastni´ 2400 kusov akcií α. K dispozícii má 1000 kusov, ktoré zakúpil v £ase 0.
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Zvy²ných 1400 kusov nakúpi na trhu za 15 p. j. za kus a vzápätí predá za 20 p. j. za kus. Jeho

príjem i v tomto prípade £iní 2400(20 p. j.)− 1400(15 p. j.) = 27 000 p. j. Investor eliminoval

riziko spojené s neistotou vzh©adom nato, ktorá z udalostí ovplyv¬ujúcich cenu akcie nastane

a pre oba moºné prípady dosiahne kladný zisk vo vý²ke 27 000− 22 400 = 4600 p. j. Na trhu

existuje arbitráº a investor ju vyuºil.

Investor I3 v²ak dokáºe vyuºi´ arbitráº vhodnou stratégiou spojenou s investovaním do call

opcií. Predpokladajme, ºe v £ase 0 je investor drºite©om portfólia 1000 kusov akcií α, ktoré

sa rozhodne preda´ a zo sumy 20 000 p. j. vy£lení 2400 p. j. na nákup 2400 kusov opcií. Ak

o mesiac neskôr vzrastie cena akcie na 27 p. j. za kus, zrealizuje v²etky opcie a nakúpi 2400

kusov akcií za 22 p. j. za kus v celkovej vý²ke 52 800 p. j. Z toho si ponechá 1000 kusov

a zvy²ok rozpredá za trhovú cenu 27 p. j. za kus. Obdrºí 37 800 p. j. Ke¤ºe z predaja akcií

v £ase 0 mu ostalo 17 600 p. j. Jeho celkové príjmy 37 800 + 17 600 = 55 400 p. j. prevy²ujú

jeho celkové náklady 52 800 p. j. o 2600 p. j. Jeho zisk je teda 2600 p. j. a 1000 kusov akcie

α, ktoré vlastnil v £ase 0 má o mesiac neskôr spä´. Podobne, ak o mesiac neskôr cena akcie

klesne na 15 p. j. za kus, investor nebude realizova´ ani jednu call opciu, pretoºe nebude

nakupova´ akcie za realiza£nú cenu 22 p. j. za kus, ak ich môºe kúpi´ za trhovú cenu 15 p.

j. za kus. Zo 17 600 p. j., ktoré mu ostali z £asu 0, vy£lení 15 000 p. j. na nákup 1000 kusov

akcií za trhovú cenu. Zvy²ných 2600 p. j. predstavuje jeho bezrizikový zisk. Opä´ platí, ºe

investor eliminoval riziko spojené s neistotou vzh©adom nato, ktorá z udalostí ovplyv¬ujúcich

cenu akcie nastane a pre oba moºné prípady dosiahol kladný zisk vo vý²ke 2600 p. j. Na trhu

teda existuje arbitráº a investor ju vyuºil.

Existencia arbitráºnych príleºitostí sa premietne do okamºitej reakcie investorov, ktorí sa

ich rozhodnú vyuºi´, £ím sa priamo zaslúºia o ich zánik. Z týchto dôvodov je výskyt arbitráºe

v praxi jav zriedkavý a kaºdý dobrý model oce¬ovania by práve preto mal zoh©ad¬ova´ princíp

ºiadna arbitráº. Inými slovami teoretické oce¬ovanie derivátov by malo by´ bezarbitráºne,

£omu sa budeme venova´ v nasledujúcej podkapitole.

6.1 Bezarbitráºne oce¬ovanie derivátov

Pri odvodzovaní bezarbitráºnych cien derivátov budeme uvaºova´ splnenie nasledujúcich

predpokladov:

1. vylú£enie arbitráºe (princíp ºiadna arbitráº),

2. za aktuálnu cenu moºno kúpi´/preda´ ©ubovolné mnoºstvo podkladového aktíva (aj

desatinný po£et kusov),

3. predpokladá sa kon²tantná úroková miera na obdobie vypísania derivátu pri spojitom

úrokovaní,

4. pri tejto úrokovej miere moºno ©ubovo©ne ve©a poºi£iava´ aj si poºi£iava´,

5. informácie sú vo©ne a okamºite dostupné v²etkým investorom,
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6. dane sú nulové a transak£né náklady zanedbané.

Nech T ozna£uje dobu splatnosti derivátu, t. j. dobu od vypísania a predania derivátu

v £ase 0 do jeho maturity v £ase T . Ke¤ºe predpokladáme kon²tantnú úrokovú sadzbu R

na obdobie vypísania derivátu pri spojitom úrokovaní, tak 1 p. j. prinesie za obdobie T

drºite©ovi dlhopisu eRT p. j. Spojitá úroková sadzba R je sadzba na obdobie od £asu 0 do £asu

T , ktorá sa po£as tohto obdobia nemení. Teda predpokladáme R(T0, T ) ≡ R pre kaºdé T0 ∈
⟨0, T ⟩. V ¤al²om budeme uvaºova´ R ≥ 0. Ako sme vysvetlili uº v £asti 4.1.1 o dlhopisoch,

pouºívanie spojitého úrokovania má oproti diskrétnemu isté výhody a v prípade nutnosti

moºno previes´ princípom ekvivalencie spojitú úrokovú sadzbu na diskrétnu.

Na oce¬ovanie podkladového aktíva pouºijeme binárne stromy a pravdepodobnostný mo-

del oce¬ovania, s ktorými sme sa stretli uº v £asti 4.3.4. Teda na cenu aktíva S0 v £ase 0 vplý-

vajú dve náhodné udalosti H a D, ktoré ovplyvnia cenu aktíva v £ase T tak, ºe cena aktíva

narastie pri vzniku udalosti H na SH > S0 alebo poklesne pri vzniku udalosti D na SD < S0.

Pravdepodobnos´ vzniku udalosti H ozna£íme p ∈ (0, 1) a teda pravdepodobnos´ vzniku uda-

losti D bude 1 − p. Schému vývoja ceny podkladového aktíva môºeme symbolicky vyjadri´

na binárnom strome BS :

udalos´ pp. vzniku udalosti cena aktíva v £ase 0 cena aktíva v £ase T

H: p SH

↗
S0

↘
D: 1− p SD

Napr. v predchádzajúcej £asti o rôznych druhoch investorov (hedger, ²pekulant, arbitraºér)

sme uvaºovali ako aktívum bezdividendovú akciu α, ktorej cenový vývoj moºno zachyti´ na na-

sledujúcom binárnom strome:

udalos´ pp. vzniku udalosti cena aktíva v £ase 0 cena aktíva v £ase T

H: p 27 p. j.

↗
20 p. j.

↘
D: 1− p 15 p. j.

kde T = 1
12 roka (t. j. 1 mesiac). Hodnota pravdepodobnosti p síce ²peci�kovaná nebola, ale

bez straty na v²eobecnosti predpokladajme, ºe p = 1
2 = 1− p.

Teraz urobíme k©ú£ový predpoklad o vývoji ceny podkladového aktíva:

0 < SD < S0 ≤ S0e
RT < SH . (6.1)

Predpoklad (6.1) je úplne prirodzený. Ak by totiº S0eRT ≥ SH , tak sa neoplatí investova´

do rizikového aktíva, pretoºe to bezrizikové priná²a pri v²etkých moºnostiach (v tomto prípade
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obe udalostiH,D) najvy²²í výnos. Kaºdý investor, ktorý by sa rozhodol investova´ na takomto

trhu, by úplne eliminoval nákup rizikových aktív a uprednostnil by nákup dlhopisov. Absencia

podkladového aktíva by v²ak nedala vzniknú´ derivátu tohto aktíva, ktorý by tak nebolo moºné

oceni´. Na druhej strane, ak by S0eRT ≤ SD, neoplatí sa investova´ do dlhopisov a v²etky

investície by smerovali výlu£ne do rizikových aktív, ke¤ºe aj ten najniº²í odhadovaný výnos

rizikového aktíva by bol aspo¬ taký ako bezrizikový úrok. To by viedlo k tomu, ºe na takomto

trhu by úplne absentoval záujem o bezrizikové aktívum a teda by prípadný arbitráºny výnos,

ktorý je tieº bez rizika, nebolo moºné s ni£ím adekvátnym porovnáva´. Triviálny predpoklad

SD > 0 p. j. vychádza z toho, ºe ceny akéhoko©vek aktíva sú v reálnom svete zvy£ajne kladné

£ísla. Nerovnos´ S0 ≤ S0e
RT je iba priamym dôsledkom predpokladu R ≥ 0, ktorý sme urobili

vy²²ie. Nerovnos´ SD < S0 indikuje, ºe pri vzniku udalosti D skuto£ne príde k poklesu ceny

aktíva a súvisí s moºnos´ou, ºe R = 0.

Poznamenajme, ºe akcia α sp¨¬a vy²²ie popísaný predpoklad (6.1), pretoºe SH = 27 p. j.

> S0e
RT = S0 = 20 p. j. > SD = 15 p. j. > 0 p. j. a spojitá bezriziková úroková sadzba R

bola uvaºovaná nulová.

Hodnota derivátu je prirodzene odvodená od hodnoty podkladového aktíva. Napr. hodnota

predajnej opcie na akciu α bude v £ase splatnosti opcie rovná 0 p. j. pri vzniku udalosti H

a 5 p. j. pri vzniku udalosti D. Je to preto, lebo realiza£ná cena v opcii je 20 p. j. Ak nastane

udalos´ H, tak cena podkladového aktíva � akcie α je 27 p. j., £o je viac neº realiza£ná cena,

teda cena, za ktorú má právo drºite© opcie predáva´ akcie α. Pretoºe pre drºite©a opcie nemá

zmysel predáva´ za dohodnutú realiza£nú cenu 20 p. j., ke¤ºe na trhu moºno preda´ akciu α

za 27 p. j., drºite© opcie svoje právo plynúce z drºby opcie nevyuºije a teda hodnota opcie je

nulová. Ak nastane udalos´ D, tak cena akcie α je 15 p. j., £o je menej neº realiza£ná cena

opcie, a preto sa oplatí drºite©ovi opcie svoje právo plynúce z drºby opcie vyuºi´, ke¤ºe mu

umoº¬uje predaj akcie za 20 p. j. Hodnota opcie v tomto prípade teda bude ur£ená rozdielom

20 − 15 = 5 p. j. Hodnota opcie v £ase 0 bola uvaºovaná ako 1 p. j., £o zrejme nebola

bezarbitráºna cena, ke¤ºe sme ukázali, ºe investor s takto ocenenou opciou dokáºe vyuºi´

vzniknutú arbitráºnu príleºitos´. Ak by sme oce¬ovali opciu bezarbitráºne, jej cena v £ase 0

musí by´ iná neº 1 p. j.

Podobne hodnota kúpnej opcie na akciu α bude závisie´ od vývoja ceny akcie. V £ase

svojej splatnosti bude rovná 0 p. j. pri vzniku udalosti D a 5 p. j. pri vzniku udalosti H.

V tomto prípade je to preto, lebo realiza£ná cena v opcii je 22 p. j. To znamená, ºe ak

nastane udalos´ D, pre drºite©a opcie nemá zmysel kupova´ akciu za dohodnutú cenu 22 p.

j., ke¤ na trhu je ju moºné kúpi´ lacnej²ie. Drºite© opcie ju nebude realizova´, a preto bude

jej hodnota v tomto prípade nulová. Naopak ak nastane udalos´ H, tak drºite© opcie opciu

zrealizuje, pretoºe má právo kúpi´ akciu za 22 p. j., hoci na trhu stojí 27 p. j. Hodnota opcie

pri vzniku udalosti H bude daná rozdielom 27 − 22 = 5 p. j. Opä´ platí, ºe hodnota opcie

v £ase 0 bola zrejme stanovená nesprávne, ke¤ºe bolo moºné bez rizika zarobi´ na vzniknutej

arbitráºnej príleºitosti. Jej bezarbitráºna cena musí by´ zrejme iná neº uvaºovaná 1 p. j.

Na príkladoch opcií na akciu sme demon²trovali, ºe ak vývoj ceny podkladového aktíva
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môºeme zazna£i´ na binárnom strome, hodnota derivátu závisiaca od hodnoty podkladového

aktíva bude ur£ená tým, v ktorom uzle stromu sa práve cena aktíva nachádza. Preto aj hodnoty

derivátu budeme zaznamenáva´ na rovnakom binárnom strome, ako je ten pre podkladové

aktívum:

udalos´ hodnota derivátu v £ase 0 hodnota derivátu v £ase T

H: ZH

↗
Z0

↘
D: ZD

kde Z0 je hodnota derivátu v £ase 0, ZH je hodnota derivátu v £ase T pri vzniku udalosti H

a ZD je hodnota derivátu v £ase T pri vzniku udalosti D. Strom pre derivát ozna£íme BZ .

Poznamenajme, ºe pravdepodobnos´ p, s ktorou nastane udalos´ H, nemá pri bezarbitráº-

nom oce¬ovaní derivátu na binárnych stromoch váhu. Inými slovami nezáleºí na tom, s akou

pravdepodobnos´ou udalos´ nastane, pretoºe pri oce¬ovaní sa bude vyuºíva´ postup zapája-

júci elimináciu rizika vyplývajúceho z neistoty, ktorá udalos´ nastane. Preto ju pri binárnom

strome pre derivát ani neuvádzame.

Ak ozna£íme hodnotu podkladového aktíva v £ase T ako ST a hodnotu derivátu na toto

aktívum v £ase T ako ZT , tak pre kúpnu opciu s realiza£nou cenou K platí ZT = max{0, ST −
K}. Pre predajnú opciu s realiza£nou cenouK dostaneme ZT = max{0,K−ST } a pre forward
s realiza£nou cenou K máme ZT = ST −K pre kupujúcu stranu kontraktu. V ¤al²om budeme

tieº pouºíva´ zna£enie (x)+ = max{0, x}.
�peciálne, ak uvaºujeme cenový vývoj aktíva na binárnom strome BS , pri£om realiza£ná

cena derivátu sp¨¬a SD < K < SH , tak pre kúpnu opciu s realiza£nou cenou K pri vzniku

udalosti H platí ZT = ZH = SH −K a pri vzniku udalosti D je ZT = ZD = 0. Pre predajnú

opciu s realiza£nou cenou K pri vzniku udalosti H platí ZT = ZH = 0 a pri vzniku udalosti

D je ZT = ZD = K − SD. Pre kupujúcu stranu vo forwardovom kontrakte bude pri vzniku

udalosti H plati´ ZT = ZH = SH − K a pri vzniku udalosti D bude ZT = ZD = SD − K.

V²etky uvádzané príklady hodnôt derivátu v £ase T vychádzajú z poznania ceny podkladového

aktíva v koncových uzloch binárneho stromu BS . Na tieto hodnoty nemá vplyv to, £i arbitráº

existuje alebo nie. Ur£i´ ich vieme iba na základe vlastností derivátu a ceny podkladového

aktíva v £ase T a ich ur£enie nie je úlohou bezarbitráºneho oce¬ovania. Úloha bezarbitráºne

oceni´ derivát znamená ur£i´ hodnotu/cenu derivátu v £ase 0, t. j. stanovi´ Z0 tak, aby nebola

arbitráº.

Napr. sa môºeme pokúsi´ bezarbitráºne oceni´ put a call opciu na akciu α z príkladu.

Postup nájdenia bezarbitráºnej ceny týchto opcií presne kopíruje postup vytvárania arbitráº-

nej príleºitosti pre dve bezdividendové akcie v kapitole o akciách z £asti 4.3.5 Bezarbitráºne

oce¬ovanie dvojice akcií na binárnom strome.

Nech x ozna£uje investíciu do nákupu akcií α a y investíciu do nákupu predajných opcií

na akciu α s realiza£nou cenou K = 20 p. j. Pripome¬me, ºe 20 p. j. je aj sú£asná cena akcie,
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preto za x p. j. moºno v £ase 0 nakúpi´ X = x
20 kusov akcie α a za y p. j. dostaneme Y = y

Z0

kusov opcie, kde Z0 ozna£uje (zatia© neznámu) bezarbitráºnu cenu opcie v £ase 0.

Eliminujme riziko spojené s neistotou oh©adom toho, ktorá z udalostí H, D nastane,

dostaneme:

27X + 0Y = 15X + 5Y. (6.2)

Z rovnosti (6.2) získame:

12X = 5Y,

Y = 2, 4X. (6.3)

Ke¤ºe R uvaºujeme nulové, aby sme vylú£ili arbitráº, v £ase 0 musí plati´:

20X + Z0Y = 27X. (6.4)

Nulová hodnota spojitej úrokovej sadzby R nám umoº¬uje porovnáva´ hodnoty v dvoch

rozli£ných £asoch, pretoºe £asová hodnota pe¬azí sa po£as obdobia T nemení. Sú£asná hod-

nota sa rovná nominálnej (budúcej) hodnote.

Dosadením (6.3) za Y do rovnice (6.4) získame:

20X + Z0(2, 4X) = 27X

Z0 =
35

12
p. j. (6.5)

Zistili sme, ºe bezarbitráºna cena predajnej opcie by mala by´ 35
12 p. j.

Poznámka 6.1. Poznamenajme, ºe ak pouºijeme zna£enia zo za£iatku £asti 4.3.5 Bezarbit-

ráºne ocenovanie dvojice akcií na binárnom strome a vz´ah (4.106), tak príslu²né hodnoty u,

d, g, h budú tieto:

u =
27

20
, d =

15

20
, g = 0 a h =

12

7
.

Z toho skuto£ne dostaneme:

u− d+ h− g =
3

5
+

12

7
=

81

35
=

(
27

20

)(
12

7

)
− 0 = uh− dg.

Ve©mi podobne by sme na²li i bezarbitráºnu cenu kúpnej opcie. Akurát v tomto prípade

budeme v £ase 0 X kusov akcie α predáva´ a Y kusov call opcie nakupova´. Nech opä´ Z0

ozna£uje (zatia© neznámu) bezarbitráºnu cenu opcie v £ase 0.

Elimináciou rizika získame:

−27X + 5Y = −15X + 0Y. (6.6)

Z rovnosti (6.6) máme:

5Y = 12X,

Y = 2, 4X. (6.7)
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Aby sme vylú£ili arbitráº, v £ase 0 musí plati´:

−20X + Z0Y = −15X. (6.8)

Dosadením (6.7) za Y do rovnice (6.8) dostaneme:

−20X + Z0(2, 4X) = −15X,

Z0 =
25

12
p. j. (6.9)

Zistili sme, ºe bezarbitráºna cena kúpnej opcie by mala by´ 25
12 p. j.

Poznámka 6.2. Znova poznamenajme, ºe ak pouºijeme zna£enia zo za£iatku £asti 4.3.5 Bez-

arbitráºne ocenovanie dvojice akcií na binárnom strome a vz´ah (4.106), tak príslu²né hodnoty

u, d, g, h v tomto prípade budú:

u =
27

20
, d =

3

4
, g =

12

5
a h = 0.

Z toho potom naozaj získame:

u− d+ h− g =
3

5
− 12

5
= −9

5
= 0−

(
3

4

)(
12

5

)
= uh− dg.

Postup z predchádzajúcich príkladov dokáºeme zov²eobecni´ pre ©ubovo©né podkladové

aktívum s cenovým vývojom zobrazeným na jednoduchom binárnom strome a derivát na toto

podkladové aktívum:

SH ZH

↗ ↗
S0 Z0

↘ ↘
SD ZD

Skon²truujme portfólio pozostávajúce z jedného kusu derivátu a −∆ kusov podkladového

aktíva. Aby sme eliminovali riziko, musí v £ase T plati´:

ZH −∆SH = ZD −∆SD.

Z £oho:

∆ =
ZH − ZD

SH − SD
. (6.10)

Aby sme vylú£ili arbitráº, tak:

Z0 −∆S0 = e−RT (ZH −∆SH). (6.11)

Pretoºe uvaºujeme R ≥ 0, a teda aj prípady, ke¤ R ̸= 0, tak bezrizikový príjem plynúci

z portfólia v £ase T , t. j. jeho budúcu hodnotu, musíme odúro£i´ bezrizikovou úrokovou

sadzbou do £asu 0, aby sme ju mohli porovna´ so sú£asnou hodnotou (hodnotou v £ase 0)

portfólia.
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Zo vz´ahu (6.11) máme:

Z0 = ∆S0 + e−RT (ZH −∆SH) =
(ZH − ZD)

(SH − SD)
S0 + e−RT

(
ZH − (ZH − ZD)

(SH − SD)
SH

)
. (6.12)

Iný prístup vedúci k tým istým záverom sa nazýva samo�nancovaná stratégia. Jeho zá-

kladná idea spo£íva v tom, ºe derivát vieme zostroji´ pomocou základných nástrojov trhu,

t. j. podkladového aktíva a dlhopisu. Uvaºujme preto podkladové aktívum, ktorého sú£asná

hodnota je S0 a diskontný dlhopis na obdobie drºania derivátu T , ktorého hodnota dnes je

e−RT pri bezrizikovej úrokovej sadzbe R. Zostrojme portfólio pozostávajúce z φ kusov aktíva

a ψ kusov diskontných dlhopisov s maturitou T . Teda sú£asná hodnota takéhoto portfólia sa

rovná

φS0 + ψe−RT . (6.13)

Portfólio sa musí správa´ rovnako ako derivát, t. j. jeho hodnota v £ase T musí by´

pri vzniku udalosti H, ako aj pri vzniku udalosti D rovná hodnote derivátu. Platí:

φSH + ψ = ZH ,

φSD + ψ = ZD. (6.14)

Po£ty kusov φ a ψ získame rie²ením sústavy (6.14):

ψ =
ZDSH − ZHSD

SH − SD
, (6.15)

φ =
ZH − ZD

SH − SD
. (6.16)

Môºeme si v²imnú´, ºe hodnota φ v (6.16) je rovnaká ako hodnota ∆ v (6.10).

Aby nevznikla arbitráº, sú£asná hodnota portfólia musí by´ rovnaká ako sú£asná hodnota

derivátu. Teda máme:

Z0 = φS0 + ψe−RT . (6.17)

Po dosadení (6.16) za φ a (6.15) za ψ do rovnice (6.17) dostaneme:

Z0 =
(ZH − ZD)

(SH − SD)
S0 + e−RT

(
ZDSH − ZHSD

SH − SD

)
=

(ZH − ZD)

(SH − SD)
S0 + e−RT

(
ZH − (ZH − ZD)

(SH − SD)
SH

)
. (6.18)

Porovnaním (6.12) a (6.18) prídeme k záveru, ºe oba prístupy vedú k tomu istému vz´ahu

na výpo£et bezarbitráºnej ceny derivátu.

Navy²e úpravou vz´ahu (6.18), resp. (6.12) získame:

Z0 =
(ZH − ZD)

(SH − SD)
S0 + e−RT

(
ZH − (ZH − ZD)

(SH − SD)
SH

)
= e−RT

(
(ZH − ZD)

(SH − SD)
S0e

RT +

(
ZH − (ZH − ZD)

(SH − SD)
SH

))
= e−RT

((
S0e

RT − SD
SH − SD

)
ZH +

(
SH − S0e

RT

SH − SD

)
ZD

)
. (6.19)
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Ozna£me q = S0eRT−SD
SH−SD

, potom 1− q = SH−S0eRT

SH−SD
. Teda vz´ah (6.19) môºeme zjednodu²i´:

Z0 = e−RT (qZH + (1− q)ZD) . (6.20)

Pretoºe platí predpoklad (6.1), tak q ∈ (0, 1). Pojem ozna£ený symbolom q budeme nazý-

va´ riziko-neutrálna pravdepodobnos´. Vz´ah (6.20) vlastne hovorí, ºe sú£asná hodnota

derivátu je odúro£ená o£akávaná (stredná) hodnota derivátu pri riziko-neutrálnej pravde-

podobnosti q. Zavedenie riziko-neutrálnej pravdepodobnosti q do výpo£tu vedie k tomu, ºe

výpo£et sú£asnej hodnoty derivátu sa deje v riziko-neutrálnom svete, v ktorom zmena hodnoty

derivátu na ZH sa udeje s pravdepodobnos´ou q, kým zmena hodnoty derivátu na ZD sa udeje

s pravdepodobnos´ou 1− q. Elimináciou rizika spojeného s tým, ktorá z náhodných udalostí

H, D nastane, stratégia bezarbitráºneho oce¬ovania sú£asne eliminuje aj pravdepodobnosti

p, 1− p, s ktorými nastanú udalosti v reálnom svete. Tento presun z reálneho sveta do sveta

riziko-neutrálnych pravdepodobností v²ak nie je pri výpo£te sú£asnej hodnoty derivátu vôbec

obmedzujúci, pretoºe bezarbitráºne oce¬ovanie sa deje práve s vylú£ením rizika spojeného

s neistotami v reálnom svete. Navy²e platí:

qSH + (1− q)SD = S0e
RT . (6.21)

Teda o£akávaná (stredná) hodnota podkladového aktíva pri riziko-neutrálnej pravdepodob-

nosti q sa rovná sú£asnej hodnote aktíva úro£enej do £asu T bezrizikovou úrokovou sadzbou R.

Aj v tomto prípade môºeme kon²tatova´, ºe v riziko-neutrálnom svete sú o£akávania o budúcej

cene aktíva strednou hodnotou po£ítanou cez riziko-neutrálne pravdepodobnosti. O£akávania

sú to úplne prirodzené, pretoºe zapojením vylú£enia arbitráºe do oce¬ovania eliminujeme

riziká spojené s náhodnos´ou v reálnom svete, £o kore²ponduje s úro£ením bezrizikovou úro-

kovou sadzbou. Tieto o£akávania sa v²ak môºu lí²i´ od o£akávaní spojených s pravdepodob-

nos´ami p, resp. 1− p, s ktorými nastáva pohyb ceny aktíva v reálnom svete.

V nasledujúcich £astiach u£ebnice sa budeme venova´ bezarbitráºnemu oce¬ovaniu forwar-

dových kontraktov a opcií. Vyuºijeme pritom vz´ah (6.20), ktorý sme odvodili v tejto £asti.

Ohodnocovanie futures kontraktov a swapov vynecháme, pretoºe je podobné, resp. vychádza

z ohodnocovania forwardov. Viac sa sústredíme na ohodnocovanie rôznych druhov opcií.

6.2 Ohodnocovanie forwardových kontraktov

Ohodnocovanie forwardových kontraktov je ²peci�cké v tom, ºe pri ¬om nie je nevyhnutné

vyuºi´ vz´ah (6.20) na ur£enie sú£asnej hodnoty kontraktu. Za£neme s forwardom na akciu

bez dividend.

6.2.1 Forward na akciu bez dividend

Pripome¬me si, ºe vo forwardovom kontrakte vystupujú dve strany. Kupujúca strana,

ktorá v dohodnutom £ase v budúcnosti kupuje za dohodnutú cenu podkladové aktívum a pre-

dávajúci, ktorý toto aktívum kupujúcemu predáva. Uvaºujme teraz, ºe podkladovým aktívom
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je akcia nevyplácajúca dividendy. Pri ohodnocovaní kontraktu budeme na problém nazera´

z poh©adu kupujúcej strany.

V £ase T investor s týmto kontraktom musí kúpi´ akciu za dohodnutú cenu K. Snahou

pri bezarbitráºnom ohodnocovaní kontraktu je nastavi´ realiza£nú cenu kontraktu K tak, aby

hodnota kontraktu v £ase jeho uzavretia, teda v £ase 0, bola rovná 0 p. j. a nebolo moºné

vytvori´ arbitráº.

Nech S0 p. j. je hodnota akcie v £ase 0 a ST p. j. (v £ase 0 neznáma) je hodnota akcie v £ase

splatnosti kontraktu T . Hodnota forwardu v £ase T bude z poh©adu kupujúceho ST −K p. j.,

pretoºe v £ase T dôjde k vysporiadaniu kontraktu, teda ku kúpe podkladovej akcie za cenu

K p. j., hoci jej cena na trhu je ST p. j.

Investor vie správanie kontraktu presne napodobni´ skon²truovaním replika£ného portfólia.

Nato v £ase 0 predá/emituje K kusov diskontných dlhopisov na obdobie vypísania forwardu

T pri bezrizikovej úrokovej sadzbe R a kúpi akciu za S0 p. j. Ke¤ºe hodnota jedného dlhopisu

sa v £ase 0 rovná e−RT , tak v £ase 0 obdrºí Ke−RT p. j. Celkovo hodnota portfólia v £ase 0

je S0 −Ke−RT p. j.

V £ase T bude hodnota akcie ST p. j. a investor ju môºe preda´, sú£asne v²ak musí vyplati´

dlhopisy v celkovej vý²ke K p. j. Hodnota portfólia v £ase T je teda ST −K p. j., £o je práve

hodnota kontraktu z poh©adu kupujúceho v kontrakte.

Ke¤ºe hodnota kontraktu je v £ase 0 nulová, aby nenastala arbitráº, musí by´ i hodnota

replika£ného portfólia nulová, teda musí plati´:

K = S0e
RT . (6.22)

Ukáºeme, ºe ak by neplatila rovnos´ (6.22), bolo by moºné vytvori´ arbitráº.

Ak by niekto ponúkal kontrakt s K < S0e
RT , investor podpí²e a sú£asne predá akciu za S0

p. j. Za peniaze z jej predaja nakúpi S0eRT kusov diskontných dlhopisov, ktoré mu v £ase T

prinesú S0eRT p. j. Ke¤ºe K < S0e
RT , tak za K p. j. kúpi akciu (ako mu ukladajú podmienky

kontraktu) a zvy²ok si ponechá. Investor teda nadobudol kladný zisk a akciu, ktorú v £ase

0 predal, má naspä´. Vznikla arbitráº. Hoci investor nemusí v £ase 0 ºiadnu akciu vlastni´,

a teda nedokáºe arbitráº opísaným spôsobom vytvori´, taká moºnos´ tu existuje. Existuje

arbitráºna príleºitos´. Ak v £ase 0 investor vlastní viacero akcií, môºe ich v²etky popredáva´

a svoj arbitráºny zisk znásobi´.

Ak by niekto ponúkal kontrakt s K > S0e
RT , investor o kontrakt nemá záujem, pretoºe

vie vytvori´ replika£né portfólio s niº²ou realiza£nou cenou K. Naopak záujem prejaví predá-

vajúca strana v kontrakte. Podpí²e kontrakt a sú£asne vypí²e/predá S0eRT kusov diskontných

dlhopisov, ktoré jej prinesú S0 p. j. Za tieto peniaze okamºite kúpi akciu a po£ká do £asu T ,

ke¤ ju predá za cenu K, ako jej ur£ujú podmienky kontraktu. Sú£asne má povinnos´ vyspo-

riada´ nároky drºite©ov dlhopisov a teda zaplati´ S0eRT p. j. Pretoºe K > S0e
RT , bez rizika

nadobudne kladný zisk, t. j. vyuºije arbitráºnu príleºitos´. Opä´ platí, ºe ak jej to okolnosti

dovolia, dokáºe svoj zisk znásobi´ tým, ºe predá v £ase 0 viac diskontných dlhopisov, predaj

ktorých jej prinesie viac pe¬azí na kúpu akcií.
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Hodnotu realiza£nej ceny K forwardového kontraktu zo vz´ahu (6.22) dostaneme aj v prí-

pade, ºe na jeho výpo£et pouºijeme schému oce¬ovania pomocou binárneho stromu, t. j.

vyuºijeme vz´ah (6.20).

Pretoºe v prípade forwardového kontraktu pre kupujúcu stranu máme ZH = SH − K

a ZD = SD −K, tak po dosadení za ZH , resp. ZD do (6.20) a s vyuºitím toho, ºe hodnota

kontraktu v £ase 0 má by´ nulová, dostaneme:

0 = Z0 = e−RT (q(SH −K) + (1− q)(SD −K)) = e−RT (qSH + (1− q)SD −K) =

= e−RT (SD + q(SH − SD)−K) = e−RT
(
SD + S0e

RT − SD −K
)
=

= e−RT
(
S0e

RT −K
)
= S0 −Ke−RT . (6.23)

Z rovnosti (6.23) bezprostredne získame K = S0e
RT .

6.2.2 Forward na menu

Pri forwardových kontraktoch na menu dochádza k výmene jednej meny za inú, pracuje

sa teda s výmennými kurzami. Realiza£nou cenou kontraktu K sa rozumie forwardový vý-

menný kurz, t. j. kurz dohodnutý dnes (v £ase 0), pouºitý v £ase T vysporiadania kontraktu

na výmenu jednej meny za inú.

Nech Ct ozna£uje výmenný kurz, napr. eura za americký dolár v £ase t. V £ase podpísania

kontraktu, t. j. v £ase 0, je výmenný kurz C0 = C0 AC
$1 . To znamená, ºe za $1 zaplatíme C0 AC

alebo za 1 AC dostaneme $ 1
C0
. V £ase 0 je výmenný kurz CT v £ase T neznámy, moºno v²ak

dohodnú´ forwardový výmenný kurz K tak, aby bola dohoda férová pre obe strany kontraktu.

Ak v £ase 0 investor vlastní C0 AC, môºe za ne nakúpi´ domáce diskontné dlhopisy v po£te

kusov C0e
RT , ktoré sú úro£ené domácou úrokovou sadzbou R alebo ich vymeni´ výmenným

kurzom za $1, ktorý sa bude úro£i´ pri zahrani£nej úrokovej sadzbe U . Budeme predpoklada´,

ºe U ≥ 0. Za $1 môºe nakúpi´ eUT kusov zahrani£ných dlhopisov.

Ak investor v £ase 0 investoval do nákupu domácich dlhopisov, v £ase T z nich obdrºí

C0e
RT AC. Ak v £ase 0 uskuto£nil výmenu eur za dolár a nakúpil zahrani£né dlhopisy, £ase T

z nich obdrºí $eUT .

Aby nenastala arbitráº, musí forwardový výmenný kurz v £ase T sp¨¬a´:

C0e
RT = KeUT . (6.24)

�iºe výmena úro£eného dolára v £ase T spä´ na eurá by mala poskytnú´ to©ko eur, ko©ko

poskytuje za ten £as úro£enie C0 AC pri domácej úrokovej sadzbe. Skuto£ný výmenný kurz

CT by mohol by´ na výmenu dolárov za eurá v £ase T pre investora výhodnej²í alebo aj

menej výhodný, av²ak uzavretím kontraktu s protistranou musí investor dodrºa´ podmienky

forwardu a vymie¬a´ za dohodnutý výmenný kurzK. Inými slovami rozdiel CT−KeUT nemusí

by´ v £ase T nulový.

Hodnota kontraktu v £ase 0 v²ak nulová musí by´ (C0 AC − $1 = 0), preto je K nutné

stanovi´ tak, ºe:

K = C0e
(R−U)T , (6.25)
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t. j. aby bolo splnená rovnos´ (6.24).

Podobne ako pri (6.23) aj v tomto prípade pri pouºití schémy oce¬ovania na binárnom

strome a vz´ahu (6.20) dostaneme:

0 = e−RT
(
q
(
CH −KeUT

)
+ (1− q)

(
CD −KeUT

))
0 = e−RT

(
CD + q(CH − CD)−KeUT

)
0 = e−RT

(
CD +

(C0e
RT − CD)

(CH − CD)
(CH − CD)−KeUT

)
0 = C0 −Ke(U−R)T , (6.26)

kde sme uvaºovali, ºe výmenný kurz môºe zo sú£asnej hodnoty C0 narás´ na hodnotu CH

(udalos´ H) alebo poklesnú´ na hodnotu CD (udalos´ D). Z rovnosti (6.26) dostaneme vz´ah

(6.25).

Poznámka 6.3. Zo vz´ahov (6.22) ako i (6.25) vyplýva, ºe hodnota K závisí od doby splatnosti

T forwardového kontraktu. Teda K je funkciou £asu: K = K(T ) = S0e
RT , resp. K = K(T ) =

C0e
(R−U)T . Z toho získame, ºe K0 = K(0) = S0, resp. K0 = K(0) = C0.

6.2.3 Forwardové kontrakty v²eobecne

Vo v²eobecnosti realiza£nú cenu v kontrakte moºno ur£i´ zo vz´ahu:

K = S0e
(R+RC)T , (6.27)

kde RC reprezentuje sadzbu (mieru) nákladov na uskladnenie podkladového aktíva (môºe ís´

o nejakú komoditu, napr. p²enicu) a S0 je hodnota podkladového aktíva v £ase 0.

Pre akcie platí RC = 0, pretoºe akcie netreba usklad¬ova´. Pre meny máme RC < 0,

ak predpokladáme, ºe pe¬aºné jednotky v zahrani£í sa úro£ia pri kladnej úrokovej sadzbe.

Pre komodity je RC > 0, ke¤ºe uskladnenie nie£o stojí.

6.3 Ohodnocovanie opcií

Pri opciách je vyuºitie vz´ahu (6.20) pri ich oce¬ovaní k©ú£ové. Tento vz´ah sa nevyuºíva

iba pri oce¬ovaní na jednoduchom binárnom strome BS pre aktívum, resp. pre derivát BZ

opísanom vy²²ie, ale opakovane aj pri rozvetvenom binárnom strome, kde kaºdou vetvou tohto

stromu je jednoduchý binárny strom. My budeme ozna£ova´ tieto modely na oce¬ovanie ako

jednokrokový model, resp. viackrokový model.

Zaobera´ sa budeme oce¬ovaním tých najjednoduch²ích typov opcií, ako sú napríklad opcie

binárne, oce¬ovaním dvojice základných typov opcií � európskej a americkej, ako aj ¤al²ích

typov opcií, ktorých výnos v £ase splatnosti závisí od cenového vývoja podkladového aktíva.

Ak nebude povedané inak, ako podkladové aktívum budeme uvaºova´ akciu bez dividend.

Za£neme ohodnocovaním európskej opcie na akciu nevyplácajúcu dividendy, ktoré je jed-

noduch²ie a na príklade ktorého vysvetlíme pouºitie jedno-, dvoj- a viackrokového modelu.
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Potom sa budeme venova´ ohodnocovaniu amerických opcií, ktoré je síce zloºitej²ie, pretoºe

takéto opcie môºu by´ realizované skôr neº v £ase ich splatnosti, ale ich výskyt v praxi je

najbeºnej²í.

6.3.1 Ohodnocovanie európskych opcií na jednoduchom binárnom strome

Uvaºujme európsky typ opcie na akciu bez dividend, ktorej vlastník má právo kúpi´ (kúpna

opcia) alebo preda´ (predajná opcia) podkladové aktívum v £ase splatnosti opcie T za reali-

za£nú cenu K p. j. dohodnutú v £ase 0, t. j. v £ase uzatvorenia kontraktu.

Nech cenový vývoj podkladového aktíva moºno zaznamena´ na jednoduchom binárnom

strome BS , kde existujú iba dve moºnosti pohybu ceny aktíva z ceny S0 v £ase 0 spojené

s dvojicou náhodných udalostí H, D v reálnom svete merate©nými pravdepodobnos´ami p,

resp. 1 − p. Bu¤ dôjde k pohybu v cene smerom nahor, teda cena aktíva v £ase T bude

SH > S0 alebo nastane pohyb smerom nadol, t. j. cena aktíva v £ase T bude SD < S0. Ide

o jednokrokový model oce¬ovania derivátov.

Kúpna opcia

Uvaºujme kúpnu (call) opciu európskeho typu. Nech CE
t ozna£uje jej hodnotu v £ase t,

potom hodnota opcie sa v prípade vzniku udalosti H v £ase T rovná CE
T = CE

H = (SH −K)+

a v prípade vzniku udalosti D sa rovná CE
T = CE

D = (SD − K)+. Vyuºijúc vz´ah (6.20)

na výpo£et hodnoty derivátu na jednoduchom binárnom strome dostávame:

CE
0 = e−RT

(
q(SH −K)+ + (1− q)(SD −K)+

)
. (6.28)

�peciálne, ak K ≥ SH , tak

CE
H = 0 = CE

D a CE
0 = 0.

Ak SD ≤ K < SH , tak

CE
H = SH −K > 0, CE

D = 0 a CE
0 = e−RT q(SH −K).

Ak 0 < K < SD, tak CE
H = SH −K > 0, CE

D = SD −K > 0 a

CE
0 = e−RT (q(SH −K) + (1− q)(SD −K))

= e−RT (q(SH − SD) + SD −K) = S0 −Ke−RT .

Príklad 6.1. Bezarbitráºne oce¬me európsku kúpnu opciu na akciu bez dividend s dobou

splatnosti T = 1 rok, ak S0 = 20 p. j., SH = 28 p. j., SD = 16 p. j., K = 22 p. j. a spojitá bez-

riziková úroková sadzba na obdobie T je kon²tantná po£as tohto obdobia, rovná R = ln(1, 05).

Rie²enie:

Overme najprv splnenie predpokladu (6.1). Máme:

0 < 16 = SD < S0 = 20 < S0e
RT = 21 < 28 = SH .
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Predpoklad (6.1) je teda splnený.

Pretoºe SD < K < SH , tak CE
H = SH −K = 28− 22 = 6 p. j. a CE

D = 0 p. j. Vypo£ítajme

riziko-neutrálnu pravdepodobnos´, dostaneme:

q =
S0e

RT − SD
SH − SD

=
21− 16

28− 16
=

5

12
.

Dosadením do vz´ahu (6.28) získame:

CE
0 = e−RT

(
qCE

H + (1− q)CE
D

)
=

20

21

(
5

12
(6 p. j.) +

7

12
(0 p. j.)

)
=

50

21
p. j. .= 2, 38 p. j.

Sú£asná hodnota opcie je teda 50
21 p. j., £o sa pribliºne rovná 2, 38 p. j.

Predajná opcia

Uvaºujme predajnú (put) opciu európskeho typu. Nech PE
t ozna£uje jej hodnotu v £ase t,

potom hodnota opcie sa v prípade vzniku udalosti H v £ase T rovná PE
T = PE

H = (K −SH)+

a v prípade vzniku udalosti D sa rovná PE
T = PE

D = (K − SD)
+. Vyuºijúc vz´ah (6.20)

na výpo£et hodnoty derivátu na jednoduchom binárnom strome dostávame:

PE
0 = e−RT

(
q(K − SH)+ + (1− q)(K − SD)

+
)
. (6.29)

�peciálne, ak 0 < K ≤ SD, tak

PE
H = 0 = PE

D a PE
0 = 0.

Ak SD < K ≤ SH , tak

PE
D = K − SD > 0, PE

H = 0 a PE
0 = e−RT (1− q)(K − SD).

Ak SH < K, tak PE
H = K − SH > 0, PE

D = K − SD > a

PE
0 = e−RT (q(K − SH) + (1− q)(K − SD))

= e−RT (K − SD − q(SH − SD)) = Ke−RT − S0.

Príklad 6.2. S podmienkami z príkladu 6.1 bezarbitráºne oce¬me európsku predajnú opciu

na akciu bez dividend s dobou splatnosti T = 1 rok a realiza£nou cenou K = 22 p. j.

Rie²enie:

Pretoºe oce¬ujeme na rovnakom binárnom strome pre podkladové aktívum ako v príklade

6.1, nie je nutné opätovne po£íta´ riziko-neutrálnu pravdepodobnos´. Máme

q =
5

12

a teda

1− q =
7

12
.

Ke¤ºe SD < K < SH , tak PE
H = 0 p. j. a PE

D = 22 − 16 = 6 p. j. Dosadením do vz´ahu

(6.29) získame:

PE
0 = e−RT

(
qPE

H + (1− q)PE
D

)
=

20

21

(
5

12
(0 p. j.) +

7

12
(6 p. j.)

)
=

10

3
p. j. .= 3, 33 p. j.

Sú£asná hodnota opcie je teda 10
3 p. j., £o sa pribliºne rovná 3, 33 p. j.
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6.4 Dvojkrokový model oce¬ovania derivátov

Pri dvojkrokovom modeli oce¬ovania predpokladáme, ºe cenový vývoj podkladového ak-

tíva je zaznamenaný na binárnom strome, ktorý sa rozvetvuje v dvoch krokoch. V tomto

prípade nastáva pohyb ceny podkladového aktíva v dvoch rovnako dlhých £asových obdo-

biach pri rovnakej úrokovej sadzbe R kon²tantnej po£as celého obdobia. Na strome je teda

zaznamenaná cena aktíva v £ase 0, v £ase ∆T (t. j. o jeden £asový krok neskôr), kde v tomto

prípade ∆T = T
2 , a v £ase T = 2∆T (t. j. o druhý £asový krok neskôr), kde T je £asom

splatnosti derivátu.

Na strome moºno pozorova´ viacnásobné vetvenie. Binárny strom má viacero vetiev, z kto-

rých kaºdá je jednoduchým binárnym stromom s jedným východzím uzlom a s dvoma kon-

covými uzlami. Pretoºe pri dvojkrokovom i viackrokovom modeli oce¬ovania je na kaºdej

vetve stromu potrebné overi´ splnenie predpokladu (6.1), nájs´ riziko-neutrálnu pravdepo-

dobnos´ spojenú s danou vetvou stromu a vyuºi´ vz´ah (6.20), zapí²me predpoklad (6.1),

vz´ah na výpo£et riziko-neutrálnej pravdepodobnosti a vz´ah (6.20) v²eobecne pre ©ubovo©nú

vetvu stromu, na ktorej nastane pohyb ceny aktíva pod©a nasledujúcej schémy:

Shore

↗
Steraz

↘
Sdolu

Dostaneme:

0 < Sdolu < Steraz ≤ Steraze
R∆T < Shore, (6.30)

q =
Steraze

R∆T − Sdolu
Shore − Sdolu

, (6.31)

Zteraz = e−R∆T (qZhore + (1− q)Zdolu) , (6.32)

kde ∆T vyjadruje jeden £asový krok, po£as ktorého sa udeje pohyb ceny aktíva z aktuálnej

hodnoty Steraz bu¤ smerom hore na hodnotu Shore alebo smerom dolu na hodnotu Sdolu, q je

riziko-neutrálna pravdepodobnos´ na tejto vetve stromu a Zteraz je hodnota derivátu, ktorú

moºno vypo£íta´ pomocou q a hodnôt derivátu Zhore, resp. Zdolu spojených s pohybom ceny

podkladového aktíva na Shore, resp. Sdolu.

Tieto vz´ahy nie sú ni£ím novým vzh©adom k predchádzajúcim £astiam u£ebnice rozobe-

rajúcim bezarbitráºne ohodnocovanie derivátov. Predpoklad (6.30) je analógiou predpokladu

(6.1) pre jednu vetvu stromu. Rovnako moºno odvodi´ vz´ah (6.32) pomocou riziko elimi-

núcej stratégie alebo pomocou samo�nancovanej stratégie popísaných vy²²ie, akurát na roz-

diel od vz´ahu (6.20), umoº¬uje vz´ah (6.32) vypo£íta´ hodnotu derivátu v ©ubovo©nom uzle

stromu s vyuºitím hodnôt derivátu v uzloch po ¬om nasledujúcich a teda v modeli s ©ubovo©-

ným po£tom krokov, nielen v tom jednokrokovom. Samozrejme vyuºitie vz´ahov (6.30), (6.31)

a (6.32) na výpo£et hodnoty derivátu v £ase 0 je moºné aj v jednokrokovom modeli, v ktorom
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bude ∆T = T . V ¤al²om budeme preto pouºíva´ uº iba tieto vz´ahy. Navy²e predpoklad

(6.30) budeme povaºova´ za automaticky splnený, ak nebude povedané inak.

Na nasledujúcom binárnom strome s tromi vetvami sú pre dvojkrokový model v príslu²-

nom uzle stromu zachytené ozna£enia hodnôt podkladového aktíva a hodnôt derivátu na toto

podkladové aktívum (v zátvorkách):

Hodnota aktíva Hodnota aktíva Hodnota aktíva

(derivátu) (derivátu) (derivátu)

v £ase 0 v £ase ∆T v £ase T = 2∆T

SHH (ZHH)

↗
SH (ZH)

↘
↗ SHD (ZHD)

S0 (Z0)

↘ SDH (ZDH)

↗
SD (ZD)

↘
SDD (ZDD)

Aby sme odlí²ili tento strom od stromu pre podkladové aktívum s jedným £asovým kro-

kom, resp. viacerými £asovými krokmi, budeme po£iato£ný uzol stromu, nazývaný tieº kore¬

stromu a dva uzly po ¬om nasledujúce ozna£ova´ rovnako ako pri jednokrokovom modeli, teda

ako S0, SH a SD, kde SH , SD sú tentoraz moºné hodnoty aktíva v £ase T
2 . Vetva stromu vy-

chádzajúca z uzla SH pokra£uje do koncových uzlov SHH (pri pohybe ceny aktíva z uzla SH
smerom nahor), resp. SHD (pri pohybe ceny aktíva z uzla SH smerom nadol). Vetva stromu

vychádzajúca z uzla SD pokra£uje do koncových uzlov SDH (pri pohybe ceny aktíva z uzla

SD smerom nahor), resp. SDD (pri pohybe ceny aktíva z uzla SD smerom nadol). Adekvátne

sú ozna£ené i hodnoty derivátu v príslu²ných uzloch.

Pretoºe ide o dvojkrokový model, ohodnocovanie derivátu sa taktieº udeje v dvoch kro-

koch, pri£om výpo£et hodnôt derivátu na strome bude smerova´ od koncových uzlov stromu,

v ktorých je hodnota derivátu známa (závisiaca od hodnoty podkladového aktíva a typu

derivátu), postupne k po£iato£nému uzlu. Pod©a typu derivátu sa ur£ia hodnoty derivátu

v koncových uzloch stromu, teda hodnoty ZHH , ZHD, ZDH a ZDD. Potom pomocou riziko-

neutrálnej pravdepodobnosti na danej vetve stromu a vz´ahu (6.32) sa vypo£ítajú hodnoty

derivátu v £ase ∆T , t. j. hodnoty ZH a ZD. Pomocou nich sa výpo£et �nalizuje nájdením

hodnoty derivátu Z0 v £ase 0.

Predpokladajme ¤alej, ºe nerovnosti v (6.30) sú splnené na kaºdej z vetiev stromu v dvoj-
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krokovom modeli oce¬ovania. V rámci stromu moºno nájs´ tri riziko-neutrálne pravdepodob-

nosti, na kaºdej z vetiev stromu jednu. Napr. ak uvaºujeme vetvu stromu s uzlami, v ktorých sa

nachádzajú hodnoty SH , SHH a SHD, tak hodnota Steraz = SH , Shore = SHH a Sdolu = SHD.

Celkovo máme, ºe na £asti stromu tvorenej skupinov uzlov, v ktorých sa nachádzajú hodnoty:

� SH , SHH a SHD, je prislúchajúca riziko-neutrálna pravdepodobnos´ qH = SHeRT/2−SHD
SHH−SHD

,

� SD, SDH a SDD, je prislúchajúca riziko-neutrálna pravdepodobnos´ qD = SDeRT/2−SDD
SDH−SDD

,

� S0, SH a SD, je prislúchajúca riziko-neutrálna pravdepodobnos´ q0 = S0eRT/2−SD
SH−SD

.

Pomocou vz´ahu (6.32) vypo£ítame hodnotu derivátu v kaºdom z relevantných uzlov takto:

� pre skupinu uzlov ZH , ZHH a ZHD bude ZH = e−RT/2 (qHZHH + (1− qH)ZHD),

� pre skupinu uzlov ZD, ZDH a ZDD bude ZD = e−RT/2 (qDZDH + (1− qD)ZDD),

� pre skupinu uzlov Z0, ZH a ZD bude Z0 = e−RT/2 (q0ZH + (1− q0)ZD).

Dosadením za ZH a ZD do vz´ahu (6.32) pre Z0 dostaneme:

Z0 = e−RT (q0 (qHZHH + (1− qH)ZHD) + (1− q0) (qDZDH + (1− qD)ZDD))

= e−RT (q0qHZHH + q0 (1− qH)ZHD + (1− q0) qDZDH + (1− q0) (1− qD)ZDD)

Ozna£me:

Eq(Z) = q0qHZHH + q0 (1− qH)ZHD + (1− q0) qDZDH + (1− q0) (1− qD)ZDD,

potom Eq(Z) reprezentuje strednú (o£akávanú) hodnotu derivátu pri riziko-neutrálnych prav-

depodobnostiach.

Ke¤ºe P (0, T ) = e−RT je sú£asná hodnota diskontného dlhopisu s dobou splatnosti T

pri spojitom úrokovaní a nominálnej úrokovej sadzbe R, kon²tantnej na obdobie od £asu 0

do £asu T , tak pre sú£asnú hodnotu derivátu dostávame:

Z0 = P (0, T )Eq(Z) = Eq(P (0, T )Z). (6.33)

Príklad 6.3. Bezarbitráºnym oce¬ovaním ohodno´me európsku kúpnu opciu na akciu nevyplá-

cajúcu dividendy s dobou splatnosti T a realiza£nou cenou K = 22 p. j., ak spojitá bezriziková

úroková sadzba R je po£as tohto obdobia nemenná a rovná ln(1, 05)2, pri£om predpokladaný

vývoj ceny akcie je na nasledujúcom dvojkrokovom binárnom strome:
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28 p. j.

↗
25 p. j.

↘
↗ 23 p. j.

20 p. j.

↘ 20 p. j.

↗
18 p. j.

↘
16 p. j.

kde prvá zmena ceny akcie nastane v £ase ∆T = 1
2 roka a druhá zmena nastane o ¤al²ieho

polroka neskôr. �iºe doba splatnosti opcie T = 2∆T = 2
(
1
2

)
= 1 rok.

Rie²enie:

Vypo£ítajme najprv riziko-neutrálne pravdepodobnosti na jednotlivých vetvách stromu. Po-

uºijeme zna£enie uvádzané vy²²ie:

qH =
(25 p. j.)eRT/2 − (23 p. j.)

(28 p. j.)− (23 p. j.)
=

2521
20 − 23

5
=

13

20
,

qD =
(18 p. j.)eRT/2 − (16 p. j.)

(20 p. j.)− (16 p. j.)
=

1821
20 − 16

4
=

29

40
,

q0 =
(20 p. j.)eRT/2 − (18 p. j.)

(25 p. j.)− (18 p. j.)
=

2021
20 − 18

7
=

3

7
.

To, ºe kaºdá z riziko-neutrálnych pravdepodobností je £íslo z intervalu (0, 1), indikuje splnenie

predpokladu v (6.30) na kaºdej z vetiev stromu.

Ke¤ºe ide o európsku kúpnu opciu, hodnoty derivátu v koncových uzloch stromu sú CE
HH =

(28 − 22)+ = 6 p. j., CE
HD = (23 − 22)+ = 1 p. j., CE

DH = (20 − 22)+ = 0 p. j. a CE
DD =

(16− 22)+ = 0 p. j.

Nájdime sú£asnú hodnotu opcie. S vyuºitím vz´ahu (6.33) dostaneme:

CE
0 = e−RT

((
3

7

)(
13

20

)
6 +

(
3

7

)(
7

20

)
1 +

(
4

7

)(
29

40

)
0 +

(
4

7

)(
11

40

)
0

)
p. j.

=
400

441

(
117

70
+

3

20
+ 0 + 0

)
p. j. =

1700

1029
p. j. .= 1, 6521 p. j.

Sú£asná hodnota opcie je 1700
1029 p. j.

Poznámka 6.4. Ak by nás zaujímali hodnoty opcie v £ase T
2 , tak vo vrchnom uzle by hodnota

opcie bola:

CE
H = e−RT/2

((
13

20

)
6 +

(
7

20

)
1

)
p. j. =

(
20

21

)(
17

4

)
p. j. =

85

21
p. j. .= 4, 0476 p. j.

a v spodnom uzle by sme získali:

CE
D = e−RT/2

((
29

40

)
0 +

(
11

40

)
0

)
p. j. = 0 p. j.
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Nulová hodnota opcie v tomto uzle znamená, ºe cena podkladovej akcie klesla v £ase T
2

na 18 p. j. za kus a pre drºite©a opcie sa stáva opcia v tomto momente bezcenná. Hoci sa cena

podkladovej akcie môºe v £ase T e²te navý²i´ na 20 p. j., pre drºite©a opcie to v tomto £ase

tak £i tak znamená nulový príjem, ke¤ºe realiza£ná cena opcie K = 22 p. j. je vä£²ia a teda

sa neoplatí opciu realizova´.

Vyuºijúc vypo£ítané hodnoty CE
H a CE

D by sme potom skuto£ne dostali, ºe CE
0 = 1700

1029 p. j.

Ukáºeme:

CE
0 = e−RT/2

((
3

7

)
CE
H +

(
4

7

)
CE
D

)
p. j. =

(
20

21

)(
85

49

)
p. j. =

1700

1029
p. j.

Príklad 6.4. V podmienkach z príkladu 6.3 oce¬me európsku predajnú opciu na akciu, ktorá

nevypláca dividendy, s dobou splatnosti T = 1 rok a realiza£nou cenou K = 22 p. j., ak spojitá

bezriziková úroková sadzba R je po£as tohto obdobia nemenná a rovná ln(1, 05)2.

Rie²enie:

Ke¤ºe ide o put opciu na rovnaké aktívum s cenovým vývojom na rovnakom binárnom strome

ako v príklade 6.3, tak na nájdenie hodnoty put opcie vyuºijeme riziko-neutrálne pravdepo-

dobnosti vypo£ítané v rie²ení príkladu 6.3.

Ke¤ºe ide o európsku predajnú opciu, hodnoty derivátu v koncových uzloch stromu sú

PE
HH = (22 − 28)+ = 0 p. j., PE

HD = (22 − 23)+ = 0 p. j., PE
DH = (22 − 20)+ = 2 p. j. a

PE
DD = (22− 16)+ = 6 p. j.

Hodnoty opcie v £ase T
2 sú tieto:

PE
H = e−RT/2

((
13

20

)
0 +

(
7

20

)
0

)
p. j. = 0 p. j.

PE
D = e−RT/2

((
29

40

)
2 +

(
11

40

)
6

)
p. j. =

(
20

21

)(
31

10

)
p. j. =

62

21
p. j. .= 2, 9524 p. j.

Pre sú£asnú hodnotu opcie dostaneme:

PE
0 = e−RT/2

((
3

7

)
PE
H +

(
4

7

)
PE
D

)
p. j. =

(
20

21

)(
248

147

)
p. j. =

4960

3087
p. j. .= 1, 6067 p. j.

Sú£asná hodnota opcie je teda 4960
3087 p. j.

Poznámka 6.5. Poznamenajme e²te, ºe pri výpo£te sú£asnej ceny opcie na bezarbitráºnom

princípe sme v kaºdom kroku pracovali s presnými hodnotami opcií v jednotlivých uzloch

ako i s presnými hodnotami jednotlivých riziko-neutrálnych pravdepodobností. Keby sme totiº

do výpo£tov dosádzali pribliºné hodnoty, dochádzalo by zaokrúh©ovaním ku kopeniu numeric-

kých chýb a výsledná hodnota by bola nepresná. Akáko©vek nepresnos´ je pri bezarbitráºnom

oce¬ovaní derivátov ve©mi neºiaduca, pretoºe ak by výsledná cena opcie nebola uvedená presne,

dalo by to moºnos´ vzniknú´ arbitráºi, £ím by bezarbitráºne oce¬ovanie prestalo by´ bezarbitráº-

nym. V²etky uvádzané pribliºné hodnoty sa vo výpo£toch nachádzajú len pre lep²iu predstavu

o tom, o aké £íselné hodnoty vlastne ide.
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6.5 Viackrokový model oce¬ovania derivátov

Pri viackrokovom modeli uvaºujeme n £asových krokov rovnakej d¨ºky ∆T , kde T = n∆T

je doba splatnosti derivátu. Platí teda ∆T = T
n . Napr. ak n = 12 a T = 1 rok, tak ∆T = 1

12

roka, £iºe 1 mesiac. Binárny strom s n £asovými krokmi a teda n-násobným vetvením vedúcim

v kaºdom £ase k∆T , kde k = 1, 2, . . . , n, k zdvojnásobneniu priebeºného po£tu koncových

uzlov, má práve 2n koncových uzlov v £ase n∆T . S rastúcim n teda po£et koncových uzlov

na takomto strome narastá exponenciálne.

Sú£asnú (v £ase 0) hodnotu derivátu pri viackrokovom modeli oce¬ovania po£ítame rov-

nakým spôsobom ako pri dvojkrokovom modeli, t. j. pod©a druhu derivátu ur£íme hodnoty

derivátu v koncových uzloch, potom vypo£ítame hodnoty derivátu o jeden krok spä´, pomocou

nich, riziko-neutrálnej pravdepodobnosti na príslu²nej vetve stromu a vz´ahu (6.32) nájdeme

hodnoty derivátu na zodpovedajúcej vetve o ¤al²í £asový krok spä´ a takto postupujeme

spätne cez jednotlivé uzly a jednotlivé £asové kroky aº ku kore¬u stromu a hodnote derivátu

v £ase 0. Na výpo£et hodnoty derivátu v uzle, v ktorom nastáva vetvenie stromu, pouºijeme

teda hodnoty derivátu v uzloch po ¬om nasledujúcich. Z toho vyplýva, ºe rovnako ako pri dvoj-

krokovom modeli aj v tomto prípade platí vz´ah (6.33) s tým, ºe stredná hodnota derivátu je

vypo£ítaná cez v²etky £asové kroky a zodpovedajúce riziko-neutrálne pravdepodobnosti.

Ohodnotenie opcie viackrokovým modelom ilustrujeme na nasledujúcom jednoduchom

príklade.

Príklad 6.5. Bezarbitráºnym oce¬ovaním ohodno´me európsku predajnú opciu na akciu ne-

vyplácajúcu dividendy s dobou splatnosti T = 1 mesiac a realiza£nou cenou K = 100 p. j., ak

spojitá bezriziková úroková sadzba R = 0 je po£as tohto obdobia nemenná, pri£om predpokla-

daný vývoj ceny akcie je na nasledujúcom binárnom strome:

160 p. j.

↗
140 p. j.

↗ ↘
120 p. j. 120 p. j.

↗ ↘ ↗
100 p. j. 100 p. j.

↘ ↗ ↘
80 p. j. 80 p. j.

↘ ↗
60 p. j.

↘
40 p. j.

Poznámka 6.6. V tomto príklade je strom pre podkladové aktívum kon²truovaný tak, ºe

v niektorých miestach dochádza k spájaniu uzlov, ke¤ºe pre hodnotu akcie v týchto uzloch sa
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predpokladá, ºe nadobúda rovnakú hodnotu pri pohybe z predchádzajúceho horného uzla smerom

nadol ako aj pri pohybe z predchádzajúceho dolného uzla smerom nahor. Takýto strom má tzv.

rekombinantnú vlastnos´. V¤aka tomu je po£et koncových uzlov men²í neº 2n, kde n ≥ 2

je po£et £asových krokov (pre n = 1 je rovnaký). Pri binárnych stromoch s rekombinantnou

vlastnos´ou s rastúcim n narastá po£et koncových uzlov polynomiálne. Konkrétne, ak n je po£et

£asových krokov, tak n+ 1 je po£et koncových uzlov stromu.

Rie²enie:

Ke¤ºe v kaºdom uzle stromu platí, ºe Shore = Steraz + 20 p. j. a Sdolu = Steraz − 20 p. j., tak

na celom strome je riziko-neutrálna pravdepodobnos´ rovnaká, rovná:

q =
Steraze

R∆T − Sdolu
Shore − Sdolu

=
Steraz − Steraz + 20

Steraz + 20− Steraz + 20
=

20

40
=

1

2
.

Pretoºe ide o európsku put opciu, tak hodnoty opcie v koncových uzloch stromu pre derivát

idúc zhora dole sú 0 p. j., 0 p. j., 20 p. j. a 60 p. j.

Aplikujúc vz´ah (6.32) na výpo£et hodnoty derivátu v uzloch z predchádzajúceho kroku

na ktorejko©vek vetve stromu dostaneme:

Zteraz = e−R∆T (qZhore + (1− q)Zdolu) =
1

2
(Zhore + Zdolu) .

Preto moºno ©ahko nahliadnu´, ºe hodnoty derivátu budú na celom strome také ako na na-

sledujúcom zobrazení stromu pre derivát:

0 p. j.

↗
0 p. j.

↗ ↘
5 p. j. 0 p. j.

↗ ↘ ↗
15 p. j. 10 p. j.

↘ ↗ ↘
25 p. j. 20 p. j.

↘ ↗
40 p. j.

↘
60 p. j.

Sú£asná hodnota put opcie je 15 p. j.

Pri ohodnocovaní derivátu viackrokovýmmodelom môºeme pozorova´ zaujímavé vlastnosti

sú£asnej hodnoty derivátu v istých ²peciálnych prípadoch.

Tvrdenie 6.1. Sú£asná hodnota derivátu, ktorý má pri viackrokovom modeli ohodnocovania

v kaºdom koncovom uzle stromu nulovú hodnotu, je nulová bez oh©adu na to, aká je bezriziková

úroková sadzba R.
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Dôkaz. Dôkaz je triviálnym dôsledkom vyuºitia vz´ahu (6.32) na oce¬ovanie derivátu. Na kaº-

dej vetve stromu platí, ºe ak Zhore = 0 p. j. = Zdolu, tak Zteraz = e−R∆T (qZhore + (1− q)Zdolu)

= 0 p. j.

Tvrdenie 6.2. Sú£asná hodnota CE
0

(
PE
0

)
európskej kúpnej (predajnej) opcie na akciu bez di-

vidend s realiza£nou cenou K p. j. takou, ºe K < Sm (K > SM ), kde Sm (SM ) ozna£uje naj-

men²iu (najvä£²iu) z hodnôt podkladového aktíva v koncových uzloch stromu s rekombinantnou

vlastnos´ou, sa pri spojitej bezrizikovej úrokovej sadzbe R, kon²tantnej po£as doby splatnosti

opcie T , rovná S0 −Ke−RT (Ke−RT − S0).

Dôkaz. Dôkaz urobíme pre kúpnu opciu, pre predajnú opciu by sme postupovali analogicky.

Ozna£me Sk,j cenu/hodnotu aktíva v uzle (k, j) na strome pre podkladové aktívum, kde k

ozna£uje £asový krok a pre toto k poradové £íslo uzlu idúc zhora dole je j, kde j = 1, 2, . . . , k+

1. Ozna£ujme CE
k,j hodnotu kúpnej opcie v tomto uzle na strome pre derivát. �peciálne, ak

k = 0, potom j nadobúda iba hodnotu 1 a S0,1 je sú£asná hodnota podkladového aktíva S0,

resp. CE
0,1 je sú£asná hodnota opcie CE

0 .

Nech qk,j ozna£uje riziko-neutrálnu pravdepodobnos´ na vetve stromu, na ktorej má uzol

(k, j) dvoch nasledovníkov (k + 1, j) a (k + 1, j + 1), potom:

qk,j =
Sk,je

R∆T − Sk+1,j+1

Sk+1,j − Sk+1,j+1
.

Ak K < Sm, tak vo v²etkých koncových uzloch stromu pre derivát sú hodnoty opcie

kladné, rovné rozdielu Sn,j −K p. j., kde j = 1, 2, . . . , n+1. Vyuºijúc vz´ah (6.32) dostaneme

pre v²etky j = 1, 2, . . . , n:

CE
n−1,j = e−R∆T (qn−1,j (Sn,j −K) + (1− qn−1,j) (Sn,j+1 −K))

= e−R∆T (qn−1,jSn,j + (1− qn−1,j)Sn,j+1 −K)

= e−R∆T
(
eR∆TSn−1,j −K

)
= Sn−1,j −Ke−R∆T .

Zvy²ok dôkazu vyuºíva matematickú indukciu. Predpokladajme, ºe CE
n−k+1,j = Sn−k+1,j−

Ke−R(k−1)∆T pre v²etky j = 1, 2, . . . , n− k+2, kde 1 < k ≤ n. Ukáºeme, ºe potom CE
n−k,j =

Sn−k,j −Ke−Rk∆T pre v²etky j = 1, 2, . . . , n− k + 1.

Opätovne vyuºijúc vz´ah (6.32) pre v²etky j = 1, 2, . . . , n− k + 1 získame:

CE
n−k,j = e−R∆T qn−k,j

(
Sn−k+1,j −Ke−R(k−1)∆T

)
+

+e−R∆T (1− qn−k,j)
(
Sn−k+1,j+1 −Ke−R(k−1)∆T

)
= e−R∆T

(
qn−k,jSn−k+1,j + (1− qn−k,j)Sn−k+1,j+1 −Ke−R(k−1)∆T

)
= e−R∆T

(
eR∆TSn−k,j −Ke−R(k−1)∆T

)
= Sn−k,j −Ke−Rk∆T . (6.34)

Z toho vyplýva, ºe ak k = n v (6.34), potom j nadobúda iba hodnotu 1 a máme:

CE
0 = CE

0,1 = S0,1 −Ke−Rn∆T = S0 −Ke−RT .
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Poznámka 6.7. Poznamenajme, ºe tvrdenie platí aj pre stromy bez rekombinantnej vlastnosti.

Dôkaz je identický aº na drobné rozdiely v zna£ení.

Navy²e, ak by sme namiesto európskej kúpnej opcie uvaºovali forwardový kontrakt z poh©adu

kupujúcej strany, tak identický postup dôkazu z tvrdenia 6.2 by ukázal, ºe pre realiza£nú cenu

K forwardu platí:

0 = S0 −Ke−RT ,

t. j. K = S0e
RT .

6.6 Európske opcie na akciu nevyplácajúcu dividendy

S európskymi opciami na akciu bez dividend sme sa uº stretli. Na viacerých príkladoch sme

demon²trovali pouºitie jedno- i viackrokového modelu oce¬ovania derivátu práve na európskej

kúpnej a predajnej opcii na akciu nevyplácajúcu dividendy. Ukázali sme, ºe hodnota európskej

call a put opcie závisí od toho, ako modelujeme vývoj ceny podkladového aktíva na binár-

nom strome a od toho, ko©ko stup¬ov vetvenia sa na strome nachádza. �ím je model bliº²ie

realite (£o nevyhnutne nemusí znamena´ vy²²í po£et £asových krokov), tým presnej²ie sme

schopní ur£i´ cenu derivátu, ²peciálne opcie. Pochopite©ne, £ím je doba splatnosti opcie dlh-

²ia, tým vä£²ie odchýlky od skuto£nej ceny opcie môºu vzniknú´. Tieto odchýlky sú spojené

s modelovaním vývoja ceny podkladového aktíva, pretoºe £ím dlh²ia je doba splatnosti, tým

nepresnej²ie budeme ur£ova´ pohyb ceny aktíva v £asoch vzdialenej²ích od sú£asnosti. Po-

dobne v²ak je na d¨ºku doby splatnosti citlivá úroková sadzba a predpoklad jej kon²tantnosti

po£as prive©mi dlhého obdobia nie je moºné naplni´. �al²ie nepresnosti teda môºu vznika´

v spojení so zmenami úrokových sadzieb.

Ak dáme bokom moºné komplikácie s ohodnocovaním opísané vy²²ie a budeme vývoj

ceny podkladového aktíva povaºova´ za daný a bezrizikovú úrokovú sadzbu na toto obdobie

za �xovanú na ur£itej kon²tantnej vý²ke, tak jediným ur£ujúcim faktorom, ktorý bude vplýva´

na cenu európskej opcie so zvolenou maturitou T , bude vý²ka realiza£nej ceny K, ako o tom

£iasto£ne vypovedajú tvrdenia 6.1 a 6.2. Vý²ka K v £ase splatnosti opcie rozhodne o tom,

£i má opcia v tom £ase nejakú hodnotu a teda, £i sa oplatí ju realizova´. Pretoºe hodnota

európskej call opcie v £ase T závisí od rozdielu ST −K, dá sa o£akáva´, ºe jej hodnota v £ase

0 bude tým vy²²ia, £ím je K niº²ie. Pri put opciách je situácia opa£ná, a preto sa dá o£akáva´,

ºe £ím vä£²ie bude K, tým aj hodnota put opcie v £ase 0 bude vy²²ia.

Zhr¬me predchádzajúce úvahy do nasledujúceho tvrdenia.

Tvrdenie 6.3. Nech K1 > 0 p. j. je realiza£ná cena call (put) opcie európskeho typu na ak-

ciu bez dividend a s danou dobou splatnosti T , po£as ktorej je bezriziková úroková sadzba R

kon²tantná. Ozna£me sú£asnú hodnotu takejto opcie ako C1
0 (P 1

0 ). Nech K2 > K1 je iná rea-

liza£ná cena takejto opcie. Sú£asnú hodnotu call (put) opcie s realiza£nou cenou K2 ozna£me
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C2
0 (P 2

0 ). Potom pri bezarbitráºnom oce¬ovaní platí:

C1
0 ≥ C2

0 (P 1
0 ≤ P 2

0 ). (6.35)

Poznámka 6.8. Pri oce¬ovaní opcií na binárnych stromoch si sta£í uvedomi´, ºe tým vä£²ie

mnoºstvo koncových uzlov stromu je nenulových (kladných), £ím men²ie je K pri call opciách,

resp. £ím vä£²ie je K pri put opciách. Viac nenulových koncových uzlov induktívne vedie k vy²-

²ím hodnotám opcie vo v²etkých predchádzajúcich £asových krokoch a teda aj k vy²²ej hodnote

opcie v £ase 0. Na dôkaz tvrdenia v²ak nie je nutné zapája´ ohodnocovanie na binárnych stro-

moch, ktoré môºe by´ za´aºené nesprávnymi odhadmi. V tomto prípade úplne posta£uje princíp

ºiadna arbitráº.

Dôkaz. Dôkaz urobíme pre kúpne opcie (dôkaz pre predajné opcie je analogický).

Chceme ukáza´, ºe C1
0 ≥ C2

0 . Nech by to nebola pravda, t. j. predpokladajme C1
0 < C2

0 .

Nakúpme 1 call opciu s realiza£nou cenou K1 a predajme 1 call opciu s realiza£nou cenou K2.

Pretoºe pod©a predpokladu je C1
0 < C2

0 , v £ase 0 je takto moºné zarobi´ 0 < C2
0 − C1

0 p. j.

Nech ST je cena podkladovej akcie v £ase splatnosti opcií T . Ak v £ase T je ST ≤ K1,

ºiadnu z opcií sa neoplatí realizova´ a obe majú nulovú hodnotu. Ak K1 < ST ≤ K2, tak

zakúpená opcia má kladnú hodnotu ST −K1 > 0 p. j., kým opcia s realiza£nou cenou K2 má

nulovú hodnotu. Ak ST > K2, tak obe opcie majú nenulovú hodnotu, ale zakúpená opcia ju

má vä£²iu. Platí ST − K1 > ST − K2. Vo v²etkých prípadoch teda moºno okrem kladného

príjmu v £ase 0, nadobudnú´ nezáporný príjem v £ase T vysporiadaním opcií. Inými slovami

vznikla arbitráºna príleºitos´. Aby sme oce¬ovali bez arbitráºe, musí plati´ C1
0 ≥ C2

0 .

6.7 Kúpno-predajná parita pre európske opcie

Kúpno-predajná (alebo put-call) parita pre európske opcie na akciu bez dividend je vz´ah,

ktorý umoº¬uje vypo£íta´ hodnotu európskej put opcie na akciu bez dividend v nejakom

£ase t ∈ ⟨0, T ⟩, ak poznáme hodnotu európskej call opcie na tú istú akciu s tou istou dobou

splatnosti T a rovnakou realiza£nou cenou K. Alebo naopak umoº¬uje vypo£íta´ hodnotu

európskej call opcie na akciu bez dividend v nejakom £ase t ∈ ⟨0, T ⟩, ak poznáme hodnotu

európskej put opcie na tú istú akciu s tou istou dobou splatnosti T a rovnakou realiza£nou ce-

nou K. �peciálne sa budeme zaujíma´ o sú£asné hodnoty takýchto kúpnych, resp. predajných

opcií, t. j. o situáciu, ke¤ t = 0.

Odvodenie tohto vz´ahu sa opiera o princíp ºiadna arbitráº a na nasledujúcich riadkoch

ho ukáºeme.

Uvaºujme portfólio pozostávajúce z jednej zakúpenej akcie, jednej zakúpenej put opcie

na túto akciu a jednej predanej call opcie na túto akciu s rovnakou dobou splatnosti T a rov-

nakou realiza£nou cenouK p. j. ako pri put opcii. Sledujme hodnotu portfólia v £ase t ∈ ⟨0, T ⟩.
V £ase maturity opcií T je hodnota portfólia

ST + PE
T − CE

T = ST + (K − ST )
+ − (ST −K)+ = K. (6.36)
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Z toho vyplýva (princíp ºiadna arbitráº), ºe hodnota portfólia v £ase t ∈ ⟨0, T ⟩ bude:

St + PE
t − CE

t = Ke−R(T−t). (6.37)

Zo vz´ahu (6.37) pre t = 0 dostávame:

S0 + PE
0 − CE

0 = Ke−RT . (6.38)

Odtia©:

PE
0 = CE

0 − S0 +Ke−RT , (6.39)

resp.:

CE
0 = PE

0 + S0 −Ke−RT . (6.40)

Ak teda poznáme hodnotu CE
0 call opcie dokáºeme zo vz´ahu (6.39) ur£i´ sú£asnú hodnotu

PE
0 put opcie a naopak, ak poznáme hodnotu PE

0 put opcie dokáºeme zo vz´ahu (6.40) ur£i´

sú£asnú hodnotu CE
0 call opcie. Tieto vz´ahy sú obzvlá²´ uºito£né v tom, ºe s ich pomocou

vieme ur£i´ sú£asnú hodnotu opcie bez nutnosti po£ítania na binárnom strome.

Ilustrujme platnos´ týchto vz´ahov na príkladoch z predchádzajúcich £astí u£ebnice. Vez-

mime najprv príklady 6.1 a 6.2. V nich sme vypo£ítali, ºe sú£asná hodnota európskej call

opcie je 50
21 p. j. a sú£asná hodnota európskej put opcie je 10

3 p. j. pri S0 = 20 p. j., K = 22

p. j. a R = ln(1, 05). Overme platnos´ (6.38):

S0 + PE
0 − CE

0 =

(
20 +

10

3
− 50

21

)
p. j. =

440

21
p. j. = (22 p. j.)

(
20

21

)
= Ke−RT

V £ase T zase platí (6.36), pretoºe v uzle H máme:

SH + PE
H − CE

H = (28 + 0− 6) p. j. = 22 p. j. = K.

Podobne v uzle D máme:

SD + PE
D − CE

D = (16 + 6− 0) p. j. = 22 p. j. = K.

V inom £ase t ∈ (0, T ) nemáme moºnos´ overi´ pravdivos´ (6.37), pretoºe sme ohodnocovanie

robili na jednoduchom binárnom strome bez ¤al²ieho vetvenia.

Vezmime teraz príklady 6.3 a 6.4. V nich sme vypo£ítali, ºe sú£asná hodnota európskej

call opcie je 1700
1029 p. j. a sú£asná hodnota európskej put opcie je 4960

3087 p. j. pri S0 = 20 p. j.,

K = 22 p. j. a R = ln(1, 05)2. Overme najskôr platnos´ (6.38):

S0 + PE
0 − CE

0 =

(
20 +

4960

3087
− 1700

1029

)
p. j. =

8800

441
p. j. = (22 p. j.)

(
20

21

)2

= Ke−RT

V týchto príkladoch sme robili výpo£et na binárnom strome s pouºitím dvojkrokového modelu,

takºe máme moºnos´ overi´ vz´ah (6.37) pre £as t = T
2 . V uzle H dostaneme:

SH + PE
H − CE

H =

(
25 + 0− 85

21

)
p. j. =

440

21
p. j. = (22 p. j.)

20

21
= Ke−RT

2 .
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V uzle D platí:

SD + PE
D − CE

D =

(
18 +

62

21
− 0

)
p. j. =

440

21
p. j. = (22 p. j.)

20

21
= Ke−RT

2 .

V príklade 6.5 sme vypo£ítali sú£asnú hodnotu európskej put opcie na akciu bez dividend

s S0 = K = 100 p. j., R = 0 a T = 1
12 . Vz´ah (6.40) nám umoº¬uje ur£i´ sú£asnú hodnotu

príslu²nej call opcie:

CE
0 = PE

0 + S0 −Ke−RT = (15 + 100− 100) p. j. = 15 p. j. (6.41)

6.8 Americké opcie na akciu bez dividend

Ke¤ºe pri amerických opciách na akciu bez dividend je moºnos´ uplatni´ opciu do £asu

jej vypr²ania, dá sa predpoklada´, ºe ich cena bude vä£²ia alebo aspo¬ rovnaká ako cena ich

európskych ekvivalentov, t. j. opcií na to isté aktívum, s tou istou dobou splatnosti a rovnakou

realiza£nou cenou. Ak ozna£íme sú£asnú hodnotu americkej call opcie CA
0 a sú£asnú hodnotu

americkej put opcie PA
0 , tak CA

0 ≥ CE
0 , resp. P

A
0 ≥ PE

0 .

6.8.1 Americká kúpna opcia na akciu bez dividend

Ukáºeme, ºe pre americkú call opciu na akciu bez dividend platí CA
0 = CE

0 .

Uvaºujme dve portfólia A a B. Portfólio A pozostáva z americkej call opcie na akciu

bez dividend s realiza£nou cenou K a maturitou T a K kusov diskontných dlhopisov. Investor,

ktorý disponuje takýmto portfóliom, je drºite©om opcie a investovaním do dlhopisov ²etrí

na kúpu akcie za cenu K p. j. Portfólio B je tvorené iba podkladovou akciou. Jeho majite© je

teda vlastníkom jedného kusu akcie.

Predpokladajme R > 0. Ozna£me CA
t hodnotu opcie v £ase t ∈ ⟨0, T ⟩, potom hodnota

portfólia A v £ase t sa rovná CA
t +Ke−R(T−t) a hodnota portfólia B v £ase t sa rovná hodnote

akcie v £ase t, teda St.

V prípade realizácie opcie v £ase t ∈ ⟨0, T ) sa hodnota portfólia A rovná St − K +

Ke−R(T−t) < St.

V prípade realizácie opcie aº v £ase jej maturity T sa hodnota portfólia A rovná ST −
K +K = ST , ak ST > K. Ak ST ≤ K, tak sa opciu neoplatí realizova´ a hodnota portfólia A

bude 0+K = K. Tak £i onak, hodnota portfólia v £ase T je (ST −K)+ +K = max{ST ,K},
£o je viac alebo sa rovná hodnote ST portfólia B v tomto £ase.

Ukáºeme, ºe opciu sa neoplatí realizova´ skôr neº v £ase T , pretoºe jej realizáciou investor

tratí hodnotu. Presnej²ie, ukáºeme, ºe hodnota portfólia A musí by´ v kaºdom £ase t vä£²ia

alebo rovná hodnote portfólia B, lebo inak by vznikla arbitráº.

Ak by totiº hodnota portfólia A bola v nejakom £ase t0 ∈ ⟨0, T ) (v £ase T to nie je moºné)

men²ia neº hodnota portfólia B, t. j. by platilo:

CA
t0 +Ke−R(T−t0) < St0 , (6.42)
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tak by drºite© portfólia B mohol preda´ akciu za cenu St0 a kúpi´ portfólio A s kladným

ziskom. Potom by mohol po£ka´ do £asu T a v prípade, ºe ST > K, uplatni´ opciu, t. j. kúpi´

akciu za realiza£nú cenu K p. j. za peniaze z dlhopisov alebo v prípade, ºe ST ≤ K, opcia by

síce ostala nerealizovaná, ale za K p. j. z dlhopisov by investor mohol kúpi´ akciu bez straty

alebo s kladným ziskom spä´. V oboch prípadoch je v £ase T drºite©om portfólia B, rovnako

ako bol do £asu t0 (predanú akciu má spä´), ale navy²e v £ase t0, prípadne aj v £ase T je

obohatený o kladný bezrizikový príjem. Vznikla arbitráº.

Aby sa ohodnocovalo bezarbitráºne, musí by´ hodnota portfólia A v kaºdom £ase t ∈ ⟨0, T ⟩
vä£²ia alebo rovná hodnote portfólia B, t. j.:

CA
t +Ke−R(T−t) ≥ St. (6.43)

Zo (6.43) navy²e máme:

CA
t +Ke−R(T−t) ≥ St > St −K +Ke−R(T−t),

teda realizáciou v inom £ase neº T investor stráca hodnotu opcie. Dostávame:

CA
t > St −K. (6.44)

Dôsledkom predchádzajúcich úvah je, ºe CA
t = CE

t v kaºdom £ase 0 ≤ t ≤ T a na výpo-

£et hodnoty amerických call opcií na akciu bez dividend moºno pouºi´ rovnaké vz´ahy ako

pre európske call opcie.

Poznámka 6.9. Hoci prípad, v ktorom R = 0, nebol v predchádzajúcom odvodení uvaºovaný,

je moºné aj pre¬ prís´ k rovnakému záveru. Sta£í predchádzajúci postup zopakova´ a uvaºova´

pri tom R = 0. Detaily tohto odvodenia prenechávame £itate©ovi.

6.8.2 Americká predajná opcia na akciu bez dividend

Uvaºujme viackrokový model oce¬ovania derivátu na binárnom strome. Pripome¬me si,

ºe zo vz´ahu (6.33) pre európsku put opciu platí:

PE
0 = Eq

(
P (0, T )(K − ST )

+
)
, (6.45)

kde Eq(Z) je stredná hodnota derivátu po£ítaná cez v²etky £asové kroky a zodpovedajúce

riziko-neutrálne pravdepodobnosti a P (0, T ) = e−RT je sú£asná hodnota diskontného dlhopisu

s dobou splatnosti T pri kon²tatnej úrokovej sadzbe R.

Na jednej vetve stromu máme:

PE
teraz = e−R∆T

(
qPE

hore + (1− q)PE
dolu

)
, (6.46)

kde

q =
Steraze

R∆T − Sdolu
Shore − Sdolu

je riziko-neutrálna pravdepodobnos´ na tejto vetve stromu.
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Pretoºe americkú opciu moºno uplatni´ do £asu T , teda v prípade viackrokového modelu

oce¬ovania na binárnych stromoch v ktoromko©vek uzle tohto stromu, tak na jednej vetve

stromu pre americkú opciu dostávame:

PA
teraz = max{(K − Steraz)

+ , e−R∆T
(
qPA

hore + (1− q)PA
dolu

)
}. (6.47)

Vz´ah (6.47) vyjadruje, ºe hodnotu americkej opcie v danom uzle stromu dostaneme ako

maximum z dvoch £ísel. Jedno z tých £ísel je za £as ∆T diskontovaná o£akávaná hodnota

opcie po£ítaná cez riziko-neutrálnu pravdepodobnos´ na príslu²nej vetve stromu, na ktorej

z daného uzlu vychádzajú dvaja nasledovníci. Druhým £íslom je hodnota, ktorú by drºite©

opcie nadobudol jej okamºitou realizáciou (t. j. realizáciou v danom uzle stromu).

Zo vz´ahu (6.47) taktieº vyplýva, ºe PA
teraz ≥ PE

teraz v ktoromko©vek uzle stromu. Z toho

samozrejme dostávame, ºe PA
0 ≥ PE

0 .

�peciálne, ak uvaºujeme jednokrokový model oce¬ovania, tak:

PA
0 = max{(K − S0)

+ , e−RT
(
q (K − SH)+ + (1− q) (K − SD)

+)}, (6.48)

kde q = S0eRT−SD
SH−SD

.

Teraz ukáºeme, ºe rovnos´ v (6.48) zabezpe£í, ºe oce¬ovanie je bezarbitráºne.

Nech je cena americkej opcie na akciu bez dividend niº²ia neº PA
0 v (6.48). Potom

je výhodné opciu kúpi´ a bu¤ zrealizova´ okamºite s kladným ziskom, ak (K − S0)
+ >

e−RT
(
q (K − SH)+ + (1− q) (K − SD)

+), alebo v opa£nom prípade, t. j. ak (K − S0)
+ ≤

e−RT
(
q (K − SH)+ + (1− q) (K − SD)

+), vytvori´ a preda´ replika£né portfólio (portfólio,

ktoré nahrádza opciu), ktorého hodnota je vy²²ia neº cena opcie.

Ak je cena americkej opcie na akciu bez dividend vy²²ia neº PA
0 v (6.48), potom je vý-

hodné opciu preda´ a dosiahnu´ kladný zisk pri okamºitej realizácii opcie protistranou. Ak

(K − S0)
+ > e−RT

(
q (K − SH)+ + (1− q) (K − SD)

+), alebo v opa£nom prípade, t. j. ak

(K − S0)
+ ≤ e−RT

(
q (K − SH)+ + (1− q) (K − SD)

+), kúpi´ replika£né portfólio, ktorého

hodnota je niº²ia neº cena opcie.

V prípade binárneho stromu s viacnásobným vetvením budeme potom v kaºdom uzle

(aº na koncové) po£íta´ hodnotu americkej put opcie na akciu bez dividend pod©a vz´ahu

(6.47) postupujúc spätne od koncových uzlov ku kore¬u. Na záver tak získame bezarbitráºnu

hodnotu PA
0 .

Poznamenajme, ºe tento algoritmus funguje aj pre americké call opcie na akciu bez divi-

dend s tým rozdielom, ºe v kaºdom uzle sa vyberá maximum z dvojice £ísel (Steraz −K)+

a e−R∆T
(
qCA

hore + (1− q)CA
dolu

)
. Vzh©adom nato, ºe pre americké call opcie na akciu bez di-

vidend platia rovnaké vz´ahy ako pre jej európsky ekvivalent, je v tomto prípade jednoduch²ie

pouºíva´ algoritmus výpo£tu pre európske call opcie.

Príklad 6.6. Bezarbitráºnym oce¬ovaním ohodno´me americkú predajnú opciu na akciu ne-

vyplácajúcu dividendy s dobou splatnosti T = 2 roky a realiza£nou cenou K = 100 p. j., ak

spojitá bezriziková úroková sadzba R = 0, 1 je po£as tohto obdobia nemenná, pri£om predpo-

kladaný vývoj ceny akcie je na nasledujúcom binárnom strome:
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S21 = 225 p. j.

↗
S11 = 150 p. j.

↗ ↘
S0 = 100 p. j. S22 = 75 p. j.

↘ ↗
S12 = 50 p. j.

↘
S23 = 25 p. j.

kde prvá zmena ceny akcie nastane v £ase ∆T = 1 rok a druhá zmena nastane o ¤al²í rok

neskôr (£iºe doba splatnosti opcie T = 2∆T = 2 roky).

Rie²enie:

Pretoºe na celom strome platí Shore = 1, 5Steraz a Sdolu = 0, 5Steraz, tak na celom strome

bude rovnaká riziko-neutrálna pravdepodobnos´:

q =
Steraze

R∆T − Sdolu
Shore − Sdolu

=
Steraze

0,1 − 0, 5Steraz
1, 5Steraz − 0, 5Steraz

= e0,1 − 0, 5.

Z toho:

1− q = 1, 5− e0,1.

Hodnota put opcie v koncových uzloch stromu pre derivát bude:

PA
21 = 0 p. j. v uzle 21,

PA
22 = 25 p. j. v uzle 22,

PA
23 = 75 p. j. v uzle 23.

S vyuºitím vz´ahu (6.47) vypo£ítajme postupne hodnotu opcie v uzloch 11, 12 a 0:

PA
11 = max

{
(100− 150)+, e−0,1

(
(e0,1 − 0, 5)0 + (1, 5− e0,1)25

)}
= max{0; 37, 5e−0,1 − 25} .

= 8, 931 p. j.,

PA
12 = max

{
(100− 50)+, e−0,1

(
(e0,1 − 0, 5)25 + (1, 5− e0,1)75

)}
= max{50; 100e−0,1 − 50} = 50 p. j.,

PA
0 = max

{
(100− 100)+, e−0,1

(
(e0,1 − 0, 5)PA

11 + (1, 5− e0,1)PA
12

)}
= max{0; 125e−0,1 − 75− 18, 75e−0,2} .

= 22, 753 p. j.

Teda sú£asná hodnota americkej put opcie je pribliºne 22, 753 p. j.

Ak kaºdé vetvenie na strome nastáva s pravdepodobnos´ou p pribliºne rovnou 1
2 , intuitívne

by sa mal riziko averzný investor zamera´ na realizáciu opcie v uzle 12 (ak sa do¬ho cena

akcie dostane), v ktorom mu opcia priná²a najvä£²iu, v danom okamihu istú výplatu 50 p. j.

oproti neistote plynúcej z drºby opcie ¤al²ie obdobie a hrozby poklesu jej hodnoty na 25 p.

j., resp. na 25e−0,1 p. j. pri zoh©adnení úrokovej sadzby.

Pre porovnanie hodnota európskej opcie na túto akciu je v £ase 0 rovná 25 − 125e−0,1 +

131, 25e−0,2 .
= 19, 354 p. j. Naozaj je teda sú£asná hodnota americkej opcie vä£²ia neº hodnota
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jej európskeho ekvivalentu. Navy²e v kaºdom uzle stromu pre derivát je hodnota americkej

opcie vä£²ia alebo rovnaká ako hodnota európskej opcie. Je to priamy dôsledok pouºitia al-

goritmu, ktorý funguje na rovnakom princípe ako algoritmus pre oce¬ovanie európskych put

opcií, ale naviac v kaºdom uzle vyberá vä£²iu z dvoch hodnôt, pri£om do porovnania zapája

i hodnotu opcie danú jej okamºitou realizáciou v danom uzle. Tento záver plne kore²ponduje

s realitou, pretoºe moºnos´ realizácie americkej opcie v kaºdom £ase po£as doby splatnosti

opcie zdvíha jej cenu v porovnaní s cenou európskej opcie. V skuto£nosti teda platí PA
t ≥ PE

t

v kaºdom £ase t ∈ ⟨0, T ⟩.

Príklad 6.7. Pri podmienkach z príkladu 6.6 ohodno´me bezarbitráºnym oce¬ovaním americkú

kúpnu opciu na akciu nevyplácajúcu dividendy s dobou splatnosti T = 2 roky a realiza£nou

cenou K = 100 p. j.

Rie²enie:

Riziko-neutrálnu pravdepodobnos´ q sme zistili v príklade 6.6. Ke¤ºe ide o to isté aktívum

s vývojom na tom istom binárnom strome, riziko-neutrálna pravdepodobnos´ bude na celom

strome rovnaká, rovná:

q = e0,1 − 0, 5.

Hodnota call opcie v koncových uzloch stromu pre derivát bude:

CA
21 = 125 p. j. v uzle 21,

CA
22 = 0 p. j. v uzle 22,

CA
23 = 0 p. j. v uzle 23.

Vypo£ítajme postupne hodnotu opcie v uzloch 11, 12 a 0:

CA
11 = max

{
(150− 100)+, e−0,1

(
(e0,1 − 0, 5)125 + (1, 5− e0,1)0

)}
= max{50; 125− 62, 5e−0,1} = 125− 62, 5e−0,1 .

= 68, 448 p. j.,

CA
12 = max

{
(50− 100)+, e−0,1

(
(e0,1 − 0, 5)0 + (1, 5− e0,1)0

)}
= max{0; 0} = 0 p. j.,

CA
0 = max

{
(100− 100)+, e−0,1

(
(e0,1 − 0, 5)CA

11 + (1, 5− e0,1)CA
12

)}
= max{0; 125− 125e−0,1 + 31, 25e−0,2} .

= 37, 481 p. j.

Hodnota americkej call opcie v £ase 0 je teda pribliºne rovná 37, 481 p. j. Hoci sme na vý-

po£et tejto hodnoty pouºili algoritmus oce¬ovania amerických opcií, nebolo to nutné. Sú£asná

hodnota americkej call opcie na akciu bez dividend je presne taká istá ako sú£asná hodnota

jej európskeho ekvivalentu.

Predchádzajúci príklad demon²troval, ºe na výpo£et sú£asnej hodnoty americkej kúpnej

opcie na akciu bez dividend posta£í pouºi´ algoritmus pre európsku kúpnu opciu na takúto

akciu. Oce¬ovanie amerických kúpnych opcií na akciu bez dividend na binárnom strome by

malo re²pektova´ tvrdenie, ºe v kaºdom £ase 0 ≤ t ≤ T platí CA
t = CE

t . Jeden príklad
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(6.7) nedokáºe reprezentova´ v²etky moºnosti, preto ukáºeme, ºe oce¬ovanie americkej kúpnej

opcie na akciu bez dividend na binárnom strome moºno urobi´ prostredníctvom algoritmu

na oce¬ovanie jej európskeho ekvivalentu, t. j. ºe toto oce¬ovanie sp¨¬a, ºe hodnota americkej

kúpnej opcie sa rovná hodnote európskej kúpnej opcie v kaºdom uzle stromu pre derivát.

Tvrdenie 6.4. Sú£asná hodnota americkej kúpnej opcie na akciu bez dividend s realiza£nou

cenou K p. j. získaná oce¬ovaním na binárnom strome s rekombinantnou vlastnos´ou, sa

pri spojitej bezrizikovej úrokovej sadzbe R, kon²tantnej po£as doby splatnosti opcie T , rovná

sú£asnej hodnote jej európskeho ekvivalentu a navy²e hodnoty americkej a európskej opcie sa

rovnajú v kaºdom uzle stromu pre derivát.

Dôkaz. Nech n je po£et £asových krokov na strome. Ozna£me Sk,j ako cenu/hodnotu aktíva

v uzle (k, j) na strome pre podkladové aktívum, kde k ozna£uje £asový krok a pre toto k

poradové £íslo uzlu idúc zhora dole je j, kde j = 1, 2, . . . , k + 1. Ozna£ujme CA
k,j hodnotu

americkej kúpnej opcie v tomto uzle na strome pre derivát. �peciálne, ak k = 0, potom j

nadobúda iba hodnotu 1 a S0,1 je sú£asná hodnota podkladového aktíva S0, resp. CA
0,1 je

sú£asná hodnota opcie CA
0 .

Podobne nech CE
k,j ozna£uje hodnotu európskej kúpnej opcie v uzle (k, j) na strome pre de-

rivát. Potom CE
0,1 je sú£asná hodnota európskej opcie CE

0 .

Nech qk,j ozna£uje riziko-neutrálnu pravdepodobnos´ na vetve stromu, na ktorej má uzol

(k, j) dvoch nasledovníkov (k + 1, j) a (k + 1, j + 1), potom:

qk,j =
Sk,je

R∆T − Sk+1,j+1

Sk+1,j − Sk+1,j+1
.

Ozna£me Sm najmen²iu z hodnôt podkladového aktíva v koncových uzloch n-krokového

stromu a SM najvä£²iu z hodnôt podkladového aktíva v koncových uzloch tohto stromu.

Potom aktívum nadobúda hodnotu Sm v uzle (n, n+ 1) a hodnotu SM v uzle (n, 1).

Dôkaz pozostáva z viacerých £astí. Najprv sa budeme venova´ prípadu, ke¤ K < Sm.

Potom z kon²trukcie stromu a predpokladu (6.30) vyplýva, ºe K < Sk,j pre v²etky uzly (k, j).

Navy²e vo v²etkých koncových uzloch stromu pre derivát nadobúda opcia kladnú hodnotu,

rovnú rozdielu Sn,j −K p. j., kde j = 1, 2, . . . , n+ 1.

Vypo£ítajme teraz hodnotu opcie v uzloch z predchádzajúceho £asového kroku n − 1,

pre v²etky j = 1, 2, . . . , n dostaneme:

CA
n−1,j = max

{
max {0, Sn−1,j −K} , e−R∆T (qn−1,j (Sn,j −K) + (1− qn−1,j) (Sn,j+1 −K))

}
= max

{
Sn−1,j −K, e−R∆T (Sn,j+1 −K + qn−1,j (Sn,j − Sn,j+1))

}
= max

{
Sn−1,j −K, e−R∆T

(
eR∆TSn−1,j −K

)}
= max

{
Sn−1,j −K,Sn−1,j −Ke−R∆T

}
= Sn−1,j −Ke−R∆T = CE

n−1,j .

�al²í postup pracuje s matematickou indukciou. Predpokladajme, ºe CA
n−k+1,j = Sn−k+1,j−

Ke−R(k−1)∆T = CE
n−k+1,j pre v²etky j = 1, 2, . . . , n − k + 2, kde 1 < k ≤ n. Ukáºeme, ºe

potom CA
n−k,j = Sn−k,j −Ke−Rk∆T = CE

n−k,j pre v²etky j = 1, 2, . . . , n− k + 1.
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Pre v²etky j = 1, 2, . . . , n− k + 1 máme:

CA
n−k,j = max

{
max {0, Sn−k,j −K} , e−R∆T qn−k,j

(
Sn−k+1,j −Ke−R(k−1)∆T

)
+

+e−R∆T (1− qn−k,j)
(
Sn−k+1,j+1 −Ke−R(k−1)∆T

)}
= max

{
Sn−k,j −K, e−R∆T

(
qn−k,j (Sn−k+1,j − Sn−k+1,j+1) +

+Sn−k+1,j+1 −Ke−R(k−1)∆T
)}

= max
{
Sn−k,j −K, e−R∆T

(
eR∆TSn−k,j −Ke−R(k−1)∆T

)}
= max

{
Sn−k,j −K,Sn−k,j −Ke−Rk∆T

}
= Sn−k,j −Ke−Rk∆T = CE

n−k,j . (6.49)

Z toho vyplýva, ºe ak k = n v (6.49), potom j nadobúda iba hodnotu 1 a získame:

CA
0 = CA

0,1 = S0,1 −Ke−RT = S0 −Ke−RT = CE
0 .

�al²ia £as´ dôkazu predpokladá, ºe K ≥ SM . Potom v kaºdom uzle (k, j) stromu je

max {0, Sk,j −K} = 0 p. j. To tieº znamená, ºe vo v²etkých koncových uzloch stromu pre de-

rivát nadobúda opcia nulovú hodnotu. Ak v²ak na vetve stromu platí CA
hore = 0 = CA

dolu,

tak CA
teraz = max

{
max {0, Steraz −K} , e−R∆T

(
qCA

hore + (1− q)CA
dolu

)}
= max {0, 0} = 0 =

CE
teraz, kde q je riziko-neutrálna pravdepodobnos´ na tejto vetve stromu.

Závere£ná £as´ dôkazu je technicky najnáro£nej²ia a vyuºíva závery z jeho prvej a druhej

£asti. Uvaºujme Sm ≤ K < SM . Potom existuje také 1 ≤ j0 < n+ 1, ºe Sn,j0+1 ≤ K < Sn,j0 .

V kaºdom uzle tej £asti stromu pre derivát, v ktorej leºia uzly (n − k, j) tak, ºe pre k =

0, 1, ..., j0−1, je j = 1, 2, ..., j0−k, je hodnota americkej opcie rovnaká ako hodnota európskej

opcie, rovná Sn−k,j −Ke−Rk∆T p. j. Toto tvrdenie vychádza z prvej £asti dôkazu.

V kaºdom uzle tej £asti stromu pre derivát, v ktorej leºia uzly (n − k, j) tak, ºe pre k =

0, 1, ..., n−j0 je j = j0+1, j0+2, ..., n+1−k, je hodnota americkej opcie rovnaká ako hodnota

európskej opcie, rovná 0 p. j. Toto tvrdenie vychádza z druhej £asti dôkazu.

Predpokladajme, ºe pre nejakú vetvu stromu pre podkladovú akciu platí Sdolu ≤ K <

Shore, potom s vyuºitím predpokladu (6.30) dostávame:

0 ≤
(
1− e−R∆T

)
(Shore − Sdolu)

Shoree
−R∆T − Steraz ≤ Shore − Steraz − Sdolu

(
1− e−R∆T

)
Sdolu

(
Shoree

−R∆T − Steraz
)

≤ K
(
Shore − Steraz − Sdolu

(
1− e−R∆T

))
ShoreSdolue

−R∆T − SterazSdolu ≤ KShore −KSteraz −KSdolu +KSdolue
−R∆T

(Steraz −K) (Shore − Sdolu) ≤ e−R∆T
(
Steraze

R∆T − Sdolu
)
(Shore −K)

Steraz −K ≤ e−R∆T q (Shore −K) . (6.50)

Ak uplatníme záver (6.50) na vetve stromu pre derivát s uzlami (n−1, j0), (n, j0), (n, j0+1),

získame:

CA
n−1,j0 = max

{
max{0, Sn−1,j0 −K}, e−R∆T qn−1,j0 (Sn,j0 −K)

}
= e−R∆T qn−1,j0 (Sn,j0 −K) = CE

n−1,j0 . (6.51)
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Podobne platí:

CA
n−2,j0 = max

{
max{0, Sn−2,j0 −K}, e−2R∆T qn−2,j0qn−1,j0 (Sn,j0 −K)

}
= e−2R∆T qn−2,j0qn−1,j0 (Sn,j0 −K) = CE

n−2,j0 , (6.52)

pretoºe ak Sn−2,j0 −K > 0, potom pod©a (6.50) Sn−2,j0 −K ≤ e−R∆T qn−2,j0 (Sn−1,j0 −K),

kde pod©a (6.51) Sn−1,j0 − K ≤ e−R∆T qn−1,j0 (Sn,j0 −K). Ak Sn−2,j0 − K ≤ 0, (6.52) je

triviálne splnené.

Z nerovnosti (6.50) tieº vyplýva, ºe:

max{0, Sn−k,j0 −K} ≤ e−Rk∆T
k∏

m=1

qn−m,j0 (Sn,j0 −K) (6.53)

pre akéko©vek k = 1, 2, ..., n− j0 + 1.

Opä´ postupujeme matematickou indukciou, tentokrát pozd¨º cesty stromom uzlami (n−
k, j0), kde k = 1, 2, ..., n− j0 + 1. Predpokladajme, ºe platí:

CA
n−k+1,j0 = CE

n−k+1,j0 = e−R(k−1)∆T
k−1∏
m=1

qn−m,j0 (Sn,j0 −K) ,

kde 1 < k ≤ n− j0 + 1. Ukáºeme, ºe potom

CA
n−k,j0 = CE

n−k0,j = e−Rk∆T
k∏

m=1

qn−m,j0 (Sn,j0 −K) .

S vyuºitím (6.53) máme:

CA
n−k,j0 = max

{
max {0, Sn−k,j0 −K} , e−Rk∆T qn−k,j0

k−1∏
m=1

qn−m,j0 (Sn,j0 −K)
}

= e−Rk∆T
k∏

m=1

qn−m,j0 (Sn,j0 −K) = CE
n−k,j0 . (6.54)

Pre v²etky uzly (k, j) stromu pre derivát, ktoré sme doposia© vy²etrili, platí:

CA
k,j = CE

k,j ≥ max {0, Sk,j −K} . (6.55)

Táto informácia spolu s ¤al²ím vyuºitím matematickej indukcie na ostávajúcich uzloch

stromu pre derivát sa vyuºíva vo zvy²ku dôkazu.
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Pre hodnotu derivátu v uzle (n− 2, j0 − 1) platí:

CA
n−2,j0−1 = max

{
max {0, Sn−2,j0−1 −K} , e−R∆T

(
qn−2,j0−1C

E
n−1,j0−1 +

+(1− qn−2,j0−1)C
E
n−1,j0

)}
≥ max

{
max {0, Sn−2,j0−1 −K} , e−R∆T

(
qn−2,j0−1max {0, Sn−1,j0−1 −K}+

+(1− qn−2,j0−1)max {0, Sn−1,j0 −K}
)}

≥ max
{
max {0, Sn−2,j0−1 −K} , e−R∆T

(
qn−2,j0−1 (Sn−1,j0−1 −K) +

+ (1− qn−2,j0−1) (Sn−1,j0 −K)
)}

= max
{
max {0, Sn−2,j0−1 −K} , e−R∆T

(
qn−2,j0−1 (Sn−1,j0−1 − Sn−1,j0) +

+Sn−1,j0 −K
)}

= max
{
max {0, Sn−2,j0−1 −K} , Sn−2,j0−1 −Ke−R∆T

}
= max

{
0, Sn−2,j0−1 −Ke−R∆T

}
≥ max {0, Sn−2,j0−1 −K} . (6.56)

Z nerovnosti (6.56) vyplýva, ºe hodnota opcie v uzle (n−2, j0−1) je vä£²ia alebo rovnaká

ako maximum z £ísel nula a Sn−2,j0−1 − K. Ak Sn−2,j0−1 − K ≤ 0, tak CA
n−2,j0−1 ≥ 0

a v prípade, ºe Sn−2,j0−1 − K > 0, tak CA
n−2,j0−1 ≥ Sn−2,j0−1 − K. V oboch prípadoch

dostávame:

CA
n−2,j0−1 = e−R∆T

(
qn−2,j0−1C

E
n−1,j0−1 + (1− qn−2,j0−1)C

E
n−1,j0

)
= CE

n−2,j0−1. (6.57)

Vyp¨¬ajúc hodnoty v zostávajúcich uzloch (k, j) stromu pre derivát, ktoré e²te neboli

v dôkaze prejdené, postupujúc krok po kroku od vä£²ích £asov k men²ím a aplikujúc odvo-

denie v (6.56) získame (6.55) v kaºdom z týchto uzlov, £ím sme kompletne dokázali tvrdenie.

Technické podrobnosti závere£nej £asti dôkazu prenechávame £itate©ovi.

Poznámka 6.10. Poznamenajme, ºe hlavné oporné body dôkazu tvrdenia 6.4 sú nerovnos´

(6.50) a postup v (6.56). O zvy²ok sa v dôkaze �postará� matematická indukcia. Aplikovaním

výhradne týchto esencií a techniky matematickej indukcie by bolo moºné dôkaz tvrdenia skrá-

ti´. Jeho dlh²ia verzia prítomná v tejto u£ebnici mala za cie© ukáza´ ²truktúru hodnôt opcie

na jednotlivých £astiach stromu pre derivát a navy²e niektoré jej £asti nájdu uplatnenie v na-

sledujúcich tvrdeniach o amerických opciách.

Tvrdenie je platné aj pre binárne stromy bez rekombinantnej vlastnosti. Dôkaz by analo-

gicky pracoval so (6.50), (6.56) a vyuºíval matematickú indukciu.

Podobne ako pri európskych opciách aj pri amerických opciách pozorujeme, ºe v istých

²peciálnych prípadoch má ich sú£asná hodnota pri ohodnocovaní viackrokovým modelom nie-

ktoré zaujímavé vlastnosti.

Tvrdenie 6.5. Sú£asná hodnota CA
0

(
PA
0

)
americkej kúpnej (predajnej) opcie na akciu bez di-

vidend s realiza£nou cenou K p. j. takou, ºe K < Sm (K > SM ), kde Sm (SM ) ozna£uje naj-

men²iu (najvä£²iu) z hodnôt podkladového aktíva v koncových uzloch stromu s rekombinantnou
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vlastnos´ou, je pri spojitej bezrizikovej úrokovej sadzbe R, kon²tantnej po£as doby splatnosti

opcie T , rovná S0 −Ke−RT (K − S0).

Dôkaz. Dôkaz urobíme pre americkú predajnú opciu. Dôkaz pre americkú kúpnu opciu je

identický s dôkazom tvrdenia 6.2 pre európsku kúpnu opciu, ke¤ºe jej americký ekvivalent

má rovnakú hodnotu a platia pre¬ rovnaké vz´ahy. Podrobnosti dôkazu pre americkú kúpnu

opciu moºno tieº nájs´ v prvej £asti dôkazu tvrdenia 6.4.

Ozna£me Sk,j ako cenu/hodnotu aktíva v uzle (k, j) na strome pre podkladové aktívum,

kde k ozna£uje £asový krok a pre toto k poradové £íslo uzlu idúc zhora dole je j, kde j =

1, 2, . . . , k + 1. Ozna£ujme PA
k,j hodnotu americkej predajnej opcie v tomto uzle na strome

pre derivát. �peciálne, ak k = 0, potom j nadobúda iba hodnotu 1 a S0,1 je sú£asná hodnota

podkladového aktíva S0, resp. PA
0,1 je sú£asná hodnota opcie PA

0 .

Nech qk,j ozna£uje riziko-neutrálnu pravdepodobnos´ na vetve stromu, na ktorej má uzol

(k, j) dvoch nasledovníkov (k + 1, j) a (k + 1, j + 1), potom:

qk,j =
Sk,je

R∆T − Sk+1,j+1

Sk+1,j − Sk+1,j+1
.

Ak K > SM , tak vo v²etkých koncových uzloch stromu pre opciu nadobúda opcia kladnú

hodnotu, rovnú rozdielu K − Sn,j p. j., kde j = 1, 2, . . . , n + 1. Z toho tieº vyplýva, ºe

K − Sk,j > 0 p. j. pre ©ubovo©ný uzol (k, j). Vyuºijúc vz´ah (6.47) dostaneme pre v²etky

j = 1, 2, . . . , n:

PA
n−1,j = max

{
max {0,K − Sn−1,j} , e−R∆T (qn−1,j (K − Sn,j) + (1− qn−1,j) (K − Sn,j+1))

}
= max

{
K − Sn−1,j , e

−R∆T (K − Sn,j+1 − qn−1,j (Sn,j − Sn,j+1))
}

= max
{
K − Sn−1,j , e

−R∆T
(
K − eR∆TSn−1,j

)}
= max

{
K − Sn−1,j ,Ke−R∆T − Sn−1,j

}
= K − Sn−1,j .

Zvy²ok dôkazu vyuºíva matematickú indukciu. Predpokladajme, ºe PA
n−k+1,j = K −

Sn−k+1,j pre v²etky j = 1, 2, . . . , n − k + 2, kde 1 < k ≤ n. Ukáºeme, ºe potom PA
n−k,j =

K − Sn−k,j pre v²etky j = 1, 2, . . . , n− k + 1.

Opätovne vyuºijúc vz´ah (6.47) pre v²etky j = 1, 2, . . . , n− k + 1 získame:

PA
n−k,j = max

{
max {0,K − Sn−k,j} , e−R∆T qn−k,j (K − Sn−k+1,j) +

+e−R∆T (1− qn−k,j) (K − Sn−k+1,j+1)
}

= max
{
K − Sn−k,j , e

−R∆T (K − qn−k,jSn−k+1,j + (1− qn−k,j)Sn−k+1,j+1)
}

= max
{
K − Sn−k,j , e

−R∆T
(
K − eR∆TSn−k,j

)}
= max

{
K − Sn−k,j ,Ke−R∆T − Sn−k,j

}
= K − Sn−k,j . (6.58)

Z toho vyplýva, ºe ak k = n v (6.58), potom j nadobúda iba hodnotu 1 a máme:

PA
0 = PA

0,1 = K − S0,1 = K − S0.
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Tvrdenie 6.6. Sú£asná hodnota americkej kúpnej (predajnej) opcie na akciu bez dividend

s realiza£nou cenou K p. j. takou, ºe K ≥ SM (K ≤ Sm), kde Sm (SM ) ozna£uje najmen²iu

(najvä£²iu) z hodnôt podkladového aktíva v koncových uzloch stromu s rekombinantnou vlast-

nos´ou, sa pri spojitej bezrizikovej úrokovej sadzbe R, kon²tantnej po£as doby splatnosti opcie

T , rovná 0 p. j. (0 p. j.).

Dôkaz. Ak K ≥ SM pre americkú kúpnu opciu, resp. K ≤ Sm pre americkú predajnú opciu,

hodnoty opcie vo v²etkých koncových uzloch stromu sú nulové. Pre americkú kúpnu opciu

je preto tvrdenie priamym dôsledkom tvrdenia 6.1, resp. podrobnosti dôkazu pre americkú

kúpnu opciu moºno tieº nájs´ v druhej £asti dôkazu tvrdenia 6.4.

Pre americkú predajnú opciu tvrdenie vyplýva bezprostredne zo vz´ahu (6.47) a z toho, ºe

v kaºdom uzle (k, j) stromu jemax {0,K − Sk,j} = 0 p. j. Na kaºdej vetve stromu totiº platí, ºe

ak PA
hore = 0 p. j. = PA

dolu, tak P
A
teraz = max{(K − Steraz)

+ , e−R∆T
(
qPA

hore + (1− q)PA
dolu

)
} =

max{0, e−R∆T (q0 + (1− q)0)} = 0 p. j.

Poznámka 6.11. Poznamenajme, ºe tvrdenia 6.5 a 6.6 platia aj pre stromy bez rekombinant-

nej vlastnosti. Dôkazy by sa urobili analogicky.

6.9 Kúpno-predajná parita pre americké opcie

Kúpno-predajná (alebo put-call) parita pre americké opcie na akciu bez dividend nemá

podobu rovnosti ako pri kúpno-predajnej parite pre európske opcie na akciu bez dividend. Jej

odvodenie v²ak vychádza zo vz´ahu (6.37) pre európske opcie.

Uvaºujme jednu americkú a jednu európsku call opciu na akciu bez dividend a jednu ame-

rickú a jednu európsku put opciu na tú istú akciu, s tou istou dobou splatnosti T a rovnakou

realiza£nou cenou K. Zo (6.37) máme, ºe v kaºdom £ase t ∈ ⟨0, T ⟩ bude:

St + PE
t − CE

t = Ke−R(T−t),

kde PE
t je hodnota európskej put opcie v £ase t, CE

t je hodnota európskej call opcie v £ase t

a St je cena/hodnota podkladovej akcie v £ase t.

Ke¤ºe CA
t = CE

t pre kaºdé t ∈ ⟨0, T ⟩, £iºe hodnota americkej call opcie na akciu bez di-

vidend je rovnaká ako hodnota jej európskeho ekvivalentu, tak:

St + PE
t − CA

t = Ke−R(T−t). (6.59)

Pretoºe PA
t ≥ PE

t pre kaºdé t ∈ ⟨0, T ⟩, £iºe hodnota americkej put opcie na akciu bez divi-

dend je vä£²ia alebo rovnaká ako hodnota jej európskeho ekvivalentu, tak zo (6.59) dostávame:

St + PA
t − CA

t ≥ Ke−R(T−t). (6.60)

Ak po£káme s realizáciou opcií do £asu T , tak:

ST + PA
T − CA

T = K. (6.61)
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Ak zrealizujeme put opciu v £ase 0 ≤ t < T (pretoºe sa neoplatí realizova´ call opciu skôr

ako v £ase T ), potom:

St +K − St − CA
t = K − CE

t ≤ K (6.62)

Z rovnosti (6.61) a z nerovnosti (6.62) vyplýva:

St + PA
t − CA

t ≤ K (6.63)

pre kaºdé t ∈ ⟨0, T ⟩.
Vz´ahy (6.60) a (6.63) ur£ujú kúpno-predajnú paritu pre americké opcie. V kaºdom £ase

0 ≤ t ≤ T teda platí:

Ke−R(T−t) ≤ St + PA
t − CA

t ≤ K. (6.64)

Platnos´ vz´ahu (6.64) môºeme overi´ pre americkú call a put opciu z príkladov 6.6 a 6.7.

Vz´ah (6.64) by mal by´ splnený v kaºdom z uzlov stromu pre derivát a v kaºdom z £asov 0,
T
2 = 1 rok, T = 2 roky.

V £ase T a v uzloch 21, 22 a 23 máme:

Ke−R(T−T ) = K = 100 p. j. ≤ S21 + PA
21 − CA

21 = 225 + 0− 125 = 100 p. j. ≤ K = 100 p. j.,

Ke−R(T−T ) = K = 100 p. j. ≤ S22 + PA
22 − CA

22 = 75 + 25− 0 = 100 p. j. ≤ K = 100 p. j.,

Ke−R(T−T ) = K = 100 p. j. ≤ S23 + PA
23 − CA

23 = 25 + 75− 0 = 100 p. j. ≤ K = 100 p. j.

V £ase T
2 a v uzloch 11 a 12 máme:

Ke−RT
2 = 100e−0,1 p. j. ≤ S11 + PA

11 − CA
11 = 150 + 37, 5e−0,1 − 25−

(
125− 62, 5e−0,1

)
=

100e−0,1 p. j. ≤ K = 100 p. j.,

Ke−RT
2 = 100e−0,1 p. j. ≤ S12 + PA

12 − CA
12 = 50 + 50− 0 = 100 p. j. ≤ K = 100 p. j.

V £ase 0 a po£iato£nom uzle máme:

Ke−RT = 100e−0,2 p. j. ≤ S0 + PA
0 − CA

0 = 100 + 125e−0,1 − 75− 18, 75e−0,2 −(
125− 125e−0,1 + 31, 25e−0,2

)
p. j. = 250e−0,1 − 100− 50e−0,2 p. j. ≤ K = 100 p. j.,

kde 100e−0,2 .
= 81, 873 p. j. a 250e−0,1 − 100− 50e−0,2 .

= 85, 273 p. j.

6.10 �peciálne prípady oce¬ovania derivátov

Strom pre podkladové aktívum v príkladoch 6.6 a 6.7 je ²peciálnym prípadom jeho kon-

²trukcie, ke¤ na kaºdej vetve tohto stromu sa predpokladá, ºe z po£iato£ného uzla s hodnotou

aktíva Steraz príde za £as ∆T k pohybu hodnoty aktíva smerom nahor tak, ºe hodnota aktíva

v takomto uzle bude Shore = uSteraz, resp. k pohybu hodnoty aktíva smerom nadol tak, ºe

hodnota aktíva v tomto uzle bude Sdolu = dSteraz, kde u > eR∆T ≥ 1 > d > 0.

Podmienka:

0 < d < 1 ≤ eR∆T < u, (6.65)
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kde R je bezriziková úroková sadzba kon²tantná po£as obdobia splatnosti derivátu, zodpovedá

predpokladu (6.30).

Uvedenú kon²trukciu stromu môºeme znázorni´ takto:

uSteraz

↗
Steraz

↘
dSteraz

V²imnime si, ºe pri takomto postupe bude vo výslednom strome hodnota aktíva v kaº-

dom uzle kladná. Navy²e sme sa s ním v rovnakej podobe stretli uº predtým v £asti 4.3.5

o bezarbitráºnom oce¬ovaní bezdividendových akcií.

Význam uvedenej kon²trukcie pri oce¬ovaní derivátu na takéto aktívum potvrdzuje aj

kon²tantnos´ riziko-neutrálnej pravdepodobnosti q na celom strome:

q =
Steraze

R∆T − dSteraz
uSteraz − dSteraz

=
eR∆T − d

u− d
. (6.66)

Naviac, ak d = 1
u , tak v kaºdom párnom kroku, v ktorom dochádza k vetveniu, pozorujeme,

ºe:

↗
uSteraz

↗ ↘
Steraz udSteraz = duSteraz =

1
uuSteraz = Steraz

↘ ↗
dSteraz

↘

Hovoríme, ºe strom zachováva stred.

Autori Cox, Ross a Rubinstein vo svojej práci [23] navrhovali poloºi´ u = eσ
√
∆T , d =

e−σ
√
∆T , kde σ je volatilita výnosov podkladového aktíva v období ∆T dostato£ne krátkom.

6.11 Binárne opcie

Binárnou opciou je call (put) opcia, ktorá v £ase jej splatnosti vypláca pevne stanovenú

výplatu B p. j. v prípade, ºe hodnota podkladového aktíva je vä£²ia (men²ia) neº realiza£ná

cena K p. j. a v opa£nom prípade vypláca 0 p. j.

V prípade binárnych opcií rozli²ujeme opcie typu bet, tieº nazývané cash-or-nothing

(v ¤al²om budeme pouºíva´ skratku CON), ktoré vyplácajú pevne stanovenú £iastku vo vý²ke

B p. j. alebo ni£, alebo opcie typu asset-or-nothing (v ¤al²om budeme pre tieto opcie

pouºíva´ skratku AON), ktoré vyplácajú hodnotu aktíva ST p. j. v £ase splatnosti opcie T

alebo ni£.
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Binárne opcie sú vo svojej podstate opcie európskeho typu, pretoºe ich moºno realizova´

aº v £ase ich splatnosti. Tvoria základné stavebné kamene, pomocou ktorých moºno vysklada´

iné opcie.

Na Obr. 6.5 sa nachádza výplatný diagram binárnej call CON opcie s B = 10 p. j. aK = 10

p. j. a výplatný diagram binárnej call AON opcie s K = 10 p. j.

Na Obr. 6.6 sa nachádza výplatný diagram binárnej put CON opcie s B = 10 p. j. aK = 10

p. j. a výplatný diagram binárnej put AON opcie s K = 10 p. j.

Obr. 6.5: Výplatný diagram pre drºite©a binárnej call CON opcie s B = 10 p. j. a K = 10 p. j.

v©avo. Výplatný diagram pre drºite©a binárnej call AON opcie s K = 10 p. j. vpravo. [32] [33]

Obr. 6.6: Výplatný diagram pre drºite©a binárnej put CON opcie s B = 10 p. j. a K = 10 p. j.

v©avo. Výplatný diagram pre drºite©a binárnej put AON opcie s K = 10 p. j. vpravo. [32] [33]

Pri bliº²om skúmaní výplatných diagramov si moºno uvedomi´, ºe výplatný diagram drºi-

te©a európskej call opcie dostaneme s vyuºitím výplatných diagramov CON a AON call opcií

tak, ºe pre ©ubovo©né ST ≥ 0 p. j. od hodnoty AON call opcie v £ase T s realiza£nou cenou

K p. j. odpo£ítame hodnotu CON call opcie v £ase T s realiza£nou cenou K p. j. a s B = K

p. j.

Podobne výplatný diagram drºite©a európskej put opcie dostaneme s vyuºitím výplatných

diagramov CON a AON put opcií tak, ºe pre ©ubovo©né ST ≥ 0 p. j. od hodnoty CON put

opcie v £ase T s realiza£nou cenou K p. j. a s B = K p. j. odpo£ítame hodnotu AON put

opcie v £ase T s realiza£nou cenou K p. j.

Európsku call opciu s realiza£nou cenou K p. j. teda moºno vysklada´ ako portfólio binár-

nych call CON a AON opcií, v ktorom drºite© portfólia je vlastníkom jednej AON call opcie

s realiza£nou cenou K p. j. a vypisovate©om jednej CON call opcie s rovnakou realiza£nou

cenou K p. j. a s B = K p. j. Ak v £ase T bude ST ≤ K, tak hodnota CON aj AON call

opcie je nulová a teda aj hodnota portfólia je nulová (rovnako ako pri európskej call opcii).
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Ak v £ase T bude ST > K, tak hodnota AON call opcie sa rovná ST p. j. a hodnota CON

call opcie sa rovná K p. j., teda hodnota portfólia v £ase T bude (ST −K) p. j. (rovnako ako

pri európskej call opcii).

Európsku put opciu s realiza£nou cenou K p. j. moºno vysklada´ ako portfólio binárnych

put CON a AON opcií, v ktorom drºite© portfólia je vlastníkom jednej CON put opcie s re-

aliza£nou cenou K p. j. a s B = K p. j. a vypisovate©om jednej AON put opcie s rovnakou

realiza£nou cenou K p. j. Ak v £ase T bude ST ≥ K, tak hodnota CON aj AON put opcie je

nulová a teda aj hodnota portfólia je nulová (rovnako ako pri európskej put opcii). Ak v £ase

T bude ST < K, tak hodnota AON put opcie je rovná ST p. j. a hodnota CON put opcie sa

rovná K p. j., teda hodnota portfólia v £ase T bude (K − ST ) p. j. (rovnako ako pri európskej

put opcii).

Pretoºe portfóliá poskytujú v £ase T rovnaké výplaty ako európska call, resp. put opcia,

mali by ma´ v £ase 0 rovnakú hodnotu ako tieto opcie, mali by rovnako stá´. To plne re²pektuje

bezarbitráºne ohodnocovanie opcií na binárnych stromoch tak, ako sme ho opísali vy²²ie.

Pozrime sa, aká je sú£asná hodnota binárnych opcií pri ohodnocovaní na jednoduchom

binárnom strome, na ktorom pre pohyb ceny aktíva za dobu splatnosti opcie T platí:

SH

↗
S0

↘
SD

pri splnení predpokladu v (6.1). V ¤al²om budeme hodnotu binárnych opcií v £ase T indexova´

dolným indexom H pri vzniku udalosti H, resp. dolným indexom D pri vzniku udalosti D.

Pripome¬me, ºe na tomto strome vypo£ítame riziko-neutrálnu pravdepodobnos´ q ako:

q =
S0e

RT − SD
SH − SD

.

Uvaºujme binárnu CON call opciu s realiza£nou cenou K p. j., poskytujúcou výplatu B

p. j., ak v £ase T je ST > K. Ozna£me BC
t hodnotu tejto opcie v £ase t ∈ ⟨0, T ⟩.

Ak K ≥ SH , tak BC
T = 0 p. j., pretoºe BC

H = BC
D = 0 p. j. a teda aj BC

0 = 0 p. j.

Ak SD ≤ K < SH , tak BC
H = B p. j., BC

D = 0 p. j. a platí:

BC
0 = e−RT

(
qBC

H + (1− q)BC
D

)
= e−RT qB p. j.

Ak K < SD, tak BC
T = B p. j., pretoºe BC

H = BC
D = B p. j. a máme BC

0 = e−RTB p. j.

Uvaºujme binárnu CON put opciu s realiza£nou cenou K p. j., poskytujúcou výplatu B

p. j., ak v £ase T je ST < K. Ozna£me BP
t hodnotu tejto opcie v £ase t ∈ ⟨0, T ⟩.

Ak K > SH , tak BP
T = B p. j., pretoºe BP

H = BP
D = B p. j. a máme BP

0 = e−RTB p. j.

Ak SD < K ≤ SH , tak BP
H = 0 p. j., BP

D = B p. j. a platí:

BP
0 = e−RT

(
qBP

H + (1− q)BP
D

)
= e−RT (1− q)B p. j.
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Ak K ≤ SD, tak BP
T = 0 p. j., pretoºe BP

H = BP
D = 0 p. j. a teda aj BP

0 = 0 p. j.

Uvaºujme binárnu AON call opciu s realiza£nou cenou K p. j. Ozna£me AC
t hodnotu tejto

opcie v £ase t ∈ ⟨0, T ⟩.
Ak K ≥ SH , tak AC

T = 0 p. j., pretoºe AC
H = AC

D = 0 p. j. a teda aj AC
0 = 0 p. j.

Ak SD ≤ K < SH , tak AC
H = SH p. j., AC

D = 0 p. j. a platí:

AC
0 = e−RT

(
qAC

H + (1− q)AC
D

)
= e−RT qSH p. j.

Ak K < SD, tak AC
H = SH p. j., AC

D = SD p. j. a máme AC
0 = S0 p. j.

Uvaºujme binárnu AON put opciu s realiza£nou cenou K p. j. Ozna£me AP
t hodnotu tejto

opcie v £ase t ∈ ⟨0, T ⟩.
Ak K > SH , tak AP

H = SH p. j., AP
D = SD p. j. a máme AP

0 = S0 p. j.

Ak SD < K ≤ SH , tak AP
H = 0 p. j., AP

D = SD p. j. a platí:

AP
0 = e−RT

(
qAP

H + (1− q)AP
D

)
= e−RT (1− q)SD p. j.

Ak K ≤ SD, tak AP
T = 0 p. j., pretoºe AP

H = AP
D = 0 p. j. a teda aj AC

0 = 0 p. j.

Pri ohodnocovaní binárnych opcií viackrokovým modelom oce¬ovania na binárnom strome

postupujeme rovnako ako pri oce¬ovaní európskych opcií, t. j. idúc od koncových uzlov stromu

pre derivát smerujeme k jeho kore¬u vyuºívajúc pritom riziko-neutrálne pravdepodobnosti

(6.31) po£ítané na kaºdej vetve stromu a vz´ah (6.32).

6.11.1 Kúpno-predajná parita pri binárnych opciách

Kúpno-predajná parita pri CON opciách

Uvaºujme jednu binárnu CON call opciu a jednu binárnu CON put opciu s rovnakou

dobou splatnosti T , vypísané na to isté podkladové aktívum, s rovnakou realiza£nou cenou K

p. j. a rovnakou výplatou B p. j. Potom platí:

BP
0 +BC

0 = Be−RT . (6.67)

Vz´ah (6.67) je dôsledkom zapojenia princípu ºiadna arbitráº do úvah o hodnote portfólia

pozostávajúceho z jednej binárnej CON call opcie a jednej binárnej CON put opcie. Toto

portfólio vypláca v £ase T výplatu B p. j. Bu¤ ju vypláca call opcia, ak ST > K alebo ju

vypláca put opcia, ak ST < K. Aby nevznikla arbitráº, v £ase 0 musí plati´ (6.67). Presnej²ie

v kaºdom £ase t ∈ ⟨0, T ⟩ máme:

BP
t +BC

t = Be−R(T−t). (6.68)

Poznámka 6.12. Predchádzajúca úvaha nepokrýva situáciu, ke¤ ST = K, ktorá je vzh©adom

na tvrdenie (6.67), resp. (6.68) problematická, ke¤ºe v tomto prípade BP
T = BC

T = 0. Av²ak
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pravdepodobnos´, ºe nastane ST = K, je prakticky nulová, a preto moºno korektne pouºíva´

vz´ah (6.68) (resp. vz´ah (6.70) niº²ie). Dokonca aj samotná de�nícia binárnej opcie je v nie-

ktorých zdrojoch (napr. [6]) uvádzaná bez zahrnutia moºnosti ST = K. V takom prípade je

potrebné vyhnú´ sa oce¬ovaniu binárnych opcií s K = S0 p. j. viackrokovým modelom s pár-

nym po£tom krokov na strome, na ktorom platí u = 1
d , pretoºe takéto stromy sú na oce¬ovanie

týchto opcií nevhodné.

Uvedená poznámka sa týka ako CON opcií, tak AON opcií a teda rovnako ako pri odvá-

dzaní kúpno-predajnej parity CON opcií ovplyv¬uje odvodenie kúpno-predajnej parity AON

opcií.

Kúpno-predajná parita pri AON opciách

Uvaºujme jednu binárnu AON call opciu a jednu binárnu AON put opciu s rovnakou

dobou splatnosti T , vypísané na to isté podkladové aktívum a s rovnakou realiza£nou cenou

K p. j. Potom platí:

AP
0 +AC

0 = S0. (6.69)

Aj v tomto prípade vychádza odvodenie vz´ahu (6.69) z princípu ºiadna arbitráº. Portfólio

pozostávajúce z jedného AON call a jedného AON put vypláca v £ase T výplatu ST . Bu¤

ju vypláca AON call, ak ST > K, alebo ju vypláca AON put, ak ST < K. Aby nenastala

arbitráº, musí by´

AP
t +AC

t = St (6.70)

v kaºdom £ase t ∈ ⟨0, T ⟩ a preto v £ase 0 platí (6.69).

Odvodenie kúpno-predajnej parity pre európske opcie z kúpno-predajných parít

pre binárne opcie

Uvaºujme jednu európsku call opciu a jednu európsku put opciu s rovnakou dobou splat-

nosti T , rovnakou realiza£nou cenou K p. j. a na to isté podkladové aktívum � akciu bez di-

vidend.

Z predchádzajúceho vieme, ºe európsku call opciu moºno vysklada´ ako portfólio binárnych

opcií, v ktorom drºite© portfólia je vlastníkom jednej AON call opcie s realiza£nou cenou K

p. j. a vypisovate©om jednej CON call opcie s rovnakou realiza£nou cenou K p. j. a s B = K

p. j. Európsku put opciu moºno vysklada´ ako portfólio binárnych opcií, v ktorom drºite©

portfólia je vlastníkom jednej CON put opcie s realiza£nou cenou K p. j. a s B = K p. j.

a vypisovate©om jednej AON put opcie s realiza£nou cenou K p. j.

Aby nevznikla arbitráº, musí v kaºdom £ase t ∈ ⟨0, T ⟩ plati´:

CE
t = AC

t −BC
t , (6.71)

PE
t = BP

t −AP
t , (6.72)

kde CE
t ozna£uje hodnotu európskej call opcie v £ase t a PE

t ozna£uje hodnotu európskej put

opcie v £ase t.
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Kúpno-predajná parita pre európske opcie je pre kaºdé t ∈ ⟨0, T ⟩ reprezentovaná vz´ahom
(6.37). Ukáºeme jeho platnos´ s vyuºitím vz´ahov (6.71), (6.72), (6.68) a (6.70):

St + PE
t − CE

t = St +BP
t −AP

t −AC
t +BC

t

= St +
(
BP

t +BC
t

)
−
(
AP

t +AC
t

)
= St +Ke−R(T−t) − St

= Ke−R(T−t),

kde v prvom kroku sme vyuºili vz´ahy (6.71), (6.72) a v tre´om kroku vz´ahy (6.68) a (6.70).

V ²peciálnom prípade, ak ST = K, v £ase T platí:

ST + PE
T − CE

T = ST + 0− 0 = K = K + 0− 0− 0 + 0 = ST +BP
T −AP

T −AC
T +BC

T .

Aby nenastala arbitráº, tak pre kaºdé t ∈ ⟨0, T ⟩ máme:

St + PE
t − CE

t = Ke−R(T−t).

Hoci bola platnos´ (6.37) dokázaná aj pre moºnos´ ST = K, pri jej dokazovaní sme neza-

pájali vz´ahy (6.71), (6.72), (6.68), (6.70).

6.11.2 Super share

Super share je typ opcie, ktorá v £ase jej splatnosti vypláca výplatu 1
K2−K1

p. j. v prípade,

ºe hodnota podkladového aktíva je vy²²ia neº dohodnutá cena K1 a niº²ia neº dohodnutá cena

K2 > K1. V opa£nom prípade vypláca 0 p. j.

Ide vlastne o stávku, ºe cena aktíva v dobe splatnosti opcie bude leºa´ v intervale (K1,K2).

Ak bude cena aktíva v dobe splatnosti opcie leºa´ v intervale (K1,K2), opcia vypláca
1

K2−K1
p. j., teda výplata je proporcionálne tým niº²ia, £ím je d¨ºka intervalu (K1,K2) vä£²ia.

Obr. 6.7: Výplatný diagram drºite©a super share s K1 = 9 p. j., K2 = 11 p. j. [32] [33]

Ide o opciu, ktorú taktieº moºno vysklada´ ako portfólio binárnych opcií. Portfólio po-

zostáva z vlastníctva jednej binárnej CON call opcie s K = K1 p. j. (nazvyme ju opcia

C1) a emitácie jednej binárnej CON call opcie s K = K2 p. j. (nazvyme ju opcia C2), obe

vyplácajúce B = 1
K2−K1

p. j.

Ak v £ase T je hodnota aktíva ST vä£²ia ako K2 p. j., obe CON call opcie vyplácajú

B = 1
K2−K1

p. j. a hodnota portfólia je preto nulová.
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Ak v £ase T platí K1 < ST < K2, opcia C1 vypláca B = 1
K2−K1

p. j., ale opcia C2 má

nulovú hodnotu. Preto je v tomto prípade hodnota portfólia rovná 1
K2−K1

p. j.

Ak v £ase T je hodnota aktíva ST men²ia neº K1 p. j., obe CON call opcie majú nulovú

hodnotu a rovnako nulová je i hodnota portfólia.

Ozna£me sú£asnú hodnotu opcie C1 ako BC1
0 a sú£asnú hodnotu opcie C2 ako BC2

0 . Nech

SS0 ozna£uje sú£asnú hodnotu super share. Ke¤ºe portfólio má v £ase T rovnakú hodnotu

ako super share, musia ma´ v £ase 0 portfólio i super share rovnakú hodnotu (princíp ºiadna

arbitráº), rovnú:

SS0 = BC1
0 −BC2

0 . (6.73)

Av²ak super share moºno vysklada´ aj ako portfólio CON put opcií. V tomto prípade bude

portfólio pozostáva´ z vlastníctva jednej binárnej CON put opcie s K = K2 p. j. (nazvyme ju

opcia P2) a emitácie jednej binárnej CON put opcie s K = K1 p. j. (nazvyme ju opcia P1),

obe vyplácajúce B = 1
K2−K1

p. j.

Ak v £ase T je hodnota aktíva ST vä£²ia ako K2 p. j., obe CON put opcie majú nulovú

hodnotu a rovnako nulová je i hodnota portfólia.

Ak v £ase T platí K1 < ST < K2, opcia P2 vypláca B = 1
K2−K1

p. j., ale opcia P1 má

nulovú hodnotu. Preto je v tomto prípade hodnota portfólia rovná 1
K2−K1

p. j.

Ak v £ase T je hodnota aktíva ST men²ia neº K1 p. j., obe CON put opcie vyplácajú

B = 1
K2−K1

p. j. a hodnota portfólia je preto nulová.

Ozna£me sú£asnú hodnotu opcie P1 ako BP1
0 a sú£asnú hodnotu opcie P2 ako BP2

0 . Potom

platí:

SS0 = BP2
0 −BP1

0 . (6.74)

Ukáºeme, ºe vz´ahy (6.73) a (6.74) sú ekvivalentné, teda, ºe platí:

BC1
0 −BC2

0 = SS0 = BP2
0 −BP1

0 . (6.75)

Upravujme:

SS0 − SS0 = BP2
0 −BP1

0 −BC1
0 +BC2

0 = BP2
0 +BC2

0 −
(
BP1

0 +BC1
0

)
=

(
1

K2 −K1

)
e−RT −

(
1

K2 −K1

)
e−RT = 0,

kde sme vyuºili vz´ah (6.67).

Poznámka 6.13. Opätovne treba upozorni´ na to, ºe v predchádzajúcich úvahách sa nepra-

covalo s moºnos´ami ST = K1 alebo ST = K2. Vzh©adom na ich prakticky nulovú pravdepo-

dobnos´ vzniku sme ich pri predo²lom odvodzovaní neuvaºovali.

6.12 Opcie dívajúce sa spä´

Opcie dívajúce sa spä´, tieº dozadu h©adiace opcie (z anglického lookback options)

sú opcie na aktívum, ktorých výplata závisí na maximálnej alebo minimálnej hodnote aktíva

dosiahnutej po£as doby trvania (splatnosti) opcie.
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Rozli²ujeme plávajúce dozadu h©adiace opcie a �xné dozadu h©adiace opcie.

Ak je výplata opcie na konci doby trvania opcie ur£ená rozdielom maximálnej hodnoty

aktíva po£as doby trvania opcie a hodnoty aktíva v £ase splatnosti opcie, tak opciu voláme

plávajúcou dozadu h©adiacou put opciou.

Ak je výplata opcie na konci doby trvania opcie ur£ená rozdielom hodnoty aktíva v £ase

splatnosti opcie a minimálnej hodnoty aktíva po£as doby trvania opcie, tak opciu voláme

plávajúcou dozadu h©adiacou call opciou.

Ak je pevne ur£ená realiza£ná cena K a výplata opcie v £ase jej splatnosti závisí od roz-

dielu maximálnej hodnoty aktíva po£as doby trvania opcie a realiza£nej ceny K, tak opciu

voláme �xnou call dozadu h©adiacou opciou. Opcia v £ase jej splatnosti vypláca rozdiel

maximálnej hodnoty aktíva po£as doby trvania opcie a realiza£nej ceny K, ak je tento rozdiel

kladný a ni£, ak nie je.

Ak výplata opcie v £ase jej splatnosti závisí od rozdielu pevne stanovenej realiza£nej ceny

K a minimálnej hodnoty aktíva po£as doby trvania opcie, tak opciu voláme �xnou put

dozadu h©adiacou opciou. Opcia v £ase jej splatnosti vypláca rozdiel realiza£nej ceny K

a minimálnej hodnoty aktíva po£as doby trvania opcie, ak je tento rozdiel kladný a ni£, ak

nie je.

Hodnota dozadu h©adiacich opcií je citlivá na frekvenciu pozorovaní ceny aktíva v priebehu

splatnosti opcie. Ke¤ je frekvencia príli² nízka, môºe prís´ k nezaznamenaniu najvä£²ej £i

najmen²ej ceny aktíva po£as doby trvania opcie. Adekvátne tomu je pri ich ohodnocovaní

ºiadúce prispôsobi´ po£et krokov na strome pre podkladové aktívum tak, aby kore²pondovalo

s frekvenciou zis´ovania ceny aktíva.

6.12.1 Oce¬ovanie dozadu h©adiacich opcií

Budeme uvaºova´ dozadu h©adiace opcie na aktívum nevyplácajúce dividendy. Pri oce¬o-

vaní takýchto opcií si treba uvedomi´, ºe hodnota opcie v £ase jej splatnosti, t. j. v niektorom

z koncových uzlov, závisí od cesty, po ktorej sa moºno do tohto uzlu dosta´, pretoºe aj maxi-

málna (minimálna) hodnota aktíva bude závisie´ od tejto cesty.

Nech Smin ozna£uje najmen²iu hodnotu aktíva dosiahnutú po£as doby trvania opcie T

a Smax nech ozna£uje najvä£²iu hodnotu aktíva dosiahnutú po£as doby trvania opcie. Pretoºe

pri zis´ovaní hodnoty opcie musíme uvaºova´ v²etky moºné cesty vedúce ku koncovým uzlom

stromu pre aktívum, pre rôzne cesty môºu by´ hodnoty Smin, resp. Smax rôzne.

Oce¬me plávajúcu call aj put dozadu h©adiacu opciu na jednoduchom binárnom strome

BS . Hodnoty derivátu v £ase T sú pre obe udalosti vedúce k zmene ceny aktíva z S0 na SH
alebo SD zazna£ené v pravej £asti tabu©ky:

hodnota aktíva Smin Smax hodnota call opcie hodnota put opcie

v £ase T v £ase T v £ase T

SH S0 SH SH − S0 SH − SH = 0

SD SD S0 SD − SD = 0 S0 − SD
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Ozna£me Cpl
0 hodnotu call opcie v £ase 0 a P pl

0 hodnotu put opcie v £ase 0, potom:

Cpl
0 = e−RT q(SH − S0), (6.76)

P pl
0 = e−RT (1− q)(S0 − SD), (6.77)

kde q = S0eRT−SD
SH−SD

je riziko-neutrálna pravdepodobnos´.

Oce¬me teraz �xnú call aj put dozadu h©adiacu opciu na jednoduchom binárnom strome

BS . Hodnoty opcií v £ase T sú pre v²etky moºné hodnoty K zazna£ené v tabu©ke:

K hodnota aktíva Smin Smax hodnota call opcie hodnota put opcie

v £ase T v £ase T v £ase T

K ≥ SH SH S0 SH 0 K − S0

SD SD S0 0 K − SD

SD < K SH S0 SH SH −K (K − S0)
+

K < SH SD SD S0 (S0 −K)+ K − SD

K ≤ SD SH S0 SH SH −K 0

SD SD S0 S0 −K 0

Ozna£me Cfix
0 hodnotu call opcie v £ase 0 a P fix

0 hodnotu put opcie v £ase 0. Hodnoty

opcií v £ase 0 sú pre K ≥ SH nasledujúce:

Cfix
0 = 0, (6.78)

P fix
0 = e−rT (q(K − S0) + (1− q)(K − SD)) . (6.79)

Hodnoty opcií v £ase 0 sú pre SD < K < SH nasledujúce:

Cfix
0 = e−rT

(
q(SH −K) + (1− q)(S0 −K)+

)
, (6.80)

P fix
0 = e−rT

(
q(K − S0)

+ + (1− q)(K − SD)
)
. (6.81)

Hodnoty opcií v £ase 0 sú pre K ≤ SD nasledujúce:

Cfix
0 = e−rT (q(SH −K) + (1− q)(S0 −K)) , (6.82)

P fix
0 = 0. (6.83)

Pri ohodnocovaní dozadu h©adiacich opcií viackrokovým modelom oce¬ovania na binár-

nom strome postupujeme rovnako ako pri oce¬ovaní európskych opcií, t. j. idúc od koncových

uzlov stromu pre derivát smerujeme k jeho kore¬u vyuºívajúc pritom riziko-neutrálne pravde-

podobnosti (6.31) po£ítané na kaºdej vetve stromu a vz´ah (6.32). Av²ak oce¬ovanie lookback

opcií na viackrokovom binárnom strome je pomerne náro£ná úloha, pretoºe je nutné dosledo-

va´ maximálnu a minimálnu hodnotu aktíva na kaºdej z ciest do v²etkých koncových uzlov.

Tým sa pochopite©ne objem výpo£tov môºe zna£ne navý²i´, pretoºe s rastúcim po£tom krokov

narastá exponenciálne. Medzi dozadu h©adiacimi opciami v²ak existuje parita, ktorá umoº¬uje

dopo£íta´ hodnotu �xných opcií pomocou plávajúcich opcií.
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6.12.2 Kúpno-predajná parita pri dozadu h©adiacich opciách

Ozna£me S∗
max = max{Smax,K} a S∗

min = min{Smin,K}, kde Smax (Smin) je maximálna

(minimálna) hodnota aktíva dosiahnutá po£as doby trvania T opcie a K je realiza£ná cena

�xných dozadu h©adiacich opcií.

Nech C∗
0 (P ∗

0 ) ozna£uje hodnotu dozadu h©adiacej plávajúcej call (put) opcie v £ase 0,

v ktorej je Smin (Smax) zmenené na S∗
min (S∗

max).

Potom platia vz´ahy (pozri [6], resp. [24]):

Cfix
0 = P ∗

0 + S0 −Ke−RT (6.84)

P fix
0 = C∗

0 +Ke−RT − S0 (6.85)

Na nasledujúcich príkladoch ilustrujeme ako výpo£et hodnoty dozadu h©adiacich opcií

dvojkrokovým modelom oce¬ovania, tak vyuºitie vz´ahov (6.84) a (6.85). Preto predpokla-

dajme, ºe jeden £asový krok sa udeje za dobu ∆T = 1 £. j. dostato£ne krátku.

Príklad 6.8. Bezarbitráºnym oce¬ovaním ohodno´me dozadu h©adiacu plávajúcu call i put

opciu na akciu nevyplácajúcu dividendy s dobou splatnosti T = 2 £. j., ak spojitá bezriziková

úroková sadzba R = 0 je po£as tohto obdobia nemenná, pri£om predpokladaný vývoj ceny akcie

je na nasledujúcom binárnom strome:

SHH = 144 p. j.

↗
SH = 120 p. j.

↗ ↘
S0 = 100 p. j. SM = 108 p. j.

↘ ↗
SD = 90 p. j.

↘
SDD = 81 p. j.

kde prvá zmena ceny akcie nastane v £ase ∆T = 1 £. j. a druhá zmena nastane o ¤al²iu £. j.

neskôr (£iºe doba splatnosti opcie T = 2∆T = 2 £. j.).

Rie²enie:

Pretoºe pri výpo£te hodnôt opcií tohto typu pracujeme s maximálnou, resp. minimálnou hod-

notou, ktorú dosiahne akcia po£as ºivotnosti opcie, je dobré zazna£i´ binárny strom v druhom

kroku so ²tyrmi uzlami namiesto troch, pri£om dva z nich majú rovnakú hodnotu, rovnú

hodnote v zadaní ozna£enej ako SM :
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SHH = 144 p. j.

↗
SH = 120 p. j.

↘
↗ SHD = 108 p. j.

S0 = 100 p. j.

↘ SDH = 108 p. j.

↗
SD = 90 p. j.

↘
SDD = 81 p. j.

Uvedená úprava prevádzajúca strom s rekombinantnou vlastnos´ou spä´ na binárny strom

súvisí s tým, ºe maximálna, resp. minimálna hodnota aktíva je pre koncový uzol s hodnotou

SHD iná neº maximálna, resp. minimálna hodnota aktíva pre koncový uzol s hodnotou SDH ,

hoci hodnoty v oboch uzloch sú £íselne rovnaké.

Zaznamenajme maximálne a minimálne hodnoty aktíva pre kaºdý z koncových uzlov

stromu, ako aj hodnoty oboch derivátov v £ase T do nasledujúcej preh©adnej tabu©ky:

hodnota aktíva Smin Smax hodnota call opcie hodnota put opcie

v £ase T v £ase T v £ase T

SHH = 144 p. j. S0 = 100 p. j. SHH = 144 p. j. SHH − S0 = 44 p. j. SHH − SHH = 0 p. j.

SHD = 108 p. j. S0 = 100 p. j. SH = 120 p. j. SHD − S0 = 8 p. j. SH − SHD = 12 p. j.

SDH = 108 p. j. SD = 90 p. j. SDH = 108 p. j. SDH − SD = 18 p. j. SDH − SDH = 0 p. j.

SDD = 81 p. j. SDD = 81 p. j. S0 = 100 p. j. SDD − SDD = 0 p. j. S0 − SDD = 19 p. j.

Riziko-neutrálna pravdepodobnos´ q je na celom strome rovnaká, pretoºe:

q =
Steraze

R∆T − Sdolu
Shore − Sdolu

=
Steraz − 0, 9Steraz

1, 2Steraz − 0, 9Steraz
=

1

3
.

Vypo£ítajme hodnoty opcií v £ase ∆T = 1 £. j.:

Cpl
H = e−R∆T (q(44 p. j.) + (1− q)(8 p. j.)) = 20 p. j.,

Cpl
D = e−R∆T (q(18 p. j.) + (1− q)(0 p. j.)) = 6 p. j.,

P pl
H = e−R∆T (q(0 p. j.) + (1− q)(12 p. j.)) = 8 p. j.,

P pl
D = e−R∆T (q(0 p. j.) + (1− q)(19 p. j.)) =

38

3
p. j.

Sú£asné hodnoty opcií potom budú:

Cpl
0 = e−R∆T

(
qCpl

H + (1− q)Cpl
D

)
=

32

3
p. j.,

P pl
0 = e−R∆T

(
qP pl

H + (1− q)P pl
D

)
=

100

9
p. j.

�iºe sú£asná hodnota dozadu h©adiacej plávajúcej call opcie je 32
3 p. j. a sú£asná hodnota

dozadu h©adiacej plávajúcej put opcie je 100
9 p. j.
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Príklad 6.9. Pri podmienkach z príkladu 6.8 oce¬me bezarbitráºnym oce¬ovaním dozadu h©a-

diacu �xnú call i put opciu na akciu nevyplácajúcu dividendy, ak realiza£ná cena je K = 102

p. j.

Rie²enie:

Ohodnoti´ dozadu h©adiacu �xnú call i put opciu môºeme bezprostredne na binárnom strome

alebo vyuºijeme kúpno-predajnú paritu pre plávajúce opcie, t. j. vz´ahy (6.84) a (6.85).

Ohodno´me ich najprv priamo s vyuºitím riziko-neutrálnej pravdepodobnosti vypo£ítanej

v príklade 6.8 a upraveného stromu z rie²enia tohto príkladu.

Zaznamenajme hodnoty oboch derivátov v £ase T do nasledujúcej tabu©ky:

hodnota aktíva hodnota call opcie hodnota put opcie

v £ase T v £ase T v £ase T

SHH = 144 p. j. (SHH −K)+ = 42 p. j. (K − S0)
+ = 2 p. j.

SHD = 108 p. j. (SH −K)+ = 18 p. j. (K − S0)
+ = 2 p. j.

SDH = 108 p. j. (SDH −K)+ = 6 p. j. (K − SD)
+ = 12 p. j.

SDD = 81 p. j. (S0 −K)+ = 0 p. j. (K − SDD)
+ = 21 p. j.

Vypo£ítajme hodnoty opcií v £ase ∆T = 1 £. j.:

Cfix
H = e−R∆T (q(42 p. j.) + (1− q)(18 p. j.)) = 26 p. j.,

Cfix
D = e−R∆T (q(6 p. j.) + (1− q)(0 p. j.)) = 2 p. j.,

P fix
H = e−R∆T (q(2 p. j.) + (1− q)(2 p. j.)) = 2 p. j.,

P fix
D = e−R∆T (q(12 p. j.) + (1− q)(21 p. j.)) = 18 p. j.

Sú£asné hodnoty opcií potom budú:

Cfix
0 = e−R∆T

(
qCfix

H + (1− q)Cfix
D

)
= 10 p. j.,

P fix
0 = e−R∆T

(
qP fix

H + (1− q)P fix
D

)
=

38

3
p. j.

Teda sú£asná hodnota dozadu h©adiacej �xnej call opcie je 10 p. j. a sú£asná hodnota dozadu

h©adiacej �xnej put opcie je 38
3 p. j.

Teraz vypo£ítame hodnoty �xných opcií pomocou vz´ahov (6.84) a (6.85). Nato je po-

trebné najprv ohodnoti´ plávajúce opcie s Smin, resp. Smax zmenené na S∗
min, resp. S

∗
max.

Zaznamenajme hodnoty S∗
min, S

∗
max ako aj hodnoty oboch derivátov v £ase T do tabu©ky:

hodnota aktíva S∗
min S∗

max hodnota call opcie hodnota put opcie

v £ase T v £ase T v £ase T

SHH = 144 p. j. S0 = 100 p. j. SHH = 144 p. j. SHH − S0 = 44 p. j. SHH − SHH = 0 p. j.

SHD = 108 p. j. S0 = 100 p. j. SH = 120 p. j. SHD − S0 = 8 p. j. SH − SHD = 12 p. j.

SDH = 108 p. j. SD = 90 p. j. SDH = 108 p. j. SDH − SD = 18 p. j. SDH − SDH = 0 p. j.

SDD = 81 p. j. SDD = 81 p. j. K = 102 p. j. SDD − SDD = 0 p. j. K − SDD = 21 p. j.
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Zmena sa dotkla iba koncovej hodnoty put opcie v uzle DD, a preto sta£í v £ase ∆T

po£íta´ iba hodnotu P ∗
D. Ostatné hodnoty ostanú nezmenené:

C∗
H = Cpl

H = 20 p. j.,

C∗
D = Cpl

D = 6 p. j.,

P ∗
H = P pl

H = 8 p. j.,

P ∗
D = e−R∆T (q(0 p. j.) + (1− q)(21 p. j.)) = 14 p. j.

Hodnoty opcií v £ase 0 sú:

C∗
0 = e−R∆T (qC∗

H + (1− q)C∗
D) =

32

3
p. j.,

P ∗
0 = e−R∆T (qP ∗

H + (1− q)P ∗
D) = 12 p. j.

Aplikujúc vz´ahy (6.84) a (6.85), pre sú£asné hodnoty �xných opcií dostaneme:

Cfix
0 = P ∗

0 + S0 −Ke−RT = (12 + 100− 102) p. j. = 10 p. j.,

P fix
0 = C∗

0 +Ke−RT − S0 =

(
32

3
+ 102− 100

)
p. j. =

38

3
p. j.

Poznámka 6.14. V porovnaní so ²tandardnými európskymi opciami sú �xné dozadu h©adiace

opcie drah²ie, hoci investormi vyh©adávané, ke¤ºe existuje vä£²ia ²anca, ºe budú v £ase svojej

splatnosti realizované s kladnou výplatou. Výplata európskych opcií v £ase ich splatnosti zá-

visí totiº len od koncovej ceny podkladového aktíva. Na rozdiel od nich �xné dozadu h©adiace

opcie poskytujú výplatu, ktorá závisí od maximálnej, resp. minimálnej ceny aktíva dosiahnutej

po£as splatnosti opcie. Preto ²anca, ºe táto výplata bude kladná, je ve©ká. Obzvlá²´ vtedy, ke¤

realiza£ná cena je stanovená blízko ceny aktíva v £ase uzatvorenia kontraktu.

V prípade opcií z príkladu 6.9 sme mohli zaznamena´, ºe iba v jednom prípade z ôsmich

bola výplata v koncovom uzle stromu pre derivát nulová. Na druhej strane, ak by sme vypo£ítali

sú£asné hodnoty európskych opcií na toto podkladové aktívum, zistili by sme, ºe pri európskej

call opcii by bola jej sú£asná hodnota rovná 22
3 p. j. a pri európskej put opcii by bola jej sú£asná

hodnota rovná 28
3 p. j. Obe hodnoty sú v porovnaní so sú£asnými hodnotami �xných dozadu

h©adiacich opcií vypo£ítaných v príklade 6.9 niº²ie (223 p. j. vo£i 10 p. j. pri call opciách, resp.
28
3 p. j. vo£i 38

3 p. j. pri put opciách).

6.13 Ázijské opcie

Ázijské opcie sú opcie na aktívum, ktorých výplata závisí na aritmetickom priemere cien

aktíva pozorovaných po£as doby trvania (splatnosti) opcie.

Ak je výplata opcie na konci doby trvania opcie ur£ená ako max{0, S − K}, kde S je

priemerná cena aktíva a K je realiza£ná cena, tak opciu voláme average price call.

Ak je výplata opcie na konci doby trvania opcie ur£ená ako max{0,K − S}, kde S je

priemerná cena aktíva a K je realiza£ná cena, tak opciu voláme average price put.

Aj pri týchto opciách platí, ºe hodnota opcie v £ase jej splatnosti, t. j. v niektorom z kon-

cových uzlov pri oce¬ovaní na binárnom strome, závisí od cesty, po ktorej je moºné sa do tohto
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uzla dosta´, ke¤ºe priemerná hodnota aktíva závisi od tejto cesty. Rovnako tak platí, ºe hod-

nota ázijských opcií je citlivá na frekvenciu pozorovaní ceny aktíva v priebehu jej splatnosti.

Ilustrujme ocenenie average price call aj put opcie na nasledujúcom príklade. Opä´ ako

v predo²lom predpokladajme, ºe d¨ºka jedného £asového kroku ∆T = 1 £. j.

Príklad 6.10. Bezarbitráºnym oce¬ovaním ohodno´me average price call i put opciu na ak-

ciu nevyplácajúcu dividendy s dobou splatnosti T = 2 £. j. a realiza£nou cenou K = 51, 8

p. j., ak spojitá bezriziková úroková sadzba R = 0 je po£as tohto obdobia nemenná, pri£om

predpokladaný vývoj ceny akcie je na nasledujúcom binárnom strome:

SHH = 86, 4 p. j.

↗
SH = 72 p. j.

↘
↗ SHD = 43, 2 p. j.

S0 = 60

↘ SDH = 43, 2 p. j.

↗
SD = 36 p. j.

↘
SDD = 21, 6 p. j.

kde prvá zmena ceny akcie nastane v £ase ∆T = 1 £. j. a druhá zmena nastane o ¤al²iu £. j.

neskôr (£iºe doba splatnosti opcie T = 2∆T = 2 £. j.).

Rie²enie:

Ke¤ºe na celom strome platí u = 1, 2 a d = 0, 6, tak v uzloch HD a DH má aktívum tú istú

hodnotu. Ich rozlí²enie je v²ak dôleºité z h©adiska výpo£tu ceny opcie, pretoºe do uzlu DH sa

nedá dosta´ z uzlu H, kým do uzlu HD sa zas nedá dosta´ z uzlu D. Preto bude priemerná

cena aktíva v uzle HD iná neº v uzle DH.

Vypo£ítajme priemerné hodnoty aktíva v koncových uzloch, dostaneme:

SHH = 72, 8 p. j.,

SHD = 58, 4 p. j.,

SDH = 46, 4 p. j.,

SDD = 39, 2 p. j.

Hodnoty call opcie v koncových uzloch budú:

Cavg
HH = 21 p. j.,

Cavg
HD = 6, 6 p. j.,

Cavg
DH = 0 p. j.,

Cavg
DD = 0 p. j.
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Hodnoty put opcie v koncových uzloch budú:

P avg
HH = 0 p. j.,

P avg
HD = 0 p. j.,

P avg
DH = 5, 4 p. j.,

P avg
DD = 12, 6 p. j.

Pretoºe u = 1, 2 a d = 0, 6, tak riziko-neutrálna pravdepodobnos´ q je na celom strome

rovnaká a platí:

q =
Steraz − 0, 6Steraz

1, 2Steraz − 0, 6Steraz
=

0, 4

0, 6
=

2

3
.

Vypo£ítajme postupne hodnoty call opcie v uzloch H, D a 0:

Cavg
H = e−R∆T

(
qCavg

HH + (1− q)Cavg
HD

)
= 16, 2 p. j.,

Cavg
D = e−R∆T

(
qCavg

DH + (1− q)Cavg
DD

)
= 0 p. j.,

Cavg
0 = e−R∆T

(
qCavg

H + (1− q)Cavg
D

)
= 10, 8 p. j.

Sú£asná hodnota average price call opcie je 10, 8 p. j.

Vypo£ítajme postupne hodnoty put opcie v uzloch H, D a 0:

P avg
H = e−R∆T

(
qP avg

HH + (1− q)P avg
HD

)
= 0 p. j.,

P avg
D = e−R∆T

(
qP avg

DH + (1− q)P avg
DD

)
= 7, 8 p. j.,

P avg
0 = e−R∆T

(
qP avg

H + (1− q)P avg
D

)
= 2, 6 p. j.

Sú£asná hodnota average price put opcie je 2, 6 p. j.

�al²ím typom ázijskej opcie, ktorý pomenujeme, ale podrobnej²ie sa mu venova´ nebu-

deme, je average strike opcia.

Ak je výplata opcie v £ase jej splatnosti T ur£ená ako max{0, ST −S}, kde S je priemerná

cena aktíva a ST cena aktíva v £ase T , tak opciu voláme average strike call.

Ak je výplata opcie v £ase jej splatnosti T ur£ená ako max{0, S−ST }, kde S je priemerná

cena aktíva a ST cena aktíva v £ase T , tak opciu voláme average strike put.

Oce¬ovanie average strike opcií na binárnych stromoch funguje na rovnakom princípe ako

oce¬ovanie average price opcií, resp. derivátov vo v²eobecnosti.

6.14 Oce¬ovanie derivátov pri spojitom £ase

Cie©om tejto podkapitoly nie je poskytnú´ podrobný výklad a v²etky odvodenia súvisiace

s oce¬ovaním derivátov pri spojitom £ase, ale na£rtnú´ východiská a metódy tohto oce¬ovania

a objasni´ niektoré súvislosti tohto oce¬ovania s predchádzajúcimi £as´ami tejto kapitoly,

predov²etkým s oce¬ovaním na binárnych stromoch.

Nástroje, s ktorými sa pracuje pri tomto oce¬ovaní, nie sú elementárne. Sú matematicky

náro£né. Preto táto podkapitola predstavuje iba akúsi ochutnávku zo sveta stochastického
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kalkulu, ktorý sa pri oce¬ovaní bohato vyuºíva. Pre záujemcov o získanie podrobnej²ích in-

formácií odporú£ame prácu [4], resp. [5], z ktorej budeme v tejto £asti predov²etkým £erpa´.

Ve©mi seriózny vh©ad do problematiky poskytuje tieº [12], hlavne v prvých kapitolách. �al²ie

informácie moºno nájs´ v [14], resp. v [16].

6.14.1 Stochastický charakter �nan£ných aktív

Cena aktíva S pozostáva z deterministickej £asti a stochastickej �uktua£nej £asti. Cena

aktíva sleduje istý trend (deterministická £as´ oce¬ovania aktíva), okolo ktorého nastávajú

výkyvy � �uktuácie (stochastická £as´ oce¬ovania aktíva).

Trendovú zloºku môºeme popísa´ rovnicou:

S(t) = S0e
µt, (6.86)

kde t je £as, µ je výnosová sadzba (miera návratnosti) aktíva a S0 je po£iato£ná cena aktíva

v nejakom £ase t0, pre jednoduchos´ budeme uvaºova´ t0 = 0. Rovnicu (6.86) môºeme vyjadri´

aj cez prírastky ako diferenciálnu rovnicu:

dS = µSdt. (6.87)

Wienerov proces

Stochastický proces je systém {X(t), t ∈ I}, kde I je interval a X(t) sú náhodné

premenné závisiace od £asu t.

Wienerov proces {W (t), t ∈ I} je spojitý stochastický proces de�novaný na I = ⟨0,∞)

s nasledujúcimi charakteristikami:

1. W (0) = 0,

2. W (t)−W (s) ∼ N (0, t− s),

3. ak (s, t) ∩ (u, v) = ∅, tak W (t)−W (s) a W (u)−W (v) sú nezávislé.

Stochastický diferenciál dX stochastického procesu {X(t), t ∈ I} dostaneme ako:

dX = µ(t,X)dt+ σ(t,X)dW, (6.88)

kde dW je prírastok Wienerovho procesu, µ sa nazýva drift a σ je volatilita.

Brownov pohyb

�peciálny prípad (6.88) je autonómny prípad, t. j. ke¤:

dX = µ(X)dt+ σ(X)dW, (6.89)

napr.:

dX = µXdt+ σXdW (6.90)
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alebo:

dX = µdt+ σdW. (6.91)

V prípade (6.91) ide o Brownov pohyb, t. j. Wienerov proces je Brownov pohyb s µ = 0

a σ = 1.

Brownov pohyb sa javí ako stochastický proces, ktorý by mohol by´ vhodným na modelo-

vanie vývoja ceny aktíva. Nie je to v²ak moºné, pretoºe pre σ = 0 je dS = µdt+ 0dWt = µdt

a teda S(t) = S0 + µt, £o odporuje (6.86). Vhodnej²ie je uvaºova´ nejakú funkciu Brownovho

pohybu.

Geometrický Brownov pohyb

Ak totiº σ = 0, tak máme (6.87). Zo (6.87) dostávame dS
S = µdt a teda d(lnS) = µdt.

Vezmime X = lnS, kde X vyhovuje (6.91), £iºe S = eX . Nech {X(t), t ∈ I} je Brownov

pohyb s driftom µ a volatilitou σ, potom náhodný proces {Y (t), t ∈ I}, kde Y (t) = Y0e
X(t),

Y0 ∈ R, nazývame geometrický Brownov pohyb.

Na odvodenie stochastického diferenciálu geometrického Brownovho pohybu nám poslúºi

Itô-ova lema, ktorá je ve©mi silným matematickým výsledkom.

Itô-ova lema: Nech f(x, t) ∈ C2 a x také, ºe dx = µ(x, t)dt+σ(x, t)dW, kdeW � Wienerov

proces. Potom f vyhovuje stochastickej diferenciálnej rovnici:

df =

(
∂f

∂t
+ µ(x, t)

∂f

∂x
+

1

2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt+ σ(x, t)

∂f

∂x
dW. (6.92)

Nech Y = Y0e
X , potom pod©a (6.92) máme:

dY =

(
0 + µY0e

X +
1

2
σ2Y0e

X

)
dt+ σY0e

XdW

=

(
µ+

σ2

2

)
Y dt+ σY dW.

Ozna£me µ̃ =
(
µ+ σ2

2

)
, potom:

dY = µ̃Y dt+ σY dW.

Zistili sme, ºe geometrický Brownov pohyb je taký stochastický proces, ktorý vyhovuje

(6.90). Vývoj ceny aktíva teda sleduje geometrický Brownov pohyb:

dS = µSdt+ σSdW. (6.93)

6.14.2 Oce¬ovanie derivátu

Ak ozna£íme cenu derivátu ako Z, potom Z závisí od ceny podkladového aktíva S a £asu

t, t. j. Z = Z(S, t). Ak sú splnené predpoklady Itô-ovej lemy a cena podkladového aktíva

sleduje geometrický Brownov pohyb (6.93), tak pod©a (6.92) máme:

dZ =

(
∂Z

∂t
+ µS

∂Z

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2Z

∂S2

)
dt+ σS

∂Z

∂S
dW. (6.94)
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Primárne sa zameriame na oce¬ovanie opcií na akciu bez dividend, ale model moºno

roz²íri´ aj na iné druhy derivátov alebo podkladových aktív v závislosti od toho, £i vyhovujú

predpokladom modelu. Sformulujme teda predpoklady na oce¬ovanie:

� Pohyb ceny podkladového aktíva sa riadi geometrickým Brownovým pohybom (6.93),

� investor pri oce¬ovaní vytvára portfólio pozostávajúce z akcií jedného druhu, opcií

na tieto akcie a bezrizikových dlhopisov, ktorých bezriziková úroková sadzba R je kon-

²tantná po£as doby trvania opcie T ,

� investor uplat¬uje dynamický/ú predaj/kúpu jednotlivých zloºiek portfólia tak, ºe:

� na udrºanie jeho nulovej rizikovosti nie sú potrebné ºiadne ¤al²ie investície (pod-

mienka nulových investícií),

� nákup/predaj niektorej zo zloºiek je kompenzovaný predajom/kúpou inej zloºky

(podmienka samo�nancovate©nosti portfólia),

� uvaºujeme nulové transak£né náklady,

� moºno preda´/kúpi´ ©ubovo©né mnoºstvo jednotlivých zloºiek portfólia.

Odvodenie Blackovej-Scholesovej rovnice

Podmienku nulových investícií moºno prepísa´ pomocou rovnosti:

QSS +QZZ +B = 0 (6.95)

pre v²etky t ∈ ⟨0, T ⟩, kde QS je mnoºstvo/po£et kusov akcie S, QZ je mnoºstvo/po£et

kusov opcie Z a B je mnoºstvo/po£et kusov bezrizikových dlhopisov, resp. �nan£ný objem

investovaný do dlhopisov. V²etky premenné v rovnici (6.95) závisia od £asu t. Podmienka

samo�nancovate©nosti portfólia ur£uje, ºe pre v²etky t ∈ ⟨0, T ⟩ dostávame:

dQSS + dQZZ + δB = 0, (6.96)

£iºe zmena v po£te kusov niektorej zo zloºiek portfólia je kompenzovaná nákupom alebo pre-

dajom inej zloºky £i zloºiek tak, aby celková zmena hodnoty portfólia ostala v £ase nemenná,

rovná 0 p. j. V tomto prípade symbol d ozna£uje deriváciu a δB je zmena �nan£ného objemu

dlhopisov potrebná na realizáciu nákupu ostatných zloºiek portfólia.

Pre dlhopisy platí (pozri kapitolu 4.1 o dlhopisoch):

B = B(t) = B(0)eRt, (6.97)
dB

dt
= RB(t). (6.98)

Pretoºe nákup a predaj aktív z portfólia sa deje dynamicky, na zmenu dB v dlhopisoch

vplýva aj hodnota δB. S prihliadnutím k tomu zo vz´ahu (6.98) získame:

dB = RBdt+ δB. (6.99)
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Z podmienky nulových investícií (6.95) dostávame:

0 = d(QSS +QZZ +B)

= QSdS + dQSS +QZdZ + dQZZ + dB. (6.100)

Dosadením (6.99) do (6.100) získame:

0 = QSdS + dQSS +QZdZ + dQZZ +RBdt+ δB

= (dQSS + dQZZ + δB) + (QSdS +QZdZ +RBdt). (6.101)

Dosadením (6.96) do (6.101) dostaneme:

0 = QSdS +QZdZ +RBdt,

QZdZ = −QSdS −RBdt,

dZ = −QS

QZ
dS − R

QZ
Bdt. (6.102)

Dosadením (6.93) za dS do (6.102) a (6.95) za B do (6.102) získame:

dZ = −QS

QZ
(µSdt+ σSdW )− R

QZ
(−QSS −QZZ) dt,

dZ =

(
−QS

QZ
µS +

QS

QZ
RS +RZ

)
dt− QS

QZ
σSdW. (6.103)

Ozna£me ∆ = −QS
QZ

, potom zo (6.103) máme:

dZ = (∆µS −∆RS +RZ) dt+∆σSdW. (6.104)

Dosadením (6.94) za dZ do (6.104) dostaneme:(
∂Z

∂t
+ µS

∂Z

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2Z

∂S2

)
dt+ σS

∂Z

∂S
dW =

= (∆(µ−R)S +RZ) dt+∆σSdW. (6.105)

Odtia© po úprave máme:(
∂Z

∂t
+ µS

∂Z

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2Z

∂S2
+∆(R− µ)S −RZ

)
dt+

+

(
∂Z

∂S
−∆

)
σSdW = 0. (6.106)

Vzh©adom nato, ºe portfólio má by´ bezrizikové, je potrebné zo (6.106) eliminova´ ná-

hodný £inite©
(
∂Z
∂S −∆

)
σSdW spôsobujúci nenulovú rizikovos´ portfólia. Príslu²ná neutrali-

zácia tohto rizika sa dosiahne vo©bou ∆ = ∂Z
∂S .

Po neutralizácii zo (6.106) dostaneme:

∂Z

∂t
+RS

∂Z

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2Z

∂S2
−RZ = 0. (6.107)

Rovnica (6.107) sa nazýva Blackova-Scholesova rovnica.

Blackova-Scholesova rovnica je parciálna diferenciálna rovnica, ktorú moºno rie²i´ preve-

dením na základný tvar parabolickej diferenciálnej rovnice.

Pre európske opcie rie²ime rovnicu (6.107), kde S > 0, t ∈ ⟨0, T ⟩ a Z(S, T ) = Z(S) je

koncová podmienka, pri£om pre európske call opcie je Z(S) = max{0, S −K} a pre európske

put opcie je Z(S) = max{0,K − S}, kde K je realiza£ná cena opcie.
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Rie²enie Blackovej-Scholesovej rovnice

Po transformácii Z(S, t) = e−α lnS−β(T−t)u(lnS, T − t), kde α = R
σ2 − 1

2 , β = R2

2σ2 +
R
2 + σ2

8 ,

resp. u(x, τ) = eαx+βτZ(ex, T − τ), kde x = lnS a τ = T − t, zo (6.107) dostaneme:

∂u

∂τ
− 1

2
σ2
∂2u

∂x2
= 0, (6.108)

s po£iato£nou podmienkou u(x, 0) = eαxZ (ex), kde −∞ < x <∞ a τ ∈ ⟨0, T ⟩.
Rovnica (6.108) má (známe) rie²enie:

u(x, τ) =
1√

2πσ2τ

∫ ∞

−∞
e−

(x−p)2

2σ2τ u(p, 0)dp, (6.109)

ktoré moºno transformáciou previes´ na tvar:

Z(S, t) =
e−β(T−t)√
2πσ2(T − t)

S−α

∫ ∞

−∞
e
− (lnS−p)2

2σ2(T−t) eαpZ (ep) dp. (6.110)

Európska kúpna opcia na akciu bez dividend

Ozna£me CE hodnotu európskej kúpnej opcie, potom s vyuºitím koncovej podmienky

pre európsku kúpnu opciu zo (6.110) po sérii úprav dostaneme:

CE(S, t) = SN(d1)−Ke−R(T−t)N(d2), (6.111)

kde d1 =
ln
(
S
K

)
+
(
R+ σ2

2

)
(T − t)

σ
√
T − t

, d2 = d1 − σ
√
T − t a N(·) je distribu£ná funkcia nor-

movaného normálneho rozdelenia.

Európska predajná opcia na akciu bez dividend

Ozna£me PE hodnotu európskej predajnej opcie. S vyuºitím vz´ahu (6.111) a kúpno-

predajnej parity pre európske opcie:

PE(S, t) = CE(S, t)− S +Ke−R(T−t) (6.112)

dostávame vz´ah pre výpo£et ceny európskej put opcie:

PE(S, t) = SN(d1)−Ke−R(T−t)N(d2)− S +Ke−R(T−t)

= S (N(d1)− 1) +Ke−R(T−t) (1−N(d2))

= Ke−R(T−t) (1−N(d2))− S (1−N(d1))

= Ke−R(T−t)N(−d2)− SN(−d1). (6.113)

Forward na akciu bez dividend

Ozna£me ZF cenu forwardu na akciu bez dividend, potom:

ZF (S, t) = St −Ke−R(T−t). (6.114)
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Z toho:

ZF (S, T ) = ST −K,

ZF (S, 0) = S0 −Ke−RT .

Aby cena K bola nastavená férovo pre obe strany kontraktu, musí plati´: ZF (S, 0) = 0.

Z toho dostávame:

K = S0e
RT .

6.14.3 Numerické schémy rie²enia Blackovej-Scholesovej rovnice

Od (6.107) k (6.108) môºeme bez vä£²ích problémov prejs´ tieº pouºitím podobnej, ale

mierne odli²nej transformácie neº bola tá, ktorú sme pouºili vy²²ie. Konkrétne Z(S, t) =

Ke−αx−βτu(x, τ), kde τ = T − t, x = ln
(
S
K

)
a K je realiza£ná cena opcie.

Ozna£me

g(x, τ) =


eαx+βτ max{ex − 1, 0} pre call opciu,

eαx+βτ max{1− ex, 0} pre put opciu,

potom po£iato£ná podmienka u(x, 0) = g(x, 0) pre ©ubovo©né x ∈ R.
Rovnicu (6.108) moºno rie²i´ aj numericky. Av²ak nekone£ný interval pre premennú x

musíme zúºi´ na uzavretý ohrani£ený interval ⟨−L,L⟩ a tomu adekvátne prispôsobi´ hrani£né

podmienky.

Aplikujeme metódu kone£ných diferencií (sietí):

xi = ih, kde i = −N, . . . ,−1, 0, 1, . . . , N a h =
L

N
,

τj = jk, kde j = 0, 1, . . . , n a k =
T

n
,

teda h je priestorový krok a k je £asový krok. V ¤al²om budeme pouºíva´ ozna£enia: uji :=

u(xi, τj), g
j
i := g(xi, τj). Ako bolo na£rtnuté vy²²ie, úlohu je potrebné rie²i´ pri ²peci�kácii

istých okrajových podmienok. Ich odvodenie súvisí so správaním sa európskych opcií v okra-

jových bodoch priestorového intervalu. Pretoºe úmyslom podkapitoly nie je h©adanie nume-

rického rie²enia Blackovej-Scholesovej rovnice, ale len snaha poukáza´ na súvis numerického

oce¬ovania s oce¬ovaním na binárnych stromoch, ²peci�kácii okrajových podmienok sa vyh-

neme. Moºno ich nájs´ v [4], resp. [5], odkia© sú prevzaté zna£enia aj niektoré odvodenia

v tejto £asti u£ebnice.

Derivácie z rovnice (6.108) je taktieº potrebné upravi´ tak, aby zodpovedali pouºitiu nu-

merickej schémy na sieti bodov (xi, τj). Konkrétne priestorovú deriváciu upravíme na tvar:

∂2u

∂x2
(xi, τj)

.
=

uj
i+1−uj

i

h − uj
i−uj

i−1

h

h
=
uji+1 − 2uji + uji−1

h2
. (6.115)

Na vyjadrenie £asovej derivácie moºno pouºi´ explicitnú alebo implicitnú schému:

1. explicitná schéma:
∂u

∂τ
(xi, τj)

.
=
uj+1
i − uji
k

, (6.116)
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2. implicitná schéma:
∂u

∂τ
(xi, τj)

.
=
uji − uj−1

i

k
. (6.117)

My budeme v ¤al²om pouºíva´ explicitnú schému.

Dosadením (6.115) a (6.116) do (6.108) dostaneme:(
uj+1
i − uji
k

)
− σ2

2

(
uji+1 − 2uji + uji−1

h2

)
= 0. (6.118)

Zo (6.118) máme:

uj+1
i = uji +

kσ2

2h2

(
uji+1 − 2uji + uji−1

)
. (6.119)

Ozna£me γ := kσ2

2h2 , potom zo (6.119) dostaneme:

uj+1
i = γuji−1 + (1− 2γ)uji + γuji+1. (6.120)

�peciálne pre γ = 1
2

(
t. j. ke¤ h = σ

√
k, resp. k = h2

σ2

)
máme:

uj+1
i =

1

2

(
uji−1 + uji+1

)
. (6.121)

Na základe pouºitej transformácie Z(Kex, T − τ) = Ke−αx−βτu(x, τ) a rovnosti uji =

u(xi, τj) získame:

Zj
i := Z(xi, τj) = Ke−αih−βjkuji . (6.122)

Dosadením (6.122) do (6.121) dostávame:

uj+1
i =

1

2

(
uji−1 + uji+1

)
,

Ke−αih−βjkuj+1
i =

1

2

(
Ke−αih−βjkuji−1 +Ke−αih−βjkuji+1

)
,

eβkZj+1
i =

1

2

(
e−αhZj

i−1 + eαhZj
i+1

)
,

Zj+1
i = e−Rk

(
1

2
eαh−(β−R)kZj

i+1 +
1

2
e−αh−(β−R)kZj

i−1

)
. (6.123)

�iºe hodnotu derivátu v £ase τj+1 moºno vypo£íta´ pomocou dvoch hodnôt derivátu

v predchádzajúcom £ase τj . Pretoºe v²ak τ = T − t, tak vlastne vz´ah (6.123) ur£uje, ºe

výpo£et hodnoty derivátu v danom £ase sa deje pomocou hodnôt derivátu v nasledujúcom

£ase. Navy²e sa tak deje pomocou dvoch hodnôt, z ktorých jedna je o jeden priestorový krok

vy²²ie a druhá o jeden priestorový krok niº²ie neº po£ítaná hodnota. Inými slovami môºeme

pozorova´ vetvenie ako na binárnych stromoch.

(j + 1)-vý £asový krok j-ty £asový krok

(i+ 1)-vá vrstva Zj
i+1

↗
i-tá vrstva Zj+1

i

↘
(i− 1)-vá vrstva Zj

i−1



6.14. OCE�OVANIE DERIVÁTOV PRI SPOJITOM �ASE 231

Vz´ah (6.123) nápadne pripomína vz´ah (6.32), kde £asový krok k = ∆T a priestorový

krok h ur£uje pohyb ceny derivátu pri skoku ceny podkladového nahor Zhore, resp. nadol

Zdolu. Ak h©adáme paralelu medzi týmito dvoma vz´ahmi, tak hodnoty 1
2e

αh−(β−R)k, resp.
1
2e

−αh−(β−R)k by potom mali vyjadrova´ riziko-neutrálne pravdepodobnosti q, resp. 1− q.

Pribliºné hodnoty 1
2e

±αh−(β−R)k .
= 1±αh

2 ozna£me q±, t. j. q+ = 1+αh
2 a q− = 1−αh

2 . Potom

q− + q+ = 1 a zo vz´ahu (6.123) s q+ namiesto 1
2e

αh−(β−R)k, resp. q− namiesto 1
2e

−αh−(β−R)k

dostaneme:

Zj+1
i = e−Rk

(
q+Z

j
i+1 + q−Z

j
i−1

)
. (6.124)

Vz´ah (6.124) teda pre kaºdú vetvu stromu umoº¬uje vypo£íta´ hodnotu opcie v danom

uzle stromu (i, j+1) pomocou riziko-neutrálnej pravdepodobnosti q+, resp q− a hodnôt opcie

v nasledujúcom £asovom kroku j (pripomíname, ºe v¤aka transformácii τ = T−t postupujeme

od vä£²ích £asových hodnôt k men²ím) pri pohybe ceny podkladovej akcie nahor (hore - (i+1)),

resp. nadol (dolu - (i− 1)).

Uvedený postup výpo£tu teda zodpovedá tomu, ktorý sme uvádzali pri bezarbitráºnom

výpo£te ceny opcie na binárnom strome v predchádzajúcich kapitolách. Prirodzene vzniká

otázka, £i aj riziko-neutrálne pravdepodobnosti q+, q− zodpovedajú tým, ktoré boli uvádzané

v predchádzajúcich kapitolách.

Odpove¤ na túto otázku je aspo¬ na úrovni lineárnej aproximácie kladná. Riziko-neutrálnu

pravdepodobnos´ sme v predchádzajúcich kapitolách ozna£ovali q a po£ítali pomocou vz´ahu

(6.31). Prispôsobme zápis tohto vz´ahu predchádzajúcemu zna£eniu a transformáciam:

q =
SeRk − S−
S+ − S−

=
KexeRk −Kex−h

Kex+h −Kex−h
=

eRk − e−h

eh − e−h
=

eRk+h − 1

e2h − 1
. (6.125)

Porovnajme q s 1
2e

αh−(β−R)k. Nato ozna£me

F (h, k) :=
eRk+h − 1

e2h − 1
− 1

2
eαh−(β−R)k.

Potom pre dostato£ne malé h (a teda i k; pripomíname, ºe k = h2

σ2 ) bude F (h, k) .
= 0.

Ukáºeme.

Najprv si uvedomme, ºe ak h = σ
√
k, tak nárast ceny aktíva z hodnoty Steraz na Shore,

resp. jeho pokles na Sdolu sa udeje takým spôsobom, ºe Shore = uSteraz a Sdolu = dSteraz,

kde d = 1
u a u = eσ

√
k = eσ

√
∆T . Teda takým spôsobom, aký navrhovali autori práce [23]

a na ktorý sme upozornili v £asti 6.10 o ²peciálnych prípadoch oce¬ovania derivátov.

Pre k = h2

σ2 bude F funkciou len jednej premennej h a teda ozna£me

w(h) := F

(
h,
h2

σ2

)
=

eR
h2

σ2+h − 1

e2h − 1
− 1

2
eαh−(β−R)h

2

σ2 .
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Potom:

lim
h→0

w(h) = lim
h→0

eR
h2

σ2+h − 1

e2h − 1
− 1

2
eαh−(β−R)h

2

σ2

= lim
h→0

eR
h2

σ2+h − 1

e2h − 1
− lim

h→0

1

2
eαh−(β−R)h

2

σ2

= lim
h→0

eR
h2

σ2+h − 1

e2h − 1
− 1

2
.

Ak teda lim
h→0

eR
h2

σ2+h − 1

e2h − 1
=

1

2
, tak lim

h→0
w(h) = 0. Po£ítajme:

lim
h→0

eR
h2

σ2+h − 1

e2h − 1
= lim

h→0

(
2R
σ2 h+ 1

)
eR

h2

σ2+h

2e2h
=

1

2
.

�alej máme:

w′(h) =

(
2R
σ2 h+ 1

)
eR

h2

σ2+h (e2h − 1
)
− 2e2h

(
eR

h2

σ2+h − 1

)
(e2h − 1)

2 −1

2

(
α− 2

(
β −R

σ2

)
h

)
eαh−(β−R)h

2

σ2 .

Ukáºeme, ºe aj lim
h→0

w′(h) = 0. Platí:

lim
h→0

1

2

(
α− 2

(
β −R

σ2

)
h

)
eαh−(β−R)h

2

σ2 =
α

2
.

Po£ítajme:

lim
h→0

(
2R
σ2 h+ 1

)
eR

h2

σ2+h (e2h − 1
)
− 2e2h

(
eR

h2

σ2+h − 1

)
(e2h − 1)

2 =

lim
h→0

(
2R
σ2 h− 1

)
eR

h2

σ2+3h −
(
2R
σ2 h+ 1

)
eR

h2

σ2+h + 2e2h

(e2h − 1)
2 =

lim
h→0

eR
h2

σ2+3h (2R
σ2 +

(
2R
σ2 h− 1

) (
2R
σ2 h+ 3

))
− eR

h2

σ2+h
(
2R
σ2 +

(
2R
σ2 h+ 1

)2)
+ 4e2h

4e2h (e2h − 1)
=

lim
h→0

eR
h2

σ2+h (2R
σ2 +

(
2R
σ2 h− 1

) (
2R
σ2 h+ 3

))
− eR

h2

σ2−h
(
2R
σ2 +

(
2R
σ2 h+ 1

)2)
+ 4

4 (e2h − 1)
=

lim
h→0

eR
h2

σ2+h
(
4R2

σ4 h
2 + 4R

σ2 h+ 2R
σ2 − 3

)
− eR

h2

σ2−h
(
4R2

σ4 h
2 + 4R

σ2 h+ 2R
σ2 + 1

)
+ 4

4 (e2h − 1)
=

lim
h→0

eR
h2

σ2+h
((

2R
σ2 h+ 1

) (
4R2

σ4 h
2 + 4R

σ2 h+ 2R
σ2 − 3

)
+ 8R2

σ4 h+ 4R
σ2

)
8e2h

−

lim
h→0

eR
h2

σ2−h
((

2R
σ2 h− 1

) (
4R2

σ4 h
2 + 4R

σ2 h+ 2R
σ2 + 1

)
+ 8R2

σ4 h+ 4R
σ2

)
8e2h

=

6R
σ2 − 3

8
−

2R
σ2 − 1

8
=

R

2σ2
− 1

4
=

1

2

(
R

σ2
− 1

2

)
=
α

2
.
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Pretoºe lim
h→0

w(h) = 0 aj lim
h→0

w′(h) = 0, tak aj q− q+
.
= 0 pre h→ 0. Presnej²ie q môºeme

pre h blízke 0 aproximova´ q+ a ak niekde nastáva nerovnos´, tak aº v £lenoch druhého

a vy²²ieho rádu Taylorovho rozvoja.

Vidíme, ºe diskretizácia a oce¬ovanie na binárnych stromoch so ²peciálnou vlastnos´ou

opísanou vy²²ie je dobrou aproximáciou oce¬ovania opcií pri spojitom £ase a predchádza-

júce odvodenie týkajúce sa riziko-neutrálnej pravdepodobnosti dáva spolu vyuºívaním vz´ahu

(6.32) oce¬ovaniu na binárnych stromoch kredit.

6.15 Op£né stratégie

Investori £asto (na základe nejakých indícií) predpokladajú pohyb v cene podkladového

aktíva, ktorý môºe by´ výrazný alebo menej výrazný. V mnohých prípadoch v²ak nevedia

presne ur£i´, ktorým smerom tento pohyb nastane. Chcú preto eliminova´ prípadné straty

súvisiace s kúpou £i predajom nejakého aktíva a naopak, ak je to moºné, znásobi´ pro�t,

a preto volia rôzne op£né stratégie.

Op£nou stratégiou budeme rozumie´ kúpu alebo predaj, prípadne oboje, rôznych druhov

opcií (put, call) na to isté podkladové aktívum a s rovnakou dobou splatnosti s rovnakými

alebo rôznymi realiza£nými cenami.

Budeme uvaºova´ len kombinácie európskeho typu opcií na akciu bez dividend a vo v²et-

kých nasledujúcich príkladoch budeme nazera´ na výnosy, straty a hodnoty stratégií len z po-

h©adu drºite©a stratégie, teda investora, ktorý pod©a zvolenej stratégie nakupuje a predáva

opcie.

6.15.1 Straddle

Straddle je stratégia vyuºívajúca nákup dvoch opcií európskeho typu (put a call) na to

isté podkladové aktívum, s tou istou realiza£nou cenou K p. j. blízkou cene aktíva v £ase 0

a s tou istou dobou splatnosti.

Investor vyuºije túto stratégiu, ak o£akáva ve©kú zmenu v cene aktíva, ale nevie, v ktorom

smere táto zmena nastane.

Ponechajme zna£enie ako v predchádzajúcom. Potom, ak v £ase splatnosti opcií prekro£í

cena aktíva realiza£nú cenu, t. j. ST > K p. j., investor uplatní call opciu umoº¬ujúcu kúpu

aktíva za K p. j. V opa£nom prípade investor uplatní put opciu.

Ke¤ºe na za£iatku (v £ase 0) zaplatil za obe opcie v sú£te
(
PE
0 + CE

0

)
p. j., tak v £ase

splatnosti oboch opcií nebude v strate v prípade, ºe cena aktíva ST vyjde z intervalu (K −
PE
0 −CE

0 ,K + PE
0 +CE

0 ), t. j. bu¤ bude ST ≤ K − PE
0 −CE

0 (investor uplat¬uje put opciu)

alebo bude ST ≥ K+PE
0 +CE

0 (investor uplat¬uje call opciu). Tieto závery môºeme ilustrova´

na nasledujúcom pro�t diagrame (Obr. 6.8) drºite©a straddle stratégie.

Samozrejme, ak chceme zoh©adni´ £asovú hodnotu pe¬azí, je potrebné v £ase T pracova´

s hodnotami PE
0 eRT a CE

0 eRT miesto PE
0 a CE

0 , kde R je bezriziková spojitá úroková sadzba,

kon²tantná po£as doby splatnosti derivátov, pretoºe budúca hodnota kapitálu
(
PE
0 + CE

0

)
p.
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j. zaplateného v £ase 0 je v £ase T zúro£ená príslu²nou úrokovou sadzbou za príslu²né £asové

obdobie.

Aj pri ¤al²ích stratégiach to treba ma´ na pamäti, ale uº si to pri pro�t diagramoch

nasledujúcich stratégií nebudeme viac pripomína´.

Obr. 6.8: �ervenou � call opcia, zelenou � put opcia, modrou � straddle, K = 50 p. j. [32] [33]

6.15.2 Strip

Strip je stratégia vyuºívajúca nákup jednej európskej call opcie a dvoch európskych put

opcií na rovnaké podkladové aktívum s rovnakou dobou splatnosti a s rovnakou realiza£nou

cenou K p. j. blízkou cene aktíva v £ase 0.

Investor v prípade tejto stratégie vsádza na výrazný posun v cene aktíva, pri£om predpo-

kladá, ºe tento posun nastane skôr smerom nadol neº smerom nahor.

Ak v £ase splatnosti opcií prekro£í cena aktíva realiza£nú cenu, t. j. ST > K, tak investor

uplatní call opciu umoºnujúcu kúpu aktíva za K p. j. V opa£nom prípade investor uplatní

obe put opcie.

Ke¤ºe v £ase 0 zaplatil za obe opcie v sú£te 2PE
0 + CE

0 , tak nebude v strate v prípade,

ºe cena aktíva ST vyjde z intervalu
(
K − PE

0 − CE
0
2 ,K + 2PE

0 + CE
0

)
, t. j. bu¤ bude ST ≤

K − PE
0 − CE

0
2 (investor uplat¬uje obe put opcie) alebo bude ST ≥ K + 2PE

0 + CE
0 (investor

uplat¬uje call opciu).

Pro�t diagram drºite©a stratégie sa nachádza na Obr. 6.9.

Obr. 6.9: �ervenou � call opcia, zelenou � put opcia, modrou � strip, K = 50 p. j. [32] [33]
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6.15.3 Strap

Strap je stratégia vyuºívajúca nákup jednej európskej put opcie a dvoch európskych call

opcií na rovnaké podkladové aktívum s rovnakou dobou splatnosti a s rovnakou realiza£nou

cenou K p. j. blízkou cene aktíva v £ase 0.

Investor v prípade tejto stratégie vsádza na výrazný posun v cene aktíva, pri£om predpo-

kladá, ºe tento posun nastane skôr smerom nahor neº smerom nadol.

Ak v £ase splatnosti opcií prekro£í cena aktíva realiza£nú cenu, t. j. ST > K, tak investor

uplatní obe call opcie umoºnujúcu kúpu aktíva za K p. j. V opa£nom prípade investor uplatní

put opciu.

Ke¤ºe v £ase 0 zaplatil za obe opcie v sú£te PE
0 + 2CE

0 , tak nebude v strate v prípade,

ºe cena aktíva ST vyjde z intervalu
(
K − PE

0 − 2CE
0 ,K +

PE
0
2 + CE

0

)
, t. j. bu¤ bude ST ≤

K − PE
0 − 2CE

0 (investor uplat¬uje put opciu) alebo bude ST ≥ K +
PE
0
2 + CE

0 (investor

uplat¬uje obe call opcie).

Pro�t diagram drºite©a stratégie sa nachádza na Obr. 6.10.

Obr. 6.10: �ervenou � call opcia, zelenou � put opcia, modrou � strap, K = 50 p. j. [32] [33]

6.15.4 Strangle

Strangle je stratégia vyuºívajúca nákup jednej európskej put opcie a jednej európskej

call opcie na rovnaké podkladové aktívum s rovnakou dobou splatnosti, ale s rozdielnou rea-

liza£nou cenou.

Ide o podobnú stratégiu ako je straddle. Investor vyuºije túto stratégiu, ak o£akáva ve©kú

zmenu v cene aktíva, ale nevie, v ktorom smere táto zmena nastane.

Ozna£me realiza£nú cenu put opcie ako K1, nech realiza£ná cena call opcie je K2, kde

K2 > K1. Ozna£me sú£asnú hodnotu (cenu v £ase 0) put opcie ako P 1
0 a sú£asnú hodnotu

(cenu v £ase 0) call opcie ako C2
0 .

Ak v £ase splatnosti opcií prekro£í cena aktíva realiza£nú cenu K2, t. j. ST > K2, investor

uplatní call opciu. Ak v £ase splatnosti opcií bude ST < K1, investor uplatní put opciu.

Ke¤ºe v £ase 0 zaplatil za obe opcie v sú£te P 1
0 +C

2
0 , tak nebude v strate v prípade, ºe cena

aktíva ST vyjde z intervalu (K1−P 1
0 −C2

0 ,K2+P
1
0 +C2

0 ), t. j. bu¤ bude ST ≤ K1−P 1
0 −C2

0

(investor uplat¬uje put opciu) alebo bude ST ≥ K2+P
1
0 +C2

0 (investor uplat¬uje call opciu).

Pro�t diagram drºite©a stratégie sa nachádza na Obr. 6.11.
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Obr. 6.11: �ervenou � call opcia, zelenou � put opcia, modrou � strangle, K1 = 40 p. j.,

K2 = 60 p. j. [32] [33]

Pro�t z tejto stratégie závisí od toho, ako ¤aleko od seba sa K1 a K2 nachádzajú. �ím

sú od seba ¤alej, pri£om K1 zmen²ujeme a K2 zvä£²ujeme, tým niº²ie sú ceny opcií (vz´ah

(6.35) v tvrdení 6.3 pre európske opcie na akcie nevyplácajúce dividendy), a teda niº²ia je aj

strata plynúca z drºby stratégie v prípade, ºe cena aktíva v £ase T skon£í v intervale ⟨K1,K2⟩.
Zárove¬ sa tým zmen²uje priestor na dosiahnutie zisku, pretoºe cena aktíva v £ase T musí

by´ vä£²ia ako K2 + P 1
0 + C2

0 , resp. men²ia neº K1 − P 1
0 − C2

0 na to, aby bolo moºné zisk

dosiahnu´.

V prípade, ºe K1 < K < K2, kde K je realiza£ná cena opcií z predchádzajúcich stratégií

blízka cene aktíva v £ase 0, pod©a (6.35) je P 1
0 ≤ P0 a C2

0 ≤ C0 (P0, C0 tak, ako v predchádza-

júcom). To znamená, ºe na rozdiel od straddle stratégie síce táto stratégia dáva niº²í pro�t,

ale zárove¬ to kompenzuje niº²ími stratami tým spôsobom, ºe roz²iruje interval pre ich vznik.

Ako ilustráciu (Obr. 6.12) môºeme obrazovo porovna´ pro�t diagramy drºite©a straddle

a strangle stratégie s realiza£nými cenami opcií K1 < K < K2 takými, ºe K = K1+K2
2 .

Obr. 6.12: Modrou � strangle, £iernou � straddle, K1 = 40 p. j., K = 50 p. j., K2 = 60 p.

j. [32] [33]

6.15.5 Bull spread

Bull spread je stratégia vyuºívajúca nákup európskej call opcie na nejaké podkladové

aktívum s ur£itou dobou splatnosti a nejakou realiza£nou cenouK1 p. j. a predaj európskej call

opcie na rovnaké podkladové aktívum a s rovnakou dobou splatnosti, ale s vy²²ou realiza£nou

cenou K2.

Investor o£akáva, ºe cena aktíva vzrastie, av²ak v tomto prípade sú prípadná strata, ale

aj zisk ohrani£ené.
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Ozna£me sú£asnú hodnotu (cenu v £ase 0) call opcie s realiza£nou cenou K1 p. j. ako C1
0

a sú£asnú hodnotu (cenu v £ase 0) call opcie s realiza£nou cenou K2 p. j. ako C2
0 . Pozna-

menajme, ºe ak ide o aktívum neposkytujúce ºiadne mimoriadne platby, napr. pri akciách

dividendy, tak pod©a (6.35) platí C1
0 ≥ C2

0 .

Ak v £ase splatnosti opcií je cena aktíva niº²ia alebo rovnaká ako realiza£ná cena K1, t.

j. ST ≤ K1, investor ani protistrana neuplat¬ujú ºiadnu zo zakúpených call opcií. Pretoºe

C1
0 ≥ C2

0 , drºite© stratégie je v strate vo vý²ke C1
0 − C2

0 p. j.

Ak v £ase splatnosti opcií prekro£í cena aktíva realiza£nú cenu K1, t. j. ST > K1, investor

uplat¬uje zakúpenú call opciu. Sú£asne, ak je ST ∈ (K1,K2⟩, nevzniká nárok protistrany

na kúpu aktíva z predanej opcie a investor si ponecháva op£nú prémiu C2
0 p. j. za jej predaj.

Ak v £ase splatnosti opcií bude ST > K2, vzniká nárok na zakúpenie aktíva za cenu K2

p. j. protistranou, £ím sa zniºuje zisk z nákupu aktíva za cenu K1 p. j. a tento rozdiel ostáva

s rastom ST kon²tantný.

Výplaty stratégie v £ase T sú v nasledujúcej tabu©ke:

cena aktíva ST ≤ K1 K1 < ST ≤ K2 ST > K2

výplata 0 ST −K1 K2 −K1

Pro�t investora je potom výplata zníºená o po£iato£nú investíciu C1
0 − C2

0 p. j.

Pro�t diagram drºite©a stratégie pozostávajúcej z kúpnych opcií sa nachádza na Obr. 6.13.

Obr. 6.13: Zelenou � kúpená call opcia, £ervenou � predaná call opcia, modrou � bull spread,

K1 = 40 p. j., K2 = 60 p. j. [32] [33]

Bull spread stratégia môºe tieº vyuºíva´ kúpu európskej put opcie na nejaké podkladové

aktívum s ur£itou dobou splatnosti a nejakou realiza£nou cenouK1 p. j. a predaj európskej put

opcie na rovnaké podkladové aktívum a s rovnakou dobou splatnosti, ale s vy²²ou realiza£nou

cenou K2 p. j.

Ozna£me sú£asnú hodnotu (cenu v £ase 0) put opcie s realiza£nou cenou K1 p. j. ako P 1
0

a sú£asnú hodnotu (cenu v £ase 0) put opcie s realiza£nou cenou K2 p. j. ako P 2
0 . Pozna-

menajme, ºe ak ide o aktívum neposkytujúce ºiadne mimoriadne platby, napr. pri akciách

dividendy, tak pod©a (6.35) platí P 1
0 ≤ P 2

0 .

Ak v £ase splatnosti opcií je cena aktíva niº²ia ako realiza£ná cena K1, t. j. ST < K1,

obe strany uplat¬ujú svoju put opciu. Pretoºe K1 < K2 a teda K1 − ST < K2 − ST , výplata

plynúca pre drºite©a stratégie je záporná v pro�t diagrame zvý²ená o rozdiel P 2
0 − P 1

0 p. j.

dosiahnutý nákupom stratégie v £ase 0.
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Ak v £ase splatnosti je ST ∈ ⟨K1,K2), investor zakúpenú opciu neuplat¬uje, kým proti-

strana áno. Rozdiel K2 − ST je v²ak tým niº²í, £ím je hodnota ST bliº²ia K2 p. j. Drºite©

stratégie zárove¬ disponuje rozdielom P 2
0 − P 1

0 p. j. nadobudnutým v £ase 0.

Ak v £ase splatnosti opcií bude ST ≥ K2, ºiadna zo strán nebude put opciu uplat¬ova´.

Pro�t drºite©a stratégie je daný príjmom P 2
0 − P 1

0 p. j. nadobudnutým v £ase 0 a s rastúcim

ST sa nemení.

Výplaty stratégie v £ase T sú v nasledujúcej tabu©ke:

cena aktíva ST < K1 K1 ≤ ST < K2 ST ≥ K2

výplata K1 −K2 ST −K2 0

Pro�t investora je potom výplata zvý²ená o po£iato£ný príjem P 2
0 − P 1

0 p. j.

Pro�t diagram drºite©a stratégie pozostávajúcej z predajných opcií sa nachádza na Obr.

6.14.

Obr. 6.14: Zelenou � kúpená put opcia, £ervenou � predaná put opcia, modrou � bull spread,

K1 = 40 p. j., K2 = 60 p. j. [32] [33]

Z porovnania Obr. 6.13 a Obr. 6.14 môºe pozorný £itate© nadobudnú´ pocit, ºe pri bull

spread stratégii vyuºívajúcej call opcie je strata drºite©a stratégie pre hodnoty ST < K1 niº²ia,

neº je tomu pri bull spread stratégii vyuºívajúcej put opcie. Podobne pro�t je pre ST > K2

pre drºite©a stratégie vy²²í pri call opciách neº pri put opciách. Ak predpokladáme, ºe R > 0

a podkladové aktívum je akcia bez dividend, s vyuºitím vz´ahu (6.35) a kúpno-predajnej parity

pre európske opcie na akciu bez dividend (6.38) moºno ©ahko ukáza´, ºe dané pozorovanie platí

aj vo v²eobecnosti. Zo (6.38) totiº dostaneme:

S0 + P 1
0 − C1

0 = K1e
−RT , (6.126)

S0 + P 2
0 − C2

0 = K2e
−RT . (6.127)

Od£ítaním rovníc (6.126) a (6.127) získame:

C2
0 − C1

0 = P 2
0 − P 1

0 + (K1 −K2)e
−RT > P 2

0 − P 1
0 +K1 −K2. (6.128)

Ak ST < K1 p. j., pro�t drºite©a stratégie s call opciami je C2
0 − C1

0 p. j., kým pro�t

drºite©a stratégie s put opciami je K1−K2+P 2
0 −P 1

0 p. j. �iºe pro�t drºite©a stratégie s call

opciami je pod©a (6.128) vä£²í neº pro�t drºite©a stratégie s put opciami. Ke¤ºe pod©a (6.35)

je C2
0 ≤ C1

0 , tak strata drºite©a stratégie s call opciami je men²ia neº strata drºite©a stratégie

s put opciami.
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Ak ST > K2 p. j., pro�t drºite©a stratégie s call opciami je K2 −K1 +C2
0 −C1

0 p. j., kým

pro�t drºite©a stratégie s put opciami je P 2
0 −P 1

0 p. j. Pretoºe platí (6.128), tak pro�t drºite©a

stratégie s call opciami je vä£²í neº pro�t drºite©a stratégie s put opciami. Ke¤ºe pod©a (6.35)

je P 2
0 ≥ P 1

0 , tak ide skuto£ne o kladný zisk, nie o stratu.

Z toho zárove¬ dostávame, ºe aj pre K1 ≤ ST ≤ K2 je pro�t drºite©a stratégie s call

opciami vä£²í neº pro�t drºite©a stratégie s put opciami.

Z predchádzajúcej úvahy vyplýva, ºe drºa´ sa bull spread stratégie s call opciami je za kaº-

dých okolností lep²ie, neº ma´ v tejto stratégii put opcie. Je to pravda, ale len pre absolútne

£ísla. Ak do porovnávania zapojíme £asovú hodnotu pe¬azí a teda porovnávame ceny k rov-

nakému dátumu, napr. k £asu 0, situácia sa zmení.

Ak ST < K1 p. j., tak v £ase 0 je hodnota stratégie s call opciami rovná C2
0 − C1

0 p. j.,

kým hodnota stratégie s put opciami je (K1−K2)e
−RT +P 2

0 −P 1
0 p. j. Pretoºe pod©a (6.128)

je C2
0 − C1

0 = P 2
0 − P 1

0 + (K1 −K2)e
−RT , tak obe stratégie majú v £ase 0 rovnakú hodnotu.

Podobne ak ST > K2 p. j., tak v £ase 0 je hodnota stratégie s call opciami rovná (K2 −
K1)e

−RT +C2
0 −C1

0 p. j., kým hodnota stratégie s put opciami je P 2
0 − P 1

0 p. j. Pretoºe platí

(6.128), tak v £ase 0 majú obe stratégie rovnakú hodnotu.

Z uvedeného zárove¬ vyplýva, ºe obe stratégie sú rovnocenné aj pre K1 ≤ ST ≤ K2.

6.15.6 Bear spread

Bear spread je stratégia vyuºívajúca nákup európskej put opcie na nejaké podkladové

aktívum s ur£itou dobou splatnosti a nejakou realiza£nou cenouK2 p. j. a predaj európskej put

opcie na rovnaké podkladové aktívum a s rovnakou dobou splatnosti, ale s niº²ou realiza£nou

cenou K1 p. j.

Investor o£akáva, ºe cena aktíva poklesne. Prípadná strata, ale aj zisk zo stratégie sú

ohrani£ené.

Pouºijeme zna£enie z predchádzajúcej £asti. Ak v £ase splatnosti opcií je ST ≥ K2, investor

neuplat¬uje zakúpenú put opciu a prichádza o zaplatenú op£nú prémiu P 2
0 , sú£asne si v²ak

ponecháva op£nú prémiu z predaja druhej opcie P 1
0 .

Ak je ST ∈ ⟨K1,K2), stále nevzniká nárok protistrany na predaj aktíva z predanej opcie

a investor si ponecháva op£nú prémiu za jej predaj a sú£asne mu ním zakúpená put opcia

dovo©uje predaj podkladového aktíva za realiza£nú cenu K2 p. j. Ak v £ase splatnosti opcií

bude ST < K1, vzniká nárok na predaj aktíva za cenu K1 p. j. protistranou, £ím sa zniºuje

zisk z predaja aktíva za cenu K2 p. j. drºite©om stratégie a tento rozdiel ostáva pre klesajúce

ST kon²tantný.

Výplaty stratégie v £ase T sú v nasledujúcej tabu©ke:

cena aktíva ST < K1 K1 ≤ ST < K2 ST ≥ K2

výplata K2 −K1 K2 − ST 0

Pro�t investora je potom pre kaºdú z moºností výplata zníºená o po£iato£nú investíciu P 2
0 −P 1

0

p. j.
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Pro�t diagram drºite©a stratégie pozostávajúcej z predajných opcií sa nachádza na Obr.

6.15.

Obr. 6.15: Zelenou � kúpená put opcia, £ervenou � predaná put opcia, modrou � bear spread,

K1 = 40 p. j., K2 = 60 p. j. [32] [33]

Meno zviera´a v bull spread stratégii a bear spread stratégii súvisí s úzusom oh©adom po-

menovania investorov na burze pod©a spôsobu, akým zoh©ad¬ujúc svoje o£akávania investujú,

pripomínajúcim útok býka, resp. medve¤a. Bada´ to aj na pro�t diagramoch týchto stratégií.

Bull spread pro�t diagram prechádza s rastúcim ST zo straty do kladných hodnôt, teda

pro�t drºite©a stratégie s rastúcim ST sleduje pohyb rohov býka pri útoku, ktoré sú najprv

sklopené a vo �nálnej fáze nasledujú pohyb hlavy smerom nahor.

Bear spread pro�t diagram prechádza s rastúcim ST z kladných £ísel zisku do stratových

hodnôt, teda pro�t drºite©a stratégie s rastúcim ST sleduje pohyb medve¤a pri útoku, ktorý

sa najprv postaví na zadné a potom pohybom smerom nadol sa snaºí váhou tela zhodi´

a eliminova´ protivníka zapájajúc pritom svoje pazúry.

Bear spread stratégia môºe tieº vyuºíva´ kúpu európskej call opcie na nejaké podkladové

aktívum s ur£itou dobou splatnosti a nejakou realiza£nou cenouK2 p. j. a predaj európskej call

opcie na rovnaké podkladové aktívum a s rovnakou dobou splatnosti, ale s niº²ou realiza£nou

cenou K1 p. j.

Ak v £ase splatnosti opcií je ST ≥ K2, investor i protistrana uplat¬ujú zakúpené call

opcie. Výplata drºite©a stratégie je záporná, rovná rozdielu K1 −K2 p. j., v pro�t diagrame

zvý²ená o po£iato£ný príjem C1
0 − C2

0 p. j.

Ak je ST ∈ ⟨K1,K2), drºite© stratégie prichádza o výplatu plynúcu z realizácie zakúpenej

opcie a jeho jediný príjem predstavuje C1
0 p. j. obdrºaných v £ase 0. Jeho výplata K1−ST ≤ 0

p. j. je v pro�t diagrame navy²e zníºená o C2
0 p. j. zaplatených v £ase 0 protistrane.

Ak v £ase splatnosti opcií bude ST < K1, ani jedna zo strán nerealizuje svoju call opciu.

Pro�t drºite©a opcie je C1
0 − C2

0 p. j. a s klesajúcim ST ostáva kon²tantný.

Výplaty stratégie v £ase T sú v nasledujúcej tabu©ke:

cena aktíva ST < K1 K1 ≤ ST < K2 ST ≥ K2

výplata 0 K1 − ST K1 −K2

Pro�t investora je potom pre kaºdú z moºností výplata zvý²ená o po£iato£ný príjem C1
0 −C2

0

p. j.

Pro�t diagram drºite©a stratégie pozostávajúcej z kúpnych opcií sa nachádza na Obr. 6.16.
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Obr. 6.16: Zelenou � kúpená call opcia, £ervenou � predaná call opcia, modrou � bear spread,

K1 = 40 p. j., K2 = 60 p. j. [32] [33]

Podobne ako pri bull spread stratégii aj pri bear spread stratégii platí, ºe v absolútnych

£íslach je pro�t drºite©a stratégie vä£²í a strata men²ia pri put opciách neº pri call opciách.

Dôkaz by analogicky ako pri bull stratégii vyuºíval vz´ahy (6.128) a (6.35).

Navy²e rovnako ako pri bull spread stratégii, aj tu by bolo moºné ukáza´, ºe ak do porov-

návania zapojíme £asovú hodnotu pe¬azí, a teda porovnávame hodnoty stratégií k rovnakému

dátumu, tak je jedno, £i investor vyuºije put alebo call opcie, pretoºe v takomto prípade je

hodnota stratégií rovnaká pre akúko©vek cenu podkladovej akcie ST v £ase T .

6.15.7 Box spread

Box spread je kombináciou bull call spread s realiza£nými cenami K1 < K2 a bear put

spread s tými istými K1 a K2.

To znamená, ºe výplata plynúca z drºby takejto kombinácie je v £ase T splatnosti v²etkých

opcií pre v²etky moºné hodnoty ST rozdiel K2 −K1. Aby nenastala arbitráº, musí by´ preto

sú£asná hodnota stratégie rovná (K2 −K1)e
−RT .

Platnos´ tohto tvrdenia pre európske opcie na akciu bez dividend moºno dokáza´ pomo-

cou vz´ahu (6.38) kúpno-predajnej parity. Ak si uvedomíme, ºe sú£asná hodnota stratégie

pre takéto opcie je rovná C1
0 − C2

0 + P 2
0 − P 1

0 p. j. a vyuºijeme vz´ah (6.38), tak dostaneme:

C1
0 − P 1

0 + P 2
0 − C2

0 = S0 −K1e
−RT +K2e

−RT − S0 = (K2 −K1)e
−RT .

6.15.8 Butter�y spread

Butter�y spread zah¯¬a kúpu európskej call opcie s relatívne nízkou realiza£nou cenou

K1, kúpu európskej call opcie s relatívne vysokou realiza£nou cenou K3 a predaj dvoch európ-

skych call opcií s realiza£nou cenou K2 leºiacou uprostred intervalu (K1,K3), vo v²eobecnosti

blízkou aktuálnej hodnote aktíva. V²etky opcie sú s rovnakou maturitou a na rovnaké pod-

kladové aktívum.

Je to stratégia vhodná pre investorov, ktorí predpokladajú, ºe výrazný posun v cene aktíva

je nepravdepodobný a skôr príde k malému posunu niektorým smerom.

Výplaty zo stratégie sa nachádzajú v nasledujúcej tabu©ke:
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cena aktíva výplata opcie výplata opcie výplata predaných celková

v £ase T s K1 s K3 opcií s K2 výplata

ST ≤ K1 0 0 0 0

ST ∈ (K1,K2⟩ ST −K1 0 0 ST −K1

ST ∈ (K2,K3⟩ ST −K1 0 −2(ST −K2) K3 − ST

ST > K3 ST −K1 ST −K3 −2(ST −K2) 0

Stratégia vypláca na konci splatnosti opcií kladnú hodnotu len v prípade, ºe ST ∈ (K1,K3).

Pro�t plynúci z drºby takejto stratégie je potom zníºený o hodnotu po£iato£nej investície

C1
0 + C3

0 − 2C2
0 , kde C

i
0 je hodnota call opcie s Ki pre i = 1, 2, 3.

Pro�t diagram drºite©a butter�y spread stratégie pozostávajúcej z kúpnych opcií sa na-

chádza na Obr. 6.17.

Obr. 6.17: Zelenou � kúpená call opcia s K1 = 55 p. j., modrou � kúpená call opcia s K3 = 65

p. j., £ervenou � predané call opcie s K2 = 60 p. j., £iernou � butter�y spread. [32] [33]

Podobne ako pri predchádzajúcich stratégiach moºno zostavi´ butter�y spread stratégiu

aj z put opcií, konkrétne kúpou európskej put opcie s relatívne nízkou realiza£nou cenou K1,

kúpou európskej put opcie s relatívne vysokou realiza£nou cenou K3 a predajom dvoch európ-

skych put opcií s realiza£nou cenou K2 leºiacou uprostred intervalu (K1,K3), vo v²eobecnosti

blízkou aktuálnej hodnote aktíva. V²etky opcie sú s rovnakou maturitou a na rovnaké pod-

kladové aktívum.

Dá sa ukáza´, ºe výplaty zo stratégie s put opciami sú rovnaké ako zo stratégie s call

opciami. Nachádzajú sa v nasledujúcej tabu©ke:

cena aktíva výplata opcie výplata opcie výplata predaných celková

v £ase T s K1 s K3 opcií s K2 výplata

ST < K1 K1 − ST K3 − ST −2(K2 − ST ) 0

ST ∈ ⟨K1,K2) 0 K3 − ST −2(K2 − ST ) ST −K1

ST ∈ ⟨K2,K3) 0 K3 − ST 0 K3 − ST

ST ≥ K3 0 0 0 0

Vzh©adom nato by mali ma´ tieto stratégie rovnakú sú£asnú hodnotu. Ukáºeme, ºe v prí-

pade európskych opcií na akciu bez dividend to je pravda. S vyuºitím kúpno-predajnej parity

pre európske opcie na akciu bez dividend dostaneme:

P 1
0 −2P 2

0 +P
3
0 = C1

0−S0+K1e
−RT−2C2

0+2S0−2K2e
−RT+C3

0−S0+K3e
−RT = C1

0−2C2
0+C

3
0 ,
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kde sme za K2 dosadili K2 =
K1+K3

2 .

6.16 Úlohy na precvi£enie

Úloha 6.1. Uvaºujte európsku kúpnu opciu na akciu nevyplácajúcu dividendy s dobou splat-

nosti T rovnou dvom týºd¬om a realiza£nou cenou K = 50 p. j., pri£om cena akcie dnes

(v £ase 0) je S0 = 50 p. j. a vývoj ceny akcie sa nachádza na jednoduchom binárnom strome,

kde na cenu akcie za dobu T majú vplyv dve náhodné udalosti H a D tak, ºe:

H: SH = 70 p. j. s pp. p

↗
S0 = 50 p. j.

↘
D: SD = 30 p. j. s pp. 1− p

Nech spojitá bezriziková úroková sadzba R = 0 je kon²tantná po£as obdobia T . Na princípe

ºiadna arbitráº ur£te sú£asnú cenu tejto opcie CE
0 .[

Výsledok: CE
0 = 10 p. j.

]
Úloha 6.2. Uvaºujte európsku predajnú opciu na akciu nevyplácajúcu dividendy s dobou splat-

nosti T rovnou dvom týºd¬om a realiza£nou cenou K = 50 p. j., pri£om cenový vývoj akcie je

rovnaký ako v úlohe 6.1. Uvaºujte, ºe spojitá bezriziková úroková sadzba R = 0 je kon²tantná

po£as obdobia T . Na princípe ºiadna arbitráº ur£te sú£asnú cenu tejto opcie PE
0 .[

Výsledok: PE
0 = 10 p. j.

]
Úloha 6.3. Bezarbitráºnym oce¬ovaním ohodno´te európsku predajnú opciu na akciu, ktorá

nevypláca dividendy, s dobou splatnosti T = 2
3 roka a realiza£nou cenou K = 50 p. j., ak spojitá

bezriziková úroková sadzba R = 0, 03 je po£as tohto obdobia nemenná, pri£om predpokladaný

vývoj ceny akcie je na nasledujúcom binárnom strome:

S21 = 70 p. j.

↗
S11 = 60 p. j.

↗ ↘
S0 = 50 p. j. S22 = 50 p. j.

↘ ↗
S12 = 40 p. j.

↘
S23 = 30 p. j.

kde prvá zmena ceny akcie nastane v £ase ∆T = 1
3 roka a druhá zmena nastane o ¤al²iu

tretinu roka neskôr. Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.[
Výsledok: PE

0 =
(
150e−0,02 − 245e−0,01 + 100

)
p. j. .= 4, 47 p. j.

]
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Úloha 6.4. Bezarbitráºnym oce¬ovaním ohodno´te európsku kúpnu opciu na akciu nevyplá-

cajúcu dividendy s dobou splatnosti T = 2
3 roka a realiza£nou cenou K = 50 p. j., ak spojitá

bezriziková úroková sadzba R = 0, 03 je po£as tohto obdobia nemenná, pri£om predpokladaný

vývoj ceny akcie je rovnaký ako v úlohe 6.3. Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.[
Výsledok: CE

0 =
(
100e−0,02 − 245e−0,01 + 150

)
p. j. .= 5, 46 p. j.

]
Úloha 6.5. Bezarbitráºnym oce¬ovaním ur£te sú£asnú hodnotu európskej kúpnej aj predajnej

opcie na akciu nevyplácajúcu dividendy s dobou splatnosti T rovnou 10 dní a realiza£nou

cenou K = 30 p. j., ak spojitá bezriziková úroková sadzba R = 0, 0002 je po£as tohto obdobia

nemenná, pri£om predpokladaný vývoj ceny akcie je moºné zobrazi´ na strome s 240 £asovými

krokmi d¨ºky jednej hodiny a s hodnotou akcie v po£iato£nom uzle rovnou S0 = 100 p. j.,

kde na kaºdej vetve stromu platí, ºe Shore = 1, 001Steraz a Sdolu = 0, 995Steraz. Výsledky

zaokrúhlite na celé £ísla.[
Výsledok: CE

0 = S0 −Ke−RT =
(
100− 30e−0,002/365

)
p. j. .= 70 p. j., PE

0 = 0 p. j.
]

Úloha 6.6. Bezarbitráºnym oce¬ovaním ur£te sú£asnú hodnotu európskej kúpnej aj predajnej

opcie na akciu nevyplácajúcu dividendy s dobou splatnosti T rovnou 10 dní a realiza£nou

cenou K = 130 p. j., ak spojitá bezriziková úroková sadzba R = 0, 0002 je po£as tohto obdobia

nemenná, pri£om predpokladaný vývoj ceny akcie je moºné zobrazi´ na strome s 240 £asovými

krokmi d¨ºky jednej hodiny a s hodnotou akcie v po£iato£nom uzle rovnou S0 = 100 p. j.,

kde na kaºdej vetve stromu platí, ºe Shore = 1, 001Steraz a Sdolu = 0, 995Steraz. Výsledky

zaokrúhlite na celé £ísla.[
Výsledok: CE

0 = 0 p. j., PE
0 = Ke−RT − S0 =

(
130e−0,002/365 − 100

)
p. j. .= 30 p. j.

]
Úloha 6.7. Bezarbitráºnym oce¬ovaním ur£te sú£asnú hodnotu európskej kúpnej opcie na ak-

ciu nevyplácajúcu dividendy s dobou splatnosti T rovnou 10 dní a realiza£nou cenou K = 109

p. j., ak spojitá bezriziková úroková sadzba R = 0, 005 je po£as tohto obdobia nemenná, pri£om

predpokladaný vývoj ceny akcie je moºné zobrazi´ na strome s 10 £asovými krokmi d¨ºky jedného

d¬a a s hodnotou akcie v po£iato£nom uzle rovnou S0 = 100 p. j., kde na kaºdej vetve stromu

platí, ºe Shore = 1, 01Steraz a Sdolu = 0, 99Steraz. Výsledok zaokrúhlite na tri desatinné miesta.[
Výsledok: CE

0 = e−RT q10
(
S0(1, 01)

10 −K
) .
= 0, 001 p. j., kde q je riziko-neutrálna pravdepo-

dobnos´, rovnaká na kaºdej vetve stromu.
]

Úloha 6.8. Bezarbitráºnym oce¬ovaním ur£te sú£asnú hodnotu európskej predajnej opcie

na akciu nevyplácajúcu dividendy s dobou splatnosti T rovnou 10 dní a realiza£nou cenou

K = 94 p. j., ak spojitá bezriziková úroková sadzba R = 0, 005 je po£as tohto obdobia ne-

menná, pri£om predpokladaný vývoj ceny akcie je moºné zobrazi´ na strome s 10 £asovými

krokmi d¨ºky jedného d¬a a s hodnotou akcie v po£iato£nom uzle rovnou S0 = 100 p. j., kde

na kaºdej vetve stromu platí, ºe Shore = 1, 05Steraz a Sdolu = 0, 99Steraz. Výsledok zaokrúhlite

na tri desatinné miesta.[
Výsledok: PE

0 = e−RT (1−q)10
(
K − S0(0, 99)

10
) .
= 0, 574 p. j., kde q je riziko-neutrálna prav-

depodobnos´, rovnaká na kaºdej vetve stromu.
]
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Úloha 6.9. Bezarbitráºnym oce¬ovaním ohodno´te americkú predajnú opciu na akciu bez di-

vidend s dobou splatnosti T = 2
3 roka a realiza£nou cenou K = 50 p. j., ak spojitá bezriziková

úroková sadzba R = 0, 03 je po£as tohto obdobia nemenná, pri£om predpokladaný vývoj ceny

akcie je rovnaký ako v úlohe 6.3. Výsledok zaokrúhlite na jedno desatinné miesto.[
Výsledok: PA

0 =
(
30e−0,01 − 25

)
p. j. .= 4, 7 p. j.

]
Úloha 6.10. Bezarbitráºnym oce¬ovaním ohodno´te americkú kúpnu opciu na akciu bez divi-

dend s dobou splatnosti T = 2
3 roka a realiza£nou cenou K = 50 p. j., ak spojitá bezriziková

úroková sadzba R = 0, 03 je po£as tohto obdobia nemenná, pri£om predpokladaný vývoj ceny

akcie je rovnaký ako v úlohe 6.3. Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.[
Výsledok: CA

0 = CE
0 =

(
100e−0,02 − 245e−0,01 + 150

)
p. j. .= 5, 46 p. j.

]
Úloha 6.11. Bezarbitráºnym oce¬ovaním ohodno´te americkú predajnú opciu na akciu bez di-

vidend s dobou splatnosti T = 1
3 roka a realiza£nou cenou K = 54 p. j., ak spojitá bezriziková

úroková sadzba R = 0, 06 je po£as tohto obdobia nemenná, pri£om predpokladaný vývoj ceny

akcie je na nasledujúcom binárnom strome:

S21 = 72 p. j.

↗
S11 = 60 p. j.

↗ ↘
S0 = 50 p. j. S22 = 36 p. j.

↘ ↗
S12 = 30 p. j.

↘
S23 = 18 p. j.

kde prvá zmena ceny akcie nastane v £ase ∆T = 1
6 roka a druhá zmena nastane o ¤al²iu

²estinu roka neskôr. Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.[
Výsledok: PA

0 =
(
138e−0,01 − 36e−0,02 − 90

)
p. j. .= 11, 34 p. j.

]
Úloha 6.12. Bezarbitráºnym oce¬ovaním ohodno´te americkú kúpnu opciu na akciu bez divi-

dend s dobou splatnosti T = 1
3 roka a realiza£nou cenou K = 30 p. j., ak spojitá bezriziková

úroková sadzba R = 0, 06 je po£as tohto obdobia nemenná, pri£om predpokladaný vývoj ceny

akcie je rovnaký ako v úlohe 6.11. Výsledok zaokrúhlite na dve desatinné miesta.[
Výsledok: CA

0 =
(
250
3 + 18e−0,02 − 80e−0,01

)
p. j. .= 21, 77 p. j.

]
Úloha 6.13. Bezarbitráºnym oce¬ovaním ur£te sú£asnú hodnotu americkej kúpnej aj predaj-

nej opcie na akciu nevyplácajúcu dividendy s dobou splatnosti T rovnou 10 dní a realiza£nou

cenou K = 30 p. j., ak spojitá bezriziková úroková sadzba R = 0, 0002 je po£as tohto obdobia

nemenná, pri£om predpokladaný vývoj ceny akcie je moºné zobrazi´ na strome s 240 £asovými

krokmi d¨ºky jednej hodiny a s hodnotou akcie v po£iato£nom uzle rovnou S0 = 100 p. j., kde

na kaºdej vetve stromu platí, ºe Shore = 1, 001Steraz a Sdolu = 0, 995Steraz. Výsledky zaokrúh-

lite na celé £ísla.[
Výsledok: CA

0 = CE
0 = S0 −Ke−RT =

(
100− 30e−0,002/365

)
p. j. .= 70 p. j., PA

0 = 0 p. j.
]
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Úloha 6.14. Bezarbitráºnym oce¬ovaním ur£te sú£asnú hodnotu americkej kúpnej aj predaj-

nej opcie na akciu nevyplácajúcu dividendy s dobou splatnosti T rovnou 10 dní a realiza£nou

cenou K = 130 p. j., ak spojitá bezriziková úroková sadzba R = 0, 0002 je po£as tohto obdobia

nemenná, pri£om predpokladaný vývoj ceny akcie je moºné zobrazi´ na strome s 240 £asovými

krokmi d¨ºky jednej hodiny a s hodnotou akcie v po£iato£nom uzle rovnou S0 = 100 p. j., kde

na kaºdej vetve stromu platí, ºe Shore = 1, 001Steraz a Sdolu = 0, 995Steraz.[
Výsledok: CA

0 = 0 p. j., PA
0 = K − S0 = (130− 100) p. j. = 30 p. j.

]
Úloha 6.15. Uvaºujte typ binárnej opcie cash-or-nothing na akciu nevyplácajúcu dividendy

s dobou splatnosti T = 1
2 roka a realiza£nou cenou K = 21 p. j. vyplácajúcu hotovos´ B = K

p. j., ak spojitá bezriziková úroková sadzba R = 0, 02 je po£as tohto obdobia nemenná, pri£om

predpokladaný vývoj ceny akcie je na nasledujúcom jednoduchom binárnom strome:

SH = 24 p. j.

↗
S0 = 20 p. j.

↘
SD = 18 p. j.

Na princípe ºiadna arbitráº ur£te sú£asnú cenu BC
0 kúpnej aj BP

0 predajnej opcie tohto typu.

Výsledky zaokrúhlite na dve desatinné miesta.[
Výsledok: BC

0 =
(
70− 63e−0,01

)
p. j. .= 7, 63 p. j., BP

0 =
(
84e−0,01 − 70

)
p. j. .= 13, 16 p. j.

]
Úloha 6.16. Uvaºujte typ binárnej opcie asset-or-nothing na akciu nevyplácajúcu dividendy

s dobou splatnosti T = 1
2 roka a realiza£nou cenou K = 21 p. j., ak spojitá bezriziková úroková

sadzba R = 0, 02 je po£as tohto obdobia nemenná, pri£om predpokladaný vývoj ceny akcie je

rovnaký ako v úlohe 6.15. Na princípe ºiadna arbitráº ur£te sú£asnú cenu AC
0 kúpnej aj AP

0

predajnej opcie tohto typu. Výsledky zaokrúhlite na dve desatinné miesta.[
Výsledok: AC

0 =
(
80− 72e−0,01

)
p. j. .= 8, 72 p. j., AP

0 =
(
72e−0,01 − 60

)
p. j. .= 11, 28 p. j.

]
Úloha 6.17. Uvaºujte európsku kúpnu a európsku predajnú opciu na tú istú podkladovú bez-

dividendovú akciu s rovnakou dobou splatnosti T = 1
2 roka a rovnakou realiza£nou cenou

K = 21 p. j., ak spojitá bezriziková úroková sadzba R = 0, 02 je po£as tohto obdobia nemenná,

pri£om predpokladaný vývoj ceny akcie je rovnaký ako v úlohe 6.15. Na princípe ºiadna arbit-

ráº ur£te sú£asnú cenu CE
0 kúpnej aj PE

0 predajnej opcie. Ukáºte, ºe platí: CE
0 = AC

0 − BC
0

a PE
0 = BP

0 −AP
0 .[

Výsledok: CE
0 =

(
10− 9e−0,01

)
p. j. =

((
80− 72e−0,01

)
−
(
70− 63e−0,01

))
p. j. = AC

0 −BC
0 ,

PE
0 =

(
12e−0,01 − 10

)
p. j. =

((
84e−0,01 − 70

)
−
(
72e−0,01 − 60

))
p. j. = BP

0 −AP
0

]
Úloha 6.18. Uvaºujte plávajúcu dozadu h©adiacu opciu na akciu nevyplácajúcu dividendy s do-

bou splatnosti T = 2 £. j., ak spojitá bezriziková úroková sadzba R = 0 je po£as tohto obdobia

nemenná, pri£om predpokladaný vývoj ceny akcie je na nasledujúcom binárnom strome:
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S21 = 28 p. j.

↗
S11 = 24 p. j.

↗ ↘
S0 = 20 p. j. S22 = 22 p. j.

↘ ↗
S12 = 18 p. j.

↘
S23 = 16 p. j.

kde prvá zmena ceny akcie nastane v £ase ∆T = 1 £. j. a druhá zmena nastane o ¤al²iu £asovú

jednotku neskôr. Na princípe ºiadna arbitráº ur£te sú£asnú cenu Cpl
0 kúpnej aj P pl

0 predajnej

opcie tohto typu.[
Výsledok: Cpl

0 = 20
9 p. j., P

pl
0 = 20

9 p. j.
]

Úloha 6.19. Uvaºujte �xnú dozadu h©adiacu opciu na akciu nevyplácajúcu dividendy s dobou

splatnosti T = 2 £. j. a realiza£nou cenou K = 21 p. j., ak spojitá bezriziková úroková sadzba

R = 0 je po£as tohto obdobia nemenná, pri£om predpokladaný vývoj ceny akcie je rovnaký ako

v úlohe 6.18. Na princípe ºiadna arbitráº ur£te sú£asnú cenu Cfix
0 kúpnej aj P fix

0 predajnej

opcie tohto typu.[
Výsledok: Cfix

0 = 5
3p. j., P

fix
0 = 29

9 p. j.
]

Úloha 6.20. Uvaºujte typ ázijskej opcie average price na akciu nevyplácajúcu dividendy s do-

bou splatnosti T = 2 £. j. a realiza£nou cenou K = 32 p. j., ak spojitá bezriziková úroková

sadzba R = 0 je po£as tohto obdobia nemenná, pri£om predpokladaný vývoj ceny akcie je

na nasledujúcom binárnom strome:

S21 = 42 p. j.

↗
S11 = 36 p. j.

↗ ↘
S0 = 30 p. j. S22 = 33 p. j.

↘ ↗
S12 = 27 p. j.

↘
S23 = 24 p. j.

kde prvá zmena ceny akcie nastane v £ase ∆T = 1 £. j. a druhá zmena nastane o ¤al²iu

£asovú jednotku neskôr. Na princípe ºiadna arbitráº ur£te sú£asnú cenu Cavg
0 kúpnej aj P avg

0

predajnej opcie tohto typu.[
Výsledok: Cavg

0 = 2
3p. j., P

avg
0 = 8

3p. j.
]

Úloha 6.21. Uvaºujte akciu bez dividend ako podkladové aktívum pre európsku kúpnu aj

predajnú opciu s dobou splatnosti T = 1 £. j. a realiza£nou cenou 80 p. j.< K < 120 p.

j., ktorej vývoj ceny sa nachádza na nasledujúcom jednoduchom binárnom strome:
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SH = 120 p. j.

↗
S0 = 100 p. j.

↘
SD = 80 p. j.

Nech spojitá bezriziková úroková sadzba R na obdobie T je kon²tantná po£as obdobia T taká, ºe

R = 0, 05. Na princípe ºiadna arbitráº ur£te sú£asnú cenu CE
0 (K) kúpnej aj PE

0 (K) predajnej

opcie v závislosti od hodnoty K.[
Výsledok: CE

0 (K) =
(
300− 240e−0,05 +K

(
2e−0,05 − 2, 5

))
p. j., PE

0 (K) =
(
200−240e−0,05+

K
(
3e−0,05 − 2, 5

) )
p. j.

]
Úloha 6.22. Pri podmienkach z úlohy 6.21 ur£te rozsah vo©by realiza£nej ceny K opcií tak,

aby bol pre túto vo©bu K drºite© straddle stratégie v kladnom zisku, nech nastane ktoráko©vek

z dvoch udalostí ovplyv¬ujúcich pohyb ceny podkladového aktíva. Ur£te KRN , pre ktoré bude

tento zisk riziko-neutrálny (teda jeho vý²ka nebude závisie´ od toho, ktorá z udalostí vplývajú-

cich na cenu akcie nastala). Aká je hodnota ω tohto zisku?[
Výsledok: 580−480e−0,05

6−5e−0,05 p. j. < K < 480e−0,05−380
5e−0,05−4

p. j., KRN = 100 p. j., ω = 20− 20e−0,05 p. j.
]

Úloha 6.23. Pri podmienkach z úlohy 6.21 ur£te rozsah vo©by realiza£nej ceny K opcií tak,

aby bol pre túto vo©bu K drºite© straddle stratégie v nezápornom riziko-neutrálnom zisku pri in-

vesti£nej alternatíve nákupu bezrizikových dlhopisov na obdobie T (t. j. zoh©ad¬uje sa £asová

hodnota pe¬azí). Aký je tento zisk ω?[
Výsledok: K = 100 p. j., ω =

(
20e−0,05 − 20e−0,05

)
p. j. = 0 p. j.

]
Úloha 6.24. Pri podmienkach z úlohy 6.21 ur£te rozsah vo©by realiza£nej ceny K opcií tak, aby

bol pre túto vo©bu K drºite© strip stratégie v kladnom zisku, nech nastane ktoráko©vek z dvoch

udalostí ovplyv¬ujúcich pohyb ceny podkladového aktíva. Ur£te KRN , pre ktoré bude tento zisk

riziko-neutrálny. Aká je hodnota ω tohto zisku?[
Výsledok: 430−360e−0,05

4,75−4e−0,05 p. j. < K < 720e−0,05−580
8e−0,05−6,5

p. j., KRN = 280
3 p. j., ω =

(
80−80e−0,05

3

)
p. j.

]
Úloha 6.25. Pri podmienkach z úlohy 6.21 ur£te rozsah vo©by realiza£nej ceny K opcií tak, aby

bol pre túto vo©bu K drºite© strip stratégie v nezápornom riziko-neutrálnom zisku pri investi£nej

alternatíve nákupu bezrizikových dlhopisov na obdobie T . Aký je tento zisk ω?[
Výsledok: K = 280

3 p. j., ω =
(
80e−0,05−80e−0,05

3

)
p. j. = 0 p. j.

]
Úloha 6.26. Pri podmienkach z úlohy 6.21 ur£te rozsah vo©by realiza£nej ceny K opcií tak,

aby bol pre túto vo©bu K drºite© strap stratégie v kladnom zisku, nech nastane ktoráko©vek

z dvoch udalostí ovplyv¬ujúcich pohyb ceny podkladového aktíva. Ur£te KRN , pre ktoré bude

tento zisk riziko-neutrálny. Aká je hodnota ω tohto zisku?[
Výsledok: 880−720e−0,05

8,5−7e−0,05 p. j. < K < 360e−0,05−280
3,5e−0,05−2,75

p. j., KRN = 320
3 p. j., ω =

(
80−80e−0,05

3

)
p. j.

]
Úloha 6.27. Pri podmienkach z úlohy 6.21 ur£te rozsah vo©by realiza£nej ceny K opcií tak, aby

bol pre túto vo©bu K drºite© strap stratégie v nezápornom riziko-neutrálnom zisku pri investi£nej
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alternatíve nákupu bezrizikových dlhopisov na obdobie T . Aký je tento zisk ω?[
Výsledok: K = 320

3 p. j., ω =
(
80e−0,05−80e−0,05

3

)
p. j. = 0 p. j.

]
Úloha 6.28. Pri podmienkach z úlohy 6.21 ur£te rozsah vo©by realiza£nej ceny KP put opcie

a realiza£nej ceny KC (> KP ) call opcie tak, aby bol pre takto vybrané realiza£né ceny drºite©

strangle stratégie v kladnom zisku, nech nastane ktoráko©vek z dvoch udalostí ovplyv¬ujúcich

pohyb ceny podkladového aktíva. Ur£te KC
RN , resp. KP

RN , pre ktoré bude tento zisk riziko-

neutrálny. Aká je hodnota ω tohto zisku?[
Výsledok: pre KP ∈

(
80, 580−480e−0,05

6−5e−0,05

)
je f(KP ) < KC < g(KP ), kde f(KP ) = 580−480e−0,05

2,5−2e−0,05

+
KP (3e−0,05−3,5)

2,5−2e−0,05 , g(KP ) =
480e−0,05−380−KP (3−2,5e−0,05)

2e−0,05−1,5
, pre KP ∈

(
580−480e−0,05

6−5e−0,05 , 480e
−0,05−380

5e−0,05−4

)
je KP < KC < g(KP ); pre KP

RN ∈ (80, 100) je KC
RN = 200−KP

RN a ω =
(
1− e−0,05

)
(KP−

80)

]
Úloha 6.29. Pri podmienkach z úlohy 6.21 ur£te rozsah vo©by realiza£nej ceny KP put opcie

a realiza£nej ceny KC call opcie tak, aby bol pre takto vybrané realiza£né ceny drºite© strangle

stratégie v nezápornom riziko-neutrálnom zisku pri investi£nej alternatíve nákupu bezriziko-

vých dlhopisov na obdobie T . Aký je tento zisk ω?[
Výsledok: pre KP ∈ (80, 100) je KC = 200−KP , ω = 0 p. j.

]
Úloha 6.30. Uvaºujte op£nú stratégiu bull spread vyuºívajúcu kúpu jednej call opcie s rea-

liza£nou cenou K1 = 90 p. j. a predaj jednej call opcie s realiza£nou cenou K2 = 110 p. j.,

obe pre aktívum, dobu splatnosti a bezrizikovú úrokovú sadzbu de�nované v podmienkach úlohy

6.21. Rozhodnite, £i je drºite© tejto stratégie v zisku, ak nastala udalos´ spôsobujúca nárast ceny

aktíva na SH = 120 p. j., resp. ak nastala udalos´ spôsobujúca pokles ceny aktíva na SD = 80

p. j. Ukáºte, ako sa zisky/straty drºite©a strátegie zmenia, ak ju vytvorí nákupom európskej put

opcie s realiza£nou cenou K1 p. j. a predajom európskej put opcie s realiza£nou cenou K2 p.

j.[
Výsledok: ωcall

H = 40e−0,05 − 30 > 0 p. j., ωcall
D = 40e−0,05 − 50 < 0 p. j., ωput

H = 60e−0,05 −
50 > 0 p. j., ωput

D = 60e−0,05 − 70 < 0 p. j.
]

Úloha 6.31. Uvaºujte op£nú stratégiu bull spread vyuºívajúcu kúpu jednej call opcie s rea-

liza£nou cenou K1 = 90 p. j. a predaj jednej call opcie s realiza£nou cenou K2 = 110 p. j.,

obe pre aktívum, dobu splatnosti a bezrizikovú úrokovú sadzbu de�nované v podmienkach úlohy

6.21. Rozhodnite, £i je drºite© tejto stratégie v zisku pri zoh©adnení £asovej hodnoty pe¬azí, ak

nastala udalos´ spôsobujúca nárast ceny aktíva na SH = 120 p. j., resp. ak nastala udalos´ spô-

sobujúca pokles ceny aktíva na SD = 80 p. j. Ukáºte, ako sa tieto zisky/straty drºite©a strátegie

zmenia, ak ju vytvorí nákupom európskej put opcie s realiza£nou cenou K1 p. j. a predajom

európskej put opcie s realiza£nou cenou K2 p. j.[
Výsledok: ωcall

H = ωput
H = 60e−0,05 − 50 > 0 p. j., ωcall

D = ωput
D = 40e−0,05 − 50 < 0 p. j.

]
Úloha 6.32. Uvaºujte op£nú stratégiu bear spread vyuºívajúcu kúpu jednej put opcie s rea-

liza£nou cenou K2 = 110 p. j. a predaj jednej put opcie s realiza£nou cenou K1 = 90 p. j.,
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obe pre aktívum, dobu splatnosti a bezrizikovú úrokovú sadzbu de�nované v podmienkach úlohy

6.21. Rozhodnite, £i je drºite© tejto stratégie v zisku, ak nastala udalos´ spôsobujúca nárast ceny

aktíva na SH = 120 p. j., resp. ak nastala udalos´ spôsobujúca pokles ceny aktíva na SD = 80

p. j. Ukáºte, ako sa zisky/straty drºite©a strátegie zmenia, ak ju vytvorí nákupom európskej

call opcie s realiza£nou cenou K2 p. j. a predajom európskej call opcie s realiza£nou cenou K1

p. j.[
Výsledok: ωput

H = 50 − 60e−0,05 < 0 p. j., ωput
D = 70 − 60e−0,05 > 0 p. j., ωcall

H = 30 −
40e−0,05 < 0 p. j., ωcall

D = 50− 40e−0,05 > 0 p. j.
]

Úloha 6.33. Uvaºujte op£nú stratégiu bear spread vyuºívajúcu kúpu jednej put opcie s rea-

liza£nou cenou K2 = 110 p. j. a predaj jednej put opcie s realiza£nou cenou K1 = 90 p. j.,

obe pre aktívum, dobu splatnosti a bezrizikovú úrokovú sadzbu de�nované v podmienkach úlohy

6.21. Rozhodnite, £i je drºite© tejto stratégie v zisku pri zoh©adnení £asovej hodnoty pe¬azí, ak

nastala udalos´ spôsobujúca nárast ceny aktíva na SH = 120 p. j., resp. ak nastala udalos´ spô-

sobujúca pokles ceny aktíva na SD = 80 p. j. Ukáºte, ako sa tieto zisky/straty drºite©a strátegie

zmenia, ak ju vytvorí nákupom európskej call opcie s realiza£nou cenou K2 p. j. a predajom

európskej call opcie s realiza£nou cenou K1 p. j.[
Výsledok: ωput

H = ωcall
H = 50− 60e−0,05 < 0p. j., ωput

D = ωcall
D = 50− 40e−0,05 > 0 p. j.

]
Úloha 6.34. Uvaºujte op£nú stratégiu butter�y spread vyuºívajúcu kúpu call opcie s realiza£-

nou cenou K1 = 90 p. j., kúpu call opcie s realiza£nou cenou K3 = 110 p. j. a predaj dvoch

call opcií s realiza£nou cenou K2 = 100 p. j., v²etky pre aktívum, dobu splatnosti a bezrizikovú

úrokovú sadzbu de�nované v podmienkach úlohy 6.21. Rozhodnite, £i je drºite© tejto stratégie

v zisku, ak nastala udalos´ spôsobujúca nárast ceny aktíva na SH = 120 p. j., resp. ak nastala

udalos´ spôsobujúca pokles ceny aktíva na SD = 80 p. j. Ukáºte, ako sa zisky/straty drºite©a

strátegie zmenia, ak ju vytvorí zodpovedajúcim spôsobom z put opcií.[
Výsledok: ωcall

H = ωcall
D = ωput

H = ωput
D = 0 p. j.

]
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