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STOCHASTICKY CHARAKTER FINANCNYCH
AKTIV

+ cenu aktiva S sleduje isty trend (deterministicka cast
ocenovania aktiva), okolo ktorého nastavaju vykyvy -
fluktuacie (stochasticka Cast ocenovania aktiva),

- cena aktiva=deterministicka ¢ast'+fluktuacna cast,

- deterministick& Cast’: S(t) = Spet!, kde S - poCiatocna
cena aktiva, t - ¢as, p - miera navratnosti (vynosova
sadzba)

* vyjadrené cez prirastky:
dS = pSdt (1)

« fluktuaéna cast bude modelovana nahodnym procesom.



WIENEROV PROCES

+ Stochasticky proces je systém {X(t), t € I}, I-interval, kde
X(t) st ndhodné premenné zavisiace od Casu t.

+ Wienerov proces {W(t), t € I} je spojity stochasticky
proces definovany na / = (0, co) s nasledujucimi
charakteristikami:

1. W(0) =0,

2. W(t)— W(s) ~N(0,t—s),

3. ak (s, t)N(u,v) =0, tak W(t) — W(s)a W(u)— W(v)su
nezavislé.

+ Stochasticky diferencial dX stochastického procesu
{X(t),t e l}:

dX = p(t, X)dt + o(t, X)dW, )

kde dW - prirastok Wienerovho procesu, u - drift, o -
volatilita.



BROWNOV POHYB

- Specialny pripad (2) je autonémny pripad, 1.

dX = uw(X)dt + o(X)dW, (3)

* napr.:
aX = pXdt + o XdW, (4)

* alebo:
dX = pdt 4+ cdW. (5)

+ V pripade (5) ide o Brownov pohyb, tj. Wienerov proces
je Brownov pohybs u=0aoc =1.

+ Je vhodné modelovat vyvoj ceny aktiva cez Brownov
pohyb?

* Nie, pretoze pre o = 0 bude dS = pdt + 0dW; = nudt a
teda S(t) = Sy + ut, Co odporuje S(t) = Spet!.



GEOMETRICKY BROWNOV POHYB

* LepSie bude uvazovat nejaku funkciu od Brownovho
pohybu:

* ak 0 = 0, tak mame (1), teda dS = uSat,

- odtial % = pdt ateda d(In S) = pat.

« Vezmime X = In S, kde X vyhovuje (5), éize S = X.

* Nech {X(t), t € I} je Brownov pohyb s driftom x a
volatilitou o, potom nahodny proces {Y(t),t € I}, kde
Y(t) = YoeX(), Y, € R, nazyvame geometricky Brownov
pohyb.

- Ité6-ova lema: Nech f(x, t) € C? a x také, Ze

dx = p(x, t)dt + o(x, t)dW, kde W - Wienerov proces.
Potom f vyhovuje stochastickej diferencialnej rovnici:

of of 1,  Pf of
df = (81‘ + p(x, t)af +50 (x t)6x > dt+o(x t)adW.
(6)



GEOMETRICKY BROWNOV POHYB

- Kedze Y = YpeX, tak podra (6) mame:

dy = <o + 1 YoeX + %02 Yoex> dt + o YoeXdW
02
= (u+2> Ydt + o YdW
o2
Oznatme i = <M + 2) , potom

dY = paYdt+oYdW

* Porovnanim s (4), dostavame, Ze geometricky Brownov
pohyb je taky stochasticky proces, ktory vyhovuje (4).
+ Vyvoj ceny aktiva teda sleduje geometricky Brownov
pohyb:
dS = pSdt + o SdW. (7)



NAHODNOST V CENE DERIVATU

Ak oznacime cenu derivatu ako V, potom V zavisi od ceny
podkladového aktiva S a Casu t, tj. V = V(S, ).

* Ak su splnené predpoklady It6-ovej lemy a cena
podkladového aktiva sleduje geometricky Brownov pohyb
(7), tak podla (6) mame:

OV OV 1, PV oV



PREDPOKLADY NA OCENOVANIE

Pohyb ceny podkladového aktiva-akcie sa riadi
geometrickym Brownovym pohybom (7),

investor pri ocenovani vytvara portfélio pozostavajuce

z akcii jedného druhu, opcii na tieto akcie a bezrizikovych
dihopisov, ktorych bezrizikova urokova sadzba r je
konstantna pocas doby trvania opcie T,

investor uplatiuje dynamicky predaj/kupu jednotlivych
zloZiek portfélia tak, ze:

+ na udrzanie jeho nulovej rizikovosti nie su potrebné ziadne
dalSie investicie (podmienka nulovych investicii),

+ nakup/predaj niektorej zo zloziek je kompenzovany
predajom/kupou inej zlozky (podmienka
samofinancovatel'nosti portfélia).

Uvazujeme nulové transakéné naklady,

je mozné predat/kupit fubovolné mnozstvo jednotlivych
zloziek portfélia.



PODMIENKY SAMOFINANCOVANEJ STRATEGIA
+ podmienka nulovych investicii: pre vSetky t € (0, T)
QsS+QyV+B=0 9)
- podmienka samofinancovatel'nosti portfdlia:
dQsS+dQyV +0B=0 (10)

* Qg - mnozstvo/pocet kusov akcie S,
* Qy - mnozstvo/pocet kusov opcie V,
* B - mnozstvo/pocCet kusov bezrizikovych dlhopisov:

B=B() = B(0)" (11)
C;f = rB(t) (12)
dB = rBdt+ B (13)

+ kde §B - zmena financného objemu dlhopisov potrebna
na realizaciu nakupu ostatnych zloZiek portfolia.



SAMOFINANCOVANA STRATEGIA
+ Z podmienky nulovych investicii (9) dostavame:
0 = d0=d(QsS+QyV+B)
= QsdS+dQsS+ QudV +dQyV +dB (14)
+ Dosadenim (13) do (14) ziskame:

0 = QsdS+dQsS+ QudV +dQyV + rBdt+ 6B
= (dQsS+ dQyV +6B) + (QsdS + QydV + rBdt)
(15)

* Dosadenim (10) do (15) dostaneme:

0 = QsdS+ QydV + rBdt
QudV = —QsdS — rBdt

Qs o
dv = des QVBdt (16)



SAMOFINANCOVANA STRATEGIA

* Dosadenim (7) za dS do (16) a (9) za B do (16)
dostavame:

v = —95 usdt+oSaw)— L (—QsS— QuV)dt
Qv QV
_ (.9 5.8 _ Qs
av = ( QVMSJF QVrS+ rV) dt QvanW (17)
* OznaCme A = —35° >, potom z (17) mame:

av = (AMS — ArS + rV) dt + Ao SdW (18)

« Dosadenim (8) za dV do (18) ziskame:

v, 220V -

= (A(u—r)S+rV)dt+ AcSAW  (19)



SAMOFINANCOVANA STRATEGIA

+ Po uprave:

OV | GV 1 502V
<8t HSHg + 5078 5y + AN - )s_rv>dt+

oV
+ (as - A) sSAW =0  (20)

+ Vzhfadom k tomu, Ze portfélio ma byt bezrizikové, je
potrebné z (20) eliminovat nahodny Cinitel
(%% — A) 0SAW spésobujdci nenulov rizikovost portfélia.
* PrisluSna neutralizacia tohto rizika sa dosiahne A = as
* Po neutralizacii z (20) dostaneme:
v 1 2 328 v

* rovnica (21) sa nazyva Blackova-Scholesova rovnica.



BLACKOVA-SCHOLESOVA ROVNICA

+ Blackova-Scholesova rovnica (v dalsom BS rovnica) je
parcialna diferencialna rovnica, ktord mozno riesit
prevedenim na zékladny tvar parabolickej diferencialnej
rovnice.

* Pre eurdpske opcie rieSime BS rovnicu (21):
oV ov. 1,

2

2
_ - —_rV =
m—i—rsas—i—szsas2 r 0,

kde §>0,t€(0,T)a V(S,T)= V(S) je koncova
podmienka.

« Pre eurdpske call opcie je V(S) = max{0,S — K},

- pre eurdpske put opcie je V(S) = max{0, K — S}, kde K je
realizaéna cena opcie.



BLACKOVA-SCHOLESOVA ROVNICA

« Po transformacii V(S,t) = e @ S-8T-0y(In S, T — t), kde
a=L -3 B=L5+5+%, resp.
u(x,7) = e V(eX, T —7),kdex=InSar =T —1t,
dostaneme: 2,

du 1 ,%Pu

= = 22

or 2% ox@ % (22)
s u(x,0) = eV () (poCiatotna podmienka), kde
—co<x<ooarTe(0,T).

* Rovnica (22) ma (znéme) rieSenie:

u(x,7) = W / S Up.0)dp,  (29)

ktoré je mozné transformaciou previest na tvar:
e—B(T-1) 00 _ (nS—p)?

e 2(72(T t) Oépv ep d
\/27‘(0’2(7- (&) dp.

(24)

V(S,t) =



EUROPSKA KUPNA OPCIA

* S vyuzitim koncovej podmienky pre eurdpsku kupnu (call)
opciu: V(S) = max{0, S — K} dostaneme z (24) po sérii
Uprav:

V(S,t) = SN(dy) — Ke "T=DN(dby), (25)
In(£)+ (r+%2) (Tt
kde dy — (%) U{;Ti_z)( ),d2:d1—m/T—ta

N(e) je distribu¢né funkcia normovaného normalneho
rozdelenia.



EUROPSKA PREDAJNA OPCIA

+ Oznacme cenu europskej kupnej opcie ako Vec a
europskej predajnej (put) opcie ako Vep.
+ S vyuzitim put-call parity:

Vep(S, t) = Vee(S,t) — S+ Ke (77D (26)

a (25) dostavame vztah pre vypocet ceny eurdpskej put
opcie:

Vep(S,t) = SN(di) — Ke""=ON(db) — S+ Ke"(T-D
S(N(dy) — 1) + Ke T-0 (1 — N(ck))
Ke™"T=0 (1 — N(db)) — S(1 — N(dy))
= Ke "T-ON(—dy) — SN(—d). (27)



FORWARD NA AKCIU BEZ DIVIDEND

« Oznaéme VE - cenu forwardu na akciu bez dividend,
potom:
VE(S, t) = S — Ke "TD), (28)

« Z toho:

VE(S,T) = St—K,
VFE(S,0) = Sy—Ke™ ', (29)

+ Aby cena K bola nastavena férovo pre obe strany
kontraktu, musi platit: Vg(S,0) =0,

+ z Coho:

K = Spe'’. (30)



NUMERICKE SCHEMY RIESENIA
BLACKOVEJ-SCHOLESOVEJ ROVNICE

* Rovnicu (22):

ou o20%u

ar 2 0x2
mozno riesit aj numericky.
+ Od (21) k (22) mb6zeme bez vacsich problémov prejst’ tiez
pouzitim transformacie: V(S,t) = Ke=**~#7u(x, 1), kde
T= T—tax:ln(%).
+ OznaCme

e®*+t7" max{e¥ — 1,0} pre call opciu,
g(Xa 7_) -

e 87 max{1 — eX,0} pre put opciu,

+ potom pociato¢na podmienka: u(x,0) = g(x, 0)
pre fubovolné x € R.



NUMERICKE SCHEMY RIESENIA
BLACKOVEJ-SCHOLESOVEJ ROVNICE

* Numerika vS$ak vie riesit’ tlohy iba na ohrani¢enych
moznostiach.

+ Aplikujeme metddu konecnych diferencii (sieti):

x; = ih, kdei:—N,...,—1,0,1,...,Nah:%,

— kdej:0,1,...,mak:%,

* teda h je priestorovy krok a k je ¢asovy krok.

+ Oznacenia: U := u(x;, 1), g := g(X;, 7))

+ Samozrejme Ulohu je potrebné riesit’ pri Specifikacii istych
hrani¢nych podmienok. Ich odvodenie suvisi so spravanim
sa europskych opcii v hrani¢nych bodoch priestorového
intervalu.



NUMERICKE SCHEMY RIESENIA
BLACKOVEJ-SCHOLESOVEJ ROVNICE

* PretoZe umyslom prednasky nie je hfadanie numerického
rieSenia Blackovej-Scholesovej rovnice, ale len snaha
poukazat’ na slvis numerického ocefnovania s ocenovanim
na binarnych stromoch, Specifikacii hraniénych podmienok
sa vyhneme. (Pripadnych zaujemcov odkazujeme

na vysokogkolsky ugebny text: Sevéovig, D.: Lectures on
analytical and numerical methods for pricing financial
derivatives, dostupny na
http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/sevcovic/knihy/
derivaty/lecture-notes-fmfi.pdf)



NUMERICKE SCHEMY RIESENIA
BLACKOVEJ-SCHOLESOVEJ ROVNICE

* Priestorova derivacia:

02u : u§+1h7u§ - uﬁ_ﬁh Uf"+1 —2u+u
22X T) = =

- Casova derivacia:
1. explicitna schéma:

2. implicitnd schéma:




EXPLICITNA SCHEMA RIESENIA

* Dosadenim (31) a (32) do (22) dostaneme:

A d 22Ul
K 3 2 =0 (34)

+ Upravujme (34):
, . 2, . S
= g (2l

i 2h2
5  ko?
oznacme Y= W

- Specialne pre v = } (tj. ked h = oVk, resp. k = %)

mame:
TAs (u’ +u) (36)

]



BINOMICKY STROM V EXPLICITNEJ SCHEME
RIESENIA

 Na zaklade pouZitej transformacie
V(KeX, T — 1) = Kem*PTu(x, 1) a Ul = u(x;, 1))

dostavame:
V= V(x;, 1) = Ke *h=Pikf. (37)
* Dosadenim (37) do (36) dostavame:
TR (VN
Ke—aih—ﬁjkufm _ % (Ke—aih—,ejkt,{_1 n Ke—aih—ﬁij{JrJ
ek \/Ij+1 = % <e_ah \/Ij—1 +eahvij+1)

VI/—H _ efrk <2eah(5r)k V/!+1 + Eefahf(ﬁfr)k V/j1>



BINOMICKY STROM V EXPLICITNEJ SCHEME

RIESENIA
+ Priblizné hodnoty Je*en—(A=nNk = 1£ah gznagme q4, tj.
1+ah 1 ah
g ="ag =

* Potom q_ + g+ = 1avo vztahu:
V[!+1 _ e—rk <2eah—(ﬁ—l’)k VijJr1 + Ee—ah—(b’—r)k V/j1) (38)
s g; miesto Fe*"~ A=k resp. g_ miesto Je N—(F=nk yj.:

VIt — ek (q+ Vii+q vf_1) (39)

mézeme q., g pasovat za riziko-neutrélne
pravdepodobnosti.



BINOMICKY STROM V EXPLICITNEJ SCHEME
RIESENIA

+ Vztah (39) teda pre kazdu vetvu stromu umoznuje
vypocitat hodnotu opcie v danom uzle stromu (/,j + 1)
pomocou riziko-neutralnej pravdepodobnosti g, resp g— a
hodn6t opcie v nasledujucom ¢asovom kroku j
(pripominame, ze vd'aka transformaciiT =T — t
postupujeme od vacsich ¢asovych hodnét k mensim)
pri pohybe ceny podkladovej akcie nahor (up - i 4+ 1), resp.
nadol (down -/ —1).

+ Uvedeny postup vypoctu teda zodpoveda tomu, ktory sme
uvadzali pri bezarbitraznom vypocte ceny opcie
na binarnom strome v predchadzajucich kapitolach.

* Prirodzene vznika otazka, ¢i aj riziko-neutralne
pravdepodobnosti q., g_ zodpovedaju tym, ktoré boli
uvadzané v predchadzajucich kapitolach.



RIZIKO-NEUTRALNE PRAVDEPODOBNOSTI

* Odpoved na otazku z konca predchadzajuceho slajdu je
aspon na urovni linearnej aproximacie kladna.

* Riziko-neutralnu pravdepodobnost sme
v predchadzajucich kapitolach oznacovali g a pocitali
pomocou nasledujuceho vztahu:

_ Snowerk — Sdown

Sup - Sdown

* Prisp6sobme tento vztah predchadzajicemu znaceniu a
transformaciam:

B Serk - S _ Kexerk o Kex—h erk . e—h erk+h —1

S, —-S.  Kexth_Kex-h — eh_e-h e2h — 1~
(40)



RIZIKO-NEUTRALNE PRAVDEPODOBNOSTI

- Porovnajme q s e*"=(#=Nk Za tym &elom oznaéme
rk+h__ ah—(8—
F(h k) = <=t — feah=(8-nk,
+ Potom pre dostato¢ne malé h (a teda i k; pripominame, ze
k = £) bude F(h. k) = 0.

* PresnejSie pre k = g—i bude F funkciou len jednej

premennej h a teda ozname w(h) := F <h, g) .
+ Potom lim w(h) = 0 aj lim w/(h) = 0.
h—0 h—0

+ Samozrejme ajq — g+ =0 pre h— 0.



