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Kapitola 1

Diferencialny pocet FVP

1.1 Mnoziny
Znakom R™ budeme oznacovat mnozinu
R™ ={x = (z1,22,...,Zm) | zi E Rprei=1,2,...,m}.

Prvky mnoziny R™ nazyvame body, alebo vektory.
Na mnozine R™ definujeme dve operacie

1. Sucet vektorov
Nech x = (z1,22,...,2m) ay = (Y1,Y2,- - -, Ym) SU dva vektory z R™.
Potom ich sti¢tom nazyvame vektor x +y € R™ taky, Ze

X+ Yy = (LU]_,IL’Q, ey $m)+(y1)y27 cee )?/m) = (xl+y17 $2+Z/2, ey $m+ym)

2. Saéin skalaru a vektora
Nech (skalar) ¢ € R a (vektor) x = (x1,22,...,2mn) € R™. Potom
sucéinom skalaru ¢ a vektora x nazyvame vektor

x = c(x1,T9, ..., Tm) = (cT1,cTa, ..., CTp).

Poznamenavame, Ze mnozina R" spolu s uvedenymi operaciami tvori
linedrny priestor.
Na mnozine R™ dalej definujeme:

1. Skalarny suéin vektorov

Nech x = (z1,22,...,2m) ay = (y1,Y2,- - -, Ym) Su dva vektory z R™.
Potom ich skalarnym sti€éinom nazyvame ¢islo (skalar)

Xy =21yY1 +T2y2 + ... + TmYm-
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2. Normu (absolatnu hodnotu) vektora
Nech x = (z1,x9,...,2my) € R™. Potom normou vektora x nazy-
vame ¢islo

|x|:\/x.x:\/x%+x%+...+$$n.

3. Vzdialenost bodov
Nech x = (z1,22,...,%m) 2y = (Y1,Y2,...,Ym) st dva body z R™.
Potom ich vzdialenostou nazyvame &islo

dx,y) =|x—y|=v(r1— 1) + (2 — 12)2 + ... + (@ — ym)*.

Definicia 1.1 Nech a € R™ a ¢ > 0. Epsilonovym okolim bodu a na-
zyvame mnozinu O(a) = {x € R™ | d(x,a) = |[x — a| < €}. Prstencovygm
epsilonovym okolim bodu a nazgvame mnozinu O2(a) = O.(a) \ {a}.

V pripade R definujeme aj epsilonové okolia +00. MnoZinu O.(c0) =
(1, 00) nazgvame e-ovm okolim bodu co. Prstencové e-ové okolie O2(00) de-
finujeme predpisom OZ(c0) = O(00). Podobne definujeme epsilonové a prs-
tencové epsilonové okolie minus nekonecna vztahom O2(—oc0) = O.(—o0) =
(_007 _é>

Definicia 1.2 Nech A C R™ a a € R™. Budeme hovorit, Ze bod a je hro-
madngm bodom mnoZiny A, ak v kazdom O2(a) lezi bod mnoZiny A.

Definicia 1.3 Nech A C R™. Komplementom mnoZiny A nazyvame
mnozinu CA={x € R™ | x ¢ A}.

Definicia 1.4 Budeme hovorit, Ze mnozZina A C R™ je otvorend, ak pre
kazde a € A existuje O.(a) C A.

Ak mnozina A C R™ obsahuje vsetky svoje hromadné body, tak sa nazyjva
uzavreta mnozina.

Veta 1.1 Mnozina A C R™ je otvorend prdve vtedy, ked jej komplement
CA je uzavretd mnozina.

Definicia 1.5 Budeme hovorit, Ze mnoZina A C R™ je ohranicéend, ak
ezistuje o > 0 také, Ze A C O,(0).

1.2 Limita a spojitost funkcie

Definicia 1.6 Nech f : R™ D A — R", a € R™, b € R" aa je hromadnym
bodom mnoZiny A.

Ak pre kazdé O.(b) existuje Of(a) take, Ze f(O3(a) N A) C O:(b), ho-
vorime, Ze funkcia f : R™ D A — R"™ ma v bode a limitu b. Piseme
limy .5 f(x) =b.
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Definicia 1.7 Nech f : R™ D A — R"™ a a € A je hromadnym bodom
mnoziny A. Ak limx_., f(x) = f(a), budeme hovorit, Ze funkcia f : R™ D
A — R"™ je spojita v bode a.

Ak funkcia f je spojitda v kazdom bode a € C' C A, tak budeme hovorit,
Ze funkcia f je spojita na mnozZine C.

Ak funkcia f je spojita v kaZdom bode a € A, tak budeme hovorit, Ze
funkcia f je spojita.

Veta 1.2 Nech f :R™" DA —-R"ag:R™ DA — R" Nechlimyg_ .5 f(x) =
b; € R" a limyx_,a g(x) = bg € R™. Nech ¢ € R. Potom

1. limx—a(cf)(x) = cby,
2. hmxea(f + g)(X) == bl + b27
3. limx_a | f|(x) = |b1].

Dosledok 1.1 Nech f : R™ D A —-R" ag: R™ D A — R" su spojité
funkcie a ¢ € R. Potom

1. (ef):R™ > A — R" je spojitd funkcia.
2. (f+g):R™ D> A—R" je spojita funkcia.
3. |f] : R™ > A — R je spojitd funkcia.

Veta 1.3 Nech f:R™ DA —-Rag:R™ DA — R. Nech limyx_,, f(x) =
b1 € R alimx .5 g(x) = b2 € R. Potom

1. 1imx—>a(fg)(x) = b1bo,

2. ak by #0 a g(x) #0 pre kazdé x € A, tak

. f b
i (5) 0= 5,

Dosledok 1.2 Nech f:R™ DA —>Rag:R™ DA — R su spojité funkcie
Potom

1. (fg): R™ > A — R je spojitd funkcia.

2. Ak g(x) # 0 pre kazdé x € A, tak (g) : R™ D A — R je spojitd

funkcia.

Definicia 1.8 Nech f : R™ D A — R"™ a C C A. Potom funkciu ((f|C)) :
R™ D> C — R, (f|C)(x) = f(x) pre kazdé x € C, nazyjvame ziZenie funkcie
f na mnoZine C.
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Veta 1.4 Nech f:R™ D A — R"™ aa € R™ je hromadnym bodom mnoZiny
C C A. Nech limy_,5 f(x) = b. Potom aj limyx_a(f|C)(x) = b.

Dosledok 1.3 Nech f : R™ D A — R™ a a € R™ je hromadnym bo-
dom mnoziny C1 C A a aj mnoziny Co C A. Nech limx_,o(f|C1)(x) #
limy_.a(f|C2)(x). Potom limx_.5 f(x) neezistuje. (Ak by existovala, tak by
museli existovat limity vietkych zuZeni a tieto limity by museli byt navzdjom
st rovné. )

Veta 1.5 Nech f : R™ D A — R™ aa € R™ je hromadngm bodom mnoZiny
C; C AaaCy C A Neh CrUCy = A, Ak limyx 4 (f|C1)(x) = b =
limy .4 (f|C2)(x), potom aj limx_ .5 f(x) = b.

Veta 1.6 Nech f : R™ D A - B C R* ag:R* O B — R¥. Nech
limy .5 f(x) = b a limy_p, g(x) = c. Nech je splnend aspor jedna z nasle-
dujicich podmienok:

o Pre kazdé x € A\ {a} je f(x) # b.
o Funkcia g je spojitd v bode b.
Potom limyx_.a(g o f)(x) = limx_a g(f(x)) = c.

Veta 1.7 Nech f : R™ D A — B C R” je spojitd v bode a a funkcia g :
R™ > B — RF je spojitd v bode f(a). Potom funkcia (go f) : R™ D A — R¥
je spojitd v bode a.

Désledok 1.4 ZioZend funkcia zo spojitych funkcii je spojitd.

Veta 1.8 Nech f : R™ D A —- R", f = (f1,f2,-.-,fn) a a € R™ je
hromadnym bodom mnoziny A. Potom limx_., f(x) = b = (b1,ba,...,by)
prave vtedy, ked limy_.,, fi(x) =b; prei=1,,...,n.

Veta 1.9 Nech f:R™ D> A—R", f=(f1,f2,.-.,fn) aa€ A je hromad-
nym bodom mnoziny A. Potom funkcia f je spojitd v bode a prdve vtedy, ked
st v tomto bode spojité funkcie f; :R™ DA — B CRprei=1,2,...,n.

Désledok 1.5 Funkcia je spojitd prdave vtedy, ked si spojité jej zlozky.

V pripade, Ze uvazujeme o jednozlozkovych funkcidch typu f : R™ D
A — B C R, mdZeme uvazovat o nevlastnych limitach a aj o nerovnostiach
medzi limitami.

Definicia 1.9 Nech f : R™ D A — R je funkcia a limy_.5 f(x) € {00, —00}.
Potom hovorime, Ze funkcia f ma v bode a nevlastnu limitu.

Veta 1.10 Nech limx_., f(x) = 00. Potom limx_.a(—f(x)) = —o0.
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Veta 1.11 Nech f:R™" D A—R ag:R™ D A— R. Nech limx_., f(x) =
oo a existuje k € R také, Ze g(x) > k pre kazdé x € A. Potom limx_.(f +
9)(x) = o0

Veta 1.12 Nech f:R™" DA —Rag:R™ D A— R. Nech limx_5 f(x) =
oo a existuje k € R také, Ze k > 0 a g(x) > k pre kaZdé x € A. Potom
limy s (f.9)(x) = oc.

Veta 1.13 Nech limy_.a |f|(x) = 00. Potom limy_.a %(X) = 0.

Veta 1.14 Nech limx .5 f(x) = 0 a pre kazdé x € A je f(x) > 0. Potom
limy n %(x) = 0.

Veta 1.15 Nech f :R™" DA —-R, g:R"D>DA—-Rah:R"DA—R
Potom

1. Ak pre kazdé x € A je f(x) < g(x), tak v pripade ezistencie vlastnych
limit limy_5 f(x) a limx_.a g(x), plati: limx_,a f(x) < limyx_a g(x).

2. Ak prekazdéx € A je f(x) < g(x) < h(x) alimx .5 f(x) = limx—a h(x),
tak existuje aj limx_a g(x) a plati: limx_, g(x) = limyx_.5 f(x)
limy .4 A(x).

1.2.1 Priklady
1. Najdite a naértnite definiény obor nasledujicich funkcii:
(a) f(z,y) = V/a? +y? - 25.
[D(f) = {(z,y) € R* | 2% +y* > 25}] .
(b) f(z,y) = \/ﬁ-
[D(f) = {(z,y) e R? | 2% + y* < 16}] .
(c) f(z,y) =In(-z —y).

[D(f) = {(z,y) e R* | & < —y}] .
(d) f(z,y,2) =In(1 — 22 —y? + 22).

Jednodielny rota¢ny hyperboloid,
D(f)={(z,y,z) eR3 |2? + 92 — 22 <1} |’

(e) f(x,y,2) = arccos(2z — 1) + /1 — y2 + /g + In(4 — 22).

[D(f) ={(z,y,2) eR*|0<w <1, 0<y<l, —2<z<2}].
(f) flz,y) = /4—2%—y2+ 220 —4y.

[D(f) ={(z,y) eR* | (z = 1)* + (y +2)> < 9}] .
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2. Vypocitajme nasledujice limity

(8) LMy y)s(2,3) Fg vrrrrrrrrr e [2].
(b) lim, v (0,0 Ty e [neexistuje] .
(€) WMz y)s(—1,1) T - e ovrrrrrre e [neexistuje] .
(d) E (g ) 1(0,0) Fogg - vvvrerreoe e [2]
(e) lim, y_(2,3) % ................................. [neexistuje]
(£) Wy ) (c211) o [-3].
(8) WM(rg)(22) Tl oo 3.
(h) lim, ,y_(2,3) x?i§;_2y .................................. [snzt2]
(i) lim(y )—(0,0)(z* 4 ) sin % ................................. [0] .
(G) limgy )—(0,0,0) \/% R RRER R R TR PR PR EPPRRY [o0]
(K) () (0,0) 22 o [0].
(1) lim 4)—(0,0) x+z ................................... [neexistuje] .
(m) lm, ) (0,0) m, (polozy =2xay=0) ...... [neexistuje] .
(n) lim, ,y—(0,0) g (polozy=+vzax=0)........ [neexistuje] .
(0) lim(,4)—(0,0) :f—_yy, (poloZ y = sinx, alebo y = x—2?) [neexistuje] .
(p) lim, ,\—(0,0) ;3—%, (poloz x = /13 —y) ........... [neexistuje] .
(a) Hm, ) —(0,0) nyyQ, (poloz y =a2) .ooooviiin.. .. [neexistuje] .
(r) limg ) (0,0) z—m ...................................... [3].
(s) Hm, ) —(11) \/% ..................................... [V2].
(t) lim4)—(0,0) \/% ............................... [neexistuje] .
(u )hmg[,,y)ﬁoo)\/#gii2 .................................. [12].
(v) Tim(g gy 02) SEAEER 12].
(W) limg ) (3,4) 4;% .................................... (5] -
(%) T y) 0.0 (1 2242) P oo o]
(v) limzy)—(0,0) (1 + 2%y?)= T [1].

3. Vypocitajme nasledujice limity

( ) hm(z 4)—(0,0) smmy .......................................... [1] .
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(b) Hm(g ) (3,0) To oo [1].
(€) (g y)(0,3) To oo [1].
(d) Tim(gy)—(0,0) T2EL Lo [0].
(€) By ) (3,0) T3 v (3]
(£) MM y)o(0,3) Tp2 - vovreniemrnee e [0]
(8) lim(y 2y ST 1]
(B) B (g y)0(0,0) i v eee et [0]
(1) Tim(g ) (3,00 By et 3]
4. Nech
(a) .
PR SR, flag) = {y+ pre (z,y) # (0,0),
0, pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0)............ [Je spojita v (0,0)].
(b)
JIR? LR, flay) = {ﬂ, pre (z,) # (0,0),
0, pre (z,y) = (0,0).
VysSetrite spojitost v bode (0,0)........ [Nie je spojita v (0,0)].
() o
PR SR, () = {<:> pre (z,3) # (0,0),
1, pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0)............ [Je spojita v (0,0)].
(d)
SR SR, floy ) = {H pre (z,y,2) # (0,0,0),
0, pre (z,y,2) = (0,0,0)
Vysetrite spojitost v bode (0,0,0). ...... [Je spojita v (0,0,0)].
(e)
T, pre o3 + 13 + 23 £ 0,
fiR =R, f(x’y’z):{O,erJr pre 2° 4 ¢ + 2% = 0.

Vysetrite spojitost v bode (0,0,0)....[Nie je spojitd v (0,0,0)].
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()
W pre (z,y) # (0,0
FiRE =R, fla,y) = q Vareoy ’ -
2, pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0)............ [Je spojita v (0,0)].
(2) )
T 2242
f . R2 N R, f(x,y) — ﬁ’ pre (as,y) 7é (O)O)u
17 pre (xvy) = (070)
VysSetrite spojitost v bode (0,0)........ [Nie je spojitd v (0,0)].
() 1
-ty
fiR2HR, f(l,’y): %7 pre (xﬂy)#(()?())?
0, pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0)............ [Je spojita v (0,0)].
()
m2y2
f . Rg SR f(l' y) _ x2y2+(x—y)2’ pre (l’,y) 7& (070)7
’ ’ 0, pre (z,y) = (0,0)
Vysetrite spojitost v bode (0,0)........ [Nie je spojita v (0,0)].
§)) 6o
sin(6zy
FREOR fay)=q v 0 POYTO
k, pre (z,y) = (,0).

e Urcte ¢islo k tak, aby tato funkcia bola spojita v bode (3,0).

[k =18].
e Je takto dodefinované funkcia spojitd aj v bode (4,0)?

[Nie je spojitd v (4,0)].

5. V nasledujtcich prikladoch je dana funkcia f(x,y) a bod a. Dodefi-
nujte funkciu f(z,y) v bode a tak, aby v tomto bode bola spojita.

(a) flz,y) = 5= rgs a=(0.0)ciiiiiiiii, [£(0,0) = —6] .
() fley) =2, a=(22) .o [£(0,0) = 3].

.132 2
(C) f(xuy)zw_gx_yv a:(0,0)
[Funkcia sa nedd dodefinovat tak, aby bola v bode (0,0) spojit4] .

e
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1.3 Diferencovatelnost funkcie

1.3.1 Linearne zobrazenia

Definicia 1.10 1. Funkciu L : R™ — R" nazyvame linedrna funkcia,
ak pre kazdé x,y € R™ a c € R plati

o Lix+y)=L(x)+ L(y),
o [(cx) = cL(x).

2. Pre kaZdé linearne zobrazenie L : R™ — R existuju l1,la, ..., L, € R
také, Ze

L(X) = L(l’l,l’g, .. .,l‘m) =lix1 +lxs+ ...+ lnxm.

Maticu
[L]:[ll lo ... lm]

nazyvame matica linearneho zobrazenia L.

3. L:R™ —>R" L= (Ly,La,...,Ly,) je linedrne zobrazenie prdve vtedy,
ked jeho zloZky

L;:R™ — R, Li(X) = Li(xl,xg, .. .,xm) =ljx1+losxo+ ...+ limTm

st linedrne zobrazenia pre i = 1,2,...,n. Potom maticu
lor oo lom
=
lnl ln2 lnm

nazyvame matica linedrneho zobrazenia L.

4. Je zrejmé, Ze pri tomto oznaceni plati L(x) = y prdve vtedy, ked
[L)xT = yT, kde x oznacuje transponovani maticu riadkovej ma-
tice x.

1.3.2 Definicia diferencovatelnosti

Definicia 1.11 Nech f : R™ O A — R", A je otvorend mnoZina a a € A.
Nech existuje take linedrne zobrazenie L : R™ — R", Ze

o 00— f(@) — Lex— a)

=0.
x—a |x — a

Vtedy hovorime, Ze funkcia [ je diferencovatelnd v bode a. Linedrne
zobrazenie L : R™ — R™ nazyvame (prvy) diferencidal funkcie f v bode a.
Oznacujeme L = Df(a).
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Ak funkcia f je diferencovatelna v kaZdom bode a € M C A, potom
hovorime, Ze funkcia f je diferencovatelnd na mnozZine M. Ak funkcia
f:R™ D A — R" je diferencovatelnd na mnoZine A, tak hovorime, Ze [ je
diferencovatelna funkcia.

Poznamka 1.1 Je zrejmé, Ze funkcia f : R™ D A — R" je diferencovatelnd
v bode a € A (A je otvorend mnozina) prave vtedy, ked

po 100 — f(2) — Lx — a)

=0¢ecR".
praney x — a

Veta 1.16 Nech funkcia f : R™ D A — R" je diferencovatelnd v bode a €
A. (A je otvorend mnoZina.) Potom existuje taka funkciap : R™ 2O A — R™,
Ze

1. p(a) = 0.

2. Funkcia p : R™ DO A — R" je spojitd v bode a. To znamend, Ze
limy .4 p(x) = p(a) = 0.

3. Pre kazdé x € A plati
f(x) = f(a) + L(x — a) + p(x)|x — al.

Veta 1.17 (Nutnd podmienka diferencovatelnosti funkcie v bode) Nech f :
R™ 2 A — R" je diferencovatelnd v bode a € A. (A je otvorend mnoZina.)
Potom je v tomto bode spojitd.

Veta 1.18 Nech funkcie f : R™ D A - R ag : R™ D A — R" s4
diferencovatelné v bode a € A (A je otvorend mnozina.) a ¢ € R. Potom

o Funkcia (c¢f) : R™ 2D A — R" je diferencovatelnd v bode a.

e Funkcia (f +g) : R™ 2 A — R" je diferencovatelnd v bode a.

Veta 1.19 Nech A je otvorend mnozina. Funkcia f : R™ D A — R", f =
(f1, fay-- ., fn) je diferencovatelnd v bode a prdve vtedy, ked v bode a si
diferencovatelné jej zlozky f; : R™ D A — R prei = 1,2,...,n. Navyse v
pripade diferencovatelnosti plati

Df(a) = (Dfi(a),Df2(a),...,Dfn(a)).

1.3.3 Parcialne derivacie

Definicia 1.12 1. Nech A je otvorend mnozina a a = (a1, a2, ...,ay) €
A. Potom definujeme

A ={teR|(ar,a2,...,6i-1,t,ai+1,...,am) € A} pre i=12,...

,m.



1.3. DIFERENCOVATELNOST FUNKCIE 13

2. Nech f:R™ D A — R. Budeme uvazovat o funkcidch
i RDA; =R, ¢i(t) = flar,a2,...,0;—1,t,0i41,-.,Qn)
prei=1,2,...,m.
3. Nech ezistuje (vlastnd) derivdcia

i i) — wilai)

t—a; t—a;

— lim f(al,ag, e ,ai_l,t,aiﬂ, ey am) — f(a)
t—a; t—a;

pi(ai) =

Toto cislo nazjvame parcidlna derivacia funkcie f podla i-tej
premennej v bode a.

4. Nech B; C A je mnozina vietkych a € A pre ktoré existuje f.,(a).
Potom funkciu
f-i : Rm 2 Bz — R, X = fl(X)

nazyvame parcidlna derivacia funkcie f podla i-tej premennej.
1.3.4 Priklady
Vypocitajme parcidlne derivacie nasledujucich funkcii:

L f@y) = (tg2), fa(e.y) =7, falw,y) =7

[f.l(a:,y) = 2235 ) f.g(l‘,y) = %

sin =% sin 2%
v Yy v Yy

2. f(z,y,2) =23y?2+22 -3y + 245, f1(x,y,2) =?
[fi(z,y,2) = 32%y%z + 2] .

3. flw,y.2) =", f2(l,—-3,4) =7
[f2(1,-3.4) = F].

4. f(z,y) =In(sinzy), f2(1,3) =7
[f2(1,5) =0].

5. f(z,y) = arcsin 2 + /7y, f1(1,1)=?, fa(2,1) =7

[f2(1,1) = 252, f5(2,1) = .
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. f(xay) = €Sin§’ f'l(x7y) =7, f-2(fL',y) =7

[fa(w,y) = e (cos2) L, fa(w,y) = ™ (cos2) 5]

. f(x,y) = xxy’ fl(:l:?y) :?, fg(l',y) =7

[f1(z,y) =2 (Inz + 1)y, fo(z,y) =2™zlnz].

- flzyy) = (Inx)°sY, fq(x,y) =2, falz,y) =7

[£a(a,y) = cosy(ina) 1 - 1, foe,y) = (Ina)¥(~ siny) In(ine)]

. f(.T, Y, Z) — Z€x3 ln(cos(zfyz))’

f-1($,y72) :?7 f~2($7yaz) :?7 f.3(x,y, Z) =7

f.1(£U,y, Z) — Z€I3 In(cos(z—y2)) (3:1:2 IH(COS(LL‘ _ yZ)) _a® sin(x*yQ)) ’

cos(z—y?)

3 in(x— 2
f-2($7 Y, Z) = Zea:S In(eos(@—4%) 2$cgss(x£$y2$ ) )

23 In(cos(z—y?))

f-3($7y7 Z) =€

f(z,y,2) = :c%z, fi(x,y,2) =2, faolz,y,2) =2, fs(x,y,2) ="

f~1($7y72) = .’E% (%) 2,

f~2(x7y72) = 07
fa(z,y,2) = o=
Nech

N PR
Vypoditajme f.1(0,0), f2(0,0).
[f1(0,0) =1, f2(0,0) = —1].
Nech f(z,y) = \/|zy|. Vypoéitajme £.1(0,0), f2(0,0).

[fl(0,0) = 07 fZ(Ovo) = 0] .

Nech
Tr— 22
fop) = | T Pre(o9:2) 7 (0,0,0),
Y5 0, pre(z,y,z) = (0,0,0).

Vypoéitajme f~l(07 07 0)’ f~2(0’ O) 0)7 f~3(07 07 0)
[£1(0,0,0) = oo, f2(0,0,0) = —o0, f3(0,0,0) = neexistuje] .



1.3. DIFERENCOVATELNOST FUNKCIE 15

14. Nech f(x,y) = (2® + y)sin(z + y). Pomocou definicie vypoéitajme
f~1(077r)7 f'2(077r)'

[f1(0,7) = —m, f2(0,7) = —7].

15. Nech f(z,y) = 423 — 2y? + 3xy? + 5y. Pomocou definicie vypoéitajme
f~1(17 2)7 f~2(17 2)

[f1(1,2) =24, fo(1,2) =9].
16. Nech
pe = ([ )
Pomocou definicie vypoéitajme f.1(0,0), f2(0,0).
[£1(0,0) =0, f2(0,0) =0].
B3

Veta 1.20 (Nutnd podmienka diferencovatelnosti funkcie v bode) Nech A
je otvorend mnozina a funkcia f : R™ D A — R je diferencovatelnd v bode
a € A. Potom existuji parcidlne derivdcie f.;(a) prei =1,2,...,m a navyse

L(x) =Df(a)(x) = Df(a)(x1,x2,...,Tm) = f1(@)z1+fa(@)ze+. ..+ fon(Q)Tm.

Veta 1.21 (Postacujica podmienka diferencovatelnosti funkcie v bode) Uva-
zugme o funkcii f : R™ O A — R, kde A je otvorend mnozina a a € A. Nech
existuji parcidlne derivdcie f; : R™ D A — R prei =1,2,...,m a navyse
tieto parcidalne derivdcie su spojité v bode a. Potom je funkcia f diferenco-
vatelnd v bode a.

Désledok 1.6 Nech f: R™ O A — R™, f = (f1,f2.-.,fn), A je otvo-
rend mnozina a a € A. Nech parcidlne derivdcie (fj)., : R™ O A — R su
spojit€ v bode a pre j = 1,2,...,n, i =1,2,...,m. Potom je funkcia f
diferencovatelnd v bode a.

1.3.5 Priklady

1. Nech S
rogy = | v Pe ) £ 0.0),
1, pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite:

e existenciu f;(0,0),prei = 1,2,
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e diferencovatelnost funkcie v bode (0,0).
[f.i(O, 0)neexistuju. Nie je spojita, a teda ani diferencovatelna, v (0,0)} :

2. Nech

$2gfy2 pre (x,y) # (070)7
0 pre (z,y) = (0,0).

f(w,y)={

e existenciu f;(0,0),prei = 1,2,
e diferencovatelnost funkcie v bode (0,0).

[£1(0,0) =0 = f2(0,0), nie je spojitd, nie je diferencovatelna v (0,0)] .

3. Nech ,
a2y
— ) at4y? pre (.’I),y) 7é (070)7
f(fEa y) {0 ) bre ($’ y) _ (0’ 0)

Vysetrite:

e existenciu f;(0,0),prei = 1,2,

e diferencovatelnost funkcie v bode (0,0).
[f.l((),O) = 0= f2(0,0), nie je spojita, nie je diferencovatelna v (0, 0)] )

4. Nech

_[5E pre (5,y) £ (0,0),
fz,y) = {O v pre (z,y) = (0,0).

VysSetrite:
e existenciu f;(0,0),prei = 1,2,
e diferencovatelnost funkcie v bode (0,0).
[£1(0,0) =1 = f2(0,0), je spojit4, nie je diferencovatelnd v (0,0)] .

5. Nech
fz,y) = (22 +y?) sin@ pre (z,y) # (0,0),
7 0 pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite:
e existenciu f;(0,0),prei = 1,2,

e diferencovatelnost funkcie v bode (0,0).

£1(0,0) =0 = f.2(0,0), je spojita, je diferencovatelnd v (0,0),
parcilne derivécie nie st spojité v (0,0)

6. Nech f(x,y) = &/x3 + y3. Vysetrite:
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e existenciu f.;(0,0),prei = 1,2,
e diferencovatelnost funkcie v bode (0,0).
[f1(0,0) =1 = f2(0,0), je spojita, nie je diferencovatelna v (0,0)].
7. Nech f(z,y) = /22 + y2. VysSetrite:

e existenciu f.;(0,0),prei = 1,2,

e diferencovatelnost funkcie v bode (0,0).
[£1(0,0), f.2(0, 0)neexistujt, nie je diferencovatelna v (0,0)].

8. Nech f(x,y,2) = \/x2 + y? + 22. VySetrite:

e existenciu f;(0,0,0),prei =1,2,3,

e diferencovatelnost funkcie v bode (0,0,0).

[£1(0,0,0), f2(0,0,0), f.3(0,0,0)neexistuji, nie je diferencovatelna v (0,0,0)].

9. Nech
Xr— 22
P T e (4y:2) #(0,0,0),
- 0, pre (z,y,2) = (0,0,0).

Vysetrite: diferencovatelnost funkcie v bode (0, 0).

nie je spojita v (0,0,0),
£1(0,0,0) = oo, f2(0,0,0) = —o0, f3(0,0,0) = neexistuje,
Nie je diferencovatelnd v (0,0,0).

1.3.6 Geometricky vyznam parcialnych derivacii

Z podmienky
f(x) = f(a) + L(x — a) + p(x)[x — a

odvodzujeme dva doésledky:
1. f(x) = f(a) + L(x —a).
2. V pripade funkcie dvoch premennych dostavame:
2= fla,b) + Fala,b)(w — a) + fala,b)(y — b)

je rovnica dotykovej roviny grafu funkcie f v bode T' = (a, b, f(a,b)).
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1.3.7 Priklady

1. Vypoéitajme pribliznti hodnotu (1,94)2e%12................... [4,24].
2. Vypoéitajme pribliznt hodnotu 4,004(2,002)%(3,003)3. ... [434,592] .
3. Napiste rovnicu dotykovej roviny a normaly ku grafu funkcie f(z,y) =
ot 4+ 2y v bode T = (1,1, 7).
dotykova rovina: z=34+4(x —1)+2(y —1),
normala: x=1+4t, y=1+4+2t, z2=3—1

4. Napiste rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie f(x,y) = x*4222y—
zy+xvbode T =(1,7,2)ccceiiiiiiiiin.. [z=2+5(x—1)+y].

5. Napiste rovnicu dotykovej roviny a normély ku grafu funkcie f(z,y) =
xy v bode T = (7,2, 2).

dotykova rovina: z =24 2(x —1)+ (y —2),
normala: x=1+2t, y=2+4t, z2=2—1

6. Napiste rovnicu dotykovej roviny ku ploche z? + 2y 4+ 322 = 6 v bode
T=(1,—1,1) i [z=1-3(-1)+2(@y+1)].

7. Ukazte, ze plochy 22 — 2y — 8z +2+5 =0a4d4+z+2y = Inz
sa dotykaju (maju spolo¢nt dotykovi rovinu) v bode T' = (2, -3, 1).
[z=1+4 (z—2)+2(y +3)].

1.3.8 Diferencovatelnost zlozenej funkcie

Veta 1.22 (Veta o diferencovatelnosti zloZenej funkcie) Nech A C R™ q
B C R" si otvorené mnoziny. Nech funkcia f : R™ O A — B C R" je
diferencovatelnd v bode a € A a funkcia g : R® O B — RF je diferencova-
telnd v bode f(a) € B. Potom zloZend funkcia (go f) : R™ D A — R je
diferencovatelnd v bode a a plati

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).
Pre matice zloZenych linearnych zobrazeni plati:

[D(g o f)(a)] = [Dg(f(a))] [Df(a)].

Nech
meQAHBCRn, f:(f17f27--'7fn)7 aGA

g:R" DB —R, f(a)=b

Potom
[Dg(b)] = [g-l(b)7g~2(b)7 s 7g~n(b)] .
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Dalej
fri(a)  fia(a) fim(a)
Df(a)] =] : : :
fn-l(a) fn-Z(a) fnm(a)
Potom z podmienky
[D(g e f)(a)] = [Dg(b)] [Df(a)]

dostavame

(9o f)r(a) = (g1(b)firr(a) + ga(b) for(@) + ...+ gn(P) fnr(d))b=f(a)-

Tento vysledok sa zapisuje symbolicky v tvare tzv. retazového pravidla:

5(gof) _ b9 dyr | dg oy 69 Oyn
0Ty oy1 0xk (5y2 o1 5yn Sz
1.3.9 Priklady
1. Nech f : (0,00) X (=5, %) = (—00,00) x (0,1), f(z,y) = (nz, cosy)
ag: (—o0,00) x (0,1) = R? g(u,v) = (uv,%,1). Najdite maticu
[Dh(a)] diferencidla zlozenej funkcie h = go f : (0,00) x (—%,%) — R?
v [ubovolnom bode a = (a1, a2) € (0,00) x (=73, 5)-

fa)= (b1, 02)

g(b) = g(b1,be) = ((lnal)cos as, Clgs‘:112 1

il =[5 o]

(Inaj,cosaz) = = Db,

— S1n a9
ba b;
1 —
[Dg®)] = | 5 72 |-
0 O
cosay Inap
—Ilna
[Dg(f(a))] = COSla2 (cos a2;2 )
0 0

[Dh(a)] = [Dg(f(a))] [Df(a)]

cosa Ina
_ 1 ? —In (111 . % 0 —

cosaz  (cosaz)? 0 cosas

0 0 i
2 —(Inap)sinap

_ 1 (Inay)sinaz

a1 cosaz (cosaz)?
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1.3.10 ZmieSané parcialne derivacie

Z parcialnych derivacii (prvého radu) je mozné opit ziskavat parcidlne de-
rivacie. Su to parcialne derivacie druhého radu. Ich derivovanim ziskavame
parcidlne derivacie treticho radu, atd. Napriklad, ak uvazujeme o parcialnej
derivacii podla druhej premennej, je mozné pocitat jej parcidlnu derivaciu
podla stvrtej premennej nasledujicim spésobom:

B B 1) of B 52f
(F2)a = far =5 (m) = Ssons’
Podobne 5 5 52f
(f~2)~2 = f-22 - sz ((5$2> - @
Pre derivacie tretieho radu dostavame
1) 52f 53f
(f.24).3 - (f.243) N E <53§'46IL‘2) N (51‘35%45562'

Vsimnime si, Ze pri réznych zapisoch derivacie dostavame opacné poradia
derivovania.

Veta 1.23 Nech A C R? je otvorend mnoZina a je dand funkcia f : R? D
A — R. Nech ezistujii f1 :R2D A >R, fo:R2DA—-Ra fi12:R?D
A — R. Nech funkcia fi2 : R2 D A — R je spojitd v bode a € A. Potom
existuje f.o1(a) a plati

fiz2(a) = fai(a).

Veta 1.24 Nech funkcia f : R™ D A — R md na otvorenej mnozine A spo-
Jite vsetky parcidlne derivdcie aZ do r-tého radu vratane. Potom tie parcidlne
derivdacie k-tého rddu (2 < k < r), v ktorych sa podla rovnakych premennych
rovnako vela razy derivuje (bez ohladu na poradie), si rovnaké.

Definicia 1.13 Ak funkcia f : R™ O A — R md na otvorenej mnozine A
spojité vsetky parcidlne derivdcie aZ do r-tého rddu vrdtane, tak hovorime,
Ze je r-razy spojito diferencovatelnd.

1.3.11 Priklady

1. Vypocitajme vsetky parcidlne derivacie druhého radu funkcie

x

z nz+1)2
f-ll(l‘,y) =2xv (% + %) ’

Fuae) = Farta) = (esgiins),

Z (zlnx)?

faa(w,y) = wv =5
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2. Vypocitajme vsetky parcidlne derivacie druhého radu funkcie

flz,y,2) = 1n(932 + y2 + z2).

r _ 2(x? 4y +22)—4a? 7
f-ll($ Y, ) - (@2 +y2+25)2

fra(z,y,2) = fa(z,y,2) = @24:;1%2)27
f-13(x7ya Z) = f-31($7yvz> = (:v2+_y4++zz2)2’

2(2?4y%+22)—4y”
fa2(z,y,2) = W,

f-23(xaya Z) = f-32(l',y,2) = wfyjzw’

2(x2 4y +22)—422
L fas(z,y,2) = @ ry2120% ]

3. Vypocitajme vsetky parcidlne derivacie druhého radu funkcie
f(z,y, z) = 2%Y=.
fll x,y, Z) = 2%* (yZ In 2)

For(2,y,2) = 2(In2)27* (ayzIn2 + 1),

T,y,2)
z,y,2) = fa1(z,y, 2) = y(In2)2"%* (zyzIn2 4 1),

(

faa(

fas(

foo(x,y,z) = 2%Y7 (a;zln2)2,

Fos(@,u,2) = faa(@,y, 2) = 2(In2)279 (zyz1n2 + 1),
( ) =

272 (1y1n 2)?

f33 z,Y,z

4. Nech y
f(a:' y) — ‘ry% pre (‘T7y) # (07 0)7
70 pre (,) = (0,0)
Vypocitajme f.lg(o, 0) a fo1 (0, 0) . [f.12(0, 0) =—1, f.zl(o, 0) = 1] .
5. Nech

3y
rou) = J 2 Pre (z,y) # (0,0),
f(z,y) {() pre (z,y) = (0,0).

Vypoéitajme f.12(0, 0) a f.21(0, 0). ..... [f.12(0, O) = O, f,21(0, 0) = 1] .
6. Nech

#5 pre (z,y) # (0,0),
0 pre (z,y) = (0,0).

Vypoéitajme f1(z,y) a f12(z,y) pre kazdé (z,y) € R2.

fa(w,y) = SRS pre (a,y) £ 0, £2(0,0) =2

_ 3 4 . .
f-l?(xa y) = 1227 ??x;f_zg);_le Y pre ('Ia y) 7é 05 f-l?(ov 0) = neex1stuJe

f(-%y) = {
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7. Nech

(@44 sin sl pre (n,y) # (0,0),
f@y) = {0 ’ pre (z,y) = (0,0).

Vypoditajme f.12(0,0) a f.21(0,0).

[f12(0,0) = 0, f.21(0,0) =0].

1.3.12 Derivacia vo smere, gradient

Nech je dand funkcia f : R™ D A — R a A je otvorend mnozina. Nech
funkcia f je diferencovatelnd v bode a € A. Uvazujme o jednotkovom vektore
e = (e1,69,...,6y,) € R™. Pretoze A je otvorend mnozina, musi existovat
7 > 0 také, Ze pre kazdé ¢t € (—7,7) plati a+ et € A.

Potom je zrejmé, ze funkcia

h:RD(—7,7) = ACR™, h(t) =a+et = (a1+eit,as+eat,..., am~+emnt)
je diferencovatelna v bode 0. Tak isto v bode 0 je diferencovatelna aj funkcia
F=(foh)iRD (—7,7) — ACR, r(t) = f(h(t) = f(a+et).

Preto existuje

' (0) = lim 774(75) — T(O).

Tato derivdciu moézeme vypodcitat pomocou retazového pravidla nasleduja-
cim spbésobom:

r'(0) =f1(h(0)1(0) + f2(h(0)h5(0) + - + fam ((0))y, (0)
= f1(a)er + fa(a)ea + - + fm(a)em

= (f1(a), f2(a),..., fm(@)) - (e1,€2,...,€m)
- (f-l(a)7f~2(a)7 .- 7fm(a)) - e
= fe(a)

Cislo 7'(0) = fe(a) nazyvame derivacia funkcie f v bode a vo smere
(jednotkového) vektora e.

Vektor (f.1(a), f2(a),..., f.m(a)) nazgvame gradient funkcie f v bode
a. Oznacujeme

grad f(a) = (f’l(a)7 f~2(a)7 R f’m(a))

Pri tomto oznaceni dostavame

fe(a) = grad f(a) - e.
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7 vlastnosti skalarného sucinu vyplyva, ze
|f.e(a)] = |grad f(a) - | < |grad f(a)|le| = |grad f(a)|.
7Z toho uz vyplyva: Ak zvolime jednotkovy vektor v tvare

. ad f(a)
jgrad f(a)]

potom dostaneme

 grad f(a) - grad f(a)
Fel®) = = orad 1 (@)

7 toho vyplyva, Ze gradient udava smer, v ktorom sa funkcia najrychlejsie
meni.

= |grad f(a)].

1.3.13 Priklady
1. Nech f(z,y) = €™, e = ¥2(1,1). Vypoditajme f.o(2,1).
[f.e(2, 1) =¥2(1- 864)} .
2. Nech f(z,y) = eYcos(z +y), e = %(1, V3). Vypocitajme fe(%,0).
[fe(5.0) = —3(1+v3)] .
3. Nech f(z,y) =322 —6ay+y* a a= (3, 3).

(a) Vypocitajme f.e(a) vo smere lubovolného jednotkového vektora

€= (€1,62)  tiriii [fe (%1,%1) :€1+€2].
(b) Zistime, v ktorom smere je derivacia
; — (V2 V2 — (2 2
e nulovd............... |:e]_ = (77, 7) , € = (7,*7)} s
® NAjVACSIA . ... |:63 = (72, 72” ,
e najmensia............iiiiiiia [e4 = <—72,—72>} .

4. Najdime jednotkovy vektor, v ktorého smere sa funkcia f(z,y,z) =
y?sin(zyz) v bode a = (1,1,7) meni najrychlejsie. Uréite rychlost

(velkost) tejto zmeny. ... [e = ﬁ(—ﬂ', —7m,—1), fe=V1+ 2772} )

5. Nech f(z,y) = 2% — 22y + = — y? + 3y. Najdime bod, v ktorom je
derivécia tejto funkcie v kazdom smere nulova. ............. ((3.1)]
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6. Nech
2

(322 + 4y2)*
Néjdime gradient a diferenciél tejto funkcie v bode a = (—1,1).
grad f(=1,1) = (5. 557 »

Df(a)(zy,x2) = %xl - %xg

f(:r,y) =

1.3.14 Lokalne extrémy

Definicia 1.14 Nech f :R™ DO A — R aa € A.
Nech existuje také prstencove okolie OF(a), Ze:

1. Pre kazdé x € O§(a) N A je f(x) < f(a). Potom hovorime, Ze funkcia
f ma v bode a rgdze lokalne mazrimum.

2. Pre kazdé x € O§(a) N A je f(x) > f(a). Potom hovorime, Ze funkcia
f ma v bode a rydze lokdlne minimum.

Nech ezistuje také okolie Os(a), Ze:

1. Pre kazdé x € Os(a)N A je f(x) < f(a). Potom hovorime, Ze funkcia
f md v bode a lokdlne maximum.

2. Pre kazdé x € Os(a) N A je f(x) > f(a). Potom hovorime, Ze funkcia
f ma v bode a lokalne minimum.

Visetky uwvedené€ pojmy nazyvame spolocnym terminom lokdlne extrémy.

Ak pre kazdé x € A je f(x) < f(a), tak hovorime, Ze funkcia f md v
bode a totdlne (globdlne) mazrimum.

Ak pre kazdé x € A je f(x) > f(a), tak hovorime, Ze funkcia f md v
bode a totdlne (globdlne) minimum.

Je zrejmé, Ze v bodoch, v ktorych funkcia nadobida totdlne extrémy,
nadobuda aj lokdlne extrémy.

Veta 1.25 (Nutnd podmienka pre existenciu lokdlneho extrému) Nech f :
R™ D> A — R. Nech

1. A je otvorend mnoZina a a € A.

2. Funkcia [ je diferencovatelnd v bode a.

3. Funkcia f md v bode a lokdlny extrém.
Potom grad f(a) = 0.

Poznamka 1.2 Ak funkcia f : R™ O A — R je dva razy spojito dife-
rencovatelnd, tak nezdlezi na poradi derivovania v parcidalnych derivdciach
druhého radu.
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Definicia 1.15 Nech funkcia f : R™ O A — R je dva razy spojito diferen-
covatelnd na otvorenej mnozine A a a € A. Potom definujem druhy dife-
rencial funkcie f ako funkciu

m m

D’f(a) : R™ — R, D*f(a)(x) = D*f(a)(z1, 22, ... xm) = > _ Y _ fij(@)iz;.

i=1 j=1

To znamend, Ze hodnota druhého diferencidlu je homogénny polynom dru-
hého stupria

P(x) = P(xz1,22,...,%m)
=D?f(a)(z1, T2, ..., Tm)
= fu(a)z1ry + fa2(a)z12e + .o+ fam(a)z12m+
+ for(@)zazy + fo2(a)zews + ... + fom(@)ToTm+

Je zrejmé, ze v tomto polynéme plati
fij(@) = fji(a).

Veta 1.26 (Taylorova veta) Nech funkcia f : R™ O A — R je dva razy
spojito diferencovatelnd na otvorenej mnozine A a nech pre kazdé t € (0,1)
je (a+tx) € A. Potom existuje t € (0,1) také, Ze

Pf(@)(x) , D@)(x) , Df(atix)(x)

Jatx)=—= 1! 2l
Vo vSeobecnosti homogénny polyndém druhého stupnia m-premennych je
v tvare
P(x) = P(x1,22,...,Zm)
= a112171 + a1221x2 + . .. + A1 T1Tm+
+ a21x2x1 + a22T2T2 + ... + A2 T2T
+ A1 TmT1 + Gm2Tm@2 + .. - + GmTmTm
V tomto polynéme plati a;; = aj;, pre i,j=1,2,...,m.

Definicia 1.16 Nech
m m

P(x) = P(21,22, ..., Tp) = Zzazjﬂ?w]‘, aijj =a;  pre 4,5=12,....,m
i=1 j=1

je homogénny polynom druhého stupria m-premennych (symetrickd kvadra-
ticka forma). Ak
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1. pre kazdé x € R™ je P(x) > 0, tak hovorime, Ze polynom P(x) je
kladne semidefinitny.

2. pre kazdé x € R™\ {0} je P(x) > 0, tak hovorime, Ze polyném P(x)
je kladne definitny.

3. pre kazdé x € R™ je P(x) < 0, tak hovorime, Ze polyném P(x) je
zaporne semidefinitny.

4. pre kazdé x € R™\ {0} je P(x) < 0, tak hovorime, Ze polyném P(x)
je zaporne definitnyg.

5. emistuju x1,x2 € R™ také, Ze P(x1)P(x2) < 0, tak hovorime, Ze po-
lynom P(x) je indefinitny.

Pri rieSeni prikladov je velmi uzitocna veta, ktord hovori o vztahu defi-
nitnosti a semidefinitnosti symetrickych homogénnych polynémov druhého
stupna. Sformulujeme ju pomocou matice priradenej k danému polynému.

Vo vSeobecnosti homogénny polyném druhého stupna m-premennych je
v tvare

P(X) = P(‘rlaan'-- ,l'm)
= a112121 + a12x1x2 + ... + A1 L1 T+
+ a21x2x1 + a22T2x9 + ... + a9 ToTm+

+ a1 TmT1 + Gm2TmT2 + ... + G TmTm,

a teda je mu priradend matica

ail ai12 N A1m

asy a9 N )
A= m

aml1 Am2 ... Qmm

Veta 1.27 Polyndm P(x) je kladne (zdporne) definitny prdve vtedy, ked A
je reguldrna matica (t.j. det A # 0) a sucasne P(x) je kladne (zaporne)
semidefinitngy polynom.

S kazdou symetrickym homogénnym polynémom druhého stupna st spo-
jené nasledujice determinanty

ajlp] a2 ... Qi

a1 a2 ... Qg2
A= . . . pre k=1,2... m.

a1 a2 ... Qagk
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Veta 1.28 (Sylvestrovo kritérium) Nech je symetmcky homogénny polynom

druhého stupria P(x) = P(x1,%2,...,Zm) = Z Z Q;jT;xj.
i=1j=

1. Polynom P(x) je kladne definitny prave vtedy, ked Ay, >0 pre k=
1.2,....m

2. Polynom P(x) je zdporne definitny prave vtedy, ked (—1)*A, >0 pre k=
1,2,....m
Zo Sylvestrovho kritéria a Vety 1.27 vyplyva

Désledok 1.7 Ak A,, # 0 a polynom P(x) nie je definitny (kladne, alebo
zdporne), tak je indefinitny.

Veta 1.29 (Postacujica podmienka existencie lokdlneho extrému) Nech fun-
kcia f : R™ D A — R je dva razy spojito diferencovatelnd na otvorenej
mnozine A. Nech pre a € A plati gradf(a) = 0. Potom

1. ak D?f(a)(x) je kladne definitny, tak funkcia f md v bode a rydze
lokdlne minimum.

2. ak D?f(a)(x) je zdporne definitny, tak funkcia f md v bode a ryjdze
lokdlne mazximum.

3. ak D%f(a)(x) je indefinitny, tak funkcia f nemd v bode a extrém.

Definicia 1.17 Nech A C R™ je ohranicend a uzavretd mnozina. Potom
hovorime, Ze A je kompaktna mnoZina.

Veta 1.30 Nech funkcia f : R™ O A — R je spojitd na kompaktnej mnoZine
A. Potom na tejto mnozine nadobida (totdlne) mazimum a aj minimum. To
znamend, Ze existuji ¢, C € A také, Ze pre kazdé x € A plati:

fle) < f(x) < f(C).
1.3.15 Priklady

1. VysSetrite stacionarne body a lokalne extrémy nasledujicich funkcii:

(a) flz,y) =2 +y®+ 3wy + 2.

a=(0,0), nemé extrém,
b = (—1,—1), rydze lokdlne maximum f(b) =3
x

(b) flz,y) =2 +y°.
[a=(0,0), nemé extrém]|
(c) flz,y) =" +y*
[a = (0,0), rydze lokdlne minimum f(0,0) = 0]
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(d) f(z,y) =21 +y?).
[a=(0,y), lokédlne minimum f(0,y) = 0].
(e) f(z,y) = 23+ 3y* — 6zy — 6 + 6y.
a=(0,—1), nem4 extrém,
b = (2,1), rydze lokdlne minimum f(2,1) = -7

(f) flz,y) =2 +y* + 2y — 2z —y.
[a=(1,0), rydze lokalne minimum f(1,0) = —1].
(&) flz,y) =% +UT-z—y) (5+1).
[a = (21,20), rydze lokalne maximum f (21, 20) = 282].
(h) f(z,y) = 22° — zy® + 52° + ¢,
a=(1,4), b=(1,-4), c= (52,0), nem4 extrém,
d = (0,0), rydze lokdlne minimum f(0,0) =0 '
(i) f(z,y) =2y -z —y).
a=1(0,0), b=(0,2), ¢ =(2,0), nema extrém,
d= (%, %) , rydze lokdlne maximum f (%, %) = %
() flay) =52y +2+5, x>0, y>0.
[a = (%, %) , rydze lokdlne minimum f (%, %) = 30} .
(k) f(x,y) = e>"+3¥(82” — 6wy + 3y°).
a = (0,0), rydze lokdlne minimum f(0,0) = 0,
b = (7, 3}), nem4 extrém '
D) f(z,y) =" (z+y* +2y).
[a = (%, —1) , rydze lokédlne minimum f (%, —1) = %e] )
(m) f(z,y) = e ¥ (a2 4+ 22),
[ a=(0,0), rydze lokdlne minimum f(0,0) = 0,
b = (0,1), rydze lokdlne maximum f(0,1) = 2,
c = (0,—1), rydze lokdlne maximum f(0,—1) = 2,
d = (1,0), nemé extrém,
| e =(—1,0), nema extrém
(n) f(z,y) = *y*(3 — 4z + 6y).
[ a= (13—0, %1) , rydze lokdlne minimum f (1%, %1) = %, i
b, = (x,0), pre z > % lokélne maximum f(z,0) = 0,
c, =(0,y), prey < % lokdlne maximum f(0,y) = 0,
d, = (z,0), prex < % lokélne minimum f(z,0) = 0,
e, = (0,y), pre y > 3 lokdlne minimum f(0,y) =0,
| f=(2,0), g = (0, 3) nem4 extrém i
(0) flx,y,2) =23 + 9% + 22 + 122y + 2z.
[ a=(0,0,—1), nem4 extrém,
b = (24, -144, —1), rydze lokdlne minimum f(24, —144, 1) = —6913 |~

,2) = 35 — 61 + 22 + 22 — 2zy + 2% + 2yz + 322
8,5, —2), rydze lokdlne minimum f(8,5,—2) = 9].
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(@) flz,y,2) =a® +y* + 22 —zy — 20+ 3y — 42 + 6.

[a = (%, %4,2), rydze lokdlne minimum, f(%7 %4, )= %1] .
(r) flzy,2) =22 +y? = 22

[a=(0,0,0), nemé extrém] .
(s) f(z,y,2) = 622 + by? + 1422 + 4oy — 8vz — 2yz + 1.

[a=(0,0,0), rydze lokadlne minimum, f(0,0,0) = 1].
(t) flx,y,2) =22 + 9%+ 22 + 22 + 4y — 62.

[a=(—1,-2,3), rydze lokdlne minimum f(—1,-2,3) = —14].
(v) f(z,y,2) =222+ y? + 22 — 2y — 22.

[a=(2,1,7), nema extrém)].
v) f(z,y,2) = y? + 222+ 22 — 2y — 22.

[a= (8,3 2), nemé extrém)] .
(w) f(z,y,2) =322 + 3z + 2y% + 2yz + 2y + 222 — 2z.

[a = (_71, —1,1), rydze lokadlne minimum f(_?l, -1,1) = _TH] .
(x) f(x,y,2) =22+ 9>+ 22 —xy+ 22+ x.

[a = (%2, %1, —1), rydze lokdlne minimum f(%, %1, -1) = _74] .

2. Najdime (totalne, globélne) extrémy funkcii:

(a) f(z,y) = 2® — 2y% + 42y — 62 — 1 na mnozine A = {(z,y) |
je ohranicend
priamkami z =0, y=0, z+y—3=0}.
(19 < f(z,y) < —1].
(b) f(z,y) = 22y(2—z—y) na trojuholniku A = {(x,y) | je ohraniceny
priamkami x =0, y=0, x +y = 6}.
(128 < f(z,y) < ]
(c) f(z,y) = 2%+ y> — 3y na obdlzniku A = {(z,y) | je ohraniceny
priamkami =z =0, z =2, y = —1, y = 2}.
(1< f(z,y) <13].
(d) f(z,y) = 2% +y*— 122+ 16) na mnozine A = {(x,y) | 22 +y* <
49}.
[—20 < f(z,y) < 149].
(e) f(z,y) = /22 +y? na kruhu A = {(z,y) | 22 +y? < 25}.
0< f(z,y) <5].

3. Najdite lokalne extrémy funkcie:

f(z,y) :x\/y+1+y\/x+1.

a=(—1,-1), rydze lokadlne maximum f(—1,—1) =0,
b = (52, 5?), nem4 extrém '
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Kapitola 2

Fourierove rady

Definicia 2.1 Nech funkcia f : A — R je po Ciastkach spojitd na intervale
(a,a + 1) C A. Potom nekoneény funkciondalny rad

a ad n2wx n2wx
20+Z(ancos( ; >—|—bnsin( ; ))

n=1
taky, Ze
a+l
ayp = ?/f(x)cos (n2l7rx) dr pre n=20,1,2,...,
a
a

a+l
2 2
bn:l/f(x)sin(nzm> de pre n=12,...,

sa nazyva trigonometricky Fourierov rad funkcie f : A — R pre in-
terval (a,a +1).

Definicia 2.2 Nech funkcia f A — R je po ciastkach spojitd na intervale
(a,a+1) C A. Potom funkciu f : R — R takd, Ze

L @ =4 (Jim, £+ tm f@).

T—a+ z—(a+l)—
2. f(z) =3 (tlir;l+ f(t) + tLHxnf(t)> , pre kazdé z € (a,a+1),

3. f(x) = f(x+1) prekaidé z€R,

nazyvame normalizované periodické pokracovanie funkcie f : A — R
pre interval (a,a +1).

Veta 2.1 Nech funkcia f: A — R spliia nasledujiice podmienky:

31
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1. Je po ciastkach spojitd na intervale (a,a + 1) C A.

2. Funkcia f je na intervale (a,a + 1) po ciastkach spojito diferencova-
telnd. To znamend, Ze jej derivdcia f' je na intervale (a,a + 1) po
ciastkach spojitd.

3. Nech f : R — R je normalizované periodické pokracovanie funkcie
f: A— R pre interval (a,a +1).

Potom pre kaZdé x € R plati:

Z Qo > n2nx . [ n2rx
f(a:)—2+;<ancos< 7 >+bnsm< 7 )),

kde
a+l

2 2
an:l/f(x)cos<nl7m> der pre n=20,1,2,...,

a+l

2 2
bn:l/f(a:)sin<nl7m> dv pre n=1,2,....

To znamend, Ze za uvedenych podmienok je trigonometricky Fourierov
rad funkcie f : A — R pre interval {(a,a + 1) konvergentny a jeho sictom
je normalizované periodické pokracovanie funkcie f : A — R pre interval
(a,a +1).

2.0.16 Priklady
Cast 1
1. e Najdime Fourierov rad funkcie f : R — R, f(z) ==«
pre interval (—m, ).
e Nadrtnime graf jeho saétu f: R — R.

_ A . oS (71)k+1
e Pomocou hodnoty f (g) najdime sucet radu ) ‘.

anp = 0, pre n=0,1,2,...,

b, = 2(_1)n+1, pre n=1,2,...,
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e Najdime Fourierov rad funkcie f : R — R, f(z) ==«
pre interval (—1,1).

e Nacrtnime graf jeho saétu f : R — R.

=1 . L. oo (71)k+1
e Pomocou hodnoty f (5) najdime sucet radu ) ‘o
k=1
ap = 0, pre n=0,1,2,..., 1
b, = 2(71)“1, pre n=1,2,...,

nm

fla) = 3 20" Gn(nma),

nmw
n=1
oo

-1 k+1
= > (2k)71

SR

e Najdime Fourierov rad funkcie f : R — R, f(z) =«
pre interval (0, 1).

e Nadrtnime graf jeho stétu f: R — R.

FOLY i , o (1)FF!
e Pomocou hodnoty f (Z) najdime stucet radu kzl T

ag = 1, ]
ap, = 0, pre n=12 ...,
b, = m}, pre n=1,2,...,
flx) = % + §1 ;—Tlr sin(n2nz),
n—
HEE = |

e Funkciu f : R — R, f(x) = z rozviiime na intervale (0,1) do
kosinusového radu.

e Nadrtnime graf jeho stétu fp: R — R.

_ oo
e Pomocou hodnoty fp (0) ndjdime stcet radu » ﬁ
k=1
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fP@) = §+ 3 2 cos(nma),
n=1
7T2 =
T o= 2 (2ki1)2
L k=1 J
5. e Funkciu

fIRHR, f(%):{ 'ﬁa prexe(—%,g%

5, prex € (%,oo)

rozvinme na intervale (0,7) do kosinusového radu.

e Naértnime graf jeho stétu fp : R — R.

- ao — %Tﬂ-’ -
anp = %(COS%— ), pre n=12,...,
b, = 0, pre n=1,2,...,
— o
fr(z) = 3+ 3 - (cos ™ — 1) cos(nz)
L n=1 -
6. e Funkciu

x, prezx € (—00,7%),
5, prex € (%,oo)

FiR=E j@) = {

rozvinme na intervale (0,7) do sinusového radu.

e Nadrtnime graf jeho stétu fy : R — R.

an = 07 pre n:071727""
by = GO s (), pre m=12..,
_ X s iynl ) .
vz = % <( 11)1 _i_%sm (%)) sin(nx)
L n=1 h

Cast I

1. e Najdime Fourierov rad funkcie f : R — R, f(z) =2z +1
pre interval (1,3).



2.

3.
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e Naértnime graf jeho stétu f: R — R.

e Pomocou priameho vypoétu overme, ze f(1) = f(3) = 5.

apg = 10,
apn = 0, pre n=12 ...,
b, = A= , pre n=12 ...

nm

flx) = 5+ %sin(nm;),
n=1

fO) = 5+ % S sin(nr) =5,
n=1

F3) = 5+ Y " Gin@Bnr) =5
n=1

i

T—2x

e Néjdime Fourierov rad funkcie f : R — R, f(z) = ™5

(0, 7).

pre interval

e Naértnime graf jeho stétu f : R — R.

e Pomocou hodnoty f (%) najdime stcet radu )

ap, = 0, pre n=0,1,2,...
b, = ﬁ, pre n=1,2,..

flx) = 21 5 sin(n2z),
- S -1 k+1
T = X ( Zk)—l

e Funkciu f: R — R, f(x) ==

kosinusového radu.

)

2z
4

= (=DkH!
2k—1 -

k=1

rozvinme na intervale (0,7) do

e Nadrtnime graf jeho stcétu fp: R — R.

_ oo
e Pomocou hodnoty fp (0) ndjdime stcet radu » ﬁ

k=1
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7 o 1=(=1)"
fe(z) = > e cos(nz),
n=1
2 - 1
T o= 2 (2k—1)2
L k=1 d
4. e Funkciu f: R — R, f(z) = T2 rozviiime na intervale (0, ) do

sinusového radu.

e Nadrtnime graf jeho saétu fy : R — R.

ap, = 0, pre n=0,1,2,...,

b, = 1+(2;1)n7 pre n=1,2,...,
— 0 n
fn(e) = > HCED gin(na),
n=1

5. e Najdime Fourierov rad funkcie f : R — R, f(z) = ||
pre interval (—1,1).
e Nadrtnime graf jeho stétu f: R — R.

— [o¢]
e Pomocou hodnoty f (1) ndjdime sucet radu ) ﬁ
k=1

Cw = L _
bn - 07 pre n:1727"'7
_ o _1\n_
flz) = %+ lecos(mm:),
n=
2 s 1
T = X @y
i k=1 .

6. e Pre interval (0, 7) najdime Fourierov rad funkcie

> )

x, pre x € (—oo,g
T—x, prex € (%,oo)

FiR=R f0) = {



7.

8.

e Naértnime graf jeho stétu f: R — R.

&)

e Pomocou hodnoty f (%) najdime stcet radu ) (%%1)2

ao

Gn

e Néjdime Fourierov rad funkcie f : R = R, f(z) =1 — |z
pre interval

s

2

(_711)21_1, pre n=1,2,...,

0, pre n=12,...,
S n

T+ > (771327:1 cos(2nx),
n=1

1

> o=y

k=1

(—1,1).

k=1

e Nadrtnime graf jeho stétu f: R — R.

e Pomocou hodnoty f (0) najdime stéet radu >

ag

L,

w, pre n=1,2...,

0, pre n=12,...,
= 2(1—(—1)"

T+ > %Cos(nmc),
n=1

0 n

5 1_(71_21)

n=1

o 1-(-1"
n2 .

n=1

e Pre interval (—2,2) najdime Fourierov rad funkcie

f:R—>R,f(:v)—{1_

)

L,

pre x € (—o0,0),
pre z € (0, 00)

e Nadrtnime graf jeho stétu f: R — R.

e Presvedéme sa, ze f (0) = 0.

37
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r ap, = 0, pre n=0,1,2,...,

b, — 20-(1m

™ ’

pre n=12 ...,

flz) = 3 20=C0 gy (noo)

n=1

Fo) = > 2=CWg6in(0)=0
L n=1 i

9. e Néjdime Fourierov rad funkcie f : R — R, f(x) = %'J’"
pre interval (—m, 7).

e Nadrtnime graf jeho stétu f: R — R.

—_ 0 n
e Pomocou hodnoty f (0) ndjdime stcet radu Y (_17272_1
n=1
o = I ;
an = (_2:2_ , pre n=12,...,
b, = (_17):“, pre n=1,2,...,
— o0 _1\n_ _1\nt+1
flz) = %—Fn:l (( 212 cos(nz) + ()" sm(nm)) ,
a2 X (~1)"—1
o= LR
L n=1 i
10. e Pre interval (1, 3) najdime Fourierov rad funkcie
. _ 17 pre x € (_007 2>a
FiR=R, f(:U)_{ 3—z, prex € (2,00)

e Nacrtnime graf jeho saétu f: R — R.

o0 1 o0
o Ak vieme, 7e ) -5 = G a )
n=1 n=1

F)=7@) =1

(=npntt 2 ‘s .
“r— = 13, tak ukdzme, ze




ap, = %, pre n=12 ...,
b, = (_Trln)n, pre n=1,2,...,
flz) = 3+% (IZT(r;)lf cos(nmzx) + % sin(mr:c)) ,
n=1

f@a = 2+% (1@&;)12)" cos(nm) + % sin(mr)) =

= (mn)
; S (=Y (=1)"
f (3) = % + Z ( (mn)? COS(3n7T) + p sin(3n7r)) =
n=1
[e.9]
_ 3 1-(=1~ _3_1_1
= 3t e G =i-1=3
L n=1 .
11. e Na intervale (—, 7) rozvinieme do Fourierovho radu funkciu
1, pre z > 0,
sign: R — R, sign(z) =¢ 0, prez=0,
-1, prexz <0
e Nadrtnime graf jeho stétu f: R — R.
_ A . oS (_1)k+1
e Pomocou hodnoty f (%) najdime sucet radu ) “5p——.
k=1
[ a, = 0, pre n=0,1,2,..., ]
_1\n+1
b, = W, pre n=1,2,...,
_ [e.°] _1\n+1
Fz) = Wsinmj,
n=1
oo _1)k+1
1= X (2k)71
L k=1 _
12. e Na intervale (—1,1) rozvinieme do Fourierovho radu funkciu
0, pre — 1<z <0,

f:(-1,1) = R, f(x) :{

2—z, prel<z<1

e Nadrtnime graf jeho stétu f: R — R.
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13.

14.

KAPITOLA 2. FOURIEROVE RADY

e Aky vztah dostaneme pre v = 17

ag %, i
a, = %, pre n=1,2 ...,
b, = W, pre n=1,2,...,
flz) = 3+ il <((1(3::;+1) cosnmr + W sinmm) ,
n—

e Funkciu f : R — R, f(x) =2 — 2 rozvinime na intervale (0, 1) do
sinusového radu.
e Nadrtnime graf jeho saétu fy : R — R.

F (LY psi , o (—1)F1
e Pomocou hodnoty fn (5) najdime sucet radu kz_:l ko)

ap, = 0, pre n=0,1,2,...,
_1\)n+1
b, = W, pre n=1,2,...,

ESE
Il
]2
I~
| |
ol
RS
= +

-

e Najdime Fourierov rad funkcie f : R — R, f(z) = 22

pre interval (—m, ).
e Nacrtnime graf jeho saétu f: R — R.

— oo
e Pomocou hodnoty f (7) ndjdime stucet radu k%

k=1
) ;
w - %,
an = 4(;2)n7 pre n = 17 27 )
b, = 0, pre n=1,2,...,
2 2 N 4=
f@) = Z+ 3 1 cos(na),
n=1
9 (0.0
5 =54
k=1 |
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15. e Najdime Fourierov rad funkcie f : R — R, f(z) = 22
pre interval (—2,2).

e Nacrtnime graf jeho saétu f: R — R.

— S n
e Pomocou hodnoty f (0) ndjdime siacet radu ) (7%“

n=1

C 4y = %7 .

anp = 16(51;2”, pre n=1,2,...,

b, = 0, pre n=1,2,...,

— X 16(—1)"

f@) = 4+ % ¥ cos (252),

n=1

2 oo _1)ynt1

- Lt
L n=1 i

16. e Najdime Fourierov rad funkcie f : R — R, f(z) = 22
pre interval (—2,0).

e Nacrtnime graf jeho saétu f: R — R.

— o0
e Pomocou hodnoty f (0) nédjdime stcet radu > 5.

k=1
[ ay = %, -
— 4 —
an = {mz» Pre n= 1,2,...,
b = oy =1,2
n = Ty Pre n=12..,
_ 4 00 4 X
flx) = 3+ ngl (W cos(nm) + o Sln(mrx)) ,
7T2 e
T = Xw
L k=1 i
17. e Funkciu f : R — R, f(z) = 22 rozviiime na intervale (0,2) do

sinusového radu.
e Naértnime graf jeho stétu fy : R — R.

. LR (1R 3 (.
o Ak vieme, 7e ) = 7, tak pomocou hodnoty fy (1) naj-
k=1

Zh—1

o0

. ) (=Dt
dime sucet radu lgl 1) -



42 KAPITOLA 2. FOURIEROVE RADY

a, = 0, pre n=0,1,2,...,
_1\n+1 _1\n_
bn = 8 TBr + 16(((77,}3)3 1)7 pre n = 17 27 ceey
JE _ N (8=t 16((-D)"-1)\ .. (nrz
N(l’) - Zl nmw + (nm)3 sin (T) ’
n=

3 & (—1)k+1

o= 2 (2k—1)3
L k=1 i
Naroénejsie priklady
1. e Preinterval (—1,1) najdime Fourierov rad funkcie

COSTTT 2k—1
prez # 2L,

ﬂRﬁRfmz{“mw %1

0, pre r = =5

e Nacrtnime graf jeho saétu f: R — R.

_ . . 0 (71)k+1
e Pomocou hodnoty f (0) najdime sucet radu » “or——.

k=1
g = 0, -
n = %(sin%), pre n=1,2 ...,
b, = 0, pre n=1,2,...,
_ 0 4(—1)k+1
f(z) = k;l % cos(2k — 1)mz,
0 1 k+1
i= 2 (2k)—1
L k=1 i
2. e Naintervale (0,2) rozvinieme do Fourierovho radu funkciu
‘ [ sin(ZE), prez € (0,1),
JiR=R, f(x)_{O, pre x € (1,2)

e Nadrtnime graf jeho stétu f: R — R.

— S n
e Pomocou hodnoty f (1) ndjdime siacet radu }:2}2.
n=1
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2

anp = m, pre 7’1,:0’]_’2"..’ -
bn = %’ pre n=1,2 ...,
— o0
fl) = 2+ X% m (2cosnmx + (—1)"4nsinnwx) ,
n=1
[ee)
-2 . (71)71,
ﬂ—T - Z 1—4n?2
n=1 ]

e Néjdime Fourierov rad funkcie f : R — R, f(z) = arcsin(sin z)
pre interval (—m, 7).

e Naértnime graf jeho stétu f: R — R.

e Aky vztah dostaneme pre r = §7?

ap, = 0, pre n=0,1,2,..., T

b, = #sin%”, pre n=1,2,...,
_ oo
flz) = Zl (=13 sin ) sinnw =

n—=
oo -1 k+1 .
= %kzl <E2k11)2> sin(2k — 1)z,
w2 < 1
e kz_:l (2k—1)2

e Na intervale (—m, 7) rozvinieme do Fourierovho radu periodicku
funkciu f : R — R s periddou 27, ktora je definovana takto:

_ 2> pre x € <_777 > U <g77‘->7
f(x)—{ 0, pre 5 <=

3

w\a“”‘

e Nadrtnime graf jeho stétu f: R — R.

e Aky vztah dostaneme pre z = 07

apg = 2, ]
an = ;—ﬁsin(%), pre n=0,1,2,...,
by = 0, pre n=1,2,...,
_ oo
flx) = 1+ Zlg—ésm (%) cos na,
n—=
o0
-7 _ (—l)k
4 T 2. 2k—1
k=1 i
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5.

6.

7.

e Najdite Fourierov rad funkcie f: R — R, f(x) =

pre interval

(55 %)

KAPITOLA 2. FOURIEROVE RADY

e Nadrtnime graf jeho stétu f: R — R.

e Aky vztah dostaneme pomocou hodnoty f (0)?

_ 4y

an - 71.(4”2,1)7 pre

b, = 0, pre n=1,
7 4(—1)nt!
f(x) = T + Z (4n2 1)

oo

_9 o n+1

TrT - Z n2 1

e Na intervale (—m, 7) rozvinieme do Fourierovho radu periodick

n=20,1,2,...,
2,...,
cos 2nx,

funkciu f : R — R s periédou 2x, pricom

ro={ s

sinxz, prez € (0,m),
pre z € (m,2m)

e Nacrtnime graf jeho saétu f: R — R.

| cos x|

_ o0
e Pomocou hodnoty f (0) najdime siucet radu ) ﬁ.

(1+(=D")

n = “Fa-az» PI°
a = 0,
bl - %7
b, = 0, pre n=2,
7 1,
flz) = T
1 _ 1
2 = Z4k271
k=1

e Najdime Fourierov rad funkcie f : R — R, f(z) =

pre interval

(—2,2).

k=1

n=20,2,3,...,

3,...,

a+(=0")

ﬂ(l a2 COSNT,

e Nadrtnime graf jeho stétu f: R — R.

e Aky vztah dostaneme pomocou hodnoty f(2)?

ex



8.

9.

10.

_(_1\n,—1 T
an = %, pre n=20,1,2,...,
b, = 0, pre n=1,2,...,
= X 4(1—(-1)ne?
frlz) = 2(1-eH)+ X % cosnmz,
n=1
o)
1 _ e=(=1"
2 = Z 1+n2m2
n=1 .

anp = 0, pre n=0,1,2,...,
2n(—1)"*1sinh
b, = %, pre n=1,2,...,
_ o Cymdd
flz) = 21 2n(=1" 7" sinhm 7r1()nQ +1S)mh7r sin nx
n= .

45

2(—1)”(62—672)

Gn = —fppgar o

pre n=20,1,2,...,

(71)"+1n7r(6276_2)
4+n2ﬂ.2 9

pre n=1,2,...,

2

(71)”+1n7r(e —e~

fla) = =) (2(1)”(66_2)(:087172rx+
n=1

4+n2m? 4+n2m?
_ e24e—2 22 00 2(~1)" 22
f2) = ( 2 ) | 1 ) + Z_: 4+E7,27r2 )COS”W’
0.1343286 — el _ 3 1
) 8(eZ2—e—2) = 44+n372

e Funkciu f : R — R, f(x) = 2e™7 rozviiime na intervale (0, 1) do
kosinusového radu.

e Nacrtnime graf jeho saétu fp : R — R.

e Aky vztah dostaneme pomocou hodnoty fp(0)?

e Nijdime Fourierov rad funkcie f : R — R,
f(z) =sinhz = == pre interval (-, 7).

e Nadrtnime graf jeho stétu f : R — R.

e Najdime Fourierov rad funkcie f : R — R, f(z) = cos (v2z)
pre interval (—m, 7).

e Nadrtnime graf jeho stétu f: R — R.

e Aky vztah dostaneme pomocou hodnoty f (0)?

).
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11.

12.

n = ©(2—nZ) , pre n=0,1,2,...,
bp = 0, pre n=1,2,...,
f(@ = Sm(\[ﬂ) Z sin(v2 )(n1;"2ﬁ cosnx
\/§7rfsin(\/§7r) . 00 1)"
W = —1,4023 2

KAPITOLA 2. FOURIEROVE RADY

sin(\/iw)(—l)"Q\/i

e Néjdime Fourierov rad funkcie f : R — R, f(z) = sin (v/2z)
pre interval (—m, 7).

e Nadrtnime graf jeho saétu f: R — R.

e Aky vztah dostaneme pomocou hodnoty f (g)

ap, = 0, pre n=0,1,2,...,
2n(—1)" sin(v/27
b, = %, pre n=1,2,...,
= > V2r) .
flz) = Z %smnw
o
% _ — (=D*(2k-1)
4 cos % o 1’297 kgl 2—(2k—1)2 i

e Néjdime Fourierov rad funkcie f : R — R, f(z) = zcosz

pre interval (-7, 7).

e Nadrtnime graf jeho stétu f: R — R.

e Aky vztah dostaneme pomocou hodnoty f (%)

a, = 0, pre n=0,1,2,...,
16n(—1)"*!
b, = %, pre n=1,2,...,
z X 16 n+l
fl@) = > %snﬂnx
n=1
2 e (2k—1)(=D)kH!
64v2 k;l 16k2— 16k+3)



