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Z histórieZ histZ históórierie

•• jeden z najznjeden z najznáámejmejšíších prch prííkladovkladov
populapopulaččnej epidnej epidéémie mie ––
prpríípad Vepad Veľľkkéého moru v Londýneho moru v Londýne
(vypukol v rokoch 1665 (vypukol v rokoch 1665 –– 1666)1666)

Fotografia zFotografia zááznamu znamu úúmrtnosti obyvatemrtnosti obyvateľľstva (26.stva (26.09. 09. –– 3.10 16653.10 1665) ) --
úúmrtnosmrtnosťť na mor (5533) bola viac ako 37na mor (5533) bola viac ako 37-- krkráát vt vääččššia jako pôrodnosia jako pôrodnosťť (146)(146)

•• zo zzo zááznamov znamov úúmrtnostimrtnosti
obyvateobyvateľľstva môstva môžžeme zostrojieme zostrojiťť
epidemickepidemickúú krivku krivku 
(jej charakteristický tvar op(jej charakteristický tvar opíísalisali
A. G. McKendrick a W. O.A. G. McKendrick a W. O.
Kermack)Kermack)
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•• propagovali vyupropagovali využžitie matematických metitie matematických metóód v epidemiold v epidemiolóógiigii

Z histórieZ histZ históórierie

Anderson Gray McKendrick (1876 Anderson Gray McKendrick (1876 -- 1943)1943) William Ogilvy Kermack (1898 William Ogilvy Kermack (1898 -- 1970)1970)

•• v rokoch 1927 a 1932 vydali dva dôlev rokoch 1927 a 1932 vydali dva dôležžititéé dokumenty, dokumenty, 
týkajtýkajúúce sa matematickej tece sa matematickej teóórie rie šíšírenia epidrenia epidéémie, na ktormie, na ktoréé
sa odvolsa odvoláávame dodnesvame dodnes
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Model populModel populáácie je rozdelený do troch skupcie je rozdelený do troch skupíín:n:

Všeobecná charakteristika modeluVVššeobecneobecnáá charakteristika modelucharakteristika modelu

CelkovCelkováá populpopuláácia je rovncia je rovnáá:: N = S + I + R

s(t)s(t) i(t)i(t) r(t)r(t)

citlivcitlivíí jednotlivcijednotlivci infikovaninfikovaníí jednotlivcijednotlivci odolnodolníí (im(imúúnni) jednotlivcinni) jednotlivci

as(t)i(t)as(t)i(t) bi(t)bi(t)

(1)

•• citlivcitlivíí jednotlivci jednotlivci SS ((susceptible individuals)susceptible individuals)

•• infikovaninfikovaníí jednotlivci jednotlivci II ((infected individualsinfected individuals))

•• odolnodolníí (im(imúúnni) jednotlivci nni) jednotlivci RR ((rere--infection individualsinfection individuals))
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PredpokladyPredpokladyPredpoklady

• jednotlivci sjednotlivci súú zaradenzaradeníí do jednej zdo jednej z kategkategóórii (citlivrii (citlivíí, infikovan, infikovaníí, odoln, odolníí))

• populpopuláácia je vecia je veľľkkáá, so stabilným po, so stabilným poččtom jednotlivcovtom jednotlivcov

• ignorujeme prignorujeme príírastok populrastok populáácie (narodenie acie (narodenie a smrsmrťť) v priebehu epid) v priebehu epidéémiemie

• ignorujeme nejakignorujeme nejakéé ďďalalššie rozdelenia obyvateie rozdelenia obyvateľľstva vekom, pohlavstva vekom, pohlavíím,m,
mobilitou alebo inými faktormi (tieto rozdiely by mohli vmobilitou alebo inými faktormi (tieto rozdiely by mohli v realite zohrrealite zohráávavaťť
dôledôležžititúú úúlohu)lohu)

• kakažždý jednotlivec prichdý jednotlivec pricháádza denne do kontaktu sdza denne do kontaktu s takým istým pomeromtakým istým pomerom
ľľududíí zz kakažždej kategdej kategóórierie

• pre jednoduchospre jednoduchosťť uvauvažžujeme, ujeme, žže odolne odolníí jednotlivci R sjednotlivci R súú permanentnepermanentne
imimúúnninni
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Diferenciálne rovnice a parametre modeluDiferenciDiferenciáálne rovnice a parametre modelulne rovnice a parametre modelu

ZZáákladnkladnéé diferencidiferenciáálnelne rovnice srovnice súú nasledujnasledujúúce:ce:

s(t) = S / N i(t) = I / N r(t) = R / NPlatPlatíí::

s(t) - podiel citlivej populácie

i(t) - podiel infikovanej populácie

r(t) - podiel odolnej populácie

S - počet citlivých jednotlivcov

I - počet infikovaných jednotlivcov

R - počet odolných jednotlivcov

N - celková populácia

kdekde



- počet kontaktov

a - priepustnosť (počet kontaktov schopných preniesť chorobu) [deň-1]

b - regeneračná rýchlosť (denný počet zotavených) [deň-1]
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Parametre Parametre chrakteristickchrakteristickéé pre kapre kažžddúú chorobu:chorobu:

(5)

Pre rovnice (2, 3, 4) existuje urPre rovnice (2, 3, 4) existuje urččititáá invariantainvarianta systsystéému:mu:

k - konštanta

ččo doko dokáážžemeeme

- priemerné trvanie infekcie [deň]
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Diferenciálne rovnice a parametre modeluDiferenciDiferenciáálnelne rovnice a parametre modelurovnice a parametre modelu

Po dosadenPo dosadeníí z rovnz rovnííc (2, 3) dostaneme:c (2, 3) dostaneme:

zz ččoho vyplýva, oho vyplýva, žže uvedený výraz je rovný kone uvedený výraz je rovný konšštante.tante.

UvaUvažžujeme ujeme prpríípad bez nových infikovanýchpad bez nových infikovaných, tak, takžže rovnica (3) sa zredukuje e rovnica (3) sa zredukuje 
na tvar:na tvar:

(6)

potom                    .potom                    .

PoPoččet infikovaných jednotlivcov et infikovaných jednotlivcov i(t)i(t) , ktor, ktoríí sa uzdravia za sa uzdravia za ččas as (t, t + (t, t + dtdt)): : 
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PriemernPriemernéé trvanie infekcie trvanie infekcie ttprpr je potom rovnje potom rovnéé::
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VV epidemiolepidemiolóógii mgii máá slovo slovo "epid"epidéémia"mia" formformáálny významlny význam-- je to stav, v je to stav, v 
ktorom poktorom poččet infikovaných jednotlivcov et infikovaných jednotlivcov i(t)i(t) ststúúpa z popa z poččiatoiatoččnej hodnoty. nej hodnoty. 

Podmienky pre sledovanie Podmienky pre sledovanie šíšírenia epidrenia epidéémie vyplývajmie vyplývajúú priamo z rovnice (3):priamo z rovnice (3):

musí byť vždy kladné, z čoho vyplýva

Ak Ak ss00 je poje poččiatoiatoččný poný poččet et s(t)s(t), potom podmienka pre , potom podmienka pre šíšírenie epidrenie epidéémie jemie je

(7)

InfikovanInfikovaníí jednotlivci jednotlivci i(t)i(t) budbudúú priemerne npriemerne náákazlivkazlivíí popoččas doby      .as doby      .

PoPoččet citlivých jednotlivcov et citlivých jednotlivcov s(t)s(t) nakazených jedným infikovaným nakazených jedným infikovaným 
jednotlivcom jednotlivcom i(t)i(t) za jednotku za jednotku ččasu je potom       .asu je potom       .as(t)
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Potom celkový poPotom celkový poččet et ľľududíí, nakazených jedným infikovaným je         ., nakazených jedným infikovaným je         .

Parameter oznaParameter označčovaný ako                  , sa nazýva ovaný ako                  , sa nazýva miera reprodukcie miera reprodukcie 

epidepidéémiemie..

Aby mohol byAby mohol byťť stav kvalifikovaný ako epidemický, toto stav kvalifikovaný ako epidemický, toto ččííslo musslo musíí bybyťť

vvääččššie ako 1ie ako 1 (            ).(            ).

ZZ rovnice (3) vidierovnice (3) vidieťť, , žže vrchol (maximum) epide vrchol (maximum) epidéémie nastane, kemie nastane, keďď ..

To je vtedy, keTo je vtedy, keďď miera reprodukcie Rmiera reprodukcie R00 je rovnje rovnáá 1. 1. 

ZaZaččiatoiatoččný poný poččet infikovaných jednotlivcov et infikovaných jednotlivcov i(t)i(t) nehrnehráá úúlohu vlohu v ururččovanovaníí, , 
čči nastala epidi nastala epidéémia.  Obzvlmia.  Obzvlášášťť od neho zod neho záávisvisíí ččas vrcholu epidas vrcholu epidéémie.mie.
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Graf Graf čč.1 Priebeh infikovanej popul.1 Priebeh infikovanej populáácie vcie v ččase ase 

(pr(prííklad pre chrklad pre chríípku a=pku a=0.47, b=0.330.47, b=0.33))

a.) nasta.) nastááva va šíšírenie epidrenie epidéémie (Rmie (R00=1.33)=1.33)

b.) b.) ššpipiččka epidka epidéémie (Rmie (R00=1.00)=1.00)

c.) nenastc.) nenastááva va šíšírenie epidrenie epidéémie (Rmie (R00=0.7)=0.7)

ššpipiččka epidka epidéémiemie



MODEL EPIDEMICKEJ CHOROBY                         MODEL EPIDEMICKEJ CHOROBY                         ŠŠTUDENTSKTUDENTSKÁÁ VEDECKVEDECKÁÁ A ODBORNA ODBORNÁÁ ČČINNOSINNOSŤŤ

Podmienky pre šírenie epidémiePodmienky pre Podmienky pre šíšírenie epidrenie epidéémiemie

apraprííl 2006l 2006 Podmienky pre Podmienky pre šíšírenie epidrenie epidéémiemie

Pavol GAPavol GAŠŠPIERIKPIERIK 1414

Graf Graf čč.2 Priebeh citlivej, infikovanej a.2 Priebeh citlivej, infikovanej a odolnej populodolnej populáácie cie 
vv ččase (prase (prííklad pre chrklad pre chríípku a=pku a=0.47, b=0.330.47, b=0.33))
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• rovnovrovnováážžne stavy z rovnne stavy z rovnííc (2, 3, 4) sc (2, 3, 4) súú tie, v ktorých tie, v ktorých i(t)=0i(t)=0
aa s(t)=cs(t)=c, kde , kde cc je je ľľubovoubovoľľnnáá kladnkladnáá konkonšštantatanta

•• formformáálnou analýzou stability dostlnou analýzou stability dostáávame dve charakteristickvame dve charakteristickéé
ččíísla sla 00 a a acac –– bb

•• pripri vhodných podmienkach pre vhodných podmienkach pre šíšírenie epidrenie epidéémie, nadobmie, nadobúúdada
charakteristickcharakteristickéé ččííslo slo acac –– bb kladnkladnúú hodnotu ahodnotu a bodbod
rovnovrovnovááhy je nestabilnýhy je nestabilný

• ak charakteristickak charakteristickéé ččííslo slo acac –– bb mmáá zzáápornpornúú hodnotu, nedhodnotu, nedáá
sa vyvodisa vyvodiťť zzááver stabilityver stability



MODEL EPIDEMICKEJ CHOROBY                         MODEL EPIDEMICKEJ CHOROBY                         ŠŠTUDENTSKTUDENTSKÁÁ VEDECKVEDECKÁÁ A ODBORNA ODBORNÁÁ ČČINNOSINNOSŤŤ

Rovnováha a stabilitaRovnovRovnovááha a stabilitaha a stabilita

apraprííl 2006l 2006 RovnovRovnovááha a stabilitaha a stabilita

Pavol GAPavol GAŠŠPIERIKPIERIK 1616

Graf Graf čč.3 F.3 Fáázový portrzový portréét t 

a.) rubeola (a=0.62, b=0.09)a.) rubeola (a=0.62, b=0.09)

b.) chrb.) chríípka (a=0.47, b=0.33)pka (a=0.47, b=0.33)
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Graf Graf čč.4 F.4 Fáázový portrzový portréét t ––
zmena priepustnosti zmena priepustnosti a a 
(rozsah 0.(rozsah 0.1 1 ÷÷ 1.5, 1.5, krokkrok 0.10.1))

aa
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Graf Graf čč..55 FFáázový portrzový portréét t ––
zmena zmena regeneraregeneraččnenej rýchlosti j rýchlosti bb
(rozsah 0.(rozsah 0.1 1 ÷÷ 1.5, 1.5, krokkrok 0.10.1))

bb
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HistorickHistorickéé zobrazenie lekzobrazenie lekáára morura moru

Ďakujem Vám za pozornosť...ĎĎakujem Vakujem Váám za pozornosm za pozornosťť......


