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Z histérie _ a g

e jeden z najznamejsich prikladov
populacnej epidémie —
pripad Vel'kého moru v Londyne
(vypukol v rokoch 1665 — 1666)

e Z0 zaznamov umrtnosti
obyvatel'stva mozeme zostrojit’
epidemicku krivku
(jej charakteristicky tvar opisali
A. G. McKendrick a W. O.
Kermack)

Fotografia zaznamu umrtnosti obyvatelstva (26.09. — 3.10 16695) -
umrtnost na mor (5533) bola viac ako 37- krat vacésia jako pdérodnost (146)
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Z histaorie ﬂg‘

Anderson Gray McKendrick (1876 - 1943) William Ogilvy Kermack (1898 - 1970)

e propagovali vyuzitie matematickych metdd v epidemioldgii

e v rokoch 1927 a 1932 vydali dva dolezité dokumenty,
tykajuce sa matematickej tedrie Sirenia epidémie, na ktoré
sa odvolavame dodnes
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Véeobecnd charakteristika modelu

Model populacie je rozdeleny do troch skupin:

e citlivi jednotlivci S (susceptible individuals)
e infikovani jednotlivci I (infected individuals)
e odolni (imunni) jednotlivci R (re-infection individuals)
as(b)i(t) bi(t)
s(t) = i(t) = r(t)
citlivi jednotlivci infikovani jednotlivci odolni (imunni) jednotlivci
Celkova populacia je rovha: N=S+I1+R (1)
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Predpoklady Aﬁ é?ﬁ

e jednotlivci su zaradeni do jednej z kategorii (citlivi, infikovani, odolni)

e populacia je velka, so stabilnym poctom jednotlivcov
e ignorujeme prirastok populacie (narodenie a smrt’) v priebehu epidémie

e ignorujeme nejakeé d'alSie rozdelenia obyvatel'stva vekom, pohlavim,
mobilitou alebo inymi faktormi (tieto rozdiely by mohli v realite zohravat’
dolezitu ulohu)

e kazdy jednotlivec prichadza denne do kontaktu s takym istym pomerom
I'udi z kazdej kategorie

e pre jednoduchost’ uvazujeme, ze odolni jednotlivci R suU permanentne
imunni
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Diferencidlne rovnice a parametre modelu

Zakladné diferencialne rovnice su nasledujuce:

d“"(: ) — _as()i(® (2)
o r(t)=1-s(2)-i(z) (4)
i(1
_ () — bi 3
" as@)i(t)-bi(r)  (3)
Plati: s(t) =S/N i(t) =1/N rt) =R/N
kde s(t) - podiel citlivej populacie S - pocet citlivych jednotlivcov

i(t) - podiel infikovanej populacie I - pocet infikovanych jednotlivcov
r(t) - podiel odolnej populacie R - pocCet odolnych jednotlivcov

N - celkova populacia
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Diferencidlne rovnice a parametre modely o ﬂg

Parametre chrakteristické pre kazdu chorobu:
a prlepustni)sf ds(t) = _as(9)i(D (2)
b1 - regeneracné 4 r)=1-s(t)—i(z)  (4)
7 - priemerné ti dx(j) =as(t)i(t)-bi(t) (3)
¢ = % - pocet kontakec. -
///

Pre rovnice (2, 3,4) existuje urcita invarianta systému:

1O+ s@) -2l s@) = k k - kondtanta
o

¢o dokazeme

dl. . b Y diy ds) b 1 ds(t)
E‘\-z(r)+s(r)—glns(r)’]_0 - e
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dj;:):as(r)f(r)—bf(r) (3) Km

ds(r)
Diferencidlne r@v/nL —as()i(r) (2)

Po dosadeni z rovnic (2, ostaneme:

as(1)i(t) —bi(t) —as(t)i(t) — g Ilf) (—as()i(t)) =0

z Coho vyplyva, Zze uvedeny vyraz je rovny konstante.

Uvazujeme pripad bez novych infikovanych, takZe rovnica (3) sa zredukuje

na tvar:
di(t)

dt

= -bi)  (6)
potom i(t) =i(0)e™
Pocet infikovanych jednotlivcov /), ktori sa uzdravia za Cas (¢, ¢ + dt):

di(z) = ‘[ d“(r)]dr _ i(£)bdt = i(0Ybe " dt
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Diferencidlne rovnice a parametre modelu [ ray “’ﬂg“'—“
<

|

Priemerné trvanie infekcie {,-J& potom rovne:

J'f(@)be—f”rdr
D 1

rﬁ"::}c -7

J'f(ﬂ)be—f“dr

0
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Podmienky pre Sirenie epidémie S e ﬂg‘

\‘f_’.

V epidemioldgii ma slovo “epidémia” formal d:(r)_ "
ktorom pocet infikovanych jednotlivcov /(UJ as (i) - bie)  (3) ‘

—//

Podmienky pre sledovanie Sirenia epidémie vyplyvaju priamom):

di(t)
dt

Ak s, je poCiatoCny pocet s(%), potom podmienka pre Sirenie epideémie je

b
musi byt’ vzdy kladné, z ¢oho vyplyva s(7) = - (7)

So(7) = E
a
1

Infikovani jednotlivci /(%) budu priemerne nakazlivi poCas doby 7 .

Pocet citlivych jednotlivcov s(¢) nakazenych jednym infikovanym
jednotlivcom /(¢) za jednotku Casu je potom as(?) .
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as(t) T
P

Podmienky pre Sirenie epidémie

Potom celkovy pocet l'udi, nakazenych jednym infikovanym je

as, (7)

Parameter oznaCovany ako R, = 152 nazyva miera reprodukcie

epidémie.
Aby mohol bvt’ stav kvalifikovanv ako epidemicky, toto Cislo musi byt’

..... L as()i(t)-bi(r) (3)

vacsie ake gt

v : e L b
Z rovnice (3) vidiet, ze vrchol (maximum) epidemie nastane, ked" s =—,
To je vtedy, ked' miera reprodukcie R, je rovna 1.

ZaCiatocCny pocet infikovanych jednotlivcov /(%) nehra ulohu v urcovani,
Ci nastala epidémia. Obzvlast’ od neho zavisi Cas vrcholu epidémie.
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Podmienky pre Sirenie epidémie Katedra matematily (88 "'_“
SpiCka epidémie

% gaf &.1 (Chripka)

s[0] =0.95, i[D] = 0.05, Ry = 1.33

£[0] =0.71, i[0] = 0.05, By =1.00

s[0] =0.50, i[0] = 0.05, By =0.70

Graf €.1 Priebeh infikovanej populacie v Case
(priklad pre chripku a=0.47, b=0.33)

a.) nastava Sirenie epidémie (R,=1.33)
b.) Spicka epidémie (R,=1.00)

C.) nenastava Sirenie epidémie (R,=0.7)

1a 20 an 40 50 €0 70

~ april 2006 Podmienky pre Sirenie epidémie




Podmienky pre Sirenie epidémie FE STU v Bratsave ﬂg"
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graf €.2 |[Chripka]

£[0] =0.95, i[0] = 0.05, Ry = 1.33

Graf ¢.2 Priebeh citlivej, infikovanej a odolnej populacie
v Case (priklad pre chripku a=0.47, b=0.33)
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Rovnovdha a stabilita R e ﬂg‘

e rovnovazne stavy z rovnic (2, 3, 4) su tie, v ktorych /(t)=0
a s(t)=c kde c je I'ubovol'na kladna konstanta

e formalnou analyzou stability dostavame dve charakteristické
Cisla 0a ac—-b

e pri vhodnych podmienkach pre Sirenie epidémie, nadobuda
charakteristicke Cislo ac — b kladnu hodnotu a bod
rovnovahy je nestabilny

 ak charakteristicke Cislo ac — b ma zapornu hodnotu, neda
sa vyvodit’ zaver stability
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Rovnovéha a stabilita Skl
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graf .3 [Chripka, Bubeola)

rubecla
chripka

s[0] =0.95, i[0] = 0.05, By =1.33

Graf €.3 Fazovy portrét

a.) rubeola (a=0.62, b=0.09)
b.) chripka (a=0.47, b=0.33)
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Rovnovdha a stabilita e ’ﬂg

p //

graf &.4 [Chripka]

_ Graf ¢.4 Fazovy portrét —
o.e | zmena priepustnosti a
' (rozsah 0.1 + 1.5, krok 0.1)
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graf &.5

[Chripka]

Katedra matematiky / Iﬁ
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Graf €.5 Fazovy portrét —
zmena regeneracnej rychlosti
(rozsah 0.1 + 1.5, krok 0.1)
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Dakujem Vam za pozornost...

Historické zobrazenie lekara moru
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