ZAKLADY TEORIE PRAVDEPODOBNOSTI
Definicia pravdepodobnosti

Definicia 1.

Nech Q je lubovolna neprazdna mnozina. Systém & podmnozin
mnoziny Q sa nazyva o-algebra, ak

(S1) © € &,

(S2) Ae F>AceF

S3)Vne N, Ane F=>U{AnneN}e F
Kazdy prvok A o-algebry & sanazyva nahodnd udalost.

Veta 1. (vlastnosti o-algebry)

Nech Q je lubovolna neprazdna mnozina a nech F je o-algebra jej
podmnozin. Potom

S4) Qe F
S5)A,BeF=>AUBeF
S6) Vi=1,2,...,n, An € F > U{AiL i
SHAA,Be F=>AnBeF
S8 Vi=1,2,...,nAneF=>n{A:i=1,
2,..,nteF

S VneN AneF=>n{AnneN}le F

S1I0)0A,BeF=>A-BeF

(
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(
(

Definicia 2.

Nech Q je lubovolna neprazdna mnozina a nech F je o-algebra jej
podmnozin. Pravdepodobnost ou nazyvame redlnu funkciu P: F — [0, 1] s
vlastnost ami

(P1) P(Q) =1

PRR)Vi,jeN,i=j,AinAj=J, A, Aj€ F = P(U{An: n € N}) = Z{P(An):
n € N}L
Trojica (Q, F, P) sa nazyva pravdepodobnostny priestor.

Veta 2. (vlastnosti pravdepodobnosti)

Nech Q je lubovolna neprazdna mnozina a nech F je o-algebra jej
podmnozin. Potom

(P3) P(@) =0



P4) VA,Be F,ANnB = = P(A U B) = P(A) + P(B)

P5) VA € F, P(Ac) = 1 - P(A)

P6) VA, B e F, A< B= PB-A) =P(®B) - P(A)

P7) VA,B € F, A< B = P(A) < P(B)

P8) VA, B € F = P(A U B) + P(A n B)= P(A) + P(B)

PO) Vi,j=1,2,...ni#j,AnNA =3, A, AEF=PUA:i=1,2,
.., N) = P(A1) + P(A2) + ... + P(An)

P(10) Vn € N, AnS Ant1, An € F = P(U{Ar: n € N}) = limnP(An)
P1T) Vn €N, An2 Ani1, An € F = P(N{An: n € N}) = limnP(An)

(
(
(
(
(
(

Podmienena pravdepodobnost

Definicia 3.

Nech (Q, &, P) je pravdepodobnostny priestor a nech A, B € &, pricom
P(B) = 0. Podmienenou pravdepodobnost'ou udalosti A za podmienky B
budeme nazyvat cislo
Ps(A) = P(A|B) = P(A n B)/P(B).

Veta 3 (o uplnej pravdepodobnosti a Bayesov vzorec)

Nech (Q, &, P) je pravdepodobnostny priestor a nech E je
spocitatelna indexova mnozina. Nech Vi € E,Bie &F,P(Bi) + 0 a Vi,j€E,i
+j,BiNnBj=@.Nech A & PA) =0 a A< U{Bi:i € E}. Potom

a) P(A) = Z{P(Bi))P(A|Bi): i € E}

b) Vk € E, P(B«k|A) = P(BK)P(A[BL)/P(A)

Nezavislost udalosti

Definicia 4
Nech (Q, &, P) je pravdepodobnostny priestor a nech A, B € &F.
Hovorime, ze udalosti A, B su nezavis/é, ak P(A n B) = P(A)P(B).

Veta 4 (charakterizacia nezavislosti)

Nech (Q, &, P) je pravdepodobnostny priestor, nech A, B € & a nech
P(A) = 0 = P(B). Potom nasledujuce podmienky su ekvivalentné:

(i) A, B su nezavislé



(i) P(A[B) = P(A)
(iii) P(B|A) = P(B)

Definicia 5

Nech (Q, &, P) je pravdepodobnostny priestor a nech pre i =1, 2, ...,
n, Ai € F. Hovorime, ze udalosti A1, Az, ..., An sU nezavis/é, ak pre Yk <n
a V injektivne zobrazenie z:{1, 2, ..., k} = {1, 2, ..., n} plati P(Azq) N Az2) N
o N Azao) = P(AZ(1)P(Az2))...P(Az)).

Nahodna premenna

Definicia 6.

Nech (Q, &, P) je pravdepodobnostny priestor. Funkciu X: Q — R
takl, ze pre Vc € R, Ac = {w € Q: X(w) < ¢} € F, budeme nazyvat ndahodnou
premennou (ndhodnou veli¢inou).

Definicia 7.

Nech (Q, &, P) je pravdepodobnostny priestor a nech X je nahodna
premenna.
Funkciu F: R — [0, 1] definovanu vzt ahom
F(x) = Pw € Q: X(w) < x}) budeme nazyvat distribucnou funkciou ndhodnej
premennej X.

Veta 5 (vlastnosti distribucnej funkcie)

Nech (Q, &, P) je pravdepodobnostny priestor a nech X je nahodna
premenna s distribu¢nou funkciou F. Potom

(D1) Va, b € R,Pw € OQ: a < X(w) < b}) = F(b) - F(a)

(D2) F je neklesajuca funkcia

(D3) F je spojita zlava

(D4) limx—oF(x) = 1, limx--oF(X) =0
Definicia 8

Nahodna premenna X sa nazyva diskrétna nahodna premennd, ak

mnozina jej hodnoét je spocitatelna.

Definicia 9



Nech (Q, &, P) je pravdepodobnostny priestor a nech X je diskrétna
nahodna premenna s distribu¢nou funkciou F. Funkcia f: R — R definovana
vztahom f(x) = PQw € Q: X(w) = x}) sa nazyva pravdepodobnostnou
funkciou diskrétnej nahodnej premnnej X.

Veta 6 (vlastnosti pravdepodobnostnej funkcie)

Nech (Q, &, P) je pravdepodobnostny priestor a nech X je diskrétna
nahodna premenna s distribuc¢nou funkciou F a s pravdepodobnostnou
funkciou f, ktorej mnozina hodnot je H. Potom

(PF1) Vx € R, f(x) = limx+F(t) - F(x)

(PF2) Vx € R, F(x) = 2{f(t): t € H, t < x}

(PF3) Va,be R,Pw € Q:a < X(w) < b} = 2{f(t): te H,a<t<b}

(PF4) Z{f(x): x e H} =1

Definicia 10
Nech (Q, &, P) je pravdepodobnostny priestor a nech X je nahodna
premenna s distribu¢nou funkciou F. Funkcia f: R — R, taka, ze pre Vx € R

X

F(x) = [ f(t)dt
sa nazyva funkciou hustoty nahodnej premennej x. Nahodna premenna X
sa nazyva spojita nahodna premennd, ak ma funkciou hustoty.

Veta 7 (vlastnosti funkcie hustoty)

Nech (Q, &, P) je pravdepodobnostny priestor a nech X je spojita
nahodna premenna s distribu¢nou funkciou F a s funkciou hustoty f. Potom
(FH1) 3S Cc R, S spocitatelna tak, ze Vx € R - S, f(x) = dF(x)/dx

(FH2) Va, b € R, Pqw € Q: a < X(w) < b})
b
= [f(x)dx

a 00

(FH3) [f(x)dx =1

—00

Ciselné charakteristiky rozdeleni pravdepodobnosti



Definicia 11

Nech X je diskrétna resp. spojita nahodna premenna s
pravdepodobnostnou funkciou resp. funkciou hustoty f a H nech je
mnozina hodno6t v diskrétnom pripade.

Cislo

(o]

E(X) = 2{xf(x): x € H} resp. EXX) = [xf(x)dx
sa nazyva strednd hodnota nahodnej premennej X.
Cislo

var(X) = Z{(x - E(X))2f(x): x € H} resp.

var(X) = [(x - E(X))2f(x)dx

—00

sa nazyva variancia nahodnej premennej X.

Transformacia nahodnej premennej

Veta 8 (rozdelenie pravdepodobnosti transformovanej diskrétnej nahodnej
premennej)

Nech X je diskrétna nahodna premenna s pravdepodobnostnou
funkciou f a s mnozinou hodnét H. Nech h: R — R je lubovolna funkcia.
Potom Y je diskrétna nahodna premenna s mnozinou hodnot K = {h(x): x €
H} a s pravdepodobnostnou funkciou

gly) = 2{f(x): x € H, y = h(x)}

pre Vy € K, g(y) =0 pre y & K.

Veta 9 (rozdelenie pravdepodobnosti transformovanej spojitej nahodnej
premennej)

Nech X je spojita nahodna premenna s funkciou hustoty f a's
mnozinou hodn6ét H. Nech h: R — R je rydzomonotdénna diferencovatelna
funkcia. Potom Y = h(X) je spojita nahodna premenna a 3 spocitatelna
mnozina S tak, Ze pre jej funkciu hustoty g plati



Vye R-S

g(y) = f(h=1(y))[dh-1(y)/dy|

Veta 10

Nech X je diskrétna resp. spojita nahodna premenna s
pravdepodobnostnou funkciou resp. funkciou hustoty f a H nech je
mnozina hodnot v diskrétnom pripade.
Nech h: R — R je taka funkcia, ze Y = h(X) je diskrétna resp. spojita
nahodna premenna.
Potom

E(Y) = Z{h(X)f(x): x € H} resp.

ECY) = [h(X)f(x)dx

-0

Dosledok
var(X) = E((X - E(X))?)

Nahodny vektor

Definicia 12.

Nech (Q, &, P) je pravdepodobnostny priestor. Funkciu X: Q — Rn so
zlozkami Xi: Q — R, ktoré si nahodnymi premennymi, budeme nazyvat
ndahodnym vektorom .

Definicia 13.

Nech (Q, &, P) je pravdepodobnostny priestor a nech X je nahodna
premenna.
Funkciu F: Rn — [0, 1] definovanu vzt ahom
F(x) = Pqw € Q: Xi(w) < xi, prei =1, 2, ..., n}) budeme nazyvat distribucnou
funkciou nahodného vektora X.



Veta 11 (vlastnosti distribucnej funkcie nahodného vektora)

Nech (Q, &, P) je pravdepodobnostny priestor a nech X je nahodny
vektor s distribuc¢nou funkciou F. Nech 1,] je lubovolny rozklad indexovej
mnoziny {1, 2, ..., n}, v, Y, ai < by, resp. z, Z, c < d, su subvektory vektorov x,
X, u, v e Rnso zlozkami uréenymi indexovou mnozinou |, resp. indexovou
mnozinou J, Potom

(D1) Pw € Q: X(w) € [a, b)X[ ¢, d)}) = F(b,d) - F(b, ¢) - F(a, d) + F([a, c)
(D2) F je v kazdej zlozke neklesajuca funkcia,

(D3) F je v kazdej zlozke spojita zlava,
(D4) limx—oF(x) = 1, limz—_F(x) = 0
(D5) ak G je distribucna funkcia subvektora Y, tak limz—F(x) = G(y),

Definicia 14
Nahodny vektor X sa nazyva diskrétny nahodny vektor, ak vsetky jej
zlozky su diskrétne nahodné premenné.

Definicia 15

Nech (Q, &, P) je pravdepodobnostny priestor a nech X je diskrétny
nahodny vektor. Funkcia f: R — R definovana vzt ahom f(x) = P(w € Q:
X(w) = x}) sa nazyva pravdepodobnostnou funkciou diskrétneho nahodného
vektora X.

Veta 12 (vlastnosti pravdepodobnostnej funkcie nahodného vektora)

Nech (Q, &, P) je pravdepodobnostny priestor a nech X je diskrétny
nahodny vektor s mnozinou hodnot H, s distribu¢nou funkciou F as
pravdepodobnostnou funkciou f. Potom

(PF1) Vx € Rn, F(x) = 2{f(t): t € H, t < x}

(PF2) Va,b e R", Pw € Q:a < X(w) < b} = Z{f(t): t e H,a<t< b}

(PF3) X{f(x): x e H} = 1

(PF4) ak 1,J je lubovolny rozklad indexovej mnoziny {1, 2, ..., n}, y
resp. z su subvektory vektora x so zlozkami urc¢enymi indexovou mnozinou
| resp. J, H; je mnozina vSetkych subvektorov vektorov z H, urcenych
indexovou mnozinou J a g je pravdepodobnostna funkcia subvektora Y,
tak Z{f(y, z): z € Hz} = g(y).

PF
PF

Definicia 16



X je nahodny vektor s distribuc¢nou funkciou F. Funkcia f: Rn - R,
taka, ze pre Vx € R

X

F(x) = [[...] f(t)dt
sa nazyva funkciou hustoty ndhodného vektora X. Nahodny vektor X sa
nazyva spojity nahodny vektor, ak ma funkciou hustoty.

Veta 13 (vlastnosti funkcie hustoty)
Nech (Q, &, P) je pravdepodobnostny priestor a nech X je spojity
nahodny vektor s distribu¢nou funkciou F as funkciou hustoty f. Potom
(FH1) 3S Cc R, S spocitatelna tak, ze Vx € R - S, f(x) = dnF(x)/dxn
(FH2) Va,b € R, P{w € Q: a < X(w) < b))
b

= [[...[f(x)dx

a o]

(FH3) [J...[f(x)dx = 1

(FH4) ak 1I,J je lubovolny rozklad indexovej mnoziny {1, 2, ..., n}, y
resp. z su subvektory vektora x so zlozkami ur¢enymi indexovou mnozinou
| resp. J, a g je funkcia hustoty subvektora Y, tak

[o0]

(FH5) [ [.../f(y, 22dz = g(y)

—00

Nezavislost zloziek nahodného vektora

Definicia 17.

Nech X je nahodny vektor s distribu¢nou funkciou F(x) a nech Fi(xj)
je distribucna funkcia i-tej zlozky Xi nahodného vektora X. Hovorime, ze
zlozky vektora X su nezavislé, ak pre vsetky vektory x € Rn plati

F(x) = TI{Fi(x):i=1, 2, ..., n}

Veta 14. (podmienky nezavislosti nahodnych premennych)



Nech X je diskrétny resp. spojity nahodny vektor s distribu¢nou
funkciou F(x) a s pravdepodobnostnou funkciou, resp. funkciou hustoty f.
Nech Fi(xi) je distribucna funkcia a fi(x;) pravdepodobnostna funkcia, resp.
funkcia hustoty i-tej zlozky Xi ndahodného vektora X. Zlozky vektora X su
nezavislé prave vtedy, ak pre vSetky vektory x € Rn, resp. v spojitom
pripade okrem spocitatelne vela prvkov Rn plati

f(x) = TI{fix):i =1, 2, ..., nk

Ciselné charakteristiky rozdeleni pravdepodobnosti ndhodného vektora

Definicia 18.

Nech X je diskrétny resp. spojity nahodny vektor. Vektor E(X), ktorého
i-tou zlozkou je stredna hodnota E(Xi) i-tej zlozky Xi nahodného vektora X,
sa nazyva strednou hodnotou nahodného vektora X.

Definicia 19.
Nech X je diskrétny resp. spojity nahodny vektor so strednou
hodnotou E(X). Cislo

cov(Xi, Xj) =
2 E{(xi = E)(x; = EX)Fi(xi,xj): xi € Hi, yj €Hj}

resp.

cov(Xi, Xj) = [ J(xi — ECX)(x; — EC))fij(xi,x;)dxidx;
kde fi; je pravdepodobnostna funkcia, resp.
funkcia hustoty subvektora (Xi, X;) a Hk pre k=1, j, je v diskrétnom
pripade mnozina hodnoét k-tej zlozky Xk, sa nazyva kovariancia zloziek X;,
Xj nahodného vektora X.

Matica



sa nazyva kovariancna matica nahodného vektora X.
Cislo

p(Xi, Xj) = cov (Xi, Xj)/~/(var(Xjvar(X;))

sa nazyva korelacny koeficient zloziek Xi, X;
nahodného vektora X.

Rozdelenie pravdepodobnosti sti¢tu nahodnych premennych

Veta 15.

Nech Z = (X, Y) je diskrétny, resp. spojity nahodny vektor s
pravdepodobnostnou funkciou, resp. funkciou hustoty f(x,y) a nechv
diskrétnom pripade Hx a Hy sU mnoziny hodnot, ktoré nadobudaju zlozky
X, resp. Y nahodného vektora Z. Potom ndhodna premenna Z=X+Y je
diskrétna, resp. spojita a pre jej pravdepodobnostnu funkciu, resp. funkciu
hustoty g plati

g(z) = Z{f(x, z - x): x € Hx}
=3{f(z-vy,y):y € Hvy}

ak z € Hz = {x + y: x € Hx, y € Hv},

g(z) = 0 inak, resp.

[o0] o0

9(z) = Jf(x, z - x)dx = [f(z -y, y)dy

—00 -0

Definicia 20.

Nech Z = (X, Y) je diskrétny, resp. spojity nahodny vektor s
nezavislymi zlozkami, ktorych pravdepodobnostné funkcie, resp. funkcie
hustoty su fi(x) a fa(y) a nech v diskréthom pripade Hx a Hy su mnoziny
hodnot, ktoré nadobudaju zlozky X a Y nahodného vektora Z. Potom
pravdepodobnostna funkcia, resp. funkcia hustoty g(z) nahodnej premennej
Z =X+ Y sanazyva konvolucia funkcii fi(x) a fa(y), t.j. pre konvoluciu
fix f> plati
fix f2(z) = Z{fi(x) f2(z - xX): x € Hx}



= J{fi1(z - y) fa(y): y € Hv}
ak ze Hz={Xx +y:x € Hx, y € Hv},
fix f2(z) = 0 inak, resp.

o]

fix fa(z) = [fi1()f2(z - x)dx

-0

[o0]

= [fi(z - y)fa(y)dy
Veta 16.

Nech X je diskrétny resp. spojity ndhodny vektor s
pravdepodobnostnou funkciou resp. funkciou hustoty f a H nech je
mnozina vektorovych hodnot v diskrétnom pripade.

Nech h: R" — R je také zobrazenie, Zze Y = h(X) je diskrétna resp. spojita
nahodna premenna.
Potom

ECY) = Z{h(X)f(x): x € H} resp.

ECY) = [].../hOOf(x)dx

—00

Vlastnosti Ciselnych charakteristik nahodnych premennych a vektorov

Veta 17. (vlastnosti strednej hodnoty)
Nech X,Y su nahodné premenné a a, b € R. Potom
E1) E(@) = a
E2)X=>=0=>EX)>0
E3) E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y)
E4) X <Y = E(X) < E(Y)
E5) X, Y nezavislé = E(XY) = E(X)E(Y)
E6) EX2)=0=>PX=0) =1
E7) [EX)| < E(IX])
E8) E2(X) < E(X?)

A~ o~ A~ A~ A~ o~ o~ o~

Veta 18. (Cauchy - Schwarzova nerovnost)



E2(XY) < E(X?)E(Y?)

Veta 19. (vlastnosti variancie)
(V1) var(X) = E(X2) - E2(X)
(V2) var(aX) = a2var(X)
(V3) varX £ Y) =
= var(X) + var(Y) = 2cov(X, Y)
(V4) var(X) = 0 & PX = EXX)) = 1

Veta 20. (vlastnosti kovariancie)
(C1) cov(X, Y) = E((X = EX))(Y - E(Y))) = E(XY) - E(X)E(Y)
(C2) cov(X, Y) = cov(Y, X)
(C3) cov(aX + b, Y) = a cov(X, Y)
(C4) cov(X + Y, Z) = cov(X, Z) + cov(Y, Z)
(C5) X, Y nezavislé = cov(X,Y) =0
(C6) cov2(X, Y) < var(X) var(Y)

Veta 21. (vlastnosti korelacného koeficientu)
(K1) X, Y nezavislé = p(X,Y) =0
(K2) [p(X, V)| <1
(K3) |pX,Y)]=1=3a,be R, a=0,
PY=aX +b) =1
KY=aX+b=>pX,Y)=1 ak a>0
pX,Y)=-1 ak a<0

Veta 22.

Nech X je nahodny vektor, b € Rm a A je matica typu mxn. Potom
pre strednu hodnotu E(Y) a kovariancnu maticu var(Y) nahodného vektora
Y =AX + b plati

EcY) =AEX) + b

var(Y) = A var(X) AT

Veta 23.
Kovariancna matica var(X) lubovolného nahodného vektora X je
- symetricka
- nezaporne definitna



Postupnosti nahodnych premennych

Definicia 21.

Nech X je ndhodna premenna a nech {Xn|n=1, 2, ...} je postupnost
nahodnych premennych definovanych na tom istom pravdepodobnostnom
priestore (Q, F, P) ako nahodna premenna X. Hovorime, Ze postupnost Xn
konverguje k X podla pravdepodobnosti a piseme

pp
Xn I X,

ak pre Ve > 0
limn-o P(|Xn - X| = €) = 0.

Veta 24(zakon velkych cisiel)

Ak {Xn| n=1, 2, ...} je postupnost nekorelovanych nahodnych
premennych a existuju Cisla b, c € R tak, Ze pre Vne N EXn) =c a
var(Xn) < b, tak

pp
(I/nZ{Xili=1,2,..,n}—>cC

Definicia 22.
Budeme hovorit, Ze postupnost Xn konverguje k X v kvadratickom
strede a piseme
L2
Xn = X,
ak
limn- E((Xn - X)2) = 0.

Veta 25.(vzt ah medzi konvergenciou "pp" a L2)

L2 pp
Xn—’x = Xn—’X

Veta 26.(ekvivalentna podmienka L, konvergencie)
Postupnost X, konverguje k X v kvadratickom strede prave vtedy,
ked’



Iimm—»oo,n—»oo E((Xm - Xn)z) = O

Veta 27.(Dosledky Lz konvergencie)
L2

Nech X, — X a E(X?) < o alebo E(Xn2) < co. Potom

a) E(|Xn - X|) = 0

b) E(Xn) — E(X)

o) E(Xn?) — E(X?)

d) E(ZXn) — E(ZX)

e) Va, b € R, ak X, konverguje v kvadratickom strede k X a Yn
konverguje v kvadratickom strede k Y, potom aj aXn + bYn konverguje v
kvadratickom strede k aX + bY.

Definicia 23.

Nech X je nahodna premenna s distribuc¢nou funkciou F a nech {Xu|
n=1,2,..} je postupnost nahodnych premennych s distribu¢nymi
funkciami Fn. Hovorime, Ze postupnost Xn konverguje k X (resp. k
rozdeleniu ur¢enému distribuc¢nou funkciou F) pod/a distribucie

F
(zapis: Xn — X ), ak postupnost Fn bodovo konverguje k F, t.j. pre Vx € R

limn-oFn(x) = F(X)
Veta 28. (Centralna limitna veta)
Nech {Xn| n =1, 2, ...} je postupnost nezavislych nahodnych

premennych s tym istym rozdelenim, ktorého stredna hodnota je m a
variancia b2. Potom postupnost

Yn = (Sn - nm)/(b\/n)

kde Sn = 3{Xi|i=1, 2, ..., n}, konverguje podla distriblcie k rozdeleniu
N(O, 1).



