STOCHASTICKY PROCES
Definicia stochastického procesu

Definicia 1

Nech (Q, F, P) je pravdepodobnostny priestor a nech T je
podmnozina R. Pre kazdé t € T nech X(t, w) je nahodna
premenna definovana na pravdepodobnostnom priestore (Q, F,
P). Systém {X(t, w):t € T, w € Q} nahodnych premennych
nazyvame nahodny proces. Premennu t nazyvame cas.

Ak T je spocitatelna mnozina, tak X(t) nazyvame proces s
diskrétnym casom alebo casovy rad alebo retazec. Ak T nie je
spocitatelha, hovorime o X(t) ako o procese so spojitym casom.

Pre pevné w € Q je funkcia x(t) = X(t, w) realizaciou
nahodného procesu.

Definicia 2
Nech ne N, t1, t2, ..., th € T, nech J je systém vSetkych
intervalovv E anech Bi, By, ..., Bn € 3. Podmnozinu

C(ty, t2, ..., th) = {x € ET: x(t1) € B1, x(t2) € By, ..., X(tn) € Bn}

mnoziny ET nazyvame meratelhy konecnorozmerny valec v ET
so zadkladriou B, B2, ..., Bn v bodoch ti, t2, ..., tn.

NajmensSia o-algebra BT nad vsetkymi koneCnorozmernymi
valcami v ET sa nazyva sucinova o-algebra v ET.

Definicia 3

Nech {Pr: F C T, F je koneCna mnozina} je systém
pravdepodobnosti definovanych na konecnorozmernych
priestoroch, urcenych mnozinami F. Hovorime, Ze tento systém
spliia podmienku konzistencie, ak pre kazdé dve koneéné



mnoziny F c G = {ti, tz, ..., ta} C T a pre lubovolhy valec C so
zakladnou B, By, ..., Bn v bodoch ti, tz, ..., tn, takou, Ze pret €
G-F je Bt=E, plati Pr(C) = Pg(C).

Veta 1.

Nech {Pr: F C T, F koneCna mnozina} je systém
pravdepodobnosti definovanych na konecnorozmernych
priestoroch, uréenych mnozinami F a nech tento systém spina
podmienku konzistencie. Potom existuje jedina pravdepodobnost
Pt definovana na sucinovej o-algebre BT, ktora sa na kazdom
konecnorozmernom valci so zakladnou v bodoch mnoziny F
zhoduje s pravdepodobnostou Pe.

Definicia 4.
Nech X = {X(t): t € T} je nahodny proces definovany na (Q,
F, P) anech (ET, BT) je priestor funkcii, definovanych na T so
sucinovou o-algebrou. Pravdepodobnost Pr definovana pre
kazdé B € BT vztahom
Pr (B) = P(X-1(B))
sa hazyva rozdelenie pravdepodobnosti nahodného procesu X.

Definicia 5.
Realnu funkciu m = m(t) definovanui na mnozine T
predpisom
m(t) = E(X(1))
nazyvame stredna hodnota nahodného procesu.

Definicia 6.

Nahodny proces X = {X(t): t € T} nazyvame staciondrny v
strednej hodnote, ak jeho stredna hodnota je konstantna.
Nahodny proces, ktorého stredna hodnota sa rovna nule
nazyvame centrovany.



Definicia 7.

Nech X = {X(t): t € T} je nahodny proces, nech m(t) = E(X(t))
a nech E(X2(t)) < oo pre vsetky t € T. Realnu funkciu R(s, t)
definovanu na TxT vztahom

R(s, t) = cov(X(s),X(t)) = E((X(s) - m(s))(X(t) - m(1)))

nazyvame kovariancnou funkciou nahodného procesu X.

Definicia 8.

Nahodny proces X = {X(t): t € T} sa nazyva kovariancne
staciondrny, ak jeho kovarianc¢na funkcia R zavisi len od
vzdialenosti argumentov, teda ak R(s, t) = R(|s - t|). Kovariancna
funkcia sa niekedy nazyva aj autokovariancna funkcia.

Veta 2.

Pre kovariancnu funkciu kovarianCne stacionarneho procesu
plati:

(@) var(X(t)) = R(0) pre vsetkyt €T,

(b) R(- t) = R(t) pre vSetky t € T,

(c) |IR@®)| = |cov(X(s),X(s + t))| = (var(X(s))var(X(s + 1))z = R(0)
pre vSetky t € T.

Definicia 9
Nahodny proces sa nazyva s/abo stacionadrny, ak je
stacionarny v strednej hodnote a v kovariancii.

Definicia 10
Nahodny proces sa nazyva s//no staciondrny, ak pre
lubovolné n € N a lubovolné s, ti, tz, ..., th € T maju vektory



(X(t1), X(t2), ..., X(tn)) @ (X(s + t1), X(s + t2), ..., X(S + tn)) rovnaké
rozdelenia pravdepodobnosti.

MARKOVOVSKE RETAZCE

Homogénny markovovsky proces

Definicia 1

Diskrétny stochasticky proces (s diskrétnym casom) sa
nazyva markovovsky (retazec), ak pre lubovolni n-ticu ¢asovych
hodnot ti1< t2< ... < tn a lubovolhu n-ticu stavov si1, Si2, ..., Sin
plati

P( X(tn) = sin|X(t1) = si,1, X(t2) = Si2y -oey X(En-1) = Sijn-1) =
= P( X(tn) = Si,n|X(tn—1) = Si,n—])

Definicia 2

Diskrétny stochasticky proces (s diskrétnym casom) sa
nazyva homogénny (retazec), ak pre lubovolna (n + 1)-ticu
casovych hodnot ti<t; < ... <ti<...<tn h alubovolht n-ticu
StavoVv Sk,1, Sk,2, ..., Sk, ..., Sk,n plati

P(X(ti+1 + h) = sk,i+1, X(tis2+ h) = ski2, ..., X(tn + h) = Skn |
X1 + h) = sk1, X(t2 + h) = sk2, ..., X(ti + h = sk;) =
= P(X(ti+1) = sk,ir1, X(ti+2) = Skjit2, ---y X(tn) = Skn |
X(t1) = sk1, X(t2) = Sk2, ..., X(ti = sk,i))

Veta 1.
Nech X je disktrétny homogénny markovovsky proces s
mnozinou stavov {si, Sz, ..., sk} s diskrétnym ¢asom a s



rozdelenim pravdepodobnosti pi™ = P(X(n) = si). Potom pre
Stvorcovu maticu T = {pi;} stupna k, v ktorej pi; = P(X(1) =
si|X(0) = si), plati

k
@ > p;;=1 pei=1.,k
=1
(2) p(" = pn T pre n = 0.,1,..
(3) p(" = ptoTnr pre n = 0,1,.

(4) (T7");=P(X(n)=j|X(0)=1)

Stacionarnost a ergodickost homogénneho markovovského
retazca

Veta 1

Nech X je homogénny markovovsky proces s diskrétnym
casom a nech vektor p™ vyjadruje rozdelenie pravdepodobnosti
nahodnej premennej X(n). X je v silnom zmysle stacionarny
proces prave vtedy, ked” p™m = p©® pre n=1, 2, ....

Veta 2 (Markov)
Pre lubovolny homogénny markovovsky retazec X existuje
taky zaciatoCny vektor p©, ze X je stacionarny v silnom zmysle.

Definicia 4.
Homogénny markovovsky ret azec X sa nazyva ergodicky,
ak pre vsetky i =1, 2, ..., k existuju limity

e, =1lim p,'” pre i=1.2,., k

n- o



a su nezavislé od zaciatocného rozdelenia p®©. Vektor e so
zlozkami ei sa nazyva findlnym rozdelenim ergodického
homogénneho markovovského retazca X.

Veta 3
Homogénny markovovsky ret azec X s prechodovou maticou
T je ergodicky prave vtedy, ked' existuje

im T"=T°

n - oo

a matica T~ je pravdepodobnostna matica s rovnakymi riadkami.

Veta 4

Homogénny markovovsky ret azec X s prechodovou maticou
T je ergodicky prave vtedy, ked' existuje taka mocnina matice T,
ktora ma v aspon jednom stipci vetky prvky nenulové.

Veta 5

Ak existuje mocnina pravdepodobnostnej matice T stupna
k, ktora ma nenulovy stipec, potom existuje prirodzené ¢islo m,
m < k3 - 3k + 3, pre ktoré Tm ma nenulovy stipec.

HOMOGENNE NAHODNE PROCESY SO SPOJITYM CASOM

Homogénny markovovsky proces so spojitym casom,
Kolmogorovove rovnice

Definicia 1.



Intenzitou prechodu homogénneho markovovského procesu
X so spojitym casom sa nazyva Cislo

A = lim P(X (s+1t)= J|X{(s)=1)

'l t- 0+ t

pre vSetky i = j.

Veta 1 (Kolmogorov)

Nech X je homogénny markovovsky proces s mnozinou
stavov {0, 1, ...} aintenzitami prechodu Aij. Ak su funkcie pi
diferencovatelhé, tak vyhovuju diferencialnym rovniciam

=D A+ D Ap()

INEd I

pre i=0,1,....

Poissonov proces

Definicia 1

Poissonovym nahodnym procesom s parametrom A > 0
budeme nazyvat diskrétny ndhodny proces X s mnozinou stavov
k=0,1,.. aso spojitym casom T = [0, o), v ktorom P(X(0) = 0)
=1 apre Vs, t €T plati

P(X (s+t)—- X (s)=k)= (Ak;I)kexp( —At)

Veta 1 (vlastnosti Poissonovho procesu)
Poissonov proces je
(1) homogénny,
(2) proces s nezavislymi prirastkami,
(3) ordinarny, t.j. pre Vt € T plati



lim P(X(t+h)—X(t)>1):

h- 0+ h

0

Veta 2
Kazdy homogénny ordinarny nahodny proces s nezavislymi
prirastkami je Poissonov proces.

SYSTEMY HROMADNEJ OBSLUHY

Zdkaznici - nekonecna populacia
n-ty zakaznik prichadza v Case Tn
th = Th — Tna
ti, t2, ..., th - iid nahodné premenné

A(t) = P(ta < t) - rozdelenie pravdepodobnosti ¢asu medzi
prichodmi zakaznikov

Obsluha
Xn — doba obsluhy n-tého zakaznika
B(t) = P(xn < t) - rozdelenie pravdepodobnosti doby obsluhy

Sposob obsluhy
FIFO, LIFO, nahodne, RR, rozne druhy priorit, ...

Kendalov zapis



A/B/m/N -S

A - distribucia prichodu zakaznikov
B - distribucia obsluhy

m - pocet kanalov

N - ohranic¢enie dizky radu

S - sposob obsluhy

M - markovovsky proces distribucie

A(t) = M(t) = 1 - exp(-At)
pre prichod zakaznikov

B(t) = M(t) = 1 - exp(-ut)
pre dobu obsluhy

M/M/1/0
- systém s jednym kanalom, bez Cakania

intenzity prechodu
A1 =A ANo=M

Kolmogorovove rovnice
Po' = -Apo + Wp1
p1' = - up1 + Apo

Ustaleny stav
pi* = limeo pi(t)
Po* = W/(A + W)
p1* =AM+ u)



stredna hodnota poctu zakaznikov, ktorych systém obsluzi za
jednotku casu
o= AU/(\ + 1)

M/M/1 /oo
- systém s jednym kanalom,
s neobmedzenym cakanim

intenzity prechodu
Niici =N, AN+,i=M prei=0,1, 2, ...

Kolmogorovove rovnice
Po' = -Apo + Wp1
pi' = -\ + Wp1 + Apo + Up2
p2' = (A + Wp2 + Ap1 + Ups3

p' = —(A + WPk + Apk-1 + MPk+1
Ustaleny stav
p1* =W/ - A/p)
p2* = A/W2(1 - N/ y)
p* = A/ - A/u)
stredna hodnota poctu zakaznikov v rade
= N/(u(u - N)

stredna hodnota doby cakania v rade



t= MMM -N)

M/M/n/0
- systém s n kanalmi,
bez cakania

intenzity prechodu
ANisi =N, Aizi=@G+ 1Ny
prei=20,1, 2, ..., n-1

Kolmogorovove rovnice
Po' = -Apo + Wp1
pi' = -\ + Wp1 + Apo + 2up2
p2' = -(A + 21)p2 + Ap1 + 3ups3

p' = -\ + k)px + Apk-1 + (K + T)Mpk+

pn1' = —(A + (n=-T)u)pk + Apn-2 + NUPn
Pn' = —NUPn+ APn-1

Ustaleny stav (Erlangov vzorec)
p* = AW/ KT + AN/ /T + A/W)2 /2 + ... + Ak /KkD))

stredna hodnota poctu zakaznikov, ktorych systém obsluzi za
jednotku cCasu
X = }\/(] - pn*)

stredna hodnota poctu obsadenych kanalovk = A\/u)(1 - pn*)



M/M/n/oco
- systém s n kanalmi,
s neobmedzenym cakanim

intenzity prechodu
ANijis1 =N, Airni=(@G0+ Dy
prei=0,1, 2, .., n-1,
Aiit1 = A, Air1,i=np
prei=n,n+l1, ...

Kolmogorovove rovnice
Po' = -Apo + WP
pi' = -\ + Wp1 + Apo + 2up2
p2' = -\ + 2W)p2 + Ap1 + 3ups
Pn' = —~(A + NP + APn-1 + NP+
Pn+s1' = =N + NUPn+1 + APn + NUPn+2

Ustaleny stav
po* = (1 + W/W/T!+ A/W2 /2 + ... + A/ /nl) +(N/p)n!
/(ni(n = A/u))!
pe* = po* (\/WK/k! prek =1,2,...,n
P = po* (A/M) k/(nlnk-)
pre k =n+1, n+2, ...

stredna hodnota poctu zakaznikov v rade
= po* A/ W1/((n-1)(n-N/u)?)

stredna hodnota doby cakania v rade



T=T /A

stredna hodnota poctu obsadenych kanalov
k= Au



