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! Veduci prace
Abstrakt

Praca sa zameriava na Studium a experimentdlne
overenie efektivnosti algoritmov na vypocet ANF
Booleovskej funkcie malého poctu premennych..

1. Uvod

V booleovskej logike, algebraicka normalna forma
(ANF) je sposob ako Standardizovat a
normalizovat’ logické vzorce.

V analytickej Casti 2 rozoberame zakladné poznatky
danej problematiky. Cast’ 3 je venovana metologii
experimentov  aVvzavere  sumarizujeme  a
interpretujeme ziskané vysledky.

2. Zakladné definicie

2.1 Booleovské funkcie

Funkcia f:Z) >Z,,neN" sa nazyva
Booleovska funkcia n premennych.

Riedka Booleovska funkcia zavisi len na malo
premennych a obsahuje maly pocet jednotiek, resp.
nual. Totiz, ak funkcia obsahuje len maly pocet nl,
mozeme pocitat’

g(x) = f(x)+1, ()
a teda funkcia g ma maly pocet jednotiek.
Vektorom hodnét booleovskej funkcie je vektor

[ao,al,...,a?_n,l], kde &; je hodnota

f (i),
pricom | vyjadruje binarny prepis &isla i. To
znamena, ze vektor hodn6t je  jednoducho

postupnost’  vSetkych moznych hodnét, ktoré
nadobuda funkcia f pre postupne sa meniace x.[1]

2.2 ANF - Algebraicka normalna forma
Nech  @,,8,...,a, ,<€{01}, booleovska

funkciu mézeme jednoznacne zapisat’ v tvare:

f (X, Xp0e, X)) =8 +
X +a,X, +..+a,X, +
Ay, X Xy + o8 Xy X+

n-1,n *n-1
o+
al,Z ..... nX1X2"'Xn (2)
Uvedeny zapis sa nazyva algebraickd normalna
forma (ANF) funkcie f. Inak povedané, ANF je
polyném viac premennych s koeficientami v Z,,
ktorého hodnoty su hodnoty Booleovskej
funkcie.[2]

Nech f:Z) —Z, je Booleovska funkcia, a
nech (X, Xy, X)) € Z,[X, %o, X, ] JE

polyndm predstavujici jej algebraickii normalnu
formu. Na uschovanie celej algebraickej normalnej
formy potrebujeme 2" koeficientov. Toto &islo
rastie exponencidlne. Nie vSetky koeficienty s
v8ak nenulové a funkciu f vieme v niektorych
prikladoch reprezentovat’ aj tspornejsie. Nech pre

kazdé X,,X3,..., X, € Z plati
f(0,%,,., X,) = T (L X,y X,,) 3)
Potom f nezavisi od X; a funkciu f mézeme
zapisat’ pomocou polynému

f/eZ,[X,), X000 X, ]
Podobne moézeme odstranit’ aj iné premenné zo
zapisu algebraickej normalnej formy. Pre riedke

Booleovské funkcie je velkost ANF dostatocne
mala pre jej uchovanie.

2.3 Algoritmy

Pracujeme s 3 algoritmami. Vstupom do kazdého je
vektor hodno6t Booleovskej funkcie. Vystupom je
algebraicka normalna forma danej funckie zapisana
v binarnej  ststave. Koeficient na  pozicii
i zodpoveda tormu, kde sa wvyskytuji &leny
zodpovedajiice jednotkdm v binarnom rozvoji .
Napr. i = (1011), zodpoveda termu X;XoXs.



2.3.1 Algoritmus 1

Majme n premennych s 2" vstupmi. Sz je velkost’
Ciastkovej tabulky a Pos hodnota pozicie v tejto
Ciastkovej tabulke. Vstupny predpis vektora je g.
Tento  algoritmus sa nazyva  Moebiusov
transformaény algoritmus, ktory je velmi podobny
Walshovmu transformaénému algoritmu.

for ifromOton—1do
Let Sz« 2' ,Pos « 0
while Pos < 2" do
for jfrom0toSz—1do
g[Pos + Sz + jl«<—g[Pos + j] ® g[Pos + Sz + j]
end for
Let Pos < Pos+2-Sz

end while
end for
ANF () =9(X, Xy, X,,)
[3]
2.3.2 Algoritmus 2

Vypocitame vektory pre vSetky mozné termy (do
vel'kosti danej vel’kost’ou vstupov) a ulozime ich do
pol’a vektorov V. Vstupny predpis vektora je g. Sz
je velkost’ tabulky. Jednd sa vlastne o maticové
nasobenie, ktorého efektivnejsi zapis vyjadruje
prave Algoritmus 1.

Let Sz « 2!
for ifrom0toSz—1do
for jfrom0toSz—-1do
glil < VI, j1®gl]]
end for
end for

ANF (f) =9(X, X5,y X,,)

3. Metologia experimentov

3.1 Ciel’ a sp6soby merania

Ciel'om prace je zistenie vV praxi najvyhodnejsieho
algoritmu na vypocet algebraickej normalnej formy
pre Specifické, tzv. riedke Booleovské funkcie.
Teoretické odhady (pozri ¢ast’ 3.2) pre vacsi pocet
jednotiek vo  vektore hodnét jednoznacne
zvyhodiiuju algoritmus 1, avS8ak pre zistenie
efektifnejSicho algoritmu potrebujeme vytvorit
realny  program pre testovanie  rychlosti
jednotlivych  algoritmov. Kvoli  meratelnosti
jednotlivych algoritmov vyuzivame desattisic az
milion krat opakované cykly v zavistlosti od poctu
neznamych. V algoritme 3  kvoli  zisteniu
priemerného ¢asu kazdy cyklus este opakujeme 100
krat s r6znymi vstupmi.

3.2 Teoretické odhady zloZitosti

Pre teoreticky odhad zlozitosti zadefinujeme vzorce
na vypocet poctu xorov T pre prvé dva algoritmi.
Algoritmus 1:

N 5n
=52 (4)
Algoritmus 2:
T,=k-2"

(®)
Oznaéme K ako pocet jednotick Vv danej tabulke
pravdivosti a n ako pocet premennych. Pri testovani
pocitame s 3 premennymi pre jednotlivé variacie
vstupov podl'a vzorcov (4) a (5).

Tab. 1. Zlozitost’ podl'a teoretického odhadu.

2.3.3 Algoritmus 3

Algoritmus 3 vychadza z postupného pripajania
koeficientov na zaklade rozdielu doterajsej ANF a
spracovavanej funkcie.

K Algoritmus 1 Algoritmus 2
8 12 64
7 12 56
6 12 48
5 12 40
4 12 32
3 12 24
2 12 16
1 12 8
0 12 0

g%y, Xy, X, ) = (0,0,...,0)
for k=1to 2" —1do
k=b, +b,2+b,2° +...+b 2"
if g(by,b,,..,b.) % f(by,b, ..., ) then

(X, Xy ey X, ) # f(xl’XZ"“’Xn)®H::1(Xi)bi

end if
end for

ANF () =9(X, Xy,ees X))

[4]

Na zaklade tabul'ky zostrojime graf pre zobrazenie
priebehu zlozitosti pre oba algoritmy.
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Obr. 1. Zlozitost’ podl'a teoretického odhadu.

Zlozitost’ Algoritmu 3 zavisi navyse nielen na pocte
jednotiek, ale aj na ich polohe vo vektore hodnét.
Overujeme ju preto presnejSie len experimentalne
a v§imame si najlep$i, priemerny a najhors$i cas
priebehu algoritmu.

4. Experimentalne vysledky

Zadefinujeme najprv premenné pouzité v tejto Casti:
N - pocet premennych

k - pocet jednotiek v Booleovskej funkcii

al — cas priebehu Algoritmu 1

a2 — cas priebehu Algoritmu 2

a3a — das priebehu Algoritmu 3 vnajhorSom
pripade

a3b — ¢as priebehu Algoritmu 3 v priemerrnom
pripade

a3c —¢as priebehu Algoritmu 3 v najlepSom pripade

Cas priebehu algoritmu meriame v
mikrosekundach. Meriame postupne pre 3,4,5,6,7
a 8 premennych, kde si v§imame prvé 2 a
poslednych 7 riadkov danych tabuliek. Pre kazda
tabul’ku sme zostrojili aj prislichajici graf.

4.1 3 premenné

Obr. 2. Cas trvania algoritmu podla tabul’ky 2.

4.2 4 premenné

Tab.3.n=4
k al a2 ada a3b a3c
16 7,5 1,03 0,85 | 0,439 | 0,42
15 7,01 1,05 2,22 | 0,846 | 0,43
6 2,85 1,16 1,76 | 1,236 | 0,66
5 2,48 1,13 1,97 | 1,263 | 0,76
4 2,08 1,04 1,94 | 1,165 | 0,62
3 1,58 1,04 2,21 | 1,136 | 0,54
2 1,12 1,03 2,09 | 0,979 | 0,46
1 0,64 1,05 2,12 | 0,831 | 0,43
0 0,19 1,05 0,79 | 0,436 | 0,42
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Obr. 3. Cas trvania algoritmu podl'a tabul’ky 3.

Tab.2.n=3
k al a2 a3a a3b a3c
8 1,82 | 0,351 | 0,246 | 0,212 | 0,207
7 1,717 | 0,373 | 0,572 | 0,341 | 0,227
6 1,595 | 0,349 | 0,54 | 0,354 | 0,239
5 1,2 0,359 | 0,527 0,4 0,279
4 0,959 | 0,363 | 0,47 | 0,377 | 0,275
3 0,754 | 0,35 | 0,557 0,4 0,288
2 0,518 | 0,347 | 0,562 | 0,377 | 0,245
1 0,306 | 0,342 | 0,582 | 0,343 | 0,235
0 0,093 | 0,361 | 0,269 | 0,227 | 0,222

4.3 5 premennych

Tab.4.n=5
k al a2 a3a a3b a3c
32 27,8 2,28 1,86 | 0,886 | 0,84
31 26,22 | 2,24 | 7,24 1,85 | 0,86
6 5,44 2,4 6,64 | 3,473 1,44
5 4,66 2,42 6,5 | 3,292 | 1,48
4 4,1 2,42 7,16 | 3,353 | 1,28
3 3,26 244 | 6,64 | 2,868 | 1,12
2 2,42 2,34 6,98 | 2,547 1
1 1,48 2,4 7,32 | 1,733 | 0,86
0 0,62 2,48 1,38 0,88 0,84
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Obr. 4. Cas trvania algoritmu podl'a tabul’ky 4.
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Obr. 6. Cas trvania algoritmu podla tabul’ky 6.

4.4 6 premennych 4.6 8 premennych
Tab.5.n=6 Tab.7.n=8
k al a2 a3a a3b a3c k al a2 a3a a3b a3c

64 |108,900 | 5233 | 3,333 | 1,918 | 1,733

256 | 1727,1| 249 10,9 7,1 6,9

63 | 106,033 | 5,367 | 24,367 | 4,248 1,7

255 | 17748 | 24,6 | 146,1 | 23454 | 6,9

11,433 | 5,300 | 22,456 | 10,236 | 4,767

46,4 27,3 | 259,7 | 67,389 | 19

9,367 | 5,333 | 22,367 | 10,045 | 2,934

39,5 26,7 | 148,2 | 66,281 | 16,1

7,567 | 5,167 | 21,434 | 8,575 | 2,667

31 26,6 | 252,3 | 63,001 | 8,3

4,100 | 5267 | 234 | 6,172 1,8

18,4 26,2 | 1489 | 37,093 | 81

2,600 | 5,233 24 4,842 2

111 24,5 | 141,7 | 23,132 7

6
5
4
3 6,133 5,267 | 25,267 | 8,874 2,2
2
1
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0,900 | 5,467 | 2,467 | 1,747 1,7
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Obr. 5. Cas trvania algoritmu podl'a tabul’ky 5.

4.5 7 premennych
Tab.6.n=7

k al a2 a3a a3b a3c

128 | 430,1 | 12,3 | 545 | 3,579 3,5

127 | 443,65 | 12,4 | 83,55 | 11,131 | 3,45

22,55 | 11,7 | 78,75 | 28,311 | 8,75

18,15 | 11,9 | 82,45 | 25,178 | 6,05

14,45 | 10,9 | 82,65 | 19,763 | 6,7

12 11,35 | 81,65 | 19,937 | 4,9

8,85 | 11,45 | 78,85 | 14,705 | 3,9

5,05 11,8 | 438 | 10,146 | 3,4

OR[N W M~OoIO

19 1145 | 48 3,489 3,4
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Obr. 7. Cas trvania algoritmu podl'a tabul’ky 7.

5. Interpretacia vysledkov

Algoritmus 1 nadobida dobry ¢as iba pri nizkych
poctoch jednotiek. Naopak pri velkom pocte sa
ukazuje ako velmi pomaly. N&a§ teoreticky
predpoklad sa potvrdil.

Algoritmus 2 je vel'mi efektivny, pretoZe ¢as na
vykonanie programu je konStantny, nezavisly od
poctu jednotiek. Odhad pre tento algoritmus bol
spravny.

Algoritmus 3 je zavisly od poc¢tu a polohy jednotiek
vo vektore hodndt. V najlepSom pripade je
algoritmus najrychlejsi, ale v najhorSom pripade je
znacéne pomalsi.

V kone¢nom dosledku vyslovujeme zaver, Ze pre
riedke Booleovské  funkcie je v priemere
najefektivnej$i algoritmus 1, za nim nasleduje
Algoritmus 3 anajnefektivnej$i je Algoritmus 2.
Pre niektoré Specifické Booleovské funkcie vSak je




najrychlejsi algoritmus 3, aj ked’ casovy rozdiel je
minimalny.
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