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Abstrakt

Cielom tejto prdce je zovSeobecnit linearnu zavislost
v diferencnej rovnici, ktora vznikne z rovnosti medzi
ponukou a dopytom, na rovnicu p(n+l) = f(p(n)), ey
v ktorej je funkcia f linedrna lomend. Budeme Studovat ¥
asymptotické vlastnosti rovnice, stabilitu pevného
bodu, pripadne existenciu a stabilitu cyklov. V zhode i
s originalnym modelom budeme predpokladat, Ze
funkcia f je klesajiica a naviac konvexnd. Najdeme

postacujucu podmienku linearneho lomeného modelu, \
pri ktorej hodnoty p(n) ostavaju nezaporné.
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1. Uvod Obr. 1
b) A<- 1, pevny bod p* nestabilny,

&

Standardny model ponuka — dopyt popisuje vyvoj
trhovej ceny danej komodity na zéklade vyvazenosti
medzi ponukou a dopytom. \ plne1)
Predpokladajme, ze ponuka reaguje na dopyt s
oneskorenim a ponuka a dopyt st modelované /
linearnymi vztahmi:

S(n+1) = s;p(n) + s, \ 3

D(n) = - dip(n) + dy,
v ktorych sy, s,, d;, d, st kladné konstanty, S(n) je
ponuka, D(n) je dopyt a p(n) je cena v n — tom obdobi 4 ]
(iteracnom kroku). -
Podl'a predpokladu sa trhova cena realizuje pri / \
rovnosti

L
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D(n+1) = S(n+1)
z ¢oho dostaneme diferen¢ni rovnicu 1. radu
@ p(ntl) = Ap(n) + B,

L N
. Sy dz -5, , «
vktorej A=——, B=—"—=si konstanty. Obr. 2.
dl 1 ¢) v hrani¢nom pripade, A = - 1, je p* stabilny, ale uz
Pevny bod linearnej rovnice (1) je: nie asymptoticky a pre 'ubovolni  zadiatoénu cenu p
2) p* =B/(1-A). #p* je rieSenim cyklus dlzky 2 {p, Ap + B}, ktory je
Podl’a [E] je v linedrnom modeli v pripade: tiez stabilny, ale nie asymptoticky. Pozri [E].

a)—1 < A <0, pevny bod p* asymptoticky stabilny,
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Obr. 3.

2. Linearny lomeny model

Uvazujme diferenént rovnicu

Ap(n) + B prep(m) <r,
(3) p(n+1)=
ap(n) +b pre p(n) >r
s predpokladom spojitosti v bode , t.j.
Ar+B=ar+b.

Cislo r budeme v d’aliom texte nazyvat’ bod zlomu.
3. Bod zlomu na osi 1. kvadrantu
3.1 Cyklus dizky 2 — stabilny pevny bod

Vychadzajme z grafického rieSenia problému, pricom
do tivahy zoberme krajny pripad, cenu p(0) = 0 (ked’z
uvazovat’ o zapornej cene je nezmysel). Potom

v nasledujiicom obdobi bude cena p(1) = A * 0 +B =
B. V obdobi druhom bude cena p(2) = AB + B.

V dosledku toho, ze A < -1 tak aj (AB + B) <0, Cize
ceny idi do zépornych hodnoét. Moznym rieSenim je
pouzitie linearnej lomenej funkcie s bodom zlomu

v bode p* tak, aby k tomuto javu nedochadzalo. Ako je
zrejmé z grafu, na osi p(n) musi existovat’ nejaky
hrani¢ny bod, v ktorom cena bude nulova. Tymto
bodom na osi p(n) je bod (B,0). Potom pre polpriamku

y=ax+b prechadzajicu tymto bodom a bodom

(p*,p*) —teda —B —B musia platit’ vzt'ahy:

p=.p I—A’I—A 5 p y:
B B

0=aB+b —=a +b
1-4 1-

Z nich upravami:
B

b=-aB ——=a —aB
1-4 1-4

B=a(B-B+AB).
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A teda koeficienty su:
1 B
a=—,b=——.
A A
Rovnica polpriamky je:
R
45 4

V d’alsom budeme skiimat’ linearny lomeny model:

Ap(n)+ B  prep(n) <p*,
4) p(n+1)=

J— n)—— re p(n s
A A

v ktorom je bod zlomu pevny bod p*.

Pre diferen¢nu rovnicu formulujeme vetu.

Veta 1. Diferen¢na rovnica (4) ma stabilny pevny
bod p* (nie asymptoticky). Pre k # p* je
rieSenim cyklus dizky 2 a to {k, Ak + B}.
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Obr. 4.
3.2 Asymptoticky stabilny pevny bod

Uvazujme linearny lomeny model, v ktorom
polpriamka y = ax + b pretina x —ovii 0s za
bodom (B,0). To znamena, Ze bude uré¢end bodmi (B +

c,0),c>0a ( j . Teda pre jej

1-471-4
koeficienty plati:
O=a(B+c)+b

b=-a(B+c)

Vypoctami dostavame:

B B
—=a +b
1-4 (I—AJ
i=a{£}—a(3+0)

1-4

-4
/a _BA)_G(B—BJrAB—chch

1-4
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B _ —B’-cB
AB—c+cA’ AB—c+cAd’

Diferen¢na rovnica ma tvar:

Ateda a =

Ap(n)+ B pre p(n) < p*,
(5) p(n+1)=
B —-B*—cB
pn)+
AB—c+cA AB—c+cA

pre p(n) > p*.
Mozeme formulovat’ tvrdenie:
Veta 2. Diferencna rovnica (5) ma asymptoticky
stabilny pevny bod p*.

Obr. 5.

3.3 Nestabilny pevny bod

V dalsom kroku, uvazujeme linearny lomeny model,
v ktorom polpriamka y = ax + b pretina x — ovii 0s
pred bodom (B,0), ¢ize prechadza bodmi (B — ¢,0),

B B - ,
c>0a — | . Pre jej koeficienty mozeme

1-4°1-4
pisat’:
O0=a(B—-c)+b
b=-a(B-c)

B B
—=a +b
1- 4 &—AJ

B (B—B+AB+C—ACJ

=da
1-4 1-4
B
Teda plati,zZe a = ———,
AB+c—cA

_ —-B*+cB
AB+c—cA
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Predpis diferencnej rovnice je nasledovny:

Ap(n)+B  prep(n) < p*,
(6) p(n+1)=
—B*+cB
p(n)+
AB+c—cA AB+c—cA

pre p(n) > p*.

Pre diferen¢nu rovnicu formulujeme vetu.

Veta 3. Diferen¢na rovnica (6) ma nestabilny pevny
bod p*.

-~ -

Obr. 6.

Zaoberajme sa vztahom medzi koeficientami A4, a

polpriamok a stabilitou bodu p*.
V 1. pripade je sucin tychto koeficientov rovny 1 -

Aty
A

V 2. pripade pre sucin koeficientov plati:

0<L<1,

AB—c+cA
pretoze AB <0, -¢c<0,cA<0.
V 3. pripade je sucin koeficientov:

AB > 1,

AB+c—cA
lebo AB <0,¢>0, -cA>0.

Pokusme sa formulovat’ tvrdenie o stabilite pevného
bodu p* pre rovnicu p(n+1) = f(p(n)), v ktorej

fl p < p*a
=
f,

p>p*,
pricom funkcie f} a f, st klesajuce a plati pre ne f;(p*)
= f(p*) = p*. Preto ked’ vstupna cena je p(n) < p*
plati p(n+1) = fi(p(n)), ¢o je viac ako p* - vyplyva z
toho, Ze fj je klesajtica funkcia. Potom p(n+2) =
fH(p(n+1)) = f1(fi(p(n)) a to je menej ako p*, co
vyplyva z klesajucosti funkcie f, Tento cyklus sa
opakuje a nastava aj vtedy, ked’ zoberieme vstupnt
cenu p(n) > p*, lebo po prvom kroku sa dostavame do
predchadzajucej situacie. Ozna¢me si prvé derivacie
funkcii v bode p* nasledovne: f;'(p*) = d, a £;'(p*)=d,,
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Zlozenu funkciu oznaéme F = f, < f; . Pre tato funkciu
plati:
F(p*) = f(fi(p*)) = £2(p*) = p* (teda p* je jej pevny
bod)
a pre jej derivaciu:
F(p*) = £'(£i(p*) £ (p*) = &' (p")f)’ (p*) = d2 d:.
Podra [E] pre funkciu F plati, ze ak

1) |F'| <1 tak bod p* je asymptoticky stabilny

pevny bod F,

2) |F'|>1 tak bod p* je nestabilny.
Avsak |[F'| = |d, dy].
Taktiez si mézeme zobrat’ zlozenu funkciu G =1, < f,
G(p*) = p*, pri ktorej rovnakym postupom dostavame

G'(p*) =d, d».

Tym sme dokazali nasledujuci vysledok.

Veta 4. Nech fi p <p*
a) f=

f p>p*
b) f1(p*) = f2(p*) = p*
c¢) funkcie f a f; st klesajuce
Potom ak 1. | f,'(p*)f,'(p*)| <1 tak bod p* je
asymptoticky st abilny,
2.1 £ (p)'(p¥)| > 1 tak bod p*
je nestabilny.
Poznamka: Z vety 4. vyplyva spétne tvrdenie viet 2.
al3.

4. Bod zlomu nad osou 1. kvadrantu

V pripade zlomu nad osou 1. kvadrantu, ked’ze x-ova
stradnica bodu zlomu je 1, tak y-ova suradnica bodu
zlomu je Ar + B, o vyplyva z rovnice polpriamky y =
Ax + B. V tomto pripade ma diferen¢na rovnica jediny
pevny bod p* =b/(1 —a).

4.1 Uvazujme, e dani loment &iaru zalomime tak, Ze
na osi p(n) prechadza bodom (B,0). Potom pre

koeficienty polpriamky y = ax + b dostdvame
sustavu rovnic:

0=aB+b
b=-aB
Ar+B=ar+b
Ar+ B =ar—aB
Ar+B — ABr-B*
Ateda a = ,b= .
r—B r—B

Diferencna rovnica je ur¢ena vztahom:

Ap(n)+ B prep(n) <r,

(7) p(n+1) =
Ar+B — ABr - B’
—— ()

r—B r—B
pre p(n) >r.
Pre diferen¢nt rovnicu formulujeme vetu.
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Veta 5. Diferen¢na rovnica (7) ma asymptoticky
stabiln):f pevny bod p* a nestabilny cyklus
{0,B} dlzky 2.

~ .

Obr. 7.

4.2 Nech lomena &iara je zalomen4 tak, Ze pretina os
x-ovu za bodom (0,B). Z predchadzajtcich tivah je
zrejmé, Ze zanikne cyklus dizky dva pre p(0) =k

alimp(n)=p*.

Ar—B
Veta6.NechA<-1, ae| ——,0 | ar<p*.
r J—
Potom diferen ¢na rovnica ma pevny bod p*
asymptoticky stabilny.
\ P
\ P
\ s .‘ ///
\\ e

Obr. 8.

4.3 V dalsom pripade uvazujme polpriamku
v =ax +b skoeficientom a =- 1. Tejto
polpriamke taktiez patri bod (r,Ar + B), preto mdzeme
pisat:
y=—-x+b
Ar+B=—-r+b
Teda: b=Ar+B+r.
Diferen¢na rovnica ma tvar:

Ap(n)+ B pre p(n) <r,
(8) p(n+1) =

—pn)+Ar+B+r
pre p(n) >t.
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Pre diferen¢nt rovnicu formulujeme vetu.

Ap(n)+ B prep(n)<r,

Veta7.NechA <-1, a =-1ar <p¥*. Potom (9) p(n+1)=
diferenc¢na rovnica (8) ma
1. pevny bod p* stabilny ap(n)+ Ar+ B—ar
2. nekonetne vela stabilnych cyklov dizky pre p(n) >r.

dva typu {k, - k+ Ar + B +r}, kde Pre diferen¢nu rovnicu formulujeme vetu.

r <k<p* Ar+B
3. cyklus dizky dva {r, Ar + B} je Veta9.NechA<-1, a €| —1,—— | ar<p*.
nestabilny. r—B
Potom diferen¢na rovnica (9) ma
7 asymptoticky stabilny pevny bod p* a
e nestabilny 2 cyklus.
- N -
~___ ; B —
o \ \\ ) P
A =
o 7 T -
Obr. 9. Pun .
4.4 Uvazujme polpriamku ktorej smernica je mensia -

ako — 1. Tento pripad je identicky s pripadom b) v Obr. 11.
Casti 1., kedy bod p* je nestabilny.

5. Bod zlomu pod osou 1. kvadrantu
Veta 8. Nech A <-1, a <-1ar<p¥*. Potom

diferen&n rovnica m4 nestabilny pevny V pripade zlomu pod osou 1. kvadrantu, ked’ze x-ova

bod p*. stradnica bodu zlomu je 1, tak y-ova suradnica bodu
zlomu je Ar + B, o vyplyva z rovnice polpriamky y =
< 7 Ax + B.
\ = e
A — -~ 5.1 Uvazujme, Ze danti loment &iaru zalomime tak, Ze
//’" na osi p(n) prechadza bodom (B,0). Potom pre
. — - koeficienty polpriamky y = ax + b dostivame
stistavu rovnic:
0=aB+b
b=-aB
™ Ar+B=ar+b
™~ Ar+ B=ar—aB
Obr. 10. Ar+B — ABr-B’
Tedaa=———",0=—"".
r—B r—B

4.5 Dalsou moznostou je polpriamka y=ax+ bso

Ar+ B

smernicou @ € (— 1,

diferenénti rovnicu dostavame nasledovny vzt'ah
&

v —

j . Z toho pre

kedZe polpriamke patri aj bod (r,Ar + B).

Diferen¢na rovnica ma tvar:

(10) p(n+1)=

pre p(n) >r.

Ap(n)+ B prepm)<r,

Ar+ B
—— p(n)+
3 p(n)

— ABr - B*

r—B

Pre diferen¢nu rovnicu formulujeme vetu.
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Veta 10. Diferencna rovnica (10) ma asymptoticky
stabilny 2 cyklus {0,B} a nestabilny pevny

bod p*.
. e
AN 7
-
x‘// g
N, Ve
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e ]
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Obr. 12.

5.2 V pripade smernice @ < —1 sa dostaneme k
pripadu b) casti 1., kedy je bod p* nestabilny.
Veta11. Nech A <-1, a <-1 ar>p*. Potom

diferen¢na rovnica ma nestabilny pevny
bod p *.

P - -\H*‘

Obr. 13.

5.3 Nech pre smernicu polpriamky y = ax +b

(AI’-FB j
plati, 2¢ a €| ——,0 |.

r—B
Potom diferen¢na rovnica ma tvar:

Ap(n)+B prepm) <r,

(11) p(n+1)=
ap(n)+ Ar + B —ar
pre p(n) >t.
Pre diferen¢nu rovnicu formulujeme vetu.
Veta 12. Nech A < -1, ar > p*. Potom diferen¢na
rovnica (11) ma asymptoticky stabilny 2
cyklus {k, Ak + B}, kde

aB+ Ar+ B —ar
k= a
1—aA

nestabilny pevny bod p*.
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Obr. 14.

Poznamka: Vsetky dokazy najdete v rozsirenej verzii
tejto prace.
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