(1) Rieste okrajovu ulohu

Au(z,y) =0, 22 +y?> <9, y > 0;

u(z,0) =0, 9% =2, ak 22 +y> =9.

Riesenie: , )

Au(r, o) = 55 %% + r%g?:; =0, u(r,0) =u(r,7) =0, %(3,9@) =2.

2 2
7"2Au(r,<p):r2‘377;+rg—;f+gz—g:0, 0<r<3, 0<p<m.

Dosadit u(r, ) = R(r)®(y) :
r?R'® +rR'® + RY" =0/ 55,

Tle/+TR, _
—xr =

1
S

R’ +rR — AR(r) =0, 0 <r <3,
P+ AP =0, B(0) = D(r) = 0.

Z prvej okrajovej podmienky: X\ > 0, &(p) = sin vV Ap.
7 druhej okrajovej podmienky:

O(r) =sin VIr =0, = VAt =nm, n=1,2, ...
A=\, =n?, & =d,(p) =sin ne.

r’R" +rR!, —n?R,(r) =0, 0 <r <3,
Ry (1) = anr™ + bpr™", b, = 0 - ohrani¢enost rieSenia v nule.
Un (1,0) = Rp(r)Pr(9) = a,r™ sin ney.

u(r, o) =307 apr™sin nep.

Nenulova okrajova podmienka:
9u(3,0) =2=73"" a,n3""'sin np.

n=1

Fourierove koeficienty:

Ay =ayn3"~t =2 [T 2sin npdp = 72[177(1;1)7@].
o 2=
n 377,71»”271- .
NS (D) ey
u(r, ) = E — (5) sin np.

n=1

(2) Rieste okrajovu ulohu

Au(z,y) =0, 22 +y?> <4, x>0, y > 0;

u(z,0) =0, $4(0,y) =0, u=1, ak 22 + > = 4.

Riesenie: , )
Au(r,p) = G + 154 + 5 5% =0, u(r,0) = u(r,m) =0, 3%(3,¢) = 2.

2 _..208%u ou 8u __ s
rPAu(r,p) =G + G+ HE=0,0<r<2, 0<p< 3.

Dosadit u(r, ) = R(r)P(y) :
r*R'® +rR'® + RY" =0/ 15,
1



’I‘QRN-FTR/ _7457//_>\
R =" =N

PR"4+rR —AR(r) =0, 0<7r <2,
"+ 2P =0, B(0) =P (%) =0.

Z prvej okrajovej podmienky: X\ > 0, &(p) = sin vV Ap.

Z druhej okrajovej podmienky:

P (Z)=VAcos VAT =0, = VAZ=(2n—1)%, n=1,2,...
A=A\, = (2n—1)%, &=, (p) =sin(2n — 1)p.

R+ 1R, — (2n—1)2R,(r) =0, 0 <r < 2,
Ro(r) = anr® ' + b,r~(7=1 b, =0 - ohranicenost rieSenia v nule.
Un (1, 0) = Ry (1)@ (0) = anr®Lsin (2n — 1)e.

u(r, @) = > 00 a,r*" " sin (2n — 1),
Nenulové okrajova podmienka:
uw(2,0) =1=>"a,2*""'sin(2n — 1)p.

Fourierove koeficienty:

A, =a,2" 1 =1 fog sin (2n — 1) dp =
4
22n=1(2n—1)7"

4
@n—T)r"
ap =

u(r, @) = i ﬁ (2)27171 sin (2n — 1)ep.
n=1

(3) Rieste ulohu na vlastné hodnoty a vlastné funkcie

Au+du(z,y) =0, 0<z <7, 0<y <2,
w(0,y) = u(m,y) = §4(x,0) = u(z,2) = 0.

Riesenie:

u(z,y) = X(x)Y(y), A=p+v.
Jednorozmerné dlohy na vlastné hodnoty a vlastné funkcie:

a) X"+ puX(x) =0, X(0)=X(m) =0,
b) Y+ 0vY(y) =0, Y/(0)=Y(2) =0.
a): Z prvej okrajovej podmienky: p > 0, X(x) = sin \/pz,

Z druhej okrajovej podmienky:
X(m) = sin(y/pm) = 0 = \/pm = mm.

W= fn =m?, X = X, (x) = sin ma.



b): Z druhej okrajovej podmienky: v > 0,
Z prvej okrajovej podmienky Y (y) = cos /vy,

Z druhej okrajovej podmienky:
Y(2) =cos 12=0= v2=(2n—-1)3.

2n — 1))’ 2n — 1
vz = | BT v () = cos DT
4 4
Spolu:
2
2n —1
)\E)\m,nzum+yn:m2+|:(n4)ﬂ-:| y
2n—1
U= Uy (2,Y) = X (2)Y5 (y) = sin max cos wy, m,n=1,2,..

(4) Rieste ulohu na vlastné hodnoty a vlastné funkcie

Au+ A u(z,y) =0, 0<ax <1, 0<y<2,
%U(O,y) =u(l,y) = u(z,0) = u(x,2) = 0.

Riesenie:

u(z,y) = X(@)Y(y), A=p+v.
Jednorozmerné tlohy na vlastné hodnoty a vlastné funkcie:

a) X" 4+ pX(z) =0, X'(0) = X(1) =0,
b) Y +vY(y) =0, Y(0) = Y(2) = 0.

a): Z druhej okrajovej podmienky: p > 0,
Z prvej okrajovej podmienky: X(z) = cos \/uz,
Z druhej okrajovej podmienky:

X(1) =cos(y/i) =0= /u=(2m —1)F.

2m — 1)7]° 2m — 1
= = {M} X = X (x) = cos 2T
2 2
b): Z prvej okrajovej podmienky: v > 0, Y (y) = sin /vy,
7 druhej okrajovej podmienky:
Y (2) =sin /v2=0= /12 =nm.
2
vV=v, = (%) , Y =Y,(y) =sin %Ty.

Spolu:

A=A =l + Vp = {(27712—1)77}2 + (%)2 = (g)z [(2m —1)% +n?],

2m — 1
(2m )Wxsin nl% m,n=1,2,...

u = um,n(xay) = Xm(x)Yn(y) = COS f 9



