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RALNE METGDY RIESENIA ELIPTICK{CH OKRAJOVYCH ULOH

€4. INTEG

¥rati sme ukézeli, Ze riedenie u eliptickej okrsjovej d1ohy
V 2. ¢r8tll 8 :

(Lu)(x) = f(x), xe

o< (s) = (s) + A (s)uls) =0, sedf
on,

md%e byt vyjadrené v tvere ortogondlneho radu

. 1
u(x) =:£: — ( ff(y)wn(y)dy) wn(x), XEQ
n=1 n Q

podl's (plného ortonormélneho v priestore L?(C)) systému vlesstnych funkeif
{'n} dlohy ne vlestné hodnoty

(Lw)(x) = Aw(x) =0, xeq

ow
oc(s) — (s) + A(s)w(s) =0, seQ
A

P> del¥ej dpreve md%eme rie¥enie u pBvodnej okrajovej dlohy vyjadrit
v integrélnom tvare

u(x) = f f(y)G(x,y)dy, xes2
kde 52

®
1
G(x,y) =Z T wn(x)wn(y)

n=1 n

prifom predpokladéme, %e uvedeny rsd konverguje v priestore L,(Q) pre ket
dé pevné xeqQ,

Integrélne metody spofvaji préve v hladen{ funkcie G premennych X/
zévislej len od oblasti Q , operdtora L & typu okrajovych podmiﬂwh?”

cou ktorej mb%eme vyjedrit rielenie prisludnej okrajovej dlohy V we
tegrdlov cez oblast Q a Jej hrenicu 93¢0,

4.1 Riedenie okrajovych dloh s Diracovou2?’ funkciou

Dotersz sme s zrobersli len rov

cie, Parcidlnymi difcrenciélnymi
ktord

. = : 2 unk'
nicemi, ktorych rie3enia sud SPOJltéf

. 'e
; _ 1ovnicami moZno v3ak modelovet 8j 3¢
mejd nespojity charekter,

'. |

.

UveXujme priped priehybu membrény zeteZenej kolmou silou ¢

upevnenej. Ako vieme, velkost priehybu Je vyjadrend funkciou
£2CR2, ktord je rielenim okrajove j dlohy

8 na okraji
u:Q —>»R,

- &ulx) = £f(x), xeq , u(s) = 0, sedsx

Hodnote f(x) vyjadruje hustotu zateZenia v bode
dajme, Ze hustots f = f  je rézna od nuly len na
stredom v bode y, prifom cely kruh Kr
K. p8snbl rovnomerné zetes¥enie Q.
rovnd 1, t.Jj.

£ o 2
JArfr(x) dx = f[ q, dx = qrfl\'r =

Kp Kp

x = (x,, x,). Predpokla-
kruhu 0 polomere r so

leZ{ v oblasti 2 . Nech na kruh

teké, aby celkové vy¥slednica s{l bola

Teda

0, ok x@K

Zmen3ovanim kruhu Kr sa hodnota funkcie v bode y zvéd&3uje a v ostatnych
bodoch sa postupne stdva nulosvou, presnej3ie

e
1li £ (x) =
r-ﬁPO* 1 s 8

0, ek x #Yy
Dostéveme sa k lohe néjst priehyb membrény pod vplyvom sily, ktord pdsobi
len v jednom bode y membrény & mé4 vyslednicu ffr(x)dx = 1. 2 predchédza-
a-l
Jdcich dveh vidiet, %e hustotu tejto sily nem8Zeme vyjedrit pomocou "klasic-
kej" funkcie. Formélne ju m8%eme vyjodrit tymito vlestnostemi:

8) rgfmfgx)=6¢xh X €N
b) Sy(x) =m0 sk x¥dy
(4.1)
c) Sy(y) = +m
d) If& (x) dx = 1
Q Y
24)

Dira i -1984), englicky teoreticky fyzik. Vjyznamne pri-
epelckpigivggsl::oilzggkég ;;zikygvytvorengm novej teorie o elektro-
noch metodsmi kventovej mecheniky. Matematickou metodou predpovedsl
existenciu antifestfc. V roku 1933 dostsl Nobelovu cenu spolu s E. S.
Schrédingerom.

o EET
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. ¥ L 3 L . :
Aby sme dosteli matematickd charakterizécia funkcie 6y’ uva¥ujme 8poji.
Y,

j imitné vztahy
td funkciu ?EC(QJ s nesledujice lim

1
gk (x) dx =
lin ‘gt‘r(x)¢(") ol “ g

r =20
& (4.2)
1
2 .2 yieT 1 ¢(§ )-‘-‘Sﬂ()')
lim TP ( r
r -’00 f"\-'rz fr r-—-)O"
kde (. €K, Jje bod urfenj podls vety o strednej hodnoty pre integrély,

sék1sde limitnych vztehov (4.2) zevedieme nasledujicu definiciu platny

. m
v priestore R,

Definfcis 4.1. Nech QcRm je Tubovolny oblast, ye Tubovolny pevny
g . C(Q) — R definovené vztahom

bod. 2Znbrazenie 6y

8y<tp) =(8y,go> = Ply), Pec (4.3)

sa nszyva Dirscova funkcis.

Tede Direcovu funkciu sme definoveli 8&ko funkciu definovend nie na mnoZine
bodov, ale na mnoXine funkcif., Tekéto funkcie (zobrazenie) se nazyvaji

funkcionély.

fSy(x)(/’(x) ax = Yiy),ryéner® (4.4)
g

Vo v3eobecnosti plat{ vzteh

r =0+

lin Js;"’(x) ¢ (x)ax = fsy(x)so(x)dx = 9y (4.5)
O Q

pre ka%dé yeQ , pec()

(r)
kde 8y :Q2 — R, 2CR® sf Iubovolné funkcie spinajice vztshy

(r) . Ho0
8) 6y ECO (Q)
b) S(P) =0 na 0
b
(r)
c) 8y (x) =0 pre vietky x ,(Kr
) 1i S(r) =
r -1:10' J G i

f—
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(r)
e) sz (x)dx = |
(r)

Uvedené vlestnosti splnesji nepr{
Jf meprikled funkeie & :2 —-R dené vztshom

=1 1
Cp oxp "“"—"~—>. ek |x-y|<r
(r) / lx-y'z = I‘2
(x) =

Sy -
\Ov ek |x-y| > r
1
kde Cr= exp( — - B ax; P30,
|x-y|® - r
Kr

Dalej se budeme zaoberat rieSenfm okrajovej dlohy

( ) > AEas (3 + ,3 sjuls =0
’ S € aQ (4. )

kde L Jje elipticky operétor z definfcie 2.1:

m
) du
(La)(x) = = > — (8, 5(x) —) + q(x)ux)
i 351 3xi J ax‘j

prifom predpokledéme, %e ieho koeficienty, eko aj funkcie oo, A splnsjd
predpokledy z definficie 2.3 e vety 2.1. Kede pravé strans rovnice (4.6)
nie je redlna funkcia, ale funkcionél, definujeme rie3enie ilohy (4.6),
(4.7) prmocou integrélnej identity. Vyjdeme pritom z integrélnej identity,
ktord splne klesické riedenie okra jovej dlohy

Lw = £, fec()n Ly(a) (4.8)
ow

x(g) — (8) + ﬂ(s)w(s) =0, seon (4.9)
n
A

Pripomerime 8i, 2e rieSenie w Jje z mnoZiny DL tych funkcii

2 - .
wEC (Q)nc](Q), pre ktoré Lw QLZ(Q) a plat{ podmienka (4.9).

Nech v Je lT'ubovolnd funkcia z mnoZiny D . PodYa formuly (2.22) (symetria

Operdtora L : o —,.L2(Q_)) plat{ vztah

L
IW(X)(LV)(x)dx = f(Lw)(x)v(x)dx
(92 Q
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sit{m rovnice (4.8) dostéveme integrélnu identitu
s pou¥i

fw(x)(bv)(x)dx = gf(x)v(x)dx g
Q QL
pre v3etky funkcie v €D,

T&to identite ném posliZi ne zéklade (formdlnych vlestnostf) “'”b’ ()

k definfcii riedenia okrejovej ulohy 14:6); (4.7).

: 2 P
Definfeis 4.2; Nech y €@ . Funkcie u€CHR-{y})nC(Q-fy}nLp

ktord spine podmienky

fu(x)(Lv)(x)dx = v(y) pre vietky V€D (4.11)
Q
(Lu)(x) = 0 pre vietky xeRR - {y} (4.12)
du
mwg—(w+ﬁumu)=yw,eean (4.1
n
A

88 nezyve rieSenim okrsjovej ulohy (4.6), (4.7).

Pozndmka 4.1. Ne zéklede hustoty mnoZiny Cgo (') v priestore L,@)p

Tubovolni podoblest Q'C ., vyplyva podmienka (4.12) priemo z podmienky

(4.11). SkutoZne, ek xeQ » X # y, potom existuje oblast Q'c< tekd, ¥
' ! : ! ;

x€EQ, Yﬂ U, Z identity (4.11) potom dostaneme identity

f(bu)(x)‘ﬁ(x)dx = fu(x)(L Y)(x)dx = 0
al Q'
pre vietky 506080(9-')
prifom sme vyu%ili to, %e kadg funkcia @ec® (') méze byt pred{zend 1
)
lou ne celd oblast Q. Rovnics (4.12) potom plat{ v 2’ na zéklade sponin®
; : 00 [ .
nej hustoty mnoZiny C, (2) v priestore LZ(Q-')-

4.2 Greensva funkcis 8 jej pouZitie

TR (4t
nf, potom riedenie okrajove] ﬂl‘oh‘lf ;
mennych x, y € €2 . Pomocou tej'?
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(Ba)fx) =.L(x), xe0 (4.14)
du :
<(s) — (8) + B(s)u(s) = g(s), sedn (4.15)
n
A
vyjedrit v tvere integrélov cez oblest Q. a Jej hrenicu 90,
pefinicia 4.3. Funkcia G :  xq—» R, ktord je rieSenim dlohy
L 6l.,y) =8y, (,y)ezxn (4.16)
9G(.,y)
oc(8) —— + f3(s)G(s,y) =0, s€dS (4.17)
anA X=8

sa nazyva Greenovs funkcia okrajovej ulohy {4.08), (4.15).

Otdzke existencie jednozna&nosti Greenovej funkcie Je matematicky zna&ne né-
ro¥nd. V knihe ([15], §4.4) je dokézené existencie s Jednozne&nost ako tzv,
velmi slabého rieSenia okrsjovej dilohy (4.16), (4.17). Ak hrenica 39 ob-
lasti §2 , koeficienty operdtora L & funkcie o<, /5 si dostatoéne hladké,
potom uvedené velmi slabé riedenie je (podla [15]) jednozne¥ne ur&enou Gree-
novou funkciou sko rieSenie 'ilohy (4.16), (4.17) podla definicie 4.2. Teds
Greenove funkcia spins rovnosti

[Let.,») 00 =0

—— i —— e . ettt

pra vletky. X EQ iox £ ¥ (4.18)

(4.19)

JG(x,y)(Lv)(x)dx = v(y) pre vietky ye , veD,

L

Nech {wn} CD; Je uplny ortogonélny systém vlastnych funkcif a >‘n 2 O,
n=1,2, ...; prisludné vlastné hodnoty splnajice vztahy

(Lw ) (x) = Ap Y, (%)) BB, iBePely 2y ans (4.20)

Greenova funkcia G je podle definfcif 4.2, 4.3 pri ksZidom pevnom y €S2
8ko funkcia premennej x prvkom priestoru Ly(s1), t.j. G(.,y) €L,(Q) pre
keldé yeq. Vyjedrime ju v tvare Fourierovho radu podla ortonormélneho

systému {wn} v priestore L,(2):

00

Glx,y) =S— c (y) wo(x), x, ye2 (4.21)
n=1
Bonli = (4.22)
caly) = ju(x,y)wn(x)dx RSB W e ) :
Q
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. taneme vyjedrenie koeficientov ,
VyuZit{m vztehov (4.20), (4.19) dos o

v tvare

: 1
1
— dx = — W (y), N 2
cn(y) = fc(x,y) (Lwn)(x) x J\n .

dosadenim do (4.21) méme rozklad Greenovej funkcie v tvare
8

AR |
G(x,y) .—.Z — wn(x)wn(y), X, YEQ (4.23)
n=1 n

pri*-m uvedeny red xonverguje pri ka’dom pevnom ye€<. V priestore L, (@),
Ako d8sledok vyjadrenia (4.23) dosteneme symetriu Greenovej funkeie vzhls.

dom ne premennéd X, y:

G(x,y) = G(y,x) pre vietky x, yéq (4.24)

vyjadrit riedenie -u€ D/ okrajovej Wlohy

(Lu)(x) = f(x), xeN (4.29)
Bu

x(s) — + A(s)u(s) =0, sedN2 (4.26)
! anA

v integrdlnom tvere:

u(x) = [f(y)f)(x,y)dy, XEQ (4.27)
2]

ked sme vyu¥ili konvergzenciu radu (4.23).

Uve%ujme tersz nehomogénnu 7kra jovi dlohu

(Lw)(x) = £(x), xeq (4.48)
ow

() — + A(s)w(s) = g(s8), sedn (4.29)
anA

—— e e

V tomto pripade

vat Greenovu formulu (2.20)
11 v Erati 2.4,

gde
Pre 3ir3iu triedu funkci{ ako sme predpo}dda
j Podrobne j3ie odvodenie moZno néjst v ([15), §4.5.3): 4
pouht.Im Spomenutej Jreenove foruuly dostenege pre lubovolny pevny e
XEQ integrélny vzteh .

Ako sme u¥ spomenuli v dvode tejto Zasti, mdZeme pomocou Greenovej funkei: :

o
budeme postupovat ¢iastoZne formélne, pretoZe budemé pos

N

i P

f(LG)(x.y)w(y) dy = fG(x,y)(L')(y)@y +

o 2
ow 3G
+ ”5-— (sdE e ey ]as
o4 n, anA oA

PouZitim vzteshov (4.25), (4.16),

(4.4) md%eme riedenie w dlohy (4.28),
(4.29) vyjedrit v tvare

a' 30
wix) = | G(x,y)f(y)dy + f NG i it d) (x,y) *
anA an
aQ Q A y=s

V pripade Dirichletovych okrajovych podmienok

w(s) = g(s), G(x,8) =0, s¢dn, sen

dostaneme vyjadrenie

aG(x,y)
w(x) = [G(x,y)f(y)dy - ._a__.
n

Q GIy] & lyes

gls)ds, xex (4.30)

8 v pripade Neumennovych podmienok

ow 9G(x,y)
— (8) = g(8), ——— =0 mseda . xXEQ
n, an, y=8

8lebo Newtonovych podmienok

i (8) + Als)w(s) = gia), M + ﬂ(s)G(x,a) =0
anA an, s
g ecEda, x€c952
méme vyjadrenie
w(ix) = fG(x,y)f(y)dy + (G(x,s)g(s)da, XEQ (4.31)

" an

Teda pomocou Greenovej funkcie mAZeme rie3enie okra jovej udlohy (4.28),
(4,29) vyjedrit v tvere integrélov cez oblest 2 a jej hranicu 9.
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4.3 Greenova funkcie Leplaceovho operédtors

Nevyhodou riedenia okrajovych dloh pomocou Greenovej funkcie je to, ¥ qpy,.
novu funkciu nemoZno VO v3eobecnosti vyjadrit v anelytickom tvere. Moin¢ i
to v pripsde Laplaceovho operétors, aj to pre 3pecidlne oblasti. Uvejyjp,

tede elipticky operédtor
L=-4, v priestore R
Greenove funkcis je v tomto pripede rieSenim dlohy

- Axc(x,y) = Sy, %, yGQCR:’ (4.32)

aG(.,y)

X=s

oc(s) + B(s)G(s,y) =0, sedQ (4.33)

kde n je jednotkovy vektor vonksj3ej normdly k hranici oblesti 9%,

VzhYedom ne cherakter pravej streny rovnice (4.32) splne funkcia G(.,y)

pri pevnom y €S2 rovnicu

A, G(x,y) =0 pre vdetky x £y, XeQ (4.34)

& mé& singuleritu, t.j. je neohrenifend v okolf bodu x = y. Takito vlast-
nost méd funkcia

w(.,y) : R3 - R, w(x,y) =
4 {y}—b o 4 fr

r=|x-yl-= V(xl-y1)2 + ("2°y2)2 + (13-33)2

Funkeie w se nezjve aj fundsmentdlne riedeni- Leplaceovej rovnice 8 vyjed-

ruje nepr. pntenciél elektrostatického pors vytvoreného bodovym nébojom vel-

1
kosti T’IT" umiestnenym do bodu ¥

Greenovu funkciu hledéme v tvare

G(x,y) = 8(!,’) + 2 x, yen’ x # y (4.35)

4Tr

g 1
VzhTadom na vlestnosti funkcie — g poZadované vlastnosti funkcie g

47 r
. siisye funkcl:l g(.,y) hermonické v Q 8 zvolend t:ak, aby funkcie 6y
eplnala okrejovi podmienku (4.33). Teds mus{ platit

- 8 .8(x,y) =0, xeq (4.36)

4499 -
&) ogl.,y)
ocls) ————— -
on |x=s + Blelgle,y) =
9 1
= -0C(8) a— e _/5(5) 3 (4.37)
n 4J7r| x=g 4(!1\'1' x=a' 8 ¢coS2

vidime, Ze funkcia g(.,y) je rieSen{m okrajovej dlohy pre

nicu v celej oblasti S, MuAsgeovy rov-

UkéZeme, %e funkcie G dend vztshom (4.35) je neozaj Greenova funkcia
K tomu ném stalf{ e3te dokdzat integrélnu identitu :

- IG(x,y) Av(x)dx = v(y), yea (4.38)
SL

pre v3etky funkcie VED,, t.j. také funkcie v € C‘(ﬁ)ﬂcz(Q),
pre ktoré Av ELZ(QJ 8 je splnené okrsjovd podmienka

ov

oc(s) a— (s) + A(s)v(s) =0, seds (4.39)

Nech yeq 8 ¥f{slo £>0 Je teké melé, %e K,.cs2, kde K, = {x € :
i [x=y[< €] je gur 3 i < :
: Y« }Je gula v R” o strede y a polomere &, Poufitim Greenove j
formuly (2.2C), podmienok (4.36), (4.37), (4.39) a hermonickosti funkcie

1 :
1 né mnoZine —{y} dostaneme vztahy

O
1 1
- rG(x,y)AV(x)dx = -/g(x,y)Av(x)dx - — | =Av(x)dx =
47 | r
(9] 2 S

1 1

& = [g(x,y)dv(x)dx - lim == - Av(x)dx =
E->o0 41 r

a2 Q-Ke

{ v og
= [— g(s,y) — (8) + — (e,y)v(s):l ds +

9n on
o052
1 ( 1 dv g )
+ — [... — () + == = v(s):\ ds +
47 r |x=s On on rix=s
o5
[.‘. ’C_)Y_(S) -a_. o, v(s)} ds =
lx')’l=f, T |x=8 ar ar r|X=s
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1
> : f [l.a_v.(g)+—v(s)] ds =
= elm :‘T 66!‘ 62
-0
|x-y|=€

= lim [6?:- ( §,(£)) + v(§2(6))] = v(y)
E20 L Or

kae §,(E), §,(E) sl body spinajice vztshy ,f{(&)-yl = |§206) = y] =g un,
né ne zdklade vety o strednej hodnote pre plodny integrél cez sféru o gy,
de y & polomere £ . Vysledok poslednej limity vyplyva zo spojitej diten,
covatelnosti funkcie v.

Tede funkcis G urfend vztehom (4.35) je neozsj Greenova funkcia pre Lap.
ceov operdtor.

Néjdeme Greenove funkcie pre 3peciélne typy oblesti Q C R2, prifom ¥igg.

to¥ne pou’ijeme geometrické metody.

Priklsd 4.1. Hladsajme Greenovu fznkciu vnitornej Dirichletovej dlohy pre
gulu l(9 polomeru ¢ 8o stredom v bode O.

Nech y€K , t.j. |y|<g. Podla (4.35) hladéme funkciu g(.,y), ktord je
rieSenim Dirichletovej dlohy pre Leplaceovu rovnicu:

a, glx,y) =0, x el(9 (4.40)

1

1
8(8,7) = &'

) = (4.41)
4T |s-y]| ke $

Ak y =0, potom je riedenim dlohy (4.40), (4.41) funkcia

1
g2(x,0) = e 442
’ 4479 (
Ak y #.O,Joznaéme ¥ bod, ktory je inverzny k bodu y vzhladom ne sfét
S = R¥ s
o {s €
t{ vztsh

Isl = } » t.j. bod, leXieci na polpriemke Oy, pre ktorf ple-

I¥11y7 = ¢? (4.4)

Z kosinusovej vety pre trojuholniky yO0s, 80y’ méme vztahy

2
e~y | = 92 +{pit 20[y|cosyp

|5'.V'l2 9

2 P

* .
' 1y 1° - 29y |[eosp (pozri obr. 12)
® pouZitim (4.43) dosteneme vyjedrenie

«. 101 -

Iyl le=y )

9
pre ke2dy bod 8 €S_.

8

lo-y| =

y)

: ; Obr. 12
HTadesnie Greenovej funkcie pre vnitro gule
pomocou inverzného bodu

Potom funkcia g(.,y) dend predpisom

L Q
AT 1y 1x-y")

g(x,y) .-

Je riedenim okrajovej dlohy (4.40), (4.41) a hladend Greenova funkcie mé
tvar:

1 1 Q
G(x,y) = - (4.44)

4T Ix-y| |yllx=y]l

XZEy, Ixl<q, |yl<g
Uva!ujme teraz Dirichletovu okrs jovd dlohu pre Laplaceovu rovnicu v guli

K :

S

4 u(x) = o, Ixl <g (4.45)

u(s) = R(S)' ’e' - ? (4-46)

Ri
leSenie m3Zeme podla (4.30) vyjedrit v tvere
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90(x,y)
alx) = = g Ty-o g(s)ds, lxl<9 (D)

181=Q

Oznefme r = |y| @ y uhol vektorov Ox, Oy. Opdt pomocou koaiuuaovo.j_y"y

pre trojuholniky xOy, xOy* & vztehu (4.43) dostaneme vyjadrenie Greenovs;

funkcie (4.44) v tvere

1 2 2 -1/2
o(x,y) = — [(lxl + r° = 2ix|Ir cos 3') e
4T

-1/2
i 9(|x|2r2 + 94 - 2|xIr 92 cos ) ]

PretoZe vonkej3ie normédla v bode y = s, |s|= 9 Je rovnobeZnéd s rédiusovfy
vektorom T = Os, mb%eme pisat

aG(x,y) 9a6(x,y(r))
on - or reg
! : -3/2
= -4—?; [g(glxl2 -lxlgzcoe g)(|x|292 + 94 - 2|x|93 cos &) -
-3/2
- (g -Ix|cos gv)(lxl2 + 92 - 2|x|9 cos 8') :'-
! ; -3/2
= » o 2 2
479 (1x) F x| + 0% - 2|xlg cos &) =
L i
4Ty Ix - o|3

? ri?éenie okrerjovej dlohy (4.45), (4.46) pre gul'u polomeru 4 méZeme Vy-
Jjadrit v tvare Poissonovej integrélnej formuly

u(x) =

o <Ix)? ( g(s) :
479 l"llj de (4.4

lal=g

Speciélne pre stred gule dostdvame vztah

1
RiD). = S g(s)ds (4.49)

%o vyjedruje ten fakt, e

volnej gule Potencidlovd funkcia u nadobdda v strede Iub”

priemerni hodnotu gz hodn8t ne jej povrchu.

“ T

prikled .2. Na hledanie Greenovej funkcie Pré Dirichletovu lohu na pol-
priestore

- .
Q {XG B x3 > 0}
pOUZijOmQ met(;du odrezu (zrkadlenin)_

greenovu funkciu hladéme opH#t v tvere

1

— X

a(x,y) = g(x,y) + ;
47 |x-y| 3

>0, y3>()

Aby pletili podmienky
1

A, 8(x,y) =0, xeQ; glx,y) = - o LT
Ix=y1
polo%{me
1
g(x,y) = - 47f/‘x-y'| ’ ’(3 >0, .Y3 >0
kde

.Y' - (y|v Y2 ‘YJ)
je bod symetricky k bodu y = (Y90 Y2 y3) podla roviny s %0 .

Greenova funkcia mé potom tvar

1 1 1
G(x,y) = & - =
4T\ Ix=yl [x=y'|

1

1

‘T[V(x]—y‘)z - (xz--y2)2 B (13-)’3)2

1
2 2 2

V(X1—y‘) + (x2-y2) + (!3*3!3)

Riedenie Dirichlletovej okre jovej dlohy

u(x) = 9, XERJ, x3 >0 (4.50)

“(11»32.0) = h(x,,x,), (x',x?_)ef(2 (4.51)

VYjedrime v tvere

da(x,y)
u(x) = f ikt
3y3

h(y‘,yz)dyldyz. xJ >0

=0

Y3
R
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Integrél je ® klednym gznemienkom, pretole vonkaj3ie norméle k hrenicy oblas.

ti Q mé smer opa¥ny 8ko 08 0,3.

Po mderivoveni Greenovej funkcie V poslednom integréle dostaneme riedeni,

v tvere

Xy h(yl'yZ)
alx) & - {I
20 2 w—(x,-y,)z + (22-y2)2+x§ ]3

Nevlastny integrél (4
ni¥ené ne mnoZine R".

.52) konverguje neprikled pre vdetky funkcie h ohrs.

V pripade priestoru l7t2 postupujeme podobnym sp8sobom. Greenova funkcis pre

Lapleceov oparétor mé tver
1 1

a(x,y) = glx,y) ¢+ == 1n === § X YEQ, x Fy (4.53)
(x,y) = glx,y o v) ’
kde funkcis g Jje rieSenim dlohy
a, &(x,y) =0, xeQ (4.54)
9g(.,y)
oC(s) —————— + f(e)gle,y) =
on |x=s
(4.55)
oC(s) - : 1 ‘ N
= -¢(8) — — 1n + /A (8) 1n y 8E€
B AX [x-y||x=8 A T |s-yl

Prikled 4.3. Méme zostrojit Greenovu funkciu Dirichletovej okrsjovej ulol

pre prvy kvedrant roviny RZ, t.j. pre oblast
- 2
Q-{xeR :x >0, x2>0}

Postupujeme metodou odrazu, porobne sko v priklade 4.2. VyuZitim symetrie
(pozri obr. 13) dosteneme Greenovu funkciu tvaru

3(x,y) =

= 5 <ln : 1 ‘ : ‘
o = in — = 1n + 1n ——— =
ey Ix=y| Ix_y - lx_y%' l"*YI

! Ix=y 7| x-
= -——__LL__!I_

e
21 Ix_yl l“-‘/l

kde 'y w (y 900 ¥ W y .
1 2 y o \y]i -.I/)O y " ('y‘-ys)- y‘>o' y270.

. 200 TThaS——
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Xq
' i ; Obr. 13
Hladenie Greenovej funkcie pre prvy kvadrant metddou
odrazu

4.4 Ulohy

].

Vyjedrite Greenovu funkciu pre Laplaceov operdtor na obdiZniku (0,a) x
x (0,b) v tvare Fourierovho radu podle ortonormélneho systému vlasstnych
funkeif pri nesledujdicich okrsjovych podmienkach:

8) u(x,0) = u(x,b) = u(0,y) = u(e,y) =0

du du
b) u(0,y) = u(e,y) = — (x,0) = — (x,b) =0
Ay dy
) du du
¢) u(x,b) = u(a,y) = — (0,y) = — (x,0) =0
9x oy

Vyjedrite Greenovu funkciu pre Leplaceov operdtor s homogénnou Dirichle-

tovou okrajovou podmienkou ns hranici 3 oblasti €Q v tvare Fourierov-

ho redu podYe ortonormélneho systému vlastngch funkcif, ak

e) 2 je kruh s polomerom 3. ¥ rovine R2

b) 2 je gula s polomerom 9 v priestore RJ

Vyjedrite Greenovu funkciu pre Laplaceov operdtor na valci polomeru
¢akladne 0

a vy3ky d v tvere Fourierovho redu podl'a ortonormsdlneho
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tému vlestngch funkeif pri nasledujicich okrejovych podmienkech a1
systému

lindrickych sﬁradni‘chch:

du
= Ry ’ od) =0
®) u(s),{p,z) = -a—; (r,(p,o) & (r, ¢

du g
b) ulr,p,0) = u(r,so,d) = 5; (9,(/),2

Metddou odrezu néjdite Greenovu funkciu pre nesledujice oblesti v prig.

tore R3 pre Dirichletovu dlohu:
a) Prienik polpriestorov X, > 0, X3 >0

b) Oktent x, >0, X, >0, x3> 0

Kombinovanim metody odrazu @ sférickej symetrie ndjdite Greenovu funkeiy
pre nasledujice oblesti v priestore R” a Dirichletovu udlohu:

a) Polgula [xI <9, X3 >0

b) Stvrtguls IxI<Q, X, >0, X3>0

¢) Osmine gule [x|<Q, X, > 0, x,>0, Xy >0
Odvodte frrmulu
e h(y,)
u(x) = ulx,x,) = e j V___—22 dy,, X, >0 (4.56)
- (xy-3,)%+ x5
pre rie3enie Dirichletovej okrsjovej udlohu
u(x) =0, ulx,,0) = h(x,), x, €R, x,> 0 (4.57)

ze predpokladu konvergencie integrélu (4.56).

Riedte okrajovd dlohu (4.57), ek

1, ak x, €(a h)

1 ’

a) h(x,) =/
: g -

0, ek x, ¢(a,b)

b) h(X‘) = —2——

c) h(x‘) =

*i

iy vl
Rie¥te okrejovd Wlohu (4.54), (4.55), sk
8) h("l"‘z) = (1 + xf + xg)"/2

b) h(x,,x,) = X) x, (14 xl2 + x2)-3/2
2

= QT -
§5. METSDY FUNKCIONALNEJ ANAL$ZY

v predchédz”jdﬁiCh kepitoléch sme riesili eliptické okrajové dlohy tzv,
klpsickymi metodami zaloZenymi hlevne na poznatkoch z diferencidlneho & in-
tegrélneho po¥tu. Pri tychto metodach sa prihliada nes vlastnosti jednotli-
vfch funkcif{ z istej triedy urdenej okrajovymi podmienkemi, V tejto Zesti
pudeme uveZovat funkcie eko prvky ur&itého linedrneho priestoru a ich Jjed-
notlivé vliestnosti budeme brat do Wvehy len vo vztehu k celej triede uvazo-
venych funkcif{. To ném umoZn{ sbstrehovat od niektorfch vlestnost{ diferen-
cidlnej rovnice & jej rie3enis & zamerat sa len na tie, ktoré si rozhoduji-
ce pre existenciu riedenia dlohy. Hlevnym cielom bude zeviest teky typ rie-
enis okrsjovej ulohy pre eliptickd rovnicu, aby pre dostetone Jirokd trie-
du prevych strén & oblast{ rie3enia bolo mo%né dok4zat nielen jeho jedno-
znetnost, ele ej existenciu. Odvodime &j pribli%né metody riedenia vedice

k rieSeniu systému linedrnych slgebresickjch rovnic.

2.1 Hilbert.ovské25 ) priestory

V %asti 1.2 sme zaviedli pojem skaldrneho sui¥inu funkcif{ v priestore L2(Q).
Skeldrny si¢in moZno zsviest aj pre iné triedy funkcif. Zavedieme ho ab-
straktnym sp8sobom.

sa nazyva priestor so skaldrnym si&i-
: Hx H=-—>R

Definfcia 5.1. Linedrny priestor H
nom, sk existuje funkcia dvoch premennych (.,.)

8 vliastnostemi:

i lu,v) = (v,u)
(ii) (u + v,w) = (u,w) + (v,w)

(iii)  (ocu,v) = o< (u,v)

prédve vtedy, 8k u =0
oC ER.

il (u,u) 2 03 (u,u) =0

pre v3etky prvky u, v, wE€H a &isla
Funkcie (.,.) 88 nazyva skeldrny si¥in & &1slo (u,v) skalérny sulin prvkov

4, VEH,

T —

25)

HILBERT Devid (1862-1943), nemecky matemetik. V evojom diele dovrail
axiomatizdciu euklidovskej geometrie. Zov3eobecnil euklidovsky pries-

tor na nekonednorozmerny pripad. Rie3il aj problémy matemstickej ena-
dy variagného

1¥2y a v sivislosti s Dirichletovou ilohou rozviJBlimeto
Potu., Vytvoril vyznemné metematické centrum v Gdttingene.




