Normované normalne rozdelenie

Skoér ako sa budeme vendvalastnému odhadu strednej hodnoty, zoznamime sa so
zakladnym — normovanym normalnym rozdelenim N(0,1).
Funkcia hustoty rozdelenia N(0,1) je dana predpisom:

f=inline('exp(-x.*2/2)/sqrt(2*pi)");
Pre pracu s normalnym rozdelenim potrebujeme digimii funkciu F, teda integral £
Nachadza sa v matlabovskom Statistickom toolboxa penomnormcdf Pokid Statisticky
balik nie je k dispozicii, musime si poradinak. Zdanlivym problémom je nevyjadiiteos’
funkcie F za pomoci beZznych ,kalkutgovych” funkcii, ale sada matlabovskych funkcii je
SirSia a integrovanie funkcié umoziuje — Kucovym pomocnikom je funkciarf, ktoru
definujemeako integral jednej z takych ,neintegroMatgch” funkcii:

erf(x) =ljo.q 2Nr * exp (-£) dt

FunkciuF normalneho rozdelenia by sme aj¢ne“ mali vedi€ vyjadrit pomocouerf, avSak
bude podné sledové, ako si s tym poradi Matlab. PrikaZzeme mu integfaySSie zadanf

>> s=sym('s’)
>> F=int(f(s))
F = 1125899906842624/5644425081792261*piN(1/2)*2/N(1/2)*erf(1/2*27(1/2)*s)

Symbolicky méd sa nezdrzZuje Upravami ziskanéhoedysl, je to teda na nas:

>> 1125899906842624/5644425081792261*piN(1/2)*27(1/2)
ans = 0.50000000000000

F mb6Zeme teda predbeZ(i¥ zapisé nasledovne:
>> F=inline('0.5*erf(sqrt(0.5)*x)")

Pri neutitom integrovani dostavame vysledok F+c, kde karidtac musime spreshina
zaklade inych dostupnych Udajov. ZétHati:

>> F(0)
ans= 0

My v8ak potrebujeme ndav nule hodnotu 0.5 (pdid definicie), preto musime ku F prida
0.5. Distribna funkcia normovaného normalneho rozdelenia pdtode

>> F=inline('0.5%erf(sqrt(0.5)*x)+0.5";

Okrem F budeme potrebavaj jej inverznu (kvantilovd) funkciu. Ta najdemgpoctom na
papieri, préom vyuZzijeme matlabovskérfinv (inverzna kerf):

>> Finv=inline('sqrt(2)*erfinv(2*y-1)")
Pozor — dd=inv smieme dosadzovaba hodnoty medzi 0 a 1 (gi@?).

Material na d’alSie Studium: http://en.wikipedia.org/wiki/Normal distribution
http://en.wikipedia.org/wiki/Error function




Intervalovy odhad strednej hodnoty

Nech X ma rozdelenie N(m, 0.3”2). Realizujme nalyodrber v rozsahu n = 30:
>> x = rand(1,30)*25;

Bodovy odhad strednej hodnoty m je
>> xm = mean(x)

Xm =
12.7693217282068

Hradajme intervalovy odhad strednej hodnoty sol'aiplvog’ou p=0.8, teda 80%. Na to
potrebujeme najprv zistislo u, o ktorom pri normovanom N(0,1) plati:

quad(f, -u,u) = 0.8,

A teraz k samotnému vyptu. Ak hfadame také u, aby bolo quad(f, -u, u) = 0.8, pojezhe
vlastne zisti, kedy je F(u)=0.9 (pt® je to tak?):

>> u=Finv(.9)
u= 1.28155156554460

Zistili sme teda hodnotu a mame interval [+ u], ktory zodpoveda sgahlivosti 0.8 pri
normovanom normalnom rozdeleni. Vratime sa terama&mu rozdeleniu N(m, 0.3"2) a
zistime, ako bude vyzatdiradany interval [xm-d, xm+d]. Péd tedrie (prednaska, skriptd)
vieme utit' d =o * u / sgrt(n),co je u nas:

>>d = 0.3*u/sqrt(30)
d= 0.07019347010548
Pri poZadovanej sfiahlivosti 0.8 teda moZznd’ada’ strednu hodnotu m na intervale
>> [xm-d, xm+d]

ans = 12.69912825810132 12.83951519831229

Ulohy:
1. RieSte vySSie uvedeny problém (tj. odhad m) pogadovanu sgahlivog’ 0.9, 0.95

a 0.999. To isté pri vychodzom rozdeleni N(m, 0)1&N(m, 2.5*2). Ako sa meni interval
odhadu v zavislosti od poZadovanej Bgdivosti a od sigmy vychodzieho rozdelenia?
Spravnos svojej odpovede testujte aj dalSich hodnotach.

2. RieSte op&y problém — hodnotd je znama a zisljeme sptahlivog’ p.

3. Zostrojte m-file, ktory po zadani vstupnych @wdayypctita 'adany odhadn. Tj. p6jde o
zhrnutie na jednom mieste cely vysSie uvedeny rokadania.



Studentovo rozdelenie

Studentovo rozdelenie s koeficientomI'mosti n najdeme podrobne charakterizované na
strankach:
http://en.wikipedia.org/wiki/Student_distribution

Pre lepSie porozumenie témy odptamne tieZ stranky:

http://en.wikipedia.org/wiki/Beta function
http://en.wikipedia.org/wiki/Incomplete beta fumgi#lncomplete beta function

Pre nas je podstatné to, Ze vieme distmidufunkciu Fk (k je stupe volnosti) vyjadri
v tvare:
F(k,t) =1 - 0.5%y(k/2 , 1/2)

kde x(t) = k / (k+%) .
Tzv. regularizovani nekompletni beta-funkcily(a,b) Matlab pozna pod menom
betainc(x,a,b) . Pre stupe volnosti kteda mbzeme zatligredpis distribtnej funkcie
Studentovho rozdelenia jednoducho v tvare:
F = inline('1-0.5*betainc(k./(k+t.*2),k/2,0.5)")
PozndmkaPre v&Siek Studentovo konverguje k normovanému Gaussovmueteaul.

Uloha: Nakreslite cez seba grafy N(0,1) a Studentovhdetenia s k=30, 40, 50. Porovnajte
(aj pod lupou).



Neznamy rozptyl

Ak rozptyl 6® nepozname, nahradimendhadom S=sqrt(var(x)).

>> S=sqrt(var(x))
S= 7.818833709393946

Ak miesto presnej sigmy pouzivame odhad S, ,zapktza to* tym, Ze interval §su
normovanej premennej budeméalla’ (namiesto normélneho rozdelenia) zo Studentovho
rozdelenia stuja va’nosti 29. Pre sgahlivog’ 0.8 potrebujeme také, v ktorom by platilo
F(29,u)=0.9 (preto 0.97).

Najprv skusmo niekitkymi nahodnymi dosadeniami zistime, Ze sa nachaddedle
medzi 1 a 2. Tento odhad je potrebny na to, aby\sdeli ,poradi funkcii fzero, kde ma
hrada’ rieSenie.

Matlabovska fzero llada nulové body (korene) funkcii. Ak ju chceme pbuia
hradanie bodu s hodnotou 0.9, musime vlastiaeld korene rovnice F(29,u) — 0.9 = 0. Aby
sme zbytoéne nekomplikovali situaciu, stuppé&=29 dosadime ,natvrdo*:

>> F09 = inline('1-0.5*betainc(29./(29+t.72),29/2,0.5)-0.9")
>> format long
>> y=fzero(F09,1)

u= 1.311433647301550

Hoci zobrazujeme vo formate long, je pravdepodobaé)a posledné cifry zapisu nemust by
spd’ahnutie.
Pokraujme prechodom k ndSmu konkrétnemu pripadu:

>> d = S*u/sqrt(30)
d =1.872094086440487

>> [xm-d, xm+d]
10.897227641766316 14.641415814647290

Hradané m je na 80% na interval®[897227641766316 , 14.641415814647290

Ulohy:
1. RieSte vySSie uvedeny problém (tj. odhad m) po@adovanu spgahlivog’ 0.9, 0.95

a 0.999. Ako sa meni interval odhadu v zavislodtpoZadovanej sfiahlivosti?

2. RieSte op&au Ulohu — znamd a nezname.

3. Najdite (a zdévodnite) hodnotu k, pri ktorej(gahladom na presnédMatlabu) uz ndhrada
Studenta Gaussom nijak vyraznejSie neprejavi nktéweysledkov.



