Na planované predstavenie sa omylom predalo 120 listkov, lenze kapacita siene je 99.
Tutor podujatia rozhodol, Ze jeho zaciatok sa cielene omeska a snad’ sa niekol’ko I'udi
naStve a odide. Trpezlivost’ divaka, ¢iZe jeho ochota pockat’ x mintt (potom to zabali),
je dana funkciou hustoty

f(x) = 1.004"(-(x-k)*2)/m na intervale [0,3k], kde k=30

a) Doplite konstantu m podl'a vlastného zodpovedného uvézenia.

Konstantu m musime zvolit’ tak, aby integral funkcie f mal na danom intervale hodnotu 1. Az
vtedy je funkcia f dobre definovanou funkciou hustoty.

>> f = inline('1.004.”(-(x-30)."2)");
>> format long e
>>m = quad(f,0,90)
m= 2.794986749439160e+001

>> £ = inline('1.004.7(-(x-30)."2)/27.94986749439160";

b) Aka4 je strednd hodnota divackej trpezlivosti? (v minutach)
Odpoved’ ziskame pouzitim zdkladného vzorca na vypocet strednej hodnoty (spojity variant):
>> fx = inline('x.*1.004.”(-(x-30).72)/27.94986749439160");

>> EX=quad(fx,0,90)
EX = 3.012332373832060e+001

c) Aka je Sanca, ze oneskorenie zaCiatku predstavenia o (k-10) minuat spdsobi odchod
aspon 21 divakov?

Oneskorenie o 20 minuat z pohl'adu divéka jednotlivea znamena

>>p = quad(f,0,20)
p=1.827826276923697¢-001

okolo 18% pravdepodobnost’ toho, Ze sa za ten ¢as zbali a odide. Pravdepodobnost’ odchodu
aspon 21 divdkov zo 120 (a teda Sanca, Ze problém nadbytocnych listkov sa vyriesi
prirodzenou selekciou) sa vypocita podla binomického rozdelenia. Aspont 21 divékov
znamena 21, 22, 23, ... alebo 120. Bude azda o nieco uspornejsie klast’ otazku najprv opacne
— aka je pravdepodobnost’, Ze odide najviac 20 divakov —tj. 0,1,2 ... alebo 20?
Pravdepodobnost’, Ze neodide nikto, je

>> s0=(1-p)*120
sO=3.023505956604391e-011
Najviac 20 l'udi:
>> S=50; s=s0; for k=1:20, s=s/(1-p)*p*(120-k+1)/k; S=S+s; end, S

S=3.759886902486426¢-001



Aspon 21 T'udi teda odide s pravdepodobnost'ou asi 62 percent.

>> P21plus=1-S
P21plus= 6.240113097513574e-001

d) Najmenej o kol’ko (diskrétne v celych minutach) sa musi zaciatok omeskat’, aby sa
na 99% vsetci, ¢o neusli, pomestili?

Otazka sa stale tyka poctu 21 a viac. Mézeme pouzit’ predosSly vypocet 1-S, budeme vSak
hybat’ hodnotou p. Odpoved’ hladame v celych minutach, o ndm umoziuje vyhnut sa
komplikovanej$im vypoctom a staci nam hl'adat’ skusmo. Videli sme, ze 20 mint je malo —
skasme 30:

>> p=quad(f,0,30), s0=(1-p)*120; S=s0; s=s0; for k=1:20, s=s/(1-p)*p*(120-k+1)/k; S=S+s; end, 1-S

p= 4.981559983606417e-001
ans = 9.999999999999629¢-001

v

celominutovy cas, ktory splni pozadovany ciel. SkuSat budeme rozne casové hodnoty,
ktorych poradie budeme volit’ zhruba tak, ako sa to deje pri bisekeii:

>> p=quad(f,0,25), s0=(1-p)*120; S=s0; s=s0; for k=1:20, s=s/(1-p)*p*(120-k+1)/k; S=S+s; end, 1-S

p= 3.250414479363958¢e-001
ans = 9.999284068124452e-001

>> p=quad(f,0,23), s0=(1-p)*120; S=s0; s=s0; for k=1:20, s=s/(1-p)*p*(120-k+1)/k; S=S+s; end, 1-S

p= 2.631223100040215¢e-001
ans = 9.914275669585271e-001

>> p=quad(f,0,22), s0=(1-p)*120; S=s0; s=s0; for k=1:20, s=s/(1-p)*p*(120-k+1)/k; S=S+s; end, 1-S

p= 2.345451296802308¢e-001
ans = 9.541156235365187¢e-001

Takze 23 mintt staci, ale 22 je malo. Odpovedou je 23 mint.

sk st sk s o ok ok ok ok sk sk st sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk s sk sk ok sk sk sk sk sk s sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk skoskoskosk ok
sk st sk sk sfe sfe ske sk sk sk sk sk sk sk sfe ske sk sl sk sk sk sk sk sk ske sk sl sk sk sk sk sk sk sk sk sl sk sk sk sk sk sk sk ske sk sl sk sk sk sk sk sfe sk sk sl sk sk sk sk sk sk sk sk sl sk sk sk sk skoskoskoskoskoskok
sk st sk s o ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk s sk sk ok sk sk sk sk sk s sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk s sk sk ok ok sk sk sk sk sk skoskoskosk ok
sk st sk sk sfe sfe ske sk sk sk sk sk sk sk sfe ske sk sl sk sk sk sk sk sfe ske sk sl sk sk sk sk sk sk sk sk sl s sk sk sk sk sk sk ske sk sl sk sk sk sk sk sfe sk sk sl sk sk sk sk sk sk sk sk sl sk sk sk sk sk skoskoskoskoskok
sk st sk s o ok ok ok ok sk sk st sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk s sk sk ok sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk sk sk sk s sk sk ok sk sk sk sk sk s sk sk ok ok sk sk sk sk skoskoskoskosk ok
sk st sk sk sfe sfe ske sk sk sk sk sk sk sk sfe ske sk sl sk sk sk sk sk sk ske sk sl sk sk sk sk sk sk sk sk sl sk sk sk sk sk sk sk ske sk sl sk sk sk sk sk sfe sk ske sl sk sk sk sk sk sk sk sk sl sk sk sk sk skoskoskoskoskoskok
sk st sk s o ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk s sk sk ok sk sk sk sk sk s sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk s sk sk ok ok sk sk sk sk sk skoskoskoskok



Na daleku cestu sa chcelo vybrat' 40 zbojnikov. Odchod bol stanoveny zhruba na 8:15.
Niektori zbojnici sa zacali schadzat’ uz skor, ini meskali, jednym slovom, ich dochvilnost’ sa
dala vyjadrit’ hustotou

f(x) = c*x*e¢ ™! na [0, ), kde x st minuty po 6sme;j.

a) Dopliite vhodné c.

b) Aka je pravdepdobnost’, ze o 8:15 sa zide asponi polovica z nich?

c) Najskor o kolkej by ich mal Alibaba s autobusom vyzdvihnit, aby mal s 80%
pravdepodobnost’ou aspon 30 chlapov? (odpoved’ s presnost'ou na celé minuty)

d) S akym poctom chlapov mézZe Alibaba na 90% pocitat’, ak pride o 8:30?

e) Aj Alibaba je len zbojnik ako kazdy iny a jeho prichod je podriadeny tej istej funkcii
hustoty ako u jeho kolegov. S akym poctom zbojnikov s najvdcSou
pravdepodobnost’ou odide?

a) Dobre definovand funkcia hustoty musi mat’ integral na svojom defini¢nom intervale rovny
jednej. Ked’ze sa nekonecno tazko numericky dosadzuje, miesto nekone¢na dosadime
niekol’ko vicsich Cisel. Ak sa pozrieme na graf funkcie f,
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vidime, Ze jeho vrchol je v Cisle 15, teda v Case ked’ sa podla dohody malo odchéadzat.
Zaroven vidime, ako funkcia smerom k nekonecnu klesa.

>> quad(f,0,200)

ans = 224.9948
>> quad(f,0,500)

ans = 225.0000
>> quad(f,0,1000)

ans = 225.0000

Zda sa, ze na hodnote 225 sa to ustali. Komu sa takéto numerické odhadovanie nepaci a tizi
po doveryhodnejSom postupe, moze vyratat’ presny integral:

>>gyms s, int(f(s))

ans = -15%s*exp(-1/15%s)-225*exp(-1/15%*s)
>> s=0; subs(F)

ans = -225

Vysledkom je teda funkcia F = -15*s*exp(-1/15%*s)-225*exp(-1/15*s) +225, ktora ma v
nekonecne (troSku pouvazujeme o limite...) hodnotu 225. N&s§ numericky tip bol dobry.



b) >> f = inline('x.*exp(-x/15)/225")
Najprv musime urcit’ pravdepodobnost’ p, Ze sa nejaky jednotlivec z druziny dostavi o 8:15:

>> p=quad(f,0,15)
p= 0.2642

Aspori polovica, to pri pocte 40 znamena ¢osi medzi 20 a 40 pritomnymi:
>> q=p"40; S=q; for i=39:-1:20, q=q*(i+1)/(40-i)/p*(1-p); S=S+q; end, S
S= 0.0012
Nevyzera to vel'mi perspektivne...

c) Staci to v celych minuatach, tak budeme skasat’. 15 minut je asi malo, skasme 30, 70,
40... posledné nase pokusy boli:

>> p=quad(f,0,45); g=p”40; S=q; for i=39:-1:30, q=q*(i+1)/(40-1)/p*(1-p); S=S+q; end, S
S= 0.8426

>> p=quad(f,0,43); qg=p”40; S=q; for i=39:-1:30, q=q*(i+1)/(40-1)/p*(1-p); S=S+q; end, S
S= 0.7485

>> p=quad(f,0,44); q=p”40; S=q; for i=39:-1:30, q=q*(i+1)/(40-1)/p*(1-p); S=S+q; end, S
S= 0.7993

TakZe to vychadza orienta¢ne na tych 44 minut a ak chceme mat’ istotu o 80% spolahlivosti,
tak radsej az 45.

d) O 8:30 ma kazdy zo zbojnikov osobnu pravdepodobnost’ prichodu:

>> p=quad(t,0,30)
p= 0.5940

Ak Alibaba ocakava 90% Gspech svojich o¢akavani, mal by o¢akavat’ kolko chlapov? (Ak ich
bude viac, to samozrejme nevadi!) Zeby 15?

>> q=p"40; S=q; for i=39:-1:15, q=q*(i+1)/(40-1)/p*(1-p); S=S+q; end, S
S=0.9984

V pohode, moze rubat’ vyssie. Zeby 20?

>> q=p"40; S=q; for i=39:-1:20, q=q*(i+1)/(40-1)/p*(1-p); S=S+q; end, S

S= 09139



Z.da sa, Ze sme trafili, ale overime:

>> q=p"40; S=q; for i=39:-1:21, qg=q*(i+1)/(40-1)/p*(1-p); S=S+q; end, S
S=0.8529

Takze 21 uz je vela. Spravna odpoved’ je 20.

e) Pri tejto otazke si staci uvedomit’, ze vysledok zavisi len na tom, kedy pride kapo. Graf

funkcie, ktory je na obrazku vysSie (eSte pred vydelenim konStantou, ale tvar krivky sa

nezmeni), ukazuje, ze najvysSia pravdepodobnost’ Alibabovho prichodu je o 8:15.

Pripomenieme si, Ze pravdepodobnost’ prichodu jednotlivca do 8:15jep=0.2642.
Vyratame si teraz pravdepodobnosti prichodu réznych poc¢tov zbojnikov:

>> q=p"40; S=q; for i=39:-1:0, q=q*(i+1)/(40-1)/p*(1-p); S=[q,S]; end, S

S = 0.0000 0.0001 0.0005 0.0021 0.0071 0.0184 0.0385 0.0672  0.0995
0.1270 0.1414 0.1384  0.1201  0.0929 0.0643 0.0400 0.0225 0.0114 0.0052
0.0022  0.0008 0.0003 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000

Je to jasné — najvyssie Cislo, ktoré vo vypise vidime, je 0.1414 na 11. pozicii a to zodpoveda
poctu 10 zbojnikov. Odpovedd’ teda znie, Ze najpravdepodobnejsi pocet zbojnikov, s ktorymi
kapo odide, je 10 ks bez velitela.



