Intervalovy odhad strednej hodnoty

Nech X ma rozdelenie N(m, 0.3”2). Realizujme ndhodny vyber v rozsahu n = 30:
>> x =rand(1,30)*25;

Bodovy odhad strednej hodnoty m je
>> xm = mean(x)
xm= 12.7693217282068

Hl'adajme intervalovy odhad strednej hodnoty so spolahlivostou 0.8, teda 80%. Na to
potrebujeme zistit’ ¢islo u, o ktorom pri normovanom normalnom rozdeleni N(0,1) plati:

quad(f, -u, u)=0.8 ,
kde f je funkcia hustoty rozdelenia N(0,1) dana predpisom
f=inline('exp(-x.2/2)/sqrt(2*pi)');

Idealne by bolo pouzit’ na vypocet matlabovsku Statisticki pomocku normcdf, ktora
vSak nie je Standardnou vybavou Matlabu a preto nie je vzdy k dispozicii. Musime si preto
poradit’ inak. Pripominame, Ze hlavnym problémom pldnovaného vypoctu je nevyjadritelnost’
primitivnej funkcie k f v normalnom analytickom tvare.

1. Presvedéme sa o tom, Ze s primitivnou funkciou k fy to naozaj nejde. Prikdzeme
Matlabu, aby ju funkciu naSiel:
>> s=sym('s')
>> F=int(f(s))

F = 1125899906842624/5644425081792261*pi(1/2)*27(1/2)*erf(1/2%2/(1/2)*s)

Matlab sa tvari, ze ju nasiel, ale pozornejsi pohl'ad odhali zahadn erf, ktorej identitu zistime
po d’alSom vysluchu:

>> help erf

ERF Error function.
Y = ERF(X) is the error function for each element of X. X must be
real. The error function is defined as:

erf(x) = 2/sqrt(pi) * integral from 0 to x of exp(-t"2) dt.

Za menom erf je ten integral, ktory mal Matlab vyratat’ a nevyratal...

V tejto chvili netreba podlahnut’ skepse. Posledna zl4 sprava je v skuto€nosti dobrou.
Hoci erf predstavuje to, o Matlab nevedel zintegrovat, neznamena to, ze s tym Matlab nevie
pracovat’. Prave naopak — madme v rukdch Matlabu zrozumitel'ny predpis hl'adanej funkcie.
Ten uz len musime upravit pripoCitanim konstanty (vysSie uvedend F sa z hladiska
matematickej analyzy musi interpretovat’ ako F+c) tak, aby napr. F(0) = 0,5:



>> F= inline('1125899906842624/564442508179226 1 %pi~(1/2)*2/(1/2)*erf(1/2%2/(1/2)*x)+0.5");

Pre kontrolu dosad’'me par Cisel (overte podl’a tabuliek, ¢i vSetko sedi):

>>F(0)

ans = 5.000000000000000e-001
>> F(-4)

ans = 3.167124183311998¢-005
>>F(3.58)

ans = 9.998282028962541e-001

A teraz k samotnému vypoctu. Ak hladdme také u, aby quad(f, -u, u) = 0.8,
potrebujeme vlastne zistit’, kedy je F(u)=0.9:

>>F9=inline('1125899906842624/5644425081792261*pi"(1/2)*2"(1/2)*erf(1/2*2"(1/2)*x)+0.5-0.9");
>> u=fzero(F9,0)
u= 1.281551565544601e+000
>> F(u)
ans = 9.000000000000000e-001

2. Hodnotu u mézeme najst’ aj Cisto numericky. Vzhl'adom na symetriu grafu okolo
osi y si mdzeme podmienku zjednodusit’ a hl'adat’ u, pre ktoré plati:

quad(f,0,u)=0.4 .

Vypocet uskutocnime najjednoduchSou (pomalou, ale spolahlivou) numerickou metédou
bisekcie intervalu. Najprv skiisime orientacne zistit, kde sa priblizne hl'adané u nachadza.
Urobme niekol’ko pokusov:

>> quad(f,0,1)

ans =
3.413447424066043e-001

>> quad(f,0,2)

ans =
4.772498569707956e-001

>> quad(f,0,3)

ans =
4.986499549840275e-001

>> quad(f,0,4)

ans =
4.999679643418110e-001

Z vysledkov vidno, ze quad(f,0,1) < 0.4 < quad(f,0,2). Nase u budeme hl'adat’ preto na
intervale [1,2].

Stred intervalu je 1.5. Ak quad(f,0,1.5) bude menej nez 0.4, je zrejmé Ze u sa nachadza
v [1.5, 2]. Inak by malo byt u v [1, 1.5]. Mame teda na polovicu zizeny interval, v ktorom
hl'addme u. Pokracujme d’alej v deleni intervalu na polovicu, az kym interval nebude
dostatone maly. Aby to netrvalo dlho, vyuZijeme matlab a pracu s cyklom. Za¢neme s
intervalom [1,2].



>> a=1; b=2; n=40; delt=1/2"40
delt =
9.094947017729282e-013

Ak vychodzi interval 40-krat podelime na polovicu, bude mat’ velkost’ delt. H'adané u bude
teda tymto intervalom uréené s celkom slusnou presnostou.

Pozor — aby sme ziskali vysledok s pozadovanou presnostou, musime funkciu quad prinutit
s touto presnostou pracovat (vid posledny parameter).

>> for k=1:n, s=(a+b)/2; if (quad(f,0,s,1e-12)<0.4) a=s; else b=s; end, end, a,b

a= 1.281551565544599
b= 1.281551565544599

S presnost'ou zhruba Se-13 (tj. delt/2) mozeme tvrdit’, Ze u = (a+b)/2 = 1.281551565544599.
(porovnajte s vysledkom postupu 1.)

Zistili sme teda hodnotu u a interval [-u, u], ktory zodpovedad spol'ahlivosti 0,8 pri
normovanom normalnom rozdeleni. Vratime sa teraz k nadSmu rozdeleniu N(m, 0.3"2)
a zistime, ako bude vyzerat hl'adany interval [xm-d, xm+d]. Podla toho, ¢o bolo na prednaske
a ¢o ngjdeme v skriptach, vieme urcit’ d = sigma * u / sqrt(n), ¢o je u nas:

>> d = 0.3*1.281551565544599/sqrt(30)

d= 7.019347010548373e-002

Pri pozadovanej spol’ahlivosti 0.8 teda mozno hl'adat’ stredni hodnotu m na intervale
[12.69912825911816, 12.83951519729544].

Ulohy:

Rieste vysSie uvedeny problém (tj. odhad m) pre pozadovanu spol’ahlivost 0.9, 0.95, 0.99
2 0.999. To isté pri vychodzom rozdeleni N(m, 0.172) a N(m, 2.5*2). Ako sa meni interval
odhadu v zavislosti od pozadovanej spol'ahlivosti a od sigmy vychodzieho rozdelenia?



Neznama sigma:

Ak sigmu nepozname, nahradime ju jej odhadom S=sqrt(var(x)).

>> S=sqrt(var(x))
S=
7.818833709393946

Ak miesto presnej sigmy pouzivame odhad S, ,zaplatime za to* tym, ze interval [-u,u]
normovanej premennej budeme hladat’ (namiesto normélneho rozdelenia) zo Studentovho
rozdelenia stupna volnosti 29, ¢o bude vyzerat’ predbezne (bez normovania) takto:

>> g=inline('(1+x.22/29).A(-15)');

Potrebujeme predovsetkym zistit’ normovaci koeficient ci. Jeho hodnotu zistime ako integral
z funkcie g na intervale (-o0,00).

A. Jedna mozZnost’ je zintegrovat’ (ndjst’ primitivnu funkciu ku g) a potom vypocitat’ jej limitu
v nekonecne. Tento postup je presny, ale nevyhneme sa symbolickému modu.

>> s=sym('s'); int(g(s))
ans =

297558232675799463481/28%s/(29+5"2)M4+277036975249882259103/728*5/(29+5"2)M 3+
79608326221230534225/5824*s/(29+5"2)M 2+63137638037527665075/128128*s/(29+s"2)M 1+
1306295959397124105/73216*s/(29+5"2)*0+95094341871821295/146432*s/(29+52) 9+
55744959028309035/2342912*s/(29+s2)"8+28833599497401225/32800768*s/(29+5"2)A7+
331420683878175/10092544%s/(29+"2)A6+2285659888815/1835008*5/(29+5"2)N5+
709342724115/14680064*s/(29+5"2)4+8153364645/4194304*s/(29+5"2)A3+
1405752525/16777216*s/(29+5"2)2+145422675/33554432*5/(29+52)+
5014575/33554432+297(1/2)*atan(1/29*s*297(1/2))

Kto sa nezdesil a vladze sa lepSie pozriet’ na vysledok, moze si vSimnut, ze je to sucet 15
sCitancov. Zaujima nds iba hodnota vyrazu v nekonecne, preto prvych 14 ¢lenov mdzeme
ignorovat, totiz ich limita v nekone¢ne je nulova. Limita atan(...) v nekonecne je pi/2
a v minus nekonecne -pi/2, takze hodnota integralu na intervale (-o0,00) bude

5014575/33554432+297(1/2)*pi/2 - 5014575/33554432*297(1/2)*(-pil2) =
5014575/33554432*29M(1/2)*pi .

Po vy¢isleni je teda c,= 2.528326235644034. /]

B. Iny postup, ako zistit' hodnotu integralu, je numericky. Budeme funkciu g integrovat’ na
intervale [-w, w], pricom hranice budeme posuvat’ stale viac k nekone¢nu. Budeme sledovat’,
k ¢omu hodnota integralu konverguje a zdroven musime davat’ pozor, ¢i matlab nenarazi na
hranice svoje presnosti. Pozor na prehnany optimizmus — tu neplati nutne, ze ¢im vacsSie w,
tym presnejsi vysledok.



>> w=100000000000; quad(g, -w,w, 1e-15)
ans = 2.528326235644036e+000

>> w=1000000000000; quad(g, -w,w, 1e-15)
ans = 2.528326235644035e+000

>>w=10000000000000; quad(g, -w,w, 1e-15)
ans = 2.528326235644035e+000

>> w=100000000000000; quad(g, -w,w, 1e-15)
ans = 2.528326235644035e+000

>> w=1000000000000000; quad(g, -w,w, 1e-15)
ans = 2.528326235644035e+000

>> w=10000000000000000; quad(g, -w,w, 1e-15)

Warning: Minimum step size reached; singularity possible.
(Type "warning off MATLAB:quad:MinStepSize" to suppress this warning.)
> In C:\MATLABG6p5p1\toolbox\matlab\funfun\quad.m at line 85

ans = 2.528326570925481e+000

Tu sme narazili na hranice schopnosti matlabu, preto posledny vysledok uz neberieme do
uvahy. Podl'a predoslych vidime, Ze hodnota sa ustalila na 2.528326235644035, ¢o viac-menej
zodpoveda presne zistenému vysledku v bode A.  ///

Potrebné Studentovo rozdelenie ziskame normovanim a bude vyzerat’ takto:
>> gs=inline('(1+x.22/29).7(-15)/2.528326235644034");

Pre spolahlivost’ 0.8 potrebujeme prislusné u, ktoré zistime numericky ako v predosSlom
pripade (postup 2.):

>> a=1; b=2; for k=1:40, s=(a+b)/2; if (quad(gs,0,s, 1e-13)<0.4) a=s; else b=s; end,
end, a,b

a= 1.311433647300873
b= 1.311433647301783

>> u=(a+b)/2
u = 1.311433647301328

Stred posledného vypocitaného intervalu je naSe u. Pokracujme prechodom k ndSmu
konkrétnemu pripadu:

>>d = s*u/sqrt(30)
d= 1.872094086440170

>> xm-d, xm+d
ans = 1.089722764176663e+001
ans = 1.464141581464697e+001

Hl'adané m je na 80% na [10.89722764176663, 14.64141581464697].



Ulohy: ,
Rieste vyssie uvedeny problém (tj. odhad m) pre poZadovanu spol'ahlivost’ 0.9 (x dlzky 40),
0.95 (x dlzky 40), 0.99 (x dlzky 100) a 0.999 (x dlzky 100 a 1000).

Vysledky:
Vysledky (okrem c; a «) su zavislé od nahodného vektora x a preto moézu vychadzat rozne.
Do istej miery by vSak mali byt podobné nasledujtiicim:

0.9 - 40: x = rand(1,40)*25;
S =6.319242499118779
cx = 2.522746244608449
u = 1.684875148523588
eps = 1.310331859910942
xm = 13.28626999114242
m € [11.97593813123148, 14.59660185105337]

0.95 —40: u= 2.022690563520428
eps = 2.020991441163362
m e [11.26527854997906,15.30726143230579]

0.99 — 100: x = rand(1,100)*25;
S =7.019357412541726
c= 2.512966035103634
u =2.626405887084275
eps = 1.843568163184823
m < [10.41730670207863, 14.10444302844828]

0.999 —100: u= 3.391533401525066
eps = 2.380638512187783
m e [9.880236353075674, 14.64151337745124]

0.999 -1000: x =rand(1,100)*25;
S= 7.400471713237401
Cck= 2.507255637374814 (vypodet IBA numericky, integrovanie v symb. méde zlyhava)
u= 3.300296431014886
eps = 0.7723468021376573
m < [11.98011343968271, 13.52480704395802]



