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PREDHOVOR

Matematika 3 v novej akreditdcii sa zaoberd pojmami z matematickej analyzy
funkcii komplexnej premennej, konkrétne zdkladmi Fourierovej , Laplaceovej a
Z-transformécie a zo zdkladov matematickej statistiky. Tento ucebny text pre
predmet M3 sa zaoberd prvou castou t.j. zdkladmi Fourierovej, Laplaceovej a
Z-transformécie a bol vytvoreny pre studijné odbory RK, EN, TLK pocas zim-
ného semestra skolského roku 2018/2019. Je to minimalisticky zapis prednasok.
Nemozno ho povazovat’ za konec¢nui verziu. Pretoze predmet "Matematika 3" je
"novy predmet", budem text dopliiat a adaptovat’ v priebehu d’alsich semestrov.
L Marko

Fourierova transformacia.
Fourierove rady.

Periodicka funkcia, spektralny rozklad.
Nech:
o f:{(a,a+T)— C,T >0, alebo f je periodicka funkcia s periédou 7'
e [ je integrovatelna tj. faﬁT |f()]dt < oc.

Fourierov rad funkcie f v komplexnom tvare je rad

Z Cn€ ™ = e g 1T g 4 ™t 4 et

kde w= 2, ¢, = %fanrT f(t)e ™t

Fourierove koeficienty funkcie f t.j. ¢,,(n € Z) dévaju funkcii f(¢) hodnoty,
ktoré sivisia s periodickym pohybom e™! | tj. s ndsobnymi harmonickymi kmi-
toctami.

Plati: Spojité funkcie integrovatelné s kvadréatom, ktoré maji rovnaké Fourierove
koeficienty si rovnaké. Fourierove koeficienty charakterizuji funkcie vo frekvencénej
oblasti.

Ak je f redlna funkcia, potom c_, =¢,, Vn € N.

f(t) jeredlna: ¢, = %fanrT f(t)e ™mtdt = %fa(HT f(t)cos nwtdt—i% faa+T f(t) sin nwtdt,

Cop = %faa+T f(t)em™tdt = %f;’JrTf(t) cos nwtdt + i% faa+T f(t)sinnwtdt a
teda c_,, = ¢,.

Ak je f redlna funkcia, potom mozeme zlicit’ dva komplexne zdruzené ¢leny a
dostaneme cisto redlny rad:

Pren>1

Cne™t + c_em ™t = ¢, (cosnwt + i sin nwt) + ¢, (cos nwt — isin nwt) =

= (¢n + c_p)cosnwt + i(c, — c_,) sinnwt = 2 Re ¢, cos nwt — 2 Im ¢, sin nwt.

Ozna¢me: a, = 2Rec, = %fanrT f(t)cosnwtdt, b, =—-2Imec, = %faHT f(t)sinnwtdt.



kosinovo-sinovy tvar: 4 + > . a, cos nwt + b, sinnwt, s amplitudou: A, =
Va2 + b2 '

transformac¢né vztahy mezi koeficientami: n > 1, a, = 2Rec,, ¢, = %,
b, =—2Ime,. c_, = %

Dolezité je, ze Fourierove koeficienty umoznia zrekonstruovat’ funkciu (su vlastne
suradnicami vo¢i nekonecnej béze).

Niekedy je funkcia priamo rovna sic¢tu svojho Fourierovho radu.

Theorem 1 (Dirichletova veta.) Ak redlna funkcia f(t) s periddou T je po
castiach spojitd a md po castiach spojiti derivdciu, potom w = 9+

>, (ay cosnwt + by, sin nwt) , pre vietky t € R.

Priama a inverzna Fourieova transformacia.

Motivéciou Fourierovej transformécie je spektralny rozklad vseobecnej neperiod-
ickej funkcie v nekoneé¢nej ¢asovej oblasti (s nekone¢ne vel’kou periédou) kde povodni
postupnost’ fourierovych koeficientov (Spektr&ilnu postupnost’) nahraddzame (spek-
tralnou) funkciou F': R — C , F (p f f(t)ePtdt, t.j. nediskrétna skdla

frekvencii, koreluje funkciu s harmomckyml funk(:la,ml g(t) =¢e" pe R.

Definition 2 Nech f : R — C je komplexnd funkcia definovand na R. Funkcia

FUOY= 1) /f Je "t p e R,

sa nazyva Fourierova transformdcia funkcie f. Funkcia

FUIW) = fp /f Jedt, p € R,

sa nazyva inverznd Fourierova transformdcia funkcie f.
Za defini¢ny obor FT sa povazuje mnozina vSetkych p € R, pre ktoré existuju

prislusné integraly.
Nevlastny integral

/_Z f(t)dt = v.p. /_Zf“)dt_%iiléo/_if(@d’f

uvazujeme v zmysle hlavnej hodnoty integralu.

Y A

Remark 3 F{f (1)} = f(p) = 2r f(—p), ti-f(—p) = £ f(p).

A Y A
Oznacenie a terminolégia: F': f— f,F':f f alebo F:fr— f,FL:
Y
f=f

Fourierova tranfformécia a inveriné Fourierova transformdcia. Iné oznacenie
Ff), fi&t)= fp), F{f®)} = f(p).

Postacujica podmienka pre existenciu Fourierovej transformécie je [ fooo |f(t)]dt <
00.

Potom [ e P dt = f - | f (t)| dt < oco. Oznagenie:

L'(R )—{f R—>Cf (t)| dt < oo}.



Example 4 Ndjdime obraz funkcie f, (t) = { (1] 2; ; <:a,z> ,a>0.

Solution 5 F (f,) = f,(p) = [, fu(t)e dt = [*, e Pat = |2 ]" = e
2s1nap.|:|
p

Example 6 Ndjdime inverzny obraz funkcie f, (t) = { 0 i ; (—a.q) a> 0.

Y A X .
Solution 7 F 1 (f,) = fulp) = & fu(-p) = (L2252 ) = Ll O

2 2 —p

Example 8 Ndjdime obraz gaussovskej funkcie f(t) = e " a > 0.

. 2
Solution 9 Vieme, 2¢ [ e e itrdt = \/me~ T, potom
A .
flp) = [T e e ™t = |u = v/at| =

w? = iup

_ \/Laffo e Vadu = \/ge’%ﬂ

Example 10 Ndjdime obraz funkcie, ktord popisuje vybijanie kondenzatora f (t) =

e 120 a>0
0 t<0’ '
. i 0 —(a+i a+i
Solution 11 fp) = fo e eTdt = fo em(ermdt — [_ (a+zp)e o] 0
1
(oz—l—ip)'lj

Fourierove obrazy racionalnych funkcii.
Fourierove obrazy racionédlnych funkcif si aplikdciou Cauchyho vety o rezidudch.
Predpoklady: P a @) st polynémy, stQ) > stP a () nemd redlne korene: tak médme:

OOP_(t)eit — i T€SP<Z)eiz
[ g@a- > a0)

Q(z)=0,Im z>0}

Pri vypocte Fourierovej transformécie racionédlnej funkcie PE g je potrebné vy-

pocitat’ integraly f gg) ~irdt. Ten pomocou substitticie prevedieme na horeuve-

deny tvar integralu. Subst1tuc1a pre p # 0 :u = —pt,du = —pdt.

Potom < )
*P(t) _ o P~} du
@ /OOQ(_E)G ol
P(-2)

o=2) potom maéame:

2
/ oIl i e Pdt = i Z res,R(z)e”

el {=:0(~)=0.1m=>0}

Oznac¢me R(z) =




Example 12 Ndjdime obraz funkcie f(t) = ﬁ

: ) _ 1 _ P
Solution 13 p #0: R(z) = E il

y: _ 2mi p2 iz _ 2mip? e—lPl —\p|

f(p) = I Z{z 1 Q(~2)=0Imz>0} "CSz=ilpl 2 T T ] T ¢

Pre p = 0 dopotitame bud zo spojitosti obrazu, alebo z definice: f Oooo t21+1 dt =

larctg t]™ = 7.0
Suvislost’ Fourierovej transformdcie a Fourierovho radu.
Predpokladajme, ze f(t) je periodicks funkcia s periédou T' > 0, takd, ze f f(t)]dt <

00. Oznacme 1, 417 charakteristicki funkciu intervalu (a,a + T') a fr = 1ig 0y f(2).

Pre Fourierov koeficient, ¢, funkcie f(t) plati ¢, = % faﬁT ft)e mtdt = £ fT(nw)

Theorem 14 (Veta o inverznej Fourierovej transformdcii) Nech f € L'(R).

A

1. Ak je f spojité na R a f € L*(R), potom f(t) = 5 [ f Yetdp, pre
vietky t € R.

2 Ak si f a f po tastiach spojité funkcie na R, potom M = f f )ePtdp
pre vietky t € R.

Vyznam:

)\ .
) = %foo f(p ”’tdp, pr < p2 < -+ < p, aproximujuice sucty to-

hoto integralu: 5= > """ f (pi) (pis1 — pi) €Pi* si kombindciou harmonickych funkcf

A
pi(t) = et a f(p)' je amplituda.

Corollary 15 Due spojité funkcie z L'(R) st rovnaké, ak maji rovnaké Fourierove
transformdcie. R R
f,9 € L'(R) spojité f =G. Preh=f —g mdme h=0 a teda h =0.

Example 16 g(t) = 5~ [~ 2smp ePtdp.

1 akte(-1,1)
Podl'a vety mdme g(t) = ¢ 1 akt=1,-1
0 inak

251np

Inymi slovami inverzny obraz funkcie h(p) = je funkcia g(t).Specidlny

pripad t = 0 vedie na Newtonov integral.[]

Theorem 17 Zikladnd gramatika Fourierovej transformdcie (F (p) = F{f (t)} =
o f()etdt pe R, )

1. (posun v origindle) F{f(t —a)} = e_ip“}( ) = e_ip“F( ),
2. (zmena mierky, scaling)F{f(at)} = ‘a|f( ) = ‘a| F(2),a+#0,

3. (pravidlo konjugdcie) F{f(—t)} = f( ) = F(p),
4. (posun v obraze, moduldcia vzoru) F{e"'f(t)} = f(p—a)=F(p—a).



L F{f(t=a)} = e 7 f(p) : F{f(t-a)}(p) = [, Flt—a)e dt = |u =t — o] =

f f zu—i—a u—elpaf()
2. ]:{f(at)} |a‘f( )« F{f(at)}(p) = [7 f(at)e P'dt = |u = at| =

:f flu _%ﬂdu_m\f( )- L
3. FU0Hp) = [ Fe = Ju=—t] = [, Fajedu =

A
= [T f (w)e~Pudu = [7_ f (u) e~ Pudu = f(p).
. A
4. Fletf(t)y = [7 e f(t)e Pdt = [* f(t)e 0=t = f(p— a).
Example 18 Vypocitajme F(f), ak f(t) = e3(=D? (= e~ emitrdt —
2
Ve

Solution 19 F{f(t)} = _7-"{@—%('5—1)2} — e~ P\/2me~ 3P []

Example 20 Vypotitajme F(f), ak f(t) =sinte .

it —it

. . 2 _ 2. _ (=12 _(+1)?
Solution 21 sinte™* = S5—e t :i w(e i —e 1 >.D

Example 22 Predpokladajme, Ze plati veta o inverznej Fourierovej transformdcii.
Aké redlne funkcie maji redlny Fourierov obraz?

Solution 23 }(p) = }(p) a tak f(—t) = f(t). Su to piarne funkcie.d

Example 24 Vypocitajme obraz funkcie g(t) = f(2t — 3) pomocou obrazu funkcie

f(t).

Solution 25 F{/(1)} = f(p) = F{f(t —3)} = e ¥ f(p) = F{f(2t — 3)} =
= Lles7f(2).0

A

Theorem 26 (Riemannova-Lebesgueova lemma) Ak je f € L'(R), potom je f
A
spojitd funkcia a lim, .. f(p) = 0.

Theorem 27 (Obraz derivicie) Nech f(t) je spojite diferencovatelnd funkcia a
A
f, £ € INR). Potom F{ £ (1)} (p) = inf(r).

f'e lY(R) = /f "(t)dt = limy—oo f(t)—f(0).T.5. existuje limitalim; .o ().

Této limita musi byt rovnd nule, pretoze f € L'(R).
o0

t=00

PouZitim metddy per partes dostaneme / f(te®dt = [f(t)e +

t=—00

w/fwfmﬁzwhm
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Example 28 Vypocitajme obraz f', ak f (t) = e a4 > 0.
2
Solution 29 Plati: f['(t) = —2ate™ " = ip\/ge*%aﬂ

Corollary 30 Ak si f, f',...,f%) spojité funkce z L'(R) potom f®() =
(ip)* f(p) a podla Riemannovej-Lebesqueovej lemmy im0 p* f( )=0.

Theorem 31 (Dem'vdcm obrazu) Nech f(t) € LY(R) a tf(t) € L'(R), potom
FUA0}0) = i 1)

2

Example 32 Vypocitajme Fourierovu transformdaciu funkcie f(t) =te 2.

P

2
Solution 33 te~7 = z'dip ( 27re_7) = —iv2mpe” 2z .[J

Konvoliicia je operdcia na mnozine integrovatelnych funkcii. Motivécia: Co
odpovedd vo Fourierovej transformécii sticinu funkcii?

Definition 34 Nech f,qg € Ll(R) Konvolicia funkcii f a g je funkcia h = f x g

dand vztahom (f * g)( / f(s)g(t —s)d
Example 35 Urcme konvoliciu h = f, * f,, kde f, je brdnovd funkcia.

Solution 36 h(t / fa(s) fa(t—s)ds. Integrujeme cez prienik intervalov (—a, a)

0 t < —2a
t+2a te(—2a,0)
2a —t t€(0,2a)
0 t>2a

a(t—a,t+a). h(t) = 0

Theorem 37 (Obraz konvolicie) Nech f,g € L'(R). Potom pre h = f * g plati
A A
h(p) = f(p)g(p).

Dokaz je zalozeny na zdmene poradia integrovania:

h(t) Ju=t—s]
/ /f (t — s)ds)e"Ptdt = / /g e =Pt f(s)e *Pds =

— /g(u)e‘i“pdu /f(S)e_ispdS :?J(p)f(P)-

—00
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0 1< —2a
t+2a te(—2a,0)
2a —t t€(0,2a)
0 t>2a

Example 38 Vypocitajme fourierov obraz trojuholnika f(t) =

A
Solution 39 f(t) = f.(t) x fu(t). Podla vety o obraze konvolicie: f(p) =
(231nap>2 — 4sin22ap.|:|

p p

Example 40 Vypocitayme konvoliciu e~ x e g b > 0.

2
. . L, . L, . —_at2 _bt2 _p-
Solution 41 Fourierova transformdcia konvolicie: f(e at” y g bt ) = \/ge fa.\/Te B =
2

3

_m 74(%&)
N .0 b
a 2
. . . — -
Inverznd Fourierova transformdacia: fome o O

Example 42 Riesme diferencidlnu rovnicu y"(t) — y(t) = e *".

Solution 43 Fourierova transformdacia: —pzyj(p)(p) - ﬁ(p) = F{e " }(p).

—y(t) = [e‘t2 « F1 (1 ;pQ)] ().
F—l( 1 )(t)z%e"t'.

1+p?

Fourierova transformécia je zdkladom odborov: tedria signdlov, harmonicka
analyza, kvantovd mechanika, waveletovd analyza, parcidlne diferencidlne rovnice
atd’.
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Cvicenia.
V tilohdch 1 - 17 zistite, ¢i su nasledujice funkcie z priestoru L'(R) a n&jdite ich
Fourierove obrazy

1.

10.

11.

12.

13.

14.

f(t)=e“" a>0.
|: 2a ]
p2+a?
_ 17 ak |t| S a
f<t)_{ 0, aklt|>a>0
%Sinpa’ ak p # 0
261, ak p= 0
ft) =tz a€ R [Zeal]

F(t) = et 1), [Fp) = 7]

() = m. [F(p) —z <e*;|1)\ _ ef;\p\)]

LpVE 2
F(t) = et o > 0. [e p\/ae_%a}

( _ (=12 _ <p+1)2>]
(& 4o — € 4o

BR

f(t) =sint-e " a > 0. {’—"

Cf(t) =te ot 1(t), o > 0. [m]

—at? T 71 _p-
f(t):t2€ t7&>0. [F(p):i E(e 4a—§—ae 4&)]

Uréte inverzni Fourierovu transforméciu funkce g(p) = ¢“?(1(p —a) — 1(p —
b)) < b [f(t) = e

2 i(wtt)

Aké funkcie maji stucasne redlny vzor aj obraz vo Fourierovej transformécii?
[pdrne funkcie]

Pomocou Fourierovho obrazu funkcie f(t) ur¢te Fourierov obraz funkce g(t) =

re-2). [ = i)

Pomocou Fourierovho obrazu funkcie f(t) uréte Fourierov obraz funkce g(t) =

. i) = st (570 + 30|

Pomocou Fourierovho obrazu funkcie f(t) urcte Fourierov obraz funkce g(t) =

. . )\
=), i) = e boing e



15.

16.

17.

18.

13

Je dand funkcia f(t) = r>0.

a) Vypocitajte Fourierovu transforméciu funkcie f(t) a nakreslite graf jej
imagindrnej casti.

t2+7‘2 )

b) Vypocitajte Fourierovu transforméciu funkce f(t) sin 2¢.
c¢) Vypocitajte inverzni Fourierovu transforméciu funkcie f(t).
a)F(p) = — sign(p)me~PIj

DF(E) = +f(p—2) = 27(p+2)
¢) sign(p)me~IPIri L

o0
Pomocou vety o reziduach vypocitajte / me_imdt.
—0o0
a) Pomocou tohto vysledku ur¢te Fourierov obraz nasledujicich funkcii:

) P
1) ()m
)

1
2) 9(t) = FEmE
e (e_lp‘ — \%e—ﬁ\lﬂ) ,
\

1) %e‘u — V2l

N

Rieste pomocou F-transformécie diferencidlnu rovnicu —Lula) (2) + a*u (z) =
f(x),—00 <2 < o00,a>0.

T) = o / f(s) e ale=slds
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Laplaceova transformdcia.

Operacny pocet sa stal jednou z dolezitych casti matematickej analyzy, povazuje
sa za abecedu automatiziacie. Metédy operacného poctu sa pouzivaju pri rieSeni
oby¢ajnych diferencidlnych rovnic a systémov oby¢ajnych diferencidlnych rovnic.
Mozno ich v8ak pouzit’ aj pri rieSeni parcidlnych diferencidlnych rovnic.

Zakladom tzv. operacného poctu je bud” Carsonova transformaécia, ktord zo-
brazi funkciu f : R — C, f (t) na funkciu komplexnej premennej K (p) pomocou
formuly

Ku»:pémfunPWt (1))

alebo integralna Laplaceova transformécia, ktora zobrazi funkciu f : R — C, f ()
na funkciu komplexnej premennej p - F' (p) pomocou formuly

cwunzF@wzimf@e“ﬁ (2))

kde t je redlna premennd a p = o + i3 je komplexnd premenné.
Komplexna alebo redlna funkcia redlneho argumentu f (¢) sa nazyva original
a jej obraz, funkcia komplexnej premennej F' (p), sa na nazyva Laplaceovym zo-
brazenim (transformaciou) funkcie f ().
Zo vztahov (1) a (2) je vidiet, ze medzi Carsonovou a Laplaceovou transformé-
ciou plat{ vztah
pF (p) = K (p).

Preto sa budeme zaoberat’ Laplaceovou transforméaciou. Na oznacenie toho, ze
F (p) je Laplaceovou transformdciou f (t) , budeme pouzivat zapis F' (p) = L [f (t)].
Pre kazdy z tychto symbolickych zdpisov budeme malymi pismenami oznacovat’
origindly, vel'kymi pismenami ich Laplaceove obrazy. Laplaceova transformécia je
charakteristickd tym, ze mnohym operdcidm s origindlmi f (¢) zodpovedaju om-
noho jednoduchsie operdcie s ich obrazmi. Najskor definujeme, ¢o rozumieme pod
pojmom (Laplaceov ) origindl.

Definition 44 Funkciu f : R — C nazgvame (Laplaceovym) origindlom ak
1. funkcia f (t) je po castiach spojita,
2. f(t)=0pret <0,
3. emistuje M > 0 redlne a o € R také, Ze plati odhad

[f () < Me™, vt € R ((3))
MnoZinu vietkych origindlov oznatime symbolom A.
Ak je funkcia f origindl, tak hodnotu
ap = inf {a € R;|f (t)] < M,e™, Vi € R}

nazyvame indexom rastu funkcie f. Origindl f m4d index rastu a = —oo, ak pre
kazdé a € R existuje konstanta M, s vlastnostou

|f ()] < Mae, ¥t € R.
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Example 45 Funkcia © : R — C definovand predpisom

0 ak t<O0
@(t):{ 1 ak t>0 "

nazgvand Heavisideova funkcia (funkcia jednotkového skoku) je origindl s indexom
rastu ag = 0, pretoze
10 ()] < 1e*, Va > 0, Vt € R.

Ak Tubovol'ni funkciu f : R — C vyndsobime Heavisideovou funkciou O, tak
dostaneme funkciu rovni nule na zdpornej casti redlnej osi.

Example 46 Ak n € N, tak funkcia f (t) = O (t)t" je origindl s indexom rastu
ag = 0. Vyplyva to zo vzthhu
tn
lim — =0,Va>0=[0()t"| <ee™, ¥t >T =[O () t"| < Me™, Vt € R.

t—so0 e

Example 47 Funkcia f : R — C, f (t) = © (1) t_% nie je origindlom, pretoZe v
bode t = 2 nema konecni limitu ani sprava, ani zlava, teda nie je splnend vlastnost’

(3) origindlu.

Example 48 Funkcia f : R — C, f (t) = © (t) e’ nie je origindl, pretoze

t3
. e
lim — =00, Va € R,

t—o0 et

¢o implikuje, Ze nie je splnend vlastnost (8) origindlu.

Teraz ukdzeme, ze podmienka (3) zabezpecuje absolitnu konvergenciu integralu
(2), ked Rep > ay.

Theorem 49 Pre kazdy origindl f (t) je zobrazenie F (p) definované vztahom (2)
v polrovine Rep > g, kde ag je index rastu funkcie f(t), analytickou funkciou,
pricom

F’(p):—/o tf (t)e P'dt, Rep >y a lim F(p)=0.

Rep—
Example 50 Ndjdite obraz Heavisideovej funkcie.

Solution 51 V priklade 45 sme ukdzali, Ze funkcia © je origindl s indexom rastu
ag = 0. Teda Laplaceov obraz bude existovat’ pre Rep > 0 a mdame

L[O )] = /OOO e Pt = [—%e—ptf = %. O
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Vlastnosti Laplaceovej transformacie.

Theorem 52 (Linedrnost’ Laplaceovej transformdcie) Nech f (t) , g (t) su origindly,
L[f]=F aL[g] =G, potom pre kazdé \,v € C plati

LAf(E) 409 @) =AF (p) +9G (p) .
Theorem 53 (O derivdcii obrazu) Nech f je origindl s indexom rastu oy, F =

L(f) an € N. Potom aj funkcia g : R — C, g(t) = t"f (t) je origindl s
indexom rastu ag a

Llt"f ()] = (=1)"F™ (p), Rep > aq.
Example 54 Ndjdite obraz funkcie f : R — C, f(t) = 0O (t)t", n=1,2,3,...

Solution 55 Podla predchddzajicej vety o derivdcii obrazu su funkcie f : R —
C,ft)=0)t",n=1,2,3,... origindly s indexom rastu oy = 0, pricom

n!
prt

L[t"] = Rep > 0.0

Theorem 56 (O posunuti v obraze) Nech f je origindl s indexom rastu o, a € C
a L(f)=F. Potom funkcia

g:R— C,g(t)=¢"f (1)
je origindl s indexom rastu cg + Rea, pricom
Le"f ()] =F(p—a), Rep> ap+ Rea.

Example 57 Ndjdite obraz funkcii f,h : R — C, f(t) = e™, h(t) =t"e", n =
1,2,3, ...

Solution 58 Podla vety o posunuti v obraze mdme
at 1
L [e } = ——, Rep > Rea.
p—a

n!

Rep > Rea.U
(p—

E [t"e“t} - a)n+17

Example 59 Ndjdite obraz funkcii cost,sint.

Solution 60 Plat

it | it
Lcost] =L {i}
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Theorem 61 (Veta o zmene mierky) Nech f je origindl s indexom rastu ag, b €
R" a L[f] = F. Potom

LIf (bt)] = %F GRIGEN

Example 62 Ndjdite obraz funkcii cos (wt) ,sin (wt), w > 0.

Solution 63 Plati

L [cos (wt)] = !

podobne

Posun v origindle.

Ak f : R — C je original s indexom rastu ag a 7 € R definujeme funkciu
fr : R — C vztahom f, (t) =O(t — 1) f(t — 7).

Theorem 64 (Veta o posune v origindle) Nech f je origindl s indexom rastu v,
T € R a L[f] = F. Potom aj posunutd funkcia f;, 7 > 0 je origindl s indexom
rastu g a plati

LOt—T7)f(t—7)=eTF(p), Rep > ay.

Pomocou vety o obraze posunutej funkcie mozme dostat’ obrazy funkcif, ktoré
sa Casto pouzivaju v elektrotechnike ako si napriklad kone¢né impulzy.

Example 65 Ndjdite obraz obdlznikového impulzu - funkcie f, ktord ma tvar

0 ak t<O0
f@)=¢ M ak 0<t<a
0 ak t>a

Solution 66 Funkciu f moZno vyjadrit’ v tvare
f@)=M[O({t—a)—0O(t—-10)],teR.

Potom M
Llf)]= " (e —e "), Rep > 0.0

Example 67 Ndjdite obraz lichobeznikového impulzu - funkcie f, ktord md tvar

0 ak t<a
MEE ok a<t<b
ft) = M ak b<t<c
M% ok c<t<d

0 ak d<t
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Solution 68 Funkciu f moZno vyjadrit’ v tvare

f(t):b]\_/[a(t—a)[@(t—a)—@(t—b)]+M[@(t—b)—@(t—c)]+

+

——(d-n[el-o-e(-d),

co prepiSeme do takého tvaru, aby bolo moiné pouzit’ vetu o posune v origindle:

f@) = m[(t—a)@(t—a)—(t—b)@(t—b)—i—(a—b)@(t—b)]+
+M[O(t—-0b)—0O(t—c)+

—— [~ (=)0t =)+ (=) Ot =)+ (t—d) O (t—d).

Potom

M [e P — o~bp —dp _ o—cp
= < c +e c , Rep > 0.0J
b—a d—c

Example 69 Ndjdite obraz sinusového impulzu - funkcie f, ktorda md tvar

0 ok t<0
f@)=< sint ak 0<t<m.
0 ok T<t

Solution 70 Funkciu f moZno vyjadrit’ v tvare
f)=0(t)sint+6(t—m)sin(t — ).

Potom

LfO]=Fp)=0+eT™) , Rep > 0.0

p*+1

Obraz periodickej funkcie.

Theorem 71 (Veta o obraze periodickej funkcie) Ak f; : R — C je nenulovd
po castiach periodickd funkcia s periodou T, tak funkcia f : R — C, f(t) =
O (t) f1 (t) je origindl s indexom rastu oy = 0 a plati vztah

T ot
cir) = 2O L) gy,

0 ak t<0
kde Fr je obraz konetného impulzu fiory : for (t) =< f() ak 0<t<T .
0 ak T<t

Example 72 Ndjdite obraz funkcie f : R — C, f(t) = © (t) [sint|.
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Solution 73 Funkcia f; : R — C, fi1(t) = |sint| md periodu T = w. PouZitim
predchddzagicej vety pre L[f] = F mame

Fr(p)

1—e P’

F(p) = Rep > 0,

kde Fr je obraz funkcie fry danej predpisom:

0 ak t<0
for (t) =4 sint ok 0<t<m
0 ak T<t

V predchddzajicom priklade 72 sme nasl obraz F, v tvare:

Fr(p)=(1+e™) Rep > 0,

PP+ 1

potom
1+e™

(P?+1) (1 —e)

L [|sint|] = , Rep>0.0

Example 74 Ndjdite obraz pilovitej funkcie f : R — C,

£(t) = 0 ak t<0
|l a(t—kT) ak KT <t<(k+1)T,k=0,1,2,...

Solution 75 PretoZe:

0 ak t<0
for () =< at ak 0<t<T .
0 ak T<t

mdme

fon ) =0©@#) -0t —-T)at=atO(t) —a(t-T)0(t—-T)—alTO(t—-T)

L{fom]=Fr(p) =a H(l —e) - e ]

potom
F 1 Te PT
F(p)——T(p) :g(_+_e 1),Rep>0.D
p

1T p e Pl —
Theorem 76 (Laplaceov obraz radu) Nech f(t) € A , nech plati:
1) f(t) =) ant", ¥t >0,

n=0
oo

2) Rad Z anlﬁ—frl konverguje v nejakom okoli nekone¢na. Potom pre Laplaceov

obraz F(p) QZE {f(t)} platt
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E a’?’L n+1 .

Example 77 Ndjdime LT f(t) = S2t.

t

[e.e]

Solution 78 Mdame f(t) = Z(—l)”% Ked skimame konvergenciu radu

n=0

Z (2n+1 2n+1 = Z W, tento rad konverguje pre |p| > 1. Potom F(p) =
n=0

%,pre Rep > 1.00

n=0

Theorem 79 (Veta o obraze derivicie) Ak f : (0,00) — C je k-krdt spojite
diferencovatelnd na (0,00) a jej derivicia rédu k — 1 je po ¢astiach spojite difer-
encovatelnd, pricom funkcie f, f ', f", ..., f* D &) s origindly s indexom rastu
ag, potom ak F (p) = L[f (t)], plati

L[fO@] =p"F(p) = p" f(04+) =p*2f " (04) = = fEV(04).

Theorem 80 (O integrovam omgmalu) Ak f : (0,00) — C je origindl s indexom
rastu g a g: R — C, g (t fo s)ds, potom ak F (p) = L [f (t)], plati

{/f } ()Rep>a0>0

Definition 81 Nech f,g: R — R su po c¢astiach spojité funkcie. Funkciu

/ f(s)g(t—s)ds,t € R
nazyvame konvoliuciou funkcii f, g.
Pre konvolu¢ny sicin plati
frg=gxf, [x(gxh)=(fxg)xh, fx(g+h)=[fxg+[*h

Theorem 82 Nech f, g su origindly s indexami rastu oy, 5. Potom fxg je origindl
s indexom rastu v, = max{ao, By} a plati

L[(f*g) )] =LI[fl(p) £1g] (p), Rep > max{ag, fo} -

Example 83 Nech f,g : R — C, f(t) = e'cos2t, g(t) = e'sin2t. Ndjdite
(f *g)(t) a jej Laplaceov obraz.

Solution 84 Pretoze (f * g) fo g (t — s)ds, dostavame

¢
(f=g)(t) = /GSCOSQS-et_SSiDQ(t—S)dS:
0

t
= et/ sin2 (t — s) cos 2sds =
0
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1 t 1
= §et/ [sin2 (¢ — 2s) +sin2t] ds = éett sin 2t.
0

a pre Laplaceov obraz dostdvame

L Eett sin Qt] = L [et cos Qt} L [et sin Qt] =

1 2 2(p—1
- P 2= g

=1 +22 (p=1)"+22  [(p—1)*+4]°

Inverzna Laplaceova transformdacia.

Medzi Fourierovou a Laplaceovou transformaéciou je iizka sivislost’. Z tedrie Fourierovho
. , . , - . el - . .. ., . e’}

integralu je zndme, ze ak f je spojita s p'ocastlac.h spojitou c}emvamou a f ool f (t) | dt <
oo potom v I'ubovol'nom bode, v ktorom je funkcia f (¢) spojitd, moézme ju vyjadrit

v tvare
=g [ ¢ [ | i d] wo=o [ P,

kde F' = F (f) a ak je bod t = t5 bod nespojitosti s koneénymi limitami sprava a
zl'ava, potom

f (to+) _5 f(to—) _ %/Oo it [/Oof(x> e—iwmdx:| dw — %/OOF(W) e,

Podmienka absolitnej integrovatelnosti funkcie f (¢) na intervale (—oo,00), t.j.
existencie integrélu [ _|f (¢)| dt je velmi silnd, preto trieda funkcif, ktoré sa daju
vyjadrit’ Fourierovym 1ntegrzilom nie je 8irokd. Aj také jednoduché funkcie ako
napriklad f (t) = const alebo f (t) = © (¢) nesplitaji tito podmienku.

Ak miesto funkcie f (¢) uvazujeme funkciu f (t) e~ pricom predpokladdme,
ze f(t) =0 pre t < 0, potom pre « > g, kde o je index rastu funkcie f (t) bude
integral [°]f (t) e~*'dt| konvergovat’ pre siroku triedu funkcif a platf

et =g [ ([T e ) ea,

Vyrazy, ktoré sme dostali mozno zapisat’ aj inak. Ak polozime p = o + iw a
dw = %, tak dostaneme:
Plati vztah (my ho nebudeme dokazovat), pretoze plynie z vlastnosti Fourierovho

integralu)
a+100
r=g [ ([ rmerar)etan
7TZ a—100

LI (1) = F(p) = / " fr)e v

je Laplaceova transformécia, tak inverznd Laplaceova transformécia bude

odkial’ pretoze

a+100
f)= -1 / F (p) Mdp.

2mi a—100

Cely tento postup teraz sformulujeme ako vetu:
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Theorem 85 Ak je funkcia f(t) origindl a F (p) jej Laplaceov obraz, potom v
lubovolnom bode plati

o a+100
LE4I02) 3 ™ ) g

—100

Vetu uvddzame bez dokazu. Mozno ju ndjst’ v kazdej lepsej knihe o funkcidch
komplexnej premennej. Vztah pre inverzni Laplaceovu transforméciu z pred-
chddzajicej vety sa pouziva pri hl'adani Laplaceovej transformaécie iba zriedkavo.
V praxi je dolezité vediet, ¢i sa origindl zo zndmeho Laplaceovho obrazu da dostat’
jedinym sposobom. Z predchédzajicej vety plynie tvrdenie:

Ak je funkcia F (p) Laplaceovym obrazom origindlov f; (t) a fo(t), potom
sa tieto origindly rovnaju vo vSetkych bodoch spojitosti. Bez dokazu uvedieme
podmienky pre to, aby funkcia F'(p) bola Laplaceovym obrazom funkcie f (t):

1. F' (p) je analyticka funkcia na polrovine Rep = a > «y, kde «aq je redlna cast’
singuldrneho bodu funkcie F' (p), ktory lezi ¢o najviac vpravo.

2. limy, . F(p)=0

3. Funkcia F' (p) je absolitne integrovatelnd podla kazdej priamky, ktors lezi
v polrovine Re p = a > ayp, rovnobeznej s imaginarnou osou t.j.

a+100
/ |F (p) €| dp = A < o0.

—100
Origindly mozno néjst’ aj pomocou rezidui, ¢o tvrdi nasledujica veta:

Theorem 86 Nech F : C\ {p1,...,pn} — C je analytickd funkcia a py,...,pn
s izolované singuldrne body funkcie F s vlastnostami:

a) Reppy < apg, k=1,...,n

b) lim, . F(p)=0

c) F' je Laplaceov obraz origindlu s indexom rastu oy s vlastnostou

fH)+ (=)

£y =

,t€R.

Potom .

ft)=") res|F(p)e”], prekazdé t > 0.
i

Example 87 Ndjdite origindl f, ktorého Laplaceov obraz f md tvar
Fp)=——
) p*(p+1)

Solution 88 54 splnené vsetky predpoklady vety o hladani origindlu pomocou rezi-
dui. Izolované body siu body —1, 0, teda origindl existuje a ma tvar
ePt 9, [ ePt

= t T )
f@)_iﬁﬂF@ﬁﬁ}+£ﬂFOﬁg]_pgﬁﬁ§+ﬁﬂiﬁ p+1

,pe C\{-1,0}.

}::e%+¢—1,t>(1

Tak
f)y=0@) (e"+t-1),tc R.O
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Example 89 Ndjdite origindl f, ktorého Laplaceov obraz f md tvar

_ -2 p L
F(p)=e (p_l)(p2+1),p€C\{l,z, }.

Solution 90 V tomto priklade nemozeme pouZit vetu o hladani origindlu pomocou
rezidui, pretoze predpoklad b) nie je splneny. Podla vety??? je funkcia f(t) =

O(t—2)g(t—2),pret € R, kde g (t) je origindl k funkcii G (p) , ktord definujeme
vztahom

. p .
G(p)— (p_1>(p2+1)7 pE C\{l,’L,—Z}.

Funkcia G spZﬁa uz vsetky predpoklady predchddzajicej vety, teda origindl existuje
a md tvar

(et — cost + sin t) ,

9(0) = 163 [6/9) ] + 165 [G ()] + res, [Gp) ] =

pret > 0. Tak
Ft) = %@(t_z) (2 — cos (t — 2) +sin (t — 2)) , t € R.00

Theorem 91 (Veta o rozklade) Nech F(p) je analytickd funkcia v okoli nekonecna

s Laurentovym radom F(p) = Z oz Potom je F (p) Laplaceovym obrazom funkcie

n=1
[eS)

Z nltnl

=1

Example 92 Nech F(p) = ie_%. Najdite origindl.

(-1)" 450

n! n!

Mg

Solution 93 F(p) = %Z n,p Z ﬁ. Potom  f(t)

S
Il
o
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Cvicenia.

V tlohéach 1 - 17 ndjdite Laplaceov obraz funkcie f, ak f je origindlom
L. f(t) =2e¥ 4 e + 6> — Tt + 5.

[ _ 2 1,63 _ 7 .5

F) =2+ - E

2. f(t) = sin (5t) + 2 cos (3t) — sinh t 4 cosh (2t) .

[ 2
_F (p) = p2i25 + p2_1~7_9 - p21—1 + p2p_4:|

3. f(t) =sin®(at), a € R. [F (p) = pz_]

(p?+4a?)
4. f(t) =sin(at) - cos(at), a € R. [F (p) = m}
5. f(t) =sin(at) - cos(bt), a, b€ R, a #b.

i B a<p2+a2—b2)
_F (p) = [P>+(a+b) |- [p2+(a—b)?]

6. f(t) =a' +sin(wt+ ).

w

_F (p) = pjna + GEroTy COS P+ prioe sin <p]

7. f (1) =sinh (31) . [F (p) = 5]
8. f(t) = et . sinh (3t) . [F (p) = ;]

9. f(t)=a,a>0. [F(p):m]

10. f(t) = ta', a > 0. [F(p)— 1 }

"~ (p—Ina)?
11. f(t) = e* - cos (3t) - cos (4t) .

1 p—2 1 p—2
F(p) = e 5(p—2)2+1]

12. f(t) = e’t+et-sin (2t). [F (p) = pﬁ + m}

13. f(t) = t*cos (3t). [F (p) = 2(2213?5’?}

_ 42 —5t _ 2+2p+3p? 1
14 f() = 42043+t [F(p) = 2280 4 L]

15. f(t) =t (cos(2t) + e~ - sin (2t)).

_ _p*—4 4(p+1)
Fp) = wro? T [(p+1)2+4]2]

42,3t : _ 2 12p%—16
16. f (1) = (e +5in (2)). [F(p) = 2 + 2210]
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17. f(t) = f(f sin (wT) d. [F (p) = m}

V tlohéch 18 - 20 pouzitim vety o posune v origindle néjdite Laplaceov obraz
funkcie f :

O 0 < t < b ef(pfa)b
18.f(t):{eat th [p—a]

19. (a) f(t)=0(t)(t—2)°. [%_§+%]
(b) f(t)=0O(t—2)(t—2)>. |:€—2p§_;)]

© £ =0 =D [eF+ ek + o]

0 t <0

. - e 2P
20. f(t)=<} sint t€(0,%) [”J;BW }

1 >z

V 1lohéch 21 - 22 n&jdite Laplaceove obrazy koneénych impulzov

0  t¢(1,4) ) 1
21. f(t)=¢ t—1 teg,?) -[(ep—TﬂLz)pz}

)
; : [(efp — e — e 4 e7P) #}
)

V dlohdch 23 - 24 n&jdite Laplaceov obraz periodickej funkcie

1 t e (2km, (2k + 1)

_ ) _ 1—e~Pm
23. f(t)—{ 1 ote(@h+1)m@k+2)m) PO L2 Fa=l

p(l+e=P7)

24. f (1) = [sin (wt)], w € R". [ “(He—mpﬂ)]

(p2+w2)<1—e o
V dlohdch 25 - 27 néjdite konvoluény sicin funkcii f, g :
25. f(t)=t, g(t) = cost. [1 — cost]
26. f(t) =12 g(t) = 3. [g]
27. f(t) =e" g(t) =1—at. [t]
V tlohéch 28 - 36 n4jdite origindl k funkcii £ :

28. F(p) = 24 [f(t) = —1 + 2e7t 4 3e?]

T pP-pi-2p°

29. F(p) = % [f (t) = —2te! + 7]
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

F(p) = %. [f(t)=e"—etcos (2t) + 3e~'sin (21)]
_ —2p3+2p+5 1t 1 1
Fp) = sprm e [ (1) = e sint — 57" + e]

F(p) = s
[ft)=0(t—m)e?"™ -0 (t—m)e 7]

Fp) = St

0 t<0
{f(t):{ t—k te(kk+1),k=0,1,...

F (p> - p(1+ifap)7 a e 1?/+

0 t <0
ft)y=4q1 t € (2ka, (2k + 1) a)

0 te((2k+1)a,(2k+2)a), k=0,1,...

— 1
F (p) - 3 2p2+9p 18"
f

[f (t) = 5€* — 75 cos (3t) — 5 sin (3¢)]

13 13

(p> = 2+1 + p(p2+1) (1 + eiﬂ-p)

F
[ { 2 cosl(t _ t io%ﬁ)



Pomocou vety o rozklade vypocitajte inverzni LT

1.

10.

F (p) = arctg 119.
£ (1) = =]

1
F(p)=<-.
f(t)= Z (nl!)Qtn]
n—0
sin 1
F(p) = —>".
_ (=D" _12n+1
ft)= Z ((2n+l)!)2t ]
n—0
F (p> - p2i5p+6'

27
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Aplikdcie Laplaceovej transformacie.

Riegenie linedrnych diferencidlnych rovnic s konstantnymi koeficientami.

Akar,e C, k=0,1,...,n;a, #0,b, € C, k=0,1,...,n— 1 si dané komplexné
konstanty a f : R — C je po Castiach spojitd funkcia, mézme sformulovat’
zaGiatoent dlohu - ZU ako problém néjst riesenie obycajnej diferencilnej rovnice

ape™ () + ap 2" (1) + - ard’ () + agr (8) = f (1) ((1)
pre t > 0, ktoré bude spiﬁat’ podmienky
2 (04) = by, 2’ (04) = by, ..., 2"V (04) = b,y ((2))

7 teérie obycajnych diferencidlnych rovnic vieme, ze ZU (1), (2) mé jediné riese-
nie. Thito tdlohu mozno riesit’ aj pomocou Laplaceovej transformécie, ak budeme
predpokladat, ze funkcia f (t) je origindl. Potom aj riesenie - funkcia z : R — C,
ktori rozsirime nulou pre ¢ < 0 so svojimi deriviaciami do rddu n st origindly. Toto
plynie z faktu, ze

xU)(t):ij{bﬁ/ot%((;)dT] o (), 7=0,1,...,n—1

kde {4, ..., ¢, } je bdza vektorového priestoru rieseni rovnice (1) s nulovou pravou
stranou:
an ™ (1) + ap_1 27V () 4+ -+ @y’ (t) + agx (t) = 0

a
1 (1) @y (1) o (1)
1 (1) 5 (1) w (2)
W (1) = 1 2:
n—1 n—1 n—1
AV e () A0
¢y (t) P () 0 @y (t)
1 (1) 5 (t) 0 o (1)
Wi (t) = : : : : . : ’
n—1 n—1 n—1
R O I S O RS O NNl ()
pri¢om stipec pravych stran sa nachddza v k-tom sﬂpci. Funkcie ¢, k=1,...,n
st origindly, pretoze majui tvar ¢ (t) = t%”, kde «, 3 si vhodné konstanty.
Riesenie = spolu s derivdaciami do rddu (n — 1) dostaneme z funkcii ¢y, ..., ¢, f

pouzitim operécii, ktoré zachovavaji exponencidlny rast, to znamend ze funkcie
z, 7', ..., 2" sd origindly. Funkcia (™ je tiez origindl, pretoze sa da vyjadrit z
rovnice (1) v tvare

™ (t) = a;? [f (t) — nziaka:(k) (t)] ,t>0.

k=0

Potom aplikdciou Laplaceovej transformdcie na tlohu (1) s vyuzitim podmienok
(2) dostaneme

an [pP"X (p) = p" "o — p" by — -+ — pby_o — by1] +
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+an_1 [p”_lX (p) — p"2bg — p" by — -+ — pby_3 — bn_Q] +
+ay [pX (p) — bo] + a0 X (p) = F (p)
kde F' (p) = L[f (t)] a X (p) = L[z (t)] . Riesenim tejto algebrickej rovnice dostaneme

_F) P
Qn(p)  Qulp)

V poslednom vyraze je Q,, (p) charakteristicky polyném rovnice (1) n-tého stupia a

P,_1(p) je polyném najviac (n — 1) stupna. Pouzitim vety o konvolicii dostaneme
origindl v tvare

X (p)

x@yzlim@gu—snw+h@ytza
kde

Example 94 Rieste zaciatocni vlohu:
2" — 22" + 51 = €' cos 2t, v (0+) = Oy, 2’ (0+) = Cs.

Solution 95 PouZitim vztahu X (p) = L[z (t)] dostaneme L[z’ (t)] = pX (p) —
Cy, Lz (t)] = p’X (p) —pCy — Cy. L [e! cos2t] = #. Aplikdciou Laplaceovej
transformdcie na rovnicu dostaneme:

p—1

p*X (p) — pOy — Cy — 2[pX (p) — C1] +5X (p) = m,

odkial
p—1

X (p) [p* —2p+ 5] :m

+pCl + C2 — 201

co ddva

p—l p 1
= Cy 4 (Cy — 20 —————.
X () [(p—1)2+4]2+ (p—1)"+4 ( ’ )(p—l) + 4

Aplikdciou vety o inverznej transformdcii alebo vety o konvolicii dostaneme:
1 -1
L [(Ztet sin 2t>} = P 5 5
[(p—1)" +4]

£l eos2)) = Lo | (Getsinan )| - T

(p—1)°+4’ —1)* 44

co implikuge, Ze

1 1
z(t) = Ztet sin 2t + Cye’ cos 2t + (Cy — ZCl)iet sin 2¢. [



30

Laplaceovu transformédciu mozme pouzit’ pri rieSeni obycajnych diferencidl-
nych rovnic s konstantnymi koeficientami, ktorych prava strana ma tvar posunutej
funkcie alebo tvar kone¢ného impulzu. Uvazujme teda zaciato¢ni tdlohu:

an ™ () + ap 2" () + -+ a2’ (8) + agr (t) = £ (t)
pre t > 0, ktoré bude spiﬁat’ podmienky
z (04) = b, 2’ (04) = by, ...,z (04) = b,_1,
t.j. ZU (1), (2) s pravou stranou tvaru:
fA)=0(=1) it =71)+---+ Ot —7%) fi (t = 7k) ((3))

kde funkcie fi,..., fx si origindly a 0 < 71 < --- < 7. Pouzitim Laplaceovej
transformécie na tito ZU dostaneme:

Qn(P) X (p) — Pooa(p) =€ "PFL(p) + -+ e ™ F,(p).

odkial’ Pt (p)
X _ n—1 P + e—TlpG Lot e—'rkpG ,
() on ) 1(p) k (p)

kde

F.
Gj:Q—;,jzm,...,k.

Pouzitim vety o posune v origindle dostaneme original v tvare
Jl(t) :h<t>+@(t_71)gl(t_71)+"'+@(t—7'k)gk(t—7'k),

pricom
P,_ _
LI =5 Llol =G j =120k

Example 96 Ndjdite riesenie ZU:

0 pre t<0
" +4x = f(t), 2 (0+)=1,2"(0+) =0, kde f(t)=4 cost pre 0<t<% |
0 pre t>3

Solution 97 PouzZitim vztahu X (p) = L[z (t)] dostaneme L[z’ (t)] = pX (p) —
1, L[x"(t)] = p?X (p) — p. Pravi stranu rovnice mozno zapisat’ v tvare

f(t):cost[@(t)—@(t—g)] :@(t)cost—i—@(t—g)sin(t—g),

__ P -py
LW = F g +e ™y

Aplikdciou Laplaceovej transformdacie na rovnicu dostaneme:

s
+e P2

2X (p) — p + 4X (p) = —~
p°X (p) —p+4X (p) P EERE
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t.j.
_p p ., 1
S R P N R R - Y
teda
x(t):xl(t)+x2(t)+@<t—§>m3<t—§>,
pricom
) iy ) [ — ) :

p*+4

PretoZe platt

P Ll p 1 p
(p2+1)(p*+4) 3p*+1 3p*+4
a
1 101 11
(P2+1)(p2+4) 3p2+1 3p2+4
tak
(1) = cos2t, 25 () = - cost — ~ cos 2, w3 (1) — ~ cost — » cos 2t
T = COS T — — COST — — COS X — — COST — — COS
1 y &2 3 3 s 43 3 6
a

1 2 1 1
x(t) = gcost—l—gcoth—l—@(t—g) {gsin<t—g> _681112(75_%)} -

V elektrotechnike sa casto stretdvame s tlohou riesit’ obycajnui diferencidlnu
rovnicu s periodickou funkciou na pravej strane.

apx™ (t) + ™Y )+ +ad’ (1) +agz (t) = O (1) f (1) ((4))

€ (0+> = bOa xl (0+) = b17 s 7'%.(”71) (O+) = bnfl ((5>)
s periodickou funkciou f, f (t) = f (t + T) . Riesenie takejto ZU hladdme v tvare

r(t)=yt)+=2(t),t>0;
kde y je periodické riesenie rovnice (4) a z je riesenim 7ZU
an 2™ (1) + ap_ 12"V () + -+ a2 (8) + apz () = 0,
s podmienkami
2(04) = co, 2 (04) =1, ..., 2"V (0+) = ¢pq,

kde
c;=0b; —y P (0+),j=0,1,...,n—1.

Skiimajme teda najskor ilohu

any™ () + anay" D () + -+ ary () +agy (D) =0 (1) f (), ((6))
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kde f: R — C je funkcia s periodou 7', t.j. f(t+T) = f (t) a my hl'addme riese-
nie y (t), tak aby platilo y (¢) = y (t + 1) pre kazdé t > 0. Aplikdciou Laplaceovej
transformdcie na rovnicu (4) dostaneme

_Pap) Fr (p)
Qn (p) Qn <p> (1 - e_pT)7

kde Y (p) = Ly (t)] a Fr (p) je Laplaceova transformacia funkcie fior (t), ktord
je definovand vztahom

Y (p)

f (1) = 0 pre t<0,T<t
O = f(t) pre 0<t<T

a P,_1 (p) je zatial’ nezndmy polyném rédu n—1, ktorého koeficienty volime tak, aby
funkcia y (t) bola periodicka. Ak preformulujeme posledni rovnicu, tak dostdvame:

- 1 Fr(p) s Pn;@
Y0 = 1 oo 0 )
t.J.
’] G (v)
Y (P) = 1_ el
kde
G (p) = Fr (p) + (1 . 6—pT) Po1(p)
Qn (p) @n (p)

a nech G je Laplaceova transformdcia funkcie g, G (p) = L[g (t)]. Origindl z (¢)
bude periodickd funkcia s periodou 7' vtedy a len vtedy ak ¢ (¢) = 0 pre kazdé
t > T. Potom podl'a vety o obraze periodickej funkcie x (t) m4 tvar

B g (1) pre 0<t<T B
y(t)_{ g(t—kT) pre KT <t<(k+1)T  F=1h2

Example 98 Ndjdite periodické riesenie ZU
+x=f(t),t>02(0+)=0

s periodickou pravou stranou f : (0,00) — R definovanou

_ t pre 0<t<1 B
f(t)_{t—k pre k<t<k+1 yk=12,...

Solution 99 Funkcia f je periodickd s periodou T = 1. Riesenie ZU budeme hladat
vitvare x (t) =y (t) + 2z (t), t > 0 kde y (t) je riesenie tlohy

y' +y=f(@); yt+1)=y(),y(0+)=B,Yt>0
a z (t) je riesenie ZU

2'+2=0; 2(0+4)=—-B; t > 0.
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Riesme najskor prvi ilohu. Ak oznacime
Jop (@) =tO@1)—0@1-1)]=t0()-(t-1)0(t-1)-0(t—-1),tc R,

tak
1 1
filp)==(1—e?)——-e?
1< ) p? ( ) D
apreY = L[y] s podmienkou y (0+) = B, kde B urtime tak aby riesenie y (t) bolo
periodickou funkciou, dostaneme

B n 1—e?—pe™®
Cptl PP+ (1-e?)

Y (p)

1 B, 1 G(B o, 1
= — € =
l—e?[p+1 p2(p+1) p+1 p*(p+1) plp+1)
1 B+1 1 1
— + + — — = _e—P i_i_l :&7
l—e?|\p+1 p2 »p p+1 p? l1—eP

B+1 1 1 B 1
G = R _ __ P - J—
®) <p+1+p2 p> ‘ <p+1+p2)

a origindl g (t) musi byt takd funkcia, 2e g (t) = 0, pre t > 1. Origindl g (t) md tvar

kde

gt)=(B+1)e'+t-1-0(t—1)[Be 4t -1].
Potom pret > 1 dostaneme:
gt)=B+Det+t—1—Be "V _t4+1=e'[B(l—e)+1],
odkial’ dostavame .
e—1’

teda periodické riesenie prvej rovnice ma tvar

B =

1—t
- +t-1 re 0<t<l1
y(t) = ek+le—_tl P N ) k: 152a"'
— tt—k—1 pre k<t<k+1
Teraz vyriesime druhi tlohu. Jej riesenie md tvar
(t) Lot > 0
z(t) = e .
l—e
Potom riesenie povodnej ZU bude mat’ tvar
et+t—1 pre 0<t<l1
z (t) {ek:_%etl—t—k—l pre k<t<k+1 ’ T
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RieSenie systémov obycajnych diferencidlnych rovnic.

Metédu, ktori sme pouzili v predchadzajicej ¢asti pri rieSenf zaciato¢nych tloh je
mozné aplikovat’ aj v pripade systémov obyc¢ajnych diferencidlnych rovnic s kons-
tantnymi koeficientami. My sa obmedzime iba na rieSenie systémov obycajnych
diferencidlnych rovnic prvého rddu tvaru:

2 (1) + annzq () + arewy (1) + - - +arpz, (1) = f1(t)
() + an@y () + agoy (1) + - Fazw, (1) = f2(1)
(1) + ap1xy () + anoxy (t) + -+ - + appz, (1) = fn (1)
so zaciatocnymi podmienkami
€ (0-'-) :bj, j = 172,...,7’L

Zapredpokladu, ze fi, ..., f, sirovnénule pret < 0 aak X; = L [z,|, F; = L [fj],
7 =1,2,...,n dany systém diferencidlnych rovnic transformujeme na tvar

(p+ all)X1 + CL12X2 + -+ alan = F1 + b1
an Xy + (p+ax)Xy+ -+ amX, = F>+ by

aanl +an2X2+ i (p+ann)Xn = I, + by

Pretoze determinant systému je rovny nule iba v kone¢nom pocte bodov, moézeme
tlohu riesit’ pomocou Cramerovho pravidla. Potom dostaneme

Dy (p)

;= ,J=12....n
7 D(p)
kde
(p + (111> a19 Ce A1p
Q921 (p + a22> e QAon,
D (p) = : . .
an1 an2 s (p + ann)
a
(p+a11) a12 F1+b1 QA1n
a21 (p—i—a22) Fg—l—bg Qon,
D; (p) = . . : : . :
(1 (n2 cee By b, o0 (pHan)

Origindly dostaneme pomocou tych istych metéd ako predtym.

Example 100 Rieste ZU:

r'—y =2, x(0+)=0
y'—x =t y(0+)=-1"
Solution 101 Ak oznacime X = Lz|, Y = Ly] potom aplikiciou Laplaceovej
transformdcie dostaneme
pX =Y
- X+pY =

R
| hSHIN]
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odkial
p -1 2
D = =p° -1,
(p) ‘_1 » ‘ p
2 -1 1
D = p :]_—'—_7
1(}7) 1%_1 p‘ pg
2
I S B
p
odkial )
p 41 1 1 1
X0) = =t
p*(p*—1) p» p—1 p+1
3 — p? 3 1 1
Y=gl =2 oy
p(p*—1) p p—1 p+1
a

z(t)=—t+e' =€, yt)=-3—e"+¢€, t>0.0
Example 102 Rieste ZU:

oy +2x,+x, =sint, z;(0+)=0
xh — 4, —2x, =cost, xz,(04+)=1

Solution 103 Ak oznacime X, = L [x1], Xy = L [x9] potom aplikdciou Laplaceovej
transformdcie dostaneme

(p+2) X, + X, =

p2+1
—4X,+(p-2)X, = pQI—J‘rl +1
odkial
| pt+2 1 o
i 1 p?+3
D = p2+1 = ——
Do | P2 Fa | _ P3P +3p+6
2(p)_ —4 217 +1 - 241 )
p*+1 b
odkial ,
p°+3 3 2
X = = —— + ,
1(P) PPe*+1) P opr+l
3 2
p’+3p +3p+6 3 6 P 1
Xy (p) = 2(p2 11 =+ 525 1_32 1
p*(p*+1) p p P+ p*+
a

xq (t) = =3t +2sint, z,(t) =3+ 6t —2cost — 3sint, ¢t > 0.0
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Riesenie integrodiferencialnych rovnic.
Skiimajme linedrnu diferencidlnu rovnicu prvého radu s konstantnymi koeficien-
tami:

azs®’ (t) + ayz (t) + ao/o z(s)ds=f(t),t>0 (7))

x (0+) = by ((8))

Ak je funkcia f diferencovatelnd, potom tlohu (7), (8) mézme preformulovat
na zaciato¢nu tlohu s diferencidlnou rovnicou druhého radu:

azz” (t) + ara’ (¢) + agz () = f'(¢), t >0

f (0+) — albg ‘

z (04) = by, 2’ (0+) = .
2

Takito tlohu uz dokdzeme riesit. My vsak pomocou Laplaceovej transformdcie
vieme tlohu (7), (8) riesit aj priamo, pricom ak F' = L [f] dostaneme

X
aQ(pX—bo)+a1X+a05:F(p),Rep>O

£.j.

asp? 4+ a1p +ag’

odkial’ origindl urc¢ime beznymi metédami.

Example 104 Rieste ZU pre integrodiferencidlnu rovnicu:
t
:U’(t)+2:v(t)+2/ z(s)ds=1,t>0, x(0+) = 0.
0

Solution 105 Nech F (p) = L|[f (t)]. Aplikdciou Laplaceovej transformdacie dostaneme

X)) _1
pX (p) +2X (p) + 2 y 5

odkial mame
1 1

S PP42p+2 (p+1)P41

Origindl teraz mozno urcéit’ pomocou elementdrnych pravidiel a dostdvame:

X (p)

x(t) =e 'sint. O
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Cvicenia.
V tlohdch 1 - 14 vypocitajte pomocou Laplaceovej transformécie rieSenie zacia-
tocnej tlohy:

L. 2" (t) + 22 t) ( )=0,z(0+)=—-1, 2/ (04) =2, 2" (0+) = 0.
0s (2t) + 2e~"sin (2¢)]
2. W () +22" (t) + 2 (t) =1, 2 (0+) = 2/ (04) = 2" (0+) = 2 (0+) = 0.

z(t)=1—cost — Lsint
[z (t) ;

(
)
(
3. 2" (t) = 32 (t) + 2z (t) = ¥, z (0+) = 2’ (0+) = 0.
(
(

=2e%, 1 (0+) =2’ (0+) = 0.

6. 2 (1) +x(t) =t x
B (t) =ae ' + %e*t]
7. 2" (t) + 42’ (t) + 4z (t) = 3™ 2 (0+) = 1, 2/ (0+) = 2.
E (t) = e 2 <1 + 4t + %)]

8. @ (t) —a” (1) = sint, x (0+) = &' (0+) = 2" (0+) = 0.
() = =1 —t+ 3¢ + 5 (cost + sint)]

9. x/(t)+$(t):f(t),x(0+)=0>f(t):{ (1) §§§8§§

[2(t)=1—e"—0(t—2)(1—e )]

0 t<0
10. 2" (t)+22" () +x (t) = f(t), x (04+) =2’ (0+) =0, f(t) = { t te(0,1)
1 t>1
[2(t)=—2+t+2e +te?—O(t—1)[-2+ (t—1)+2e D+ (t — 1) e tV]]
0 t<0
1. 2" () +x @) = f(t), 2(0+) =1, 2 (0+) = 0, f(t){ b te(0,a)
2b t>a

[x(t)=0({t)[b+ (1 —"0b)cost]+ O (t —a)[b—beos (t — a)]]
12. 2" (t) + z (t) = |sint|, x (0+) = 2/ (0+) = 0.

— p = p —
X ) = Gt + ¢ iy ¢ 1) _}
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13. 2/ (t) + 3z (t) = e ' + |sint|, z (0+) = 0.

X(p): v )""(

— e_ﬂ-p
(p+3)(p+1

PTG ey < () :]

14. 2/ (t) + 2z (t) = Ae ' + g (¢),  (04+) = 0, kde A = 1= a g (t) je periodickd
s periédou 1, ktord na intervale (0,1) je g¢g(t)=(1—A)e™".
z(t)==e" — Z5e +h(t), kdeh(t) je periodickd funkcia
s periédou 1, ktord sa na intervale (0,1) rovnd

h(t)= (1— ) et — (1 p) e,

1—e2
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Z - transformdcia.
Z-transformacia.

Motivaciou pre z-transformdciu je spracovanie diskrétneho signilu. Vzorkovanie,
umoznuje pouzit’ analytické operacie na diskrétne objekty.
> a
Z:(an)g— F(z) = —.

on
n=0

Pre aké postupnosti (a, )5, rad Z konverguje v nejakom okoli nekone¢na?

Theorem 106 Rad Z o2 konverguje v nejakom okoli bodu oo < ak eristuju

n=0
konstanty M >0 a c € R tak, Ze |a,| < Me™, Vn.

Predpokladajme, Ze Z konverguje vo vonkajsku kruhu K (0, Ry) = {z €

n=0
o)

C : |z] > Ry}. Jeho sicet F(z) = Z % je na tejto oblasti analytickd funkcia.
n=0

Zvol'me kladne orientovani kruznicu C' so stredom v pociatku, leziacu v {z € C :
|z| > Ry}, tj. s polomerom R > Ry > 0.

Podl’a integralneho vyjadrenia koeficientov Laurentovho radu (tu je treba rad

o0
Z 22 interpretovat’ ako rad so stredom v pociatku) méme
n=0
lan| = ﬁ/ﬁﬁfﬁldz < e MaXeeo [F(2)| 21 R = R'max|F (2)]. Teda
C —_—
=M

|an| S MenlnR'
Opaénzi implikdcia: predpokladajme, ze plati odhad |a,| < Me™, Vn. Rad

Z ML Zn - jepre |z| > e° geometricky rad s absolutnou hodnotou kvocientu = i ‘ <1.
n=0

o0
Podl'a porovndvacieho kritéria rad Z % konverguje V |z| > e
n=0
Ozna¢me Z, mnozinu vsetkych komplexnych postupnosti (a,)>,, ktoré su

najviac exponenmalneho rastu, t.j. |a,| < Me™ Vn, kde M > 0,c € R, ¢o je
ekvivalentné s tym, ze pre (a,)5, € Zo M > 0aa > 0 tak, ze |a,| < Ma™, Vn.
Méme:

e Kazdé ohranicend postupnost’ je zo Z,
e Kazda postupnost’ (p(n))s 0 kde p je polyném, je zo Zy: lim nﬁm% =0,
teda napriklad |p(n)| < e" pre dostatocne velké n.

e Vzorkovanie kvazipolynému je zo Z,
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o (™)X ¢ Zy, lim, ., e”m lim,,_ o €9 = o0,
o (n)>, ¢ Zy, Podielové kritérium pre rad Z oo dgva: lim, o ?Zﬁn—ﬂ |';|, =
n=0
lim, (”‘;1) = oo,n — 0. Nekonverguje v ziadnom bode.
Definition 107 Z-obraz postupnosti (a,)2, € Zy je funkcia F(z Z o
n=0

Oznacenie: Z(a,)2, = F(z), (a,)52y = F(z). Oznac¢me K je mnozina funkcif
analytickych v okolf oo, ktoré maji v oo vlastni limitu.

Theorem 108 Z-transformdcia je prosté zobrazenie mnoZiny Zy na mnozinu K.

Veta o Laurentovom rozvoji analytickej funkcie.

Example 109 (a,)%, = (1,2,0,4,0,0,...). Ndjdime F (z).
Solution 110 F(z) =1+ 2+ %,z #0.

Example 111 (a,)2, = (0,0,..., (1 ,0,0,...) = (0;mn)-

indexm

Solution 112 F(z) = —.

Example 113 (a,)2, = (n,) . Najdime F (z) .
Solution 114 F(z) = Z Ll _ei 240.
Example 115 (a,)5>, = (c),—,. Ndjdime F (z).
1

L =c—7 = |z] > 1.

2" 17% z— 1’

NE

Solution 116 F(z) =

I
o

n

Example 117 (a,)>,=(0,1,0,1,0,1,...). Ndjdime F (z).

2 =

Solution 118 F(z) =1+ 5+ % +---+ = = =, ]2 > 1.

1
1-7%

z

Example 119 Vieme, Ze sa postupnost’ (a,)>2, zobrazi na funkciu F(z). Akd
postupnost’ sa zobrazi na funkciu F(22)?

Solution 120 F'(z Z . F(2%) = o = Z 4, teda (ag,0,a1,0,a5,0,...)
n=0 n=0 n=0

md Z—obraz F(22).

Example 121 (a,)2, = (a"),a € C. Ndjdime F (z).
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n

Solution 122 F(z = |z| > |al.

zZn z— a’

n=0

Theorem 123 Zdikladnd gramatika Z-transformdacie: Predpokladajme, Ze (ap,)2 ),
(bn)s2y € Zo, pricom Z(a,), = F(z). Potom plati

1. Linearita Z(c1an,~+cobn) o = c1Z(an)o o+ c2Z(by)52 o pre lubovolné ¢y, co €
C.

2. (Multiplikdcia) Z(a"a,)> = F (2) , pre vietky a # 0.

3. (Derivdicia obrazu) Z(na,)> , = —zF'(z).

1. Z(cran+caby)2, = Z Clzin —1—2 CEZ Z Gn 4 Z = = Z(an)50 o+
— n=0 n=0

n=0
CQZ(b )

2. Z(a"a,)2 = aZn Z Z )% -
n= O n=0 a
(Z ) — o, potom —zF( Z e = Z(nag)p,.
n=0 n=0
Example 124 ( a™)x,. Ndjdime F (z) .
Solution 125 Z(c+2a");2, = Z(c);log+2Z(a")py = Z5+2%, 2| > max {1, [a|} .00
Example 126 (sinwn)>, . Ndjdime Z(sinwn)s,,.
_ wn __ ,—iwn _ 1 z z _ 1 Z(Z_eiiw)_z(z_ew) _

Solution 127 sinwn = o-(e“"—e™™"). F(z) = 5 (Z5 — —2%) = 5 ( (i ) =
227;28%:1(1);4)%»1 0
Example 128 (a"sinwn)>, . Ndjdime Z(a" sinwn)$ .
Solution 129 Z(a"sinwn)X ;= (5) sines = pgesine___ ]

(§>272(§)cosw+1 22 —2az cosw+a? "

Example 130 (n)>2, . Ndjdime Z(n),

Solution 131 Z(n)2, = —=z (L)' =

Example 132 (n?), . Ndjdime Z(n?)>,.

! 2
2z _ 24z
Solution 133 Z( )n 0= —~% <(z_1)2> - (2_1)3.D

Takto mozno néjst’ obraz kazdého polynému.

Example 134 (a"n)S°, . Ndjdime Z(a"n) .

SENY

G G

Solution 135 Z(a"n)>, =
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Theorem 136 (Posun doprava) Nech (a,)5, € Zy a k je nezdporné celé ¢islo.
Qp_p, akn>k
0. akn<k . Potom Z(b,)>, =
5 F(2), kde F(z) je obraz (a,)3y. Tiez (an—rl(n — k)5, = % F(2).
k

Definugme postupnost’(b,)2, vztahom b, =

~ =
0,...0,a9,a, ... ézikF(z)
2o =8+t + = gla+ 2L+ % +...) = 5F(2).

Example 137 (0,0,0,1,1,1,...). Ndjdime F (z).

Solution 138 (1)%°, = potom (0,0,0,1,1,1,...) = 5200

z
z=1? z—1

Theorem 139 (Posun dolava) Predpokladajme, Ze (a,)3, € Zo md Z-obraz F(z)
a k je celé nezdporné ¢islo. Definugme postupnost’ (by,)>2, rovnostou b, = ayig,n =
0,1,... Potom Z(b))2, = 2 [F(z) gkl —}

n=0 zn

. a a Qj—
(ag, Gy, ...) = 2°F(2) — ag — ?1 — z_z ----- Zk—i'
Z(ba)ito = axk S SR = 2 [F(2) - Ty ] = 2 (T % - i

o ag Ap41 ak42 ak43 _ k41 ak42
=2 (z—mszH + % +Zk+3+...) = ap + B 4 g2 g

22

Example 140 (sin 5w, sin 6w, ...)

; 5 z2sinw _ ostnw _ stn2w _ sindw _ sindw
Solution 141 F(Z> =z |:z272zcosw+1 z 22 23 2% ] 0

Ezample 142 ((n+ 3)?)%2,

Solution 143 (n?)iLy = %, potom F(z) = 2 [ 2z — 01— 4] = 22t
22 — 42.0

Diferencia postupnosti (a,)2%, € Zy je definovand: A(a,)rq = (Gnt1 — an)oy-
Diferencie vysgich rddov: A*(a,)%, = AA*(a,)>,.

Example 144 Pre A*(an)ply = Altnpr — an)ily = (Gng2 = @nyr — (A1 —
an))?f’:o = (an+2 — 20p41 + an)zo:w tak

An)ie = (1), Az( Jno = (0)7,.

Theorem 145 Nech (a,)>, € Zy mad Z-obraz F(z). Potom Z(Aa,)X, = (2 —
1)F(z) — za,.

(Ani1)2 o = (a1, a9, ...). = 2z[F(z) — ag].
A(a")2, = 2F(z) — zag — F(z).
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Definition 146 Predpokladajme, Ze (a,,)5% o, (b))% € Zo. Konvoliciou tyjchto pos-

n=0>
tupnosti je postupnost (c,)5q = (an)so * (b,)22,, definovand vztahom ¢, =
ZZ:O akbn,k,n = O, 1, veee y Co = aobo, C1 = a0b1 + albo, Cy = Clobg + a1b1 =+ agbo.

Example 147 (1)72, = (1)72, = (n + 1)72,

Example 148 (1), % (e")%, = (1,1+¢e,1+e+¢€?,...)

Example 149 Co je konvoliciou s postupnostou (0,1,0,0,...)?

Solution 150 (0,1,0,0,...) % (ag, a1, az, ...) = (0, ag, ai, ...).

Example 151 Co je konvoluciou s postupnostou (§4,)?

Solution 152 (0,0,0,..., %, 0,0,...) * (ag, a, as,...) = (0,0,0,...0,a9,a1,...) je
k

posun doprava o k-pozicii..

Theorem 153 (Veta o konvolicii) Predpokladajme, Ze (a,)0 o, (bn)o2g € Zo, Z(an)oy =
F(z), Z(b,), = G(z). Potom
Z(an)aZo * (bn)aio] = F(2)G(2).

o a 0 00 ZZ:oa bp— 00 0o
F(2)G(z) = Y, . 5% b = yooo (heotbeos) _ i yo0 g )00 ]

Example 154 (n+1)22, = (1)52, * (1)22, = (L)Q 0

Example 155 (1)7°,* (e")5e, = =2

Example 156 Urcte posloupnost (a,)22 ), pre ktord plati (a,)5 ox(27)0, = (4™)5°

n=0"

Solution 157 Z(a,);2 .75 = =25 = Z(an)220 = 22 = 1+ 2, = (0p0+2.1(n—

1)4n-1)e = (1,2,8,32,...).0

Example 158 Pre aki postupnost' (a,)2, plati, Ze (an)o g% (b,)5 0 = (bn)22, pre
vsetky (bn)oy € Zp..

Solution 159 F(z)-G(z) = G(z) = F(z) =1 = (a,)2, = (1,0,0,...).00

Corollary 160 Konwvolucny sucin je komutativny, asociativny a md jednotkovy
prvok.

Vyznam konvolicie.

L:Zy— Zy

vstup — vystup

1. L je transla¢ne invariantny, tj. ak L(a,)0%, = (bn)>,, potom L(1(n —
B)an )0 = (1n — k)b )20,

2. Ljelinedrny, tj L(ci(an)io+c2(bn)o+...) = c1L(an)sg+cal(by) o+ ..
Predpokladajme, ze
L(1,0,...) = (b0,01,...)
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vstup:

ao(1,0,0,...) + a1(0,1,0,0,...) + ...
vystup:

aop- (bo,bl,bg,bg, )—I—

ai- (O, bg,bl,bg, )—|—

ag-* (0,0,b0,b1, ) + ...

(aobo, CI,()bl + albo, (Iobg + albl + Clzbo, )

Zaver: Odozva na (a,)2, je (a,)%g * (bn)5%g = (a,)22, * L(1,0,0,...) alebo

L(a”)zozo - (an)zozo * L(L 0, 0, )

Theorem 161 Ak je Z(a,);>, = F(z), potom Z (3", _gar),y = 2F(z)

z—1

(X kim0 k) = (an)iZo * (1520 = 757 F(2).

Example 162 Z (3] k) = 25 .= =0

(z—1)2 - (z—1)%"

Inverznd Z-transformacia.
Zil . Ko — Z()7 F(Z) — (a,n)zo:m F(Z) = ZZO:O %.
Metédy vypoctu:

e rozvoj do Laurentovho radu

e integrdlna forma koeficientov, veta o rezidudch a, = 5= [ F(2)z""'dz , kde
C' je kladne orientovana kruznica so stredom v pociatku, leziaci v oblasti,

kde je obraz analyticky.

Podl'a vety o reziduach: a, = Y__ res.,(F(z)2z"""). Suma cez singularity leziace

vo vnutri C.

e priame vzorce ag = lim, .o F(2), a1 = lim, .o 2(F(2)—a), az = lim,_. 2% (F(2)

o ani1 = (—1)"lim, o (ZLf[ZnF(Z)](nH)_
e znime obrazy

e konvolicia

Example 163 F(z) =sin i

Solution 164 sin; =37 ((=1)" gy s @2nn1 = (—1)" iy @20 = 0.

(2n+1)!

Example 165 F(z) = —+——

1 1 eyt
—1 ;zil = (0? L1, )’
ﬁ = %ﬁ = (Oa 176762’ )’
Z7VF(z) = 1L_e((),o, 1—e1—¢€%..)

—ap— %

),
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_ 1
Example 167 F(z) = Emyent
Solution 168 Metédou rezidui: ag = lim, o, F(2) =0,
ozt et 1 ertt 1t

n>1, a, = TeS1 I )—i-rese(z Do = Tt =7U
Example 169 F(z) = ﬁ
Solution 170 F(z) = é(z “57 =(0,0,1,2,3,..).

pomocou rezidui: n > 1

a, = reslﬁ =lim,_,; %z”_l =n-—1.0
Example 171 Pomocou Z transformdcie ndjdime sucet 12 4+ 22 + ... + n? =
2 ko K.
Solution 172 (n?) = 224523, S k= (2?)2 — %’

1
resi; +Z)4 2" =lim, 3) —

sn(n+1)(2n +1).

z—
l( n+2+zn+1)

3 3i[(n+2)(n+1)n+(n+1)n(n—1)] =

Aplikacia z-transformacie pri rieeni diferenénych rovnic.

Diferenc¢né rovnice.

Motivéacia: tedria signdlov, numerické riesenie parcidlnych diferencidlnych rovnic,
retazové siete, ... Diferen¢né rovnice maji podobni struktiru ako diferencidlne
rovnice, hl'add sa rieSenie v tvare postupnosti, ktord vyhovuje zaciatotnym pod-
mienkdm. Riegenie tychto rovnic pomocou Z transformacie je diskrétnou analégiou
reSeni diferencidlnych rovnic pomocou Laplaceovej transformécie.

Example 173 vy, 2+ 2yni1+yn = 0, yo = y1 = 1.(homogénna diferenénd rovnica
druhého radu s konstantngmi koeficientami)

Solution 174 Riesme diferenémz roUnICU:
(n)azo =Y (2), (Yn+1)ilo = 2[Y (2) —wo] = 2(Y(2) — 1),
(2t = 22V (2) — g — gz = 22 [Y(2) ~ 1= 1] = 22V () = 22 - 2.0
Riesime transformdciu rovnice:
2Y(2) =22 —2+422Y(2) =22+ Y(2) =0=Y(2)(22 + 22+ 1) = 22 + 32.
Urobime inverzni transformdciu:

n=1 y, =res [Z 132 n- 1] =lim,, 1 [(n+1)2" + 3nz""1] =

(+1)?
=+ 1)(=1)"+3n(=1)""1 = (=1)"(1 - 2n).
Potom  (yn)52y = (1,1,-3,5,...). V mnohych pripadoch ddva takyto vypocet
lepsiu predstavu nez numericky vypocet, v ktorom sa hromadia zaokrouhlovacie
chyby.lJ

Example 175 Riesme diferencni rovnicu  Ynio = 13—0yn+1 — Yn, Yo = 1,y1 = %
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Solution 176 (y,)2%o = Y(2), (s1)iy = 2[Y (2) — go] = 2(V(2) — 1),
(Yns2)ozo = 22 [Y(2) —go —yi2] = 22 [V(2) =1 — 31] = 22V (2) — 2° -
Riesime transformdciu rovnice:
2V (2)-1-1]=22]Y(2) - 1] -Y(2) =

3z 3

:>Y(z)(z2—13—02+1):,22—1-%—%:22—32,

Y(z) = (2-32) _ =z é((l)”)oo

(==3)(z=3)  (2-3) 3) Jn=0
Ak urobime numericky vypocet na tri platné ¢islice dostaneme nezmyselné vijsledky:
yo=1,11 = 0,333, ..,
Ys = —0, 092, Y10 = —5, 65.

Z.

W=

Example 177 Fibonanciho ¢isla. Fibonanci v diele Liber Abaci (1212). Uloha o
populdcii kralikov: kazdy pdr sa zreprodukuje po dvoch mesiacoch: 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, 21, 34, 55, 89, 144, 233. Postupnost sa riadi zdkonom.:

¢o bude co je prirastok
AN _ = _ _
Ynt2 =Ynt1+ "Un Y=y =1
Solution 178 Transformdcia rovnice: z* [Y(z) =1 — 1] = 2[Y(2) = 1]+ Y (2) =
(22— 1)Y(2) =22 =Y (2) = ot
Inverzia: z2—zi—1 =257 = \/igz 2_% — Z_f_¢3> A
2 2
o1 (18" (1=vB)"
yn - \/5 2 2 ) )

Binet (1786-1856). Kombindcia dvoch geometrickijch radov, jeden z nich mizne
v nekonecne:
Ynt1 _ 145
2

lim,, oo =

" .= 1,61803 suvisi s pomerom zlatého rezu.l]

Example 179 Riesme diferenéni rovnicu A2y, +y, =0, yo = 1, Ay = 0.

Solution 180 A(y,)>X, = (2 —1)Y(z) — z,
A (Yo =(z =Dz =1)Y(2) = 2] =0 = (2 = 1)*Y(2) — 2(z — 1)
(=12+1Y(2) = 2(: - 1) = Y(2) = Zhs = 25 = e —
%Z (z—ll 7 + z—?H—i) :

Yn = 3[(1+4)" + (1 —i)"] = Re(v/2¢'7)" = 2% cos 2.

Example 181 Riesme diferenénii rovnicu A%y, =2, yo =0, Ay = 1.

Solution 182 A?(y,)2,=(2—1)*Y(2) — 2 =Y (2)(z — 1)? = 2% + 2.
Y(z2) =2 + o = reslﬁ =lim,; 1(2")® = ln(n - 1)
ynzn(n—1)+n:n2.[j

1
2

Example 183 Rouvnica s konvoluénym jadrom yniz2 + > p_o2"ynk = 1, yo =
Y1 = 0.

1 z z z— 2—92)yn—1
Solution 184 %Y (2)+ %Y (z) = 2 = Y(z) = (Z_12)3 — Y, = res; (ZQ_)1)3 _
lim, ;42" — 227 1)®) =

=inn—1)—(n—-1)(n-2)=(n-1)[2-%].0
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Example 185 Vyjadrime vzorcom riesenie diferencnej rovnice Yni1 — 2Yn = Qn,
kde yo =0 a (a,)22, je lubovolnd postupnost zo Zj.

Solution 186 Transformdcia: zY (z) — 2Y (z) = F(2), kde F(z) = Z ((a,)2,) -
Y(z) = 29 = (1(n — 1)2" )52+ (an)iy.
Pren>1 y,=>,_,2"1a, ;.0

Example 187 Riesme diferencni rovnicu Ynis + Yn = Qn, Yo =y1 = y2 = 0.

Solution 188 Transformdcia: 2*Y (z) + Y (2) = F(2), kde F(2) = Z ((an)2) -
V(z)=52 J2o=L- L1 =% (1)L =(0,0,0,1,0,0,-1,0,0,1,0,0, -1,...)

23417 2341 23 1+4 n=0
z
Yn = Qp—3 — Ap—6 + Qn—9 — .0

Example 189 Pomocou diferencniyjch rovnic urcte sucet % + 2% + 2% + -+ o

Solution 190 y, = + + 2 + 2 + -+ &, Teda Yns1 — Yo = 2%, yo = 0.

(ﬂ)oo o 2z 1 z
2n/n=0 7 (2z-1)2 T 2 (z—-1)2’
2

ntl\® o 1 2 . _1_ =z _1_1 22
(2n+1)n_0 2 (z_%)z, ZY(Z) Y(Z) — 2 (z—%)2 :> Y(Z) - 2 (2_1) (Z—%)Q
1
11 ozt 11 1 pntl 1zt _
Teslz(z 1) (27%)2 - 2(%)2 = 4. TGS% -1 (Zi%y —hmZH% 5 <Z*1) =
_ T 1 (n+D)z"(z=1)—2"*1\ _ grp4l (1) 1 ] _ _n+l 1
= hmz—>% 2 (z—1)2 =2 [ on ( 2) 2n+1] = T om on
— n+t1 1
Yn = on 2_n|:|
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Cvicenia.
V tlohdch ndjdite Z-obrazy nasledujicich postupnosti (a,),,

o0

n=0"

L (an)y—y = (e_n + 2%)

=y

2. (an)pey = (3"cos2n),—.

z(z—3 cos 2)
22—62 cos 2-+9

3 () = (022, [255]
4. (an)i‘lo = (3n+1>f:0' [%]

5. (an)pey = (n+2),2,.

z(2z—1)
(—1)?

N4jdite postupnost’ (a,) -, € Zo, ktorej obraz je vyjadreny predpisom:

[ag =0,a, =3""1 —2""1 ne N]

7o e[S g), L)
8. #2124_2) [CLO :O,an = (% —Z) (14_@)”‘1 + (%"‘Z) (1 _Z.)n_l’n c N]
9. (zf_l). [H(_i)"_l — %Sin %]

Riesme ZU pre diferen¢né rovnice:

10 Yni2 = 2Yns1 +2yn = 0, yo = Lyr = 4. [(2% (cos % + 3sin %)) ™" ]

e

11. Yny2 + 3y7’b+1 - 4yn = €n7 Yo = 0791 =L |:5(ee_,21) + 62+;e+4 - (_4)” 5(36164)i|

n, akn <4

12. yn+1+2yn:an7 yo:()’a'n:{ O7 akn >4

(o =1 =095 = 1,53 = 0,9, =3(-2)""",n >3]
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