Matematika 3

L. Marko

November 12, 2019






CONTENTS

Krivkové integraly . . . . . . ... Lo

Cesty a krivky. . . .. .. .
Krivkové integrdly. . . . . . .. .. oo
Vztah medzi krivkovym a plo$nym integrdlom. . . . . . . . . .. ..
CviCenia. . . . . . . . .

Funkcie komplexnej premennej.
Komplexné ¢fsla a funkcie komplexnej premennej. . . . . . . . . . .. ..

Definicia komplexného ¢isla. Komplexné ¢isla a algebraické operécie

Odmocnina komplexného ¢isla. . . . . . .. .. .. ... ... ...
CviCenia. . . . . . . . . e e
Zékladné pojmy analyzy v C. . . . . . . . ...

Okolia, oblasti. . . . . . . . . . . . .. .. ..

Nekonecno. . . . . . . . . . . e

Postupnosti komplexnych ¢isel. . . . . ... ...

Rady komplexnych éfsel. . . . . .. .. ..o oo
Cvitenia. . . . . . . . . e
Funkcie komplexnej premennej. . . . . . . .. ...
Cvitenia. . . . . . . . . e e

Rady funkcif komplexnej premennej. . . . . . . .. .. .. ... ..

Mocninové rady. . . . . . . . .. L L
Cvitenia. . . . . . . . .
Elementédrne transcendentné funkcie komplexnej premennej. . . . . . . .

Mocninové funkcia s prirodzenym exponentom. . . . . . . . .. ..

Hlavna vetva n-tej odmocniny. . . . . . . . . . .. ... ... L.

Exponencidlna funkcia, funkcie sinus a kosinus. . . . . . ... ...

Vlastnosti exponencidlnej funkcie. . . . . . . ... ..o
Cvitenia. . . . . . . .
Diferencidlny pocet funkcif komplexnej premennej. . . . . . . . . . .. ..

Derivéicia funkcie komplexnej premennej. . . . . . . ... ... ...

Cauchyho - Riemannove rovnice. . . . ... .. ... .. ......

Analytické funkcie. . . . . ... Lo
Harmonické a harmonicky zdruzené funkcie. . . . . .. ... .. ..
Geometricky vyznam derivacie. . . . . . . .. ... L.
CviCenia. . . . . . . . . e
Integralny pocet funkcii komplexnej premennej. . . . . . . .. ... ...
Integral funkcie komplexnej premennej. . . . . . . .. ... ... ..
Definicia integrdlu. . . . . . . . .. ... oo
Cvitenia. . . . . . . . o



Cauchyho integrdlna veta. . . . . . . ... .. ... ... ... ... 68

Cauchyho integrilna veta vo viacndsobne stuvislych oblastiach. . . . 70
Cauchyho integrdlna formula. . . . . . ... ... ... ... .... 71
CviCenia. . . . . . . . . e e 72
Taylorove a Laurentove rady. . . . . .. .. .. ... ... ... ..... 74
Analytickost’ si¢tu mocninového radu. . . . . ... Lo 74
Taylorove rady. . . . . . . . . . . 74
Cvitenia. . . . . . . . . e e 78
Laurentove rady a singuldrne body funkcit. . . . .. ... ... .. 79
Cvitenia. . . . . . . . . e 82
Izolované singuldrne body. . . . . . .. .. ... oL, 83
Rezidud. . . . . . . . . . 86
Vypocet rezidui. . . . . . . . . ..o 86
Cauchyho veta o reziduach. . . . . ... ... ... ... ...... 87
Vypocet nevlastnych integrdlov pouzitim rezidui. . . . ... .. .. 88
CviCenia. . . . . . . . . . e 90
Obycajné diferencidlne rovnice druhého radu. . . . . . .. ... ... .. 93
Modelovanie v mechanickych a elektrickych systémoch . . . . . ... .. 93
Modelovanie v mechanickych a elektrickych systémoch, ktoré vedie
na ODR 2. rddu. . . . ... ... ... ... ... ... 93
Linedrne ODR druhého rddu s konstantnymi koeficientami homogénne . 94
Linedrne obyc¢ajné diferencidlne rovnice druhého radu s konstant-
nymi koeficientami druhého rddu homogénne. . . . . . . .. 94

Linedrne ODR druhého rddu s konstantnymi koeficientami nehomogénne 99
Nehomogénne linedrne obycajné diferencidlne rovnice druhého réadu

s kongtantnymi koeficientami. . . . . ... ... 99

Cvicenia. . . . . . . . . e e 103

Laplaceova transformécia. . . . . . .. .. ... ... ... ... ... .. 104

Vlastnosti Laplaceovej transformécie. . . . . . .. .. ... ... .. 106

Posun v origindle. . . . . . . .. ..o o 107

Obraz periodickej funkcie. . . . . . . . ... ... L. 108

Inverzna Laplaceova transformdcia. . . . . . . . . ... ... ... .... 111

Cvicenia. . . . . . . . . e 114

Aplikicie Laplaceovej transformécie . . . . . . . ... ... ... ... 117
Riesenie linedrnych diferencidlnych rovnic s konstantnymi koeficien-

tami. . . . ... e 117

Riesenie systémov obyc¢ajnych diferencidlnych rovnic. . . . . . . .. 123

Riesenie integrodiferencidlnych rovnic. . . . . ... .. .. ... .. 125

CVICENIA. .« v o v o s, 126



PREDHOVOR

Tento ucebny text z funkcii komplexnej premennej som vytvoril po novej akreditécii
pre studijné odbory AM, ENE, ET, JFI pocas zimného semestra skolského roku
2018/2019. Nemozno ho povazovat’ za konecni verziu. Pretoze predmet "Matem-
atika 3E" sa vyucuje prvy krat, budem text dopiﬁat’ a adaptovat’ aj v priebehu
zimného semestra skolského roku 2019/20. L. Marko

Krivkové integraly

Cesty a krivky.

Nech ¢ : {(a,b) — R" je spojita funkcia. Pre kazdé t € (a, b) existuje ¢(t) € R".
Mozme predpokladat, ze ¢ reprezentuje cas a c(t) je polohu pohybujiceho sa bodu
v ¢ase t. Ako sa meni t € (a,b), tak pohybujici sa bod vytvéra krivku.

Definition 1 Spojiti funkciu ¢ : {(a,b) — R" nazgvame cestou, jej obraz -
mnozinu C = ¢ ({a,b)) nazgvame krivkou.
Ak je funkcia ¢ injektivna na {(a,b) , cestu (krivku) nazgvame jednoduchou.
Bod c(a) nazjvame zaciatoény bod krivky, bod ¢(b) nazyjvame koncovy bod krivky.
Ak je ¢ injektivna na {(a,b) a ¢(a) = ¢(b), potom ¢ nazgvame jednoduchd uza-
vretd cesta.
Ak ¢ € CY, potom ¢ nazgjvame C* cestou.
Akce C! a c'(t) # 0, Vt € {a,b) potom c nazjvame hladkou cestou.
Funkciu ¢(t) nazgvame parametrizacia, alebo parametrické rovnice krivky C.
Cesty maji orientdciu - krivka sa vykresluje v smere rasticeho t.

Vsimnime si, ze krivka nie je grafom funkcie ¢, ale jej obrazom. Injektivnost’
funkcie ¢ znamend, ze krivka je jednoducha t.j. takd, ktord sama seba nepretina,
t.j. nemd vlastné priesecniky.

Example 2 Nech C = [c],c: (0,2) — R? c(t) = (cost,sint). Zistite, ¢i ¢ je
cesta, ak dno nacrtnite ]6] obmz

Solution 3 Funkcia c je spojitd, ¢ € C*, ¢'(t) # 0, Vt € (0,2) ,je to hladkd cesta,
jej obrazom je hladkd krivka C' = ¢ (< §>) t.7. Stvrtkruznica v prvom kvadrante
v R%. Krivka C' sa vykresluje od bodu [1,0] po bod [0,1].

Dolezitym pojmom je dizka cesty.



Definition 4 Nech ¢ : {a,b) — R" je cesta. Pre lubovolné delenie intervalu

(a,b)
P={a=ty<t;<ty<---<ty=>0}

oznacme

S(P) = Z le(t:) = e(ti-a)ll -

Cesta ¢ sa nazyva rektifikovatelnd, ak su vsetky sumy S(P) ohranitené zhora a
dlzka oblika (cesty) c je definovand

L. =sup{S(P); P je delenie (a,b)}.

Intuitivne vieme, ze dizka cesty by sa mala dat’ aproximovat sumou dizok
lomenej ¢iary cez body ¢(t1), c(ts2),. .., c(tm).

Theorem 5 Ak c je hladkd cesta, potom
b
Lo— / le” (0)]| dt.

Example 6 Vypocitajte dizku cesty c : (0,1) — R? c(t) = (t, %) . tj. dlzku
oblika paraboly.

Solution 7 Mdame
1 1 1 1

LC—LC—/ Hc’(t)Hdt—/ H(l,t)”dt—/ \/1+t2dt:§<\/§+ln(1+\/§>).|]
0 0 0

Ak ¢: (a,b) — R" je cesta a ak u € (a,b), potom ,rozrezanim* cesty ¢ na
dve casti dostdvame dve cesty:

Y (a,u) — R",

c? : (u,b) — R".

Lahko sa d4 ukdzat), ze c je rektifikovatelna <= ak obe cesty ¢V aj ¢ st rektifiko-
vatel'né. Niekedy potrebujeme spojit’dve krivky do jedinej krivky. Predpokladdme,
ze jedna krivka koné¢i v bode P a druhd v bode P zacina. Ak chceme definovat’
novu krivku ako jednu krivku moézme tak urobit’ pomocou reparametrizacie krivky.

Definition 8 Nech c: (a,b) — R" je cesta a nech ® : (a, ) — (a,b) je spojitd
bijekcia. Potom zloZend funkcia co ® : (o, f) — R" sa nazjva reparametrizicia
cesty c.

Theorem 9 Nech c¢: (a,b) — R" je cesta a nech ® : (o, f) — (a,b) je spojitd
bijekcia. Potom pre reparametrizaciu cesty ¢: co ® : («, ) — R" plati: C =
[c] = [co D].



Pretoze funkcia ® je bud’ ostro rastica, alebo ostro klesajica na («, ) , krivka
sa teraz vykresl'uje bud’ v tom istom smere ako predtym, alebo v opa¢nom smere.
Hovorime, ze ® zachovédva orientédciu krivky ak (co @) (a) = c(a) a (co ®)(8) =
¢(b) a ® meni orientdciu na opacni ak (co ®)(a) = ¢(b) a (co ®)(5) = ¢(a). Body
c(a), ¢(b) nazyvame krajné body krivky C. Podl'a predchadzajiicej definicie dvojica
krajnych bodov krivky nezévisi od reparametrizdcie a je jednozna¢ne urcend. Od
reparametrizdcie zavisi len vol'ba zaciatoéného a koncového bodu krivky.

Remark 10 Twrdenie vety implikuje, Ze jedna krivka moze mat’ (aj nekonetne)
mnoho réznych parametrizdcii.

Example 11 Ak ¢ : {(a,b) — R" je cesta, potom ¢; : (0,1) — R", ¢(t) =
c((1 —t)a+tb) je orientdciu zachovdvajica reparametrizicia cesty c.

Example 12 Nech ¢, d : (0,1) — R? c(t) = (t,2t), d(t) = (1 —1t,2—2t).
Zistite, ¢i ¢, d su cesty ak dno naértnite zodpovedajice krivky v R?.

Solution 13 Cesta ¢ je usecka spdjajica zaciatoény bod [0,0] s koncoviim bodom
[1,2]. Cesta d=co®, &:(0,1) — (0,1), ®(t) =1 —t je jej reparametrizicia,
ktord ment orientdciu na opacnil.

0.5

Nech teraz ¢V : (a,b) — R" a c? : (a,b) — R" s dve cesty takeé, ze
cV(b) = ¢?(a). Potom ich mozme zlozit’ do jednej cesty

M) (9 — atb

c:{a, by — R" c(t) = ¢’ (2t —a), t6<a,2>.

{a,6) <) {c@)(gt_b), te (=)
Zlozent krivku C zvykneme zapisovat C = CHUC®, pricom CM, C® s zizenia
krivky C| ktoré nazyvame ¢iastoéné krivky. V tomto procese mozno pokracovat’
kone¢ny pocet krat. Ak kazdd cast’ vyslednej cesty je hladka cesta, hovorime o
po castiach hladkej ceste, t.j. jej derivicie si spojité a rozne od 0 s vynimkou
kone¢ného poctu bodov. Je zrejmé, ze dizka po castiach hladkej cesty je suma
dizok jednotlivych hladkych ¢asti, ktoré vieme vypoéitat.

Example 14 Nech C je trojuholnik s vrcholmi O = (0,0), A = (1,0), B = (0,1).
Obvod trojuholnika OAB je po éastiach C' krivka, ndjdime jej parametrizdciu.



Solution 15 Oznacme

OA =W :(0,1) — R?, W () = (¢,0),
AB =C® :(0,1) — R? P (1) = (1 —t,1),
BO =(C® (()1>—>R3 ¥ (t)=(0,1-1),

potom krivka C = COUC® UC® sa dd parametrizovat funkciou: ¢ : {0,3) —
V() pre te{0,1)
R ct)= c@{t—-1) pre te(1,2) .O
c® (t—2) pre te(2,3)

Nech teraz ¢ je hladka cesta. Potom ¢ /() sa nazyva dotykovy vektor ku krivke
C' v bode ¢(t). Skutoéne priamka v R"

c(t+h) — c(t)
h
je rovnobeznd so se¢nicou spajajicou body ¢(t) a ¢(t+h), teda ak predpokladdme,
ze limita limy,_, OM existuje je dotycnicou ku krivke C' v bode ¢(t).Ak ¢(t)
interpretujeme ako kI‘leU_ vykresleni z pohybujicich sa bodov, ¢’(t) sa nazyva
vektor rychlosti ¢ '(¢) uddva smer pohybu a s ’(t) = ||¢ /(t)|| je rychlost. Zrychlenie
je ¢”(t). Jednotkovy dotykovy vektor ku krivke C' v bode ¢(t) definujeme

!/
(1) = ')
[le’ @)’
ktory je definovany pre kazdé ¢ také, ze ¢ '(t) # 0. T' méd smer, v ktorom je krivka
popisand ak t rastie. | T(t)|| = 1.
Nech C' =[], ¢: {(a,b) — R" je krivka a nech jej rychlost’ nie je rovna nule
pre ziadne t. Potom

T(t) - T(t) = | T(t)|I* = 1

odkial’ po derivacii dostdvame
T(t)- T'(t) = 0,

t.j. T'(t) je norméla ku dotykovému vektoru. (Pre C? krivku mozno definovat’ v

R, N = ;4. v bode c(t).)

Krivkové integraly.
Vysledky tohto odseku budud platné v Euklidovskych priestoroch I'ubovolnej di-

menzie, pretoze pri odvodzovani budeme pouzivat’ iba skaldrny sicin. V d’alsom
texte budeme predpokladat, ze C' =[], ¢: (a,b) — R" je jednoduchd C* krivka.

Definition 16 Nech C' = [¢], ¢: (a,b) — R" je jednoduchd, hladkd (JH) krivka

af:D(f)(CR") — R je spojitd skaldrna funkcia, ktorej definicny obor ob-
sahuje C; C' C D(f). Krivkovy integrdl zo skaldrnej funkcie f po krivke C definu-

o /f ds—/f Dl ()] d.

Ak C = U, CY je jednoduchd po castiach hladkd (JPCH) krivka, t.j. tiastotné
krivky C® st jednoduché hladke k:m'vky, deﬁmcz’u krivk:oveho integrdlu zo skaldrnej
funkcie rozsirime takto: [, f (s)ds =" [ow f(



Integral zo skaldrnej funkcie nazyvame tiez neorientovany krivkovy integral.

Theorem 17 Nech C' =[], ¢: (a,b) — R" je jednoduchd hladkd krivka a nech
®: (a,3) — (a,b) je bijektivna C' funkcia, teda p = co ® : {a,8) — R" je
reparametrizacia krivky C. Potom

/f ds—/f D@l dt = /f ) 1p/(7) dr.

Remark 18 Teda pre lubovolni reparametrizdciu aj pre opacni orientdciu sa zment
znamienko ¢ '(t), ¢o viak nevplyva na znamienko ||¢’ (t)| . To znamend, e hodnota
krivkového integrdalu zo skaldrneho pola nezdvisi od parametrizdcie ani od orientdcie
krivky.

Example 19 Vypotitajme [, (x* 4+ y?) ds,ak C je trojuholnik s vrcholmi O =
(0,0), A= (1,0),B = (0,1).

Solution 20 Pretoze krivkovy integrdl zo skaldrneho pola mezdvisi od orientdcie
krivky mozme parametrizovat’ obvod trojuholnika OAB tak ako v priklade. Potom

V(1) =(1,0) a [V @) =12 (t)=(-11) a [ (1) =V2
C(S)/(t) _ (0’ _1) a ||c(3)/(t)H —1

/(x2+y2)ds—/ (m2—|—y2)d8+/02(x2+y2)ds+/03(x2+y2)ds:
/t2dt+/ ((2—1) t—l))\/_dtJr/ (3 —t)2dt=§(1+\/§>.m

Example 21 Vypotitajte [, /2% + y*ds, ak C je kruinica 2* + y* = a*, a > 0.
Solution 22 Parametrizujme C nasledovne:

C:ec(t) = (acost,asint), t € (0,27), potom c¢'(t) = (—asint,acost),
2 2
/ Va2 +y?ds = / Va2 cos?t + a?sin? t lle'(t)] dt = / a’dt = 2na®. O
c 0 0

Example 23 Vypocitajte [, /2% + y*ds, ak C je kruznica 2* 4+ y* = ax, a > 0.

Solution 24 Parametrizovat’ C' mozme roznymi sposobmi. My pouZijeme nasledu-
jucu parametrizdciu:

C:e(t)= (acos2 t,acostsint) RS <—g,g> ,e'(t) = (—2acostsint,a (COSQt — sin? t)) ,

a pretoZe

le'(t)|| = \/4a2 cos?tsin®t + a? (cos* t — 2cos? tsin’t + sin't) =

potom

INGET
C

3 3
Va2 cost t + at cos? ¢t sin? ¢ le'(t)] dt = / a® costdt = 2a*.00

s
2

vl
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Nech teraz F : D(F)(C R") — R" je spojitd vektorova funkcia. Budeme
definovat’ integral z vektorovej funkcie (orientovany krivkovy integrél) po krivke C.

Definition 25 Nech C =[], c¢: {(a,b) — R" je jednoduchd, hladka (JH) krivka
a F je spojitd vektorovd funkcia F : D(F)(C R") — R", ktorej definicny obor
obsahuje C; C' C D(F). Potom krivkovy integrdl z vektorovej funkcie F po krivke
C je definovany

b
/F-ds:/ F(c(t)-c'(t)dt.
C a
Ak C = U, C9 je jednoduchd po tastiach hladkd (JPCH) krivka, pricom ¢i-

astoené krivky CW si jednoduché, hladké krivky, definiciu krivkového integrdilu z
vektorovej funkcie rozsirime takto: [, F -ds=3", [, F -ds.

Ak teda ¢'(t) # 0 mozeme pisat’

[ras = [(Fewy S0 ewona=

_ /F(c(t))-T(t) ||c’(t)||dt:/C(F-T)ds.

Posledny vyraz mozeme zapisat’' v tvare [ (F - T)ds, ¢o sa dé chapat’ ako krivkovy
integral zo skaldrnej funkcie F' - T po krivke C.Skaldrny sicin F - T nazyvame
tangencidlna komponenta vektorového pola F'. Funkcia F (¢ (t)) - T (t) je dobre
definovand funkcia pre t € (a,b) pre jednoduché hladké krivky. Ak md krivka C'
samoprieniky, tak to nemusf platit’.

Orientovany krivkovy integral nezdvisi od parametrizicie, ale zévisi od orien-
técie krivky.

Theorem 26 Nech C = |c|, c¢: (a,b) — R" je jednoduchd hladkd krivka a nech
p:{a, ) — R" je reparametrizicia C. Potom pre spojité vektorové pole F' plati

/F-ds:/(F-T)ds
c c
ak p zachovdva orientdciu,

/CF-ds:—/C(F-T)ds

ak p menit orientdciu na opacnii.

Theorem 27 Nech F je spojité vektorové pole, ktorého definicny obor obsahuje po
castiach hladkid krivku C' s dlzkou L. Nech F je ohranitend na C, ||F (x)| < M,
pre kazdé x € C. Potom
/ F -ds
c

< ML.
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Bezné oznacenie, ktoré v R? formélne piseme ds = (dr,dy) ndm umoziuje
napifsat’ [ o F - ds pre spojité vektorové pole

F:R*> — R’ F(z,y) = (F\ (v,y), F(z,9))

v tvare

/ F .ds= / Fi(z,y)dx + Fy(x, y)dy.
c c

Ak mame parametrizaciu ¢(t) = (x(t),y(t)), potom ¢’(t) = (2/(t),y'(t)) a

/C Fods = /C By (2(t), y(0)a (1) + Fa(w(t), y(6))y'(6)] dt.

¢o Clastocne vysvetl'uje zémenu x'(t)dt «— dz. Potom napriklad integrél
/ fdx je definovany ako / F -ds, kde F = (f,0).
c c

Example 28 Vypocitajte integrdl [ (z—y,z+y)-ds = [ [(z —y)dz + (z+y)dy]
ak

a) C je usecka AB, A = (2,3), B = (3,5), A je zatiatoeny bod,

b) C' je oblik paraboly y = x*, ktorého zaciatotny bod je A = (0,0) a koncovs
bod B = (2,4).

Solution 29 a) Budeme parametrizovat’ usecku AB, potom dostaneme
C:e(t)=(2+1t,3+2t),te€(0,1), potom c'(t) = (1 2) a my mame

(fg((jx—y,aﬁty)-ds:fc [(z —y)dz + (x +y) dy] = fo ),z (t)+y(t))-
c’ t =

= 52+ 3—2t2+t+3+2t) (1,2)dt = [} (=1 —t,5+3t) - (1,2)dt =
fo (5t +9) dt

b) C:y =22 c(t)—(t t?) (O 2),c’(t) = (1,2t) potom [ (x—y,z+y)-
ds—fc r—y)dr + (v +y)dy] = fo — 2t +t%) - (1,2t)dt =
= [Pt -+ 2024200 dt = [P (t+ 2+ 263 dt = B0

Ak je F silové pole, potom fCF - ds je praca vykonand silou F' pri pohybe
Castice s jednotkovou hmotnostou po krivke C'.

Vztah medzi krivkovym a plodnym integrdlom.

Nech jednoduchd, po ¢astiach hladks, uzavretd krivka C' je hranicou elementarnej
oblasti D. Uvazujme jej orientédciu proti smeru pohybu hodinovych ruciciek (kladna
orientdcia uzavretej krivky v R?). Pre elementdrnu oblast D mame: D = intC.

Theorem 30 (Greenova veta) Nech D je oblast ohranicend JPCHU kladne ori-
entovanou krivkou C a intC C D F : D — R* F (x,y) = (P (2,y),Q (z,y))
je spojite diferencovatelnd vektorovd funkcia. Potom

[ [ (2 o ] (325
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Example 31 Ndjdite obsah plochy medzi osou o, a oblikom cykloidy
rT=ap—asinp, y=a—acosy, 0 < ¢ < 2.

Solution 32 Obrdzok .

| l/_\
15
:
os
o = s w s o2

Plocha
)

A= [fe dwdy = [0 (5 (~5)) drdy = [, (22— %) dwdy =

=3 Jo, —ydx + xdy + 5 [, —ydz + xdy,

na Cy jey =0, dy =0, teda aj 3 fCl —ydx+xdy = 0, na Cy musime orientdciu
obratit.

Potom dostaneme:

A= L [, adyyde = — [ [(a — asin ) asing — (a — acose) (o~ acos )] dp =

- _az_2 foz7r [psing + 2cos p — 2] dp = 3ra®.00

Example 33 Pouzitim Greenovej vety vypotitajte integrdl |, o % arctg %daht% arctg gdy,
kde C je hranica oblasti 1 < x?+y* <4, 2 <y < \/§x, ktord je kladne orientovand.

Solution 34 1 <22+ > <4, 2 <y <3zl <a®+y> <4, <y <3z

Jo T arctg Ldx + %arctg Sdy = IS <§1+(11)2§ -3 11)2%) dxdy =

— Jfoe (55552) dady = [ ([} Bodo) dp = frin20



13

Cvicenia.
Vypocitajte krivkové integraly:

1.

2.

o

ot

10.

11.

12.

13.

14.

Jo == 5=, s, kde C' je usecka od bodu [0, —2] po bod [4,0]. [V5In2.]

J zds, kde C je Cast paraboly y = x* medzi bodmi [2,4] a [1,1]. [—17\/?2*5\/5,]

Jo 2*ds, kde C je ast grafu y = Inz, kde 1 < x < 2. [M]

Jo V2% + y?ds, kde C je kruznica x* + 3> = . [2.]
Jo 2*yds,kde C' je oblik kruznice z* 4+ y* = a*, s koncovymi bodmi [a,0] a

0.0). 4]

zyds, kde C' je obvod o {znika o raniceny priamkami xr = 0,z =4,y =
o ryds,kde C' je obvod obdlznika oh k 0 4
0,y = 2. [24]

Jo %ds, kde C je ¢ast paraboly y? = 2z, y € (v/2,2). [2v/5 — 1V/3]

/. o —dr+arctg %dy, kde C sa sklad4 z oblikov AB a EZ, pricom AB je oblik
paraboly y = 22, od bodu A = (0,0), po bod B = (1,1) a BA je tsecka od
bodu B do bodu A [Z-1]

Jo (@ +9?) dz+(2* — y®) dy, kde C je Cast' grafu funkcie y = 1—[1 — 2|, 0 <

z < 2, so zatiatoénym bodom [0,0]. [3.]

Jo (2% = 2zy) dx + (y? — 2xy) dy, kde C je krivka y = 2%, z bodu [—1,1] po
bod [1,1]. [—12]

ydx + xdy,kde C' je cast’ kruznice x = acost,y = asint, t € (0,Z), kde
c 2
[a, 0] je zaciato¢ny bod. [0.]

Jo W, kde C' je kruznica z* +y* = a?, kladne orientovand. [—27]

Jo ’j;ridg,kde C je usecka z bodu (1,—1) po bod (4,0). [4 — v/2]

Vypocitajte integral fo gig dr — = vy —Y-dy,kde C je oblik AB kruznice x2 +

y*> = a® od bodu A = (a,0) cez bod C' = (0,a) po bod B = (—a,0). [-7]

Pouzitim Greenovej vety vypocitajte integrély:

15.

16.

17.

/. o y*dz + xdy, ak C je hranica $tvorca ohrani¢ens priamkami z = 1, x =
-1,y =1, y = —1, ktord je kladne orientovana. [4.]

Jo L arctg Ldx + garctg 2dy, kde C je hranica oblasti 1 < 2y <4, <
y < V/3z, ktors je kladne orientovana. [% In 2.}

Jo Bz?cosy — y?, a* — 2?siny) ds, kde C' je kladne orientovand krivka dand

vztahom 22 + 32 = 1. [%ﬂ
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18. [, o —dx +arctg 2dy, kde C' je kladne orientovand uzavretd krivka pozostéva-
jica z obliika paraboly y = x2, od bodu A = (0,0), po bod B = (1,1) a z
tsecky z bodu B = (1,1) po bod A = (0,0). [F — 1]

19. [, €e" (1 —cosy)dx —e” (1 —siny)dy,kde C' je kladne orientovand uzavretd
krivka, ktora je hranicou oblasti
A:{(az,y)€R2:O§x§7r,0§y§sinx}.[%—%}

20. [, —e" (1 —cosy)dz+e” (y —siny) dykde C' je kladne orientovand uzavreta
krivka, ktord je hranicou oblasti
A:{(m,y)€R2:O§x§7r,0§y§sinx}.[%e“—%]



Part 1

Funkcie komplexnej premennej.

15
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Mnohé fyzikdlne a elektrotechnické aplikdcie si vyzaduji, aby studenti rozumeli
zédkladnym pojmom z matematickej analyzy, integralneho poc¢tu, integracnych metéd,
diferencidlneho aj integralneho poc¢tu funkcii viacerych premennych. Tieto poz-
natky nutne patria k "povinnej vybave" kazdého studenta FEI STU.

Komplexné &isla a funkcie komplexnej premenne;.

Definicia komplexného &isla. Komplexné &isla a algebraické operdcie s nimi.

V mnozine redlnych ¢isel R neexistuje ¢islo, ktoré by bolo riesenim rovnice
22 +1=0. (1))

Aby sme odstranili tento defekt v systéme redlnych ¢isel zavedieme novy ¢iselny
systém.

Definition 35 Symbolom C oznaéime mnoZinu {z =z +iy: x, y € R} s nasle-
dugicimi operdciama:
1. séitanie: 2y + 29 = (x1 + 22) +i(y1 + Y2),

2. nésobenie: 2129 = (122 — Y1Y2) + @ (T1y2 + oY1), pre 23 = 1 +iyp, 29 =
To + ’iyg e C.

Cisla tvaru
z=x+ 1y,

kde x, y € R sa nazyvaji komplexné ¢isla. Takyto tvar komplexnych ¢isel sa
nazyva algebricky alebo kartézsky tvar komplexného ¢isla z. Symbol, ktory oz-
nac¢ime ¢ nazyvame imagindrna jednotka. Toto komplexné ¢islo ¢ = 0 + 17 splia
zékladné zakony algebry: asociativny, komutativny a distributivny zdkon a okrem
toho rovnost’

i? = —1.

Potom rovnica (1) ma v C dva korene i a —i.

Nésobenie komplexnych ¢isel v algebrickom tvare je definované ako nésobenie
polynémov s pouzitim rovnosti i = —1, (i* = —i, i* =1, ® =14, ....)

Terminolégia: redlne ¢islo x sa nazyva redlna cast’ komplexného ¢isla z, redlne
¢islo y imagindrna cast’ komplexného ¢isla z, ¢o budeme oznacovat’ = = Re z, y =
Imz. Ak y = 0 ¢&islo z nazyvame rydzo reédlne ¢islo, ak © = 0 ¢islo z nazyvame
rydzo imagindrne ¢islo. Geometricky komplexné ¢islo z = x + iy odpovedd bodu so
suradnicami (z, y) v rovine Oxy alebo vektoru r = (z, y), kde rydzo redlne ¢isla
lezia na osi o,, ktord nazyvame redlna os a rydzo imagindrne c¢isla lezia na osi oy,
ktori nazyvame imagindrna os.

Dve komplexné ¢isla x + iy a © — 1y s rovnakymi redlnymi castami a opa¢nymi
imagindrnymi ¢astami sa nazyvaju komplexne zdruzené ¢isla. Komplexne zdruzené
¢islo k ¢islu z = = + iy budeme oznacovat’ z = = — iy a v rovine Oxy sd to &isla
symetrické podla redlnej osi a plati z -z = (x + iy)(x — 1y) = 2* + y>. Pravidla
konjugovania:
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(2) = z,

N
g

Il
w
kS

Mnozinu vsetkych komplexnych ¢isel oznacime C a mnozinu vsetkych bodov
(x, y) v rovine Oxy, ktoré odpovedaju komplexnym ¢islam = + iy nazyvame kom-
plexnd rovina. Existuje jednoznac¢né priradenie medzi C a mnozinou vsetkych
komplexnych bodov v komplexnej rovine a odteraz nebudeme rozlisovat medzi
tymito mnozinami.

Poloha komplexného ¢isla z = x+iy sa da urcit’ aj pouzitim polarnych siradnic
r, . Kladné redlne ¢islo r rovné vzdialenosti bodu (z, y) odpovedajiceho bodu
2z = x + iy od stredu suradnicového systému nazyvame modul alebo absolitna
hodnota komplexného ¢isla z a definujeme:

|+ €—(0,00), 7 =|z[ = Va2 +y?

tak mame |z| = |z2-2|2 = [2] = |2|, |21 + 22| < || + |2 -

Uhol medzi kladnym smerom redlnej osi a vektorom (z, y) nazyvame argument
komplexného ¢isla z = x + iy. (Pouziva sa aj ndzov amplitida).

p = Arg 2.
Modul komplexného ¢isla 2z je definovany jednoznacne, ale pre argument mame
Arg z ={argz +2km, k=0, £1, £2, ...},

¢o chapeme tak, ze pre dané komplexné ¢islo z € C vieme ngjst’ nekone¢ne mnoho
hodnot jeho argumentu, preto zavddzame funkciu

arg : C\ {0} — (-7, 7), ((2))

ktori nazyvame hlavnou hodnotou (alebo hlavnou vetvou) argumentu z.

Pripomenme si, ze za predpokladu (2) mé hlavnd hodnota argumentu arg z
nespojitost’ na zdpornej casti redlnej osi:

a) ak sa bod z ,blizi“ ku bodu na zapornej ¢asti reédlnej osi ,zhora* potom
arg z sa ,,blizi“ k hodnote 7,

b) ak sa bod z ,blizi“ ku bodu na zdpornej ¢asti redlnej osi ,zdola “ potom
arg z sa ,,blizi“ k hodnote —.

Pre komplexné ¢isla z = 0 a z = oo (ktoré zavedieme neskor) Arg z nie je
definovana.

Remark 36 Niektori autori zavddzaji funkciu hlavnd hodnota argumentu z takto:
arg : C\ {0} — (0,27).

Ak z je rydzo redlne kladné ¢islo, potom arg z = 0. Ak z je rydzo redlne zédporné
¢islo, potom argz = w. Ak z je rydzo imagindrne ¢islo s kladnou imaginarnou
castou, potom arg z = §.Ak z je rydzo imagindrne ¢islo so zdpornou imagindrnou
castou, potom arg z = —7. Lahko nahliadneme, ze

T =TCcosp, y=rsinyp, tggng ak x #0, cotggpzz ak y # 0. ((3))
T )
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Example 37 Ndjdime vztahy pre vypocet hlavnej hodnoty argumentu arg z.

Solution 38 Dostdvame
arctg (%) pre x>0
arg z = arctg(%)—i—ﬂ pre <0, y>0
arctg(%) —m pre x<0,y<0
ak predpokladdme, ze —m < argz <m a —7 < arctg (%) <3
Lahko vidiet’, ze
|z2| = |Z] a argZ= —argz.

Ak predpokladdme, ze ¢ = argz, mozme definovat’ trigonometricky (goniomet-
ricky) tvar komplexného ¢isla z

z=x+iy=r(cosp+isinyp).
Example 39 Ndjdime trigonometricky tvar komplexného ¢isla z =1 — i.

Solution 40 Pouzitim vztahov (2) a (3) mame

—1
2 = VI2+ (-1)2=V2 a tgo=—=-1

t.].

argz =~ a z=1—i=v2[eos (~7) isin(-1)] O

Example 41 Ndjdime trigonometricky tvar nasledugicich komplexngch cisel: zy =
2, o = —3, 23 = 32, 24 = —2i.

Solution 42 Priamo mdzeme pisat:

|21] =2, argz; =0, tak 2z =2 =2(cos0+ isin0),

|2o| = 3, argzo =7, tak 2o =—3 =3 (cosm+isinm),
|Z3|=37 arg23:g, tak 23:3i:3<cos(g>+isin(g>)7

|24] = 2, arg zy = —g, tak z4 = =21 =2 (cos <—g) + i sin (—g)) 0
Pouzitim Eulerovej formuly (ktorti dokazeme neskor)
e“? = cos p + isin g
mozeme definovat’ exponencidlny tvar komplexného ¢isla z
z = |z| e,

Example 43 Ndjdime exponencidlny tvar komplexnijch ¢isel z predchddzajicich
prikladov.
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Solution 44 Mdme
z=1—i=+2e"1, 2z =20, 25 = —3 = 3¢',
25 =30 =367, z = =2 =230

Je jasné, ze v mnozine komplexnych ¢isel nemozno zaviest’ usporiadanie ale
je mozné porovnévat’ moduly komplexnych éisel. Napriklad [10i| > |i| alebo
|2 4 3i| < |6 + 5.

Ak 21 a 29 si dané v trigonometrickom a v exponencidlnom tvare
z1 =71 (cos, +ising,) =711 a z =1y (cosp, +isinp,) = ree'??,

potom mame

2= z129 = 11 (COS oy + isin ;) 13 (COS g + i8in Yy ) = 1172 (cos (1 + ©q) +isin (p; + ps)),
2= 2129 = 1€ P1reeif2 = rlrzei(‘ﬁﬂ"?),

¢o implikuje

2] = |z122| = [21] |22]

Arg z = Arg(z122) = Arg 21 + Arg 2.

Pretoze —m < arg z < m pre hlavné hodnoty dostaneme

arg 21 + arg 2, pre argz; + argz; € (—m, m)
arg(z122) = arg z; + argzg — 2m  pre argzy +argz > m
arg z; + arg zo + 2m  pre arg z; +argzo < —7

Delenie dvoch komplexnych ¢isel z; = x1 + iy; a 2o = x9 + 1y # 0 definujeme

21 Az A7 (w1 +iyn) (w2 —iy2)  (z1m2 +y1y2) +i(T2y1 — T1Y2)

z =

=== 2 — 2 2 2 2 :
Zy  ZeZa |z Ty + Y5 Tyt Ys

Pouzitim
21
—Z2y = 21
Z2

dostaneme
21 B |2’1|
Z9 |Z2|

a pre trigonometricky a exponencidlny tvar:

zl_rl(cos<p1+isin<p1)_ﬁ B o B
L DLERAEE T (cos(ipy — ) + sy — )

1oy .
ﬁ — re — Eel(%—‘%)_

2o T2 1y

Arg (ﬁ) = Arg z; \ Arg 2.
22

Pre hlavné hodnoty argumentu platia podobné pravidld ako pre ndsobenie a ¢itatel
si ich iste odvod{ aj sdm.

Geometricky vyznam
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1. scitanie: z,a € C, potom z+ a reprezentuje posun bodu z o vektor a,
2. ndsobenia: za = |z| (cos ¢ +isinp) |a| (cosy +isiny) = |z||a| (cos (¢ + 1) +isin (¢ + 1))
znamend pootocenie o uhol ¢ a rovnolahlost’ so stredom v zaciatku s koefi-

cientom |a| ,

3. delenia: odporicame odvodit’ ¢itatel'ovi.

Example 45 Dany je trojiholnik s vrcholmi 1+ 1, i, —1 + 2i. Otocte tento tro-
Juholnik o pravy uhol vzhladom k pociatku.

Solution 46 Pootocené vrcholy: i(1+1i) = —1+1, i = —1, i(—=1+ 2i) = —2 — i,
alebo dalgia moznost: (—i) (1+1)=1—1i, (=i)i=1, (—i)(—14+2i) =2+

Modul rozdielu dvoch komplexnych ¢isel z;, 2o je rovny vzdialenosti bodov
(z1, y1) a (z2, y2) t.J.

|21 — 22| = \/(951 —2)? + (y1 — y2)%

Overte platnost’ nasledujicich nerovnosti:

1. [Rez|,|Imz| < |z],

2. |z 4+ w| < |z| + |w| (trojuholnikovd nerovnost)
3. |z +w| = |[[2] = |wl|,

4. |z| <|Rez|+ [Imz|.

Example 47 Aké geometrické ttvary v rovine reprezentuju nasledujice popisy:

{z€eC:|z—al=r}=S(a,r), r>0,a € C je kruznica v komplexnej rovine
C so stredom v bode z = a a s polomerom r,

{zeC:lz—a|<r}=K(a,r), r>0,a € C je vnitro kruhu so stredom v
bode z = a s polomerom r,

{zeC:|z—a|>r} = C\ K(a,p), 7 > 0,a € C je mnoZina vietkych
vonkajsich bodov kruhu so stredom v bode z = a a s polomerom r,

[21,20] = {21+ t(za — 21) : t € (0,1)} je usecka,

{z €C: Rez>5} je polrovina,

{z €C: 7 <argz < ?jf} je uhol s vrcholom v bode 0 a s ramenami

{z€C: |z—a|l=|z—0b|},a #D, je os usecky [a,].

T 3

47 40
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Mocnina komplexného Cisla.
Ak n je prirodzené ¢islo, potom aplikdciou pravidla pre nédsobenie komplexnych
¢fsel Tahko odvodime, ze ak z = re'?, potom

2" = (rew)n =r"e™?,

¢o pre trigonometricky tvar ddva
2" = 1" (cos(ny) + isin(ny)) .
Posledna rovnost’ implikuje tzv. Moivreovu formulu:
(cosp +isin)"” = cos (ny) + isin (np),
odkial’ napriklad pre n = 2 mame
cos 2¢ = cos? ¢ — sin? ¢, sin2p = 2sin @ cos @
a pre n = 3 dostaneme
cos 3¢ = cos® ¢ — 3cos psin’ p, sin3p = 3 cos® psin p — sin®

Odmocnina komplexného ¢&isla.
Nech z(# 0, o) je komplexné ¢islo a n je prirodzené ¢islo. Hl'addme vsetky riesenia

binomickej rovnice
w" =z ((4))

Nech z = re’¥ a w = pe'®. Potom méme
pneinG — Teigo7
¢o implikuje
pt=1r a nO® =p+2kr, pre k=0, +1, £2, ... ((5))

a (5) definuje jediné kladné riesenie p a mnozinu hodnot ©:

. o+ 2k

p=1/r, =60y ="——. ((6))
Ak polozime k = 0, 1,2, ..., n — 1 v druhej rovnici (6) dostaneme n roéznych
hodnét Oy, :

2 4 +2(n—1

Q=2 0= o, _ptin o  _egtzinolm
n n n n

takych ze d’alsie hodnoty O pre k = ..., —n, —(n—1), ..., =2, =1, n, n+1, ...

sa lisia od tychto hodnot iba o ndsobok ¢isla 27. Tak rovnice (5) definuju iba n
roznych hodnot

wy = e, pre k=0,1,2,...,n—1, (7))
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ktoré su rieSeniami rovnice (4). Ak komplexné &islo z zapiseme v trigonometrickom
tvare z = r (cos p + isin ), a korene rovnice (4) napiseme tiez v trigonometrickom
tvare:

2k 2k
wk:C/F(cosu—i—isinu), pre k=0,1,2,...,n—1.  ((8))
n n

Formula (6) implikuje, ze kazd& z roznych hodnot wy mé ten isty modul {/|z| a
ich argumenty sa lisia iba o hodnotu 27”, ¢o znamend, ze kazdé riesenie wy, rovnice

(4) lezf na kruznici S (0, {/ |z\> . a argument prvej hodnoty (k = 0) sa rovnd £.

Tito hodnotu o 0
wo = v/ |2 (cos — 4 isin —)
n n

nazyvame hlavnou vetvou n-tej odmocniny z komplexného ¢&isla z.
Pre hodnoty z = 0 a z = oo definujeme jediné hodnoty odmocnin w = 0 a
w = 00.

Example 48 Ndjdime vietky riesenia rovnice 23 = 1 + 1.

Pretoze

1+i:\/§(cos£+isin%>

dostaneme
T 1+ 2k T4+ 2k
2k = \G/i(cos‘lTﬂ—i-z’sin‘lTw), k=0,1,2

Teda médme

O s
k=0, 20:\6/§<cosﬁ+zsmﬁ),

97 . . 97
k=1, zlz{j/g(cosﬁ—l—zsmﬁ),

170 . 17«
k‘:2, Zgzw(COSE—F’lSIDE) .
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Cvicenia.
1. N&ajdite modul, hlavni hodnotu argumentu a zobrazte v komplexnej rovine
nasledujice komplexne c¢isla:

() 1—=/3i, [2, -]
(b) —2+2i, [2v/2, 27 ]
)

)

3

a

w

(c) —4,[4, 7]
(d) . [1,% ]

2. Zapiste nasledujtice ¢isla v trigonometrickom a exponencidlnom tvare:

(a) 1+/3i,[2(cos % +isinE),2 %}
(b) 2+ 2i, [2v/2 (cos T +isinZT),2
) -
) -

M:\
[

(c) —2,[2(cosT +isinm),2e™]

(d) —* [(cosZ +isinZ),e'2.]

3. Vypocitajte a napiste v algebrickom tvare:

(a) (14 V3i), [-8]

(b) =0 11—

4. Néjdite vsetky korene rovnic a zobrazte ich v komplexnej rovine

(a) z3:i,[w1—\[+ 24, Wy = \/7§+%z',w3:—i.]
(b) z4:—1,[wl:‘/75—1-‘/752',102:—?—1—‘/75@',103:—@—@2w4 ‘/75

2t =1-/3i,
wy = \/§(cos( )—i—ism( 15
ws = \Vﬁ(cos(llw)—kzsm(%)),w
alebo wy = 2((:

4 .
(d) 2*=1,[w; = L,wy =i,w3 = —1,wy =

(e) 2% = —1. [wl :%—f-i?,wg —1,ws =
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Z3akladné pojmy analyzy v C.

Okolia, oblasti.

Zakladom analyzy je pojem limity, preto zopakujeme pojem okolia bodu, ktoré
sme zaviedli uz pre redlne funkcie viacerych premennych. Nech a € C, a # oo.
Mnozina

O:.(a)={z€C: |z—a| <e}

sa nazyva e-okolie bodu a. Mnozinu
O2(a)=0.(a)\{a}={2€ C:0<|z—a|] <e}
nazyvame e-prstencovym okolim bodu a.

Nekonecno.
Ku mnozine vsetkych kone¢nych komplexnych ¢isel pridéme jedno nekone¢né kom-
plexné ¢islo, ktoré oznacime oo a nazyvame nekone¢no. Pre co nemd zmysel defi-
novat’ argument a modul definujeme takto: |oo| = +o00. Oznacime C = CU {oo} .
Rozsirend aritmetika: Va € C : —0co0 = 00, a £ 00 = 00, a.00 = 00, = =
0, § =ocopre a#0.
Mnozinu O,(00) = {z € C; |z| > 1} nazgvame e-okolim bodu oo, definujeme

Oc(00) = O2(00).

Rozsirend rovina komplexnych ¢isel a Riemannova sféra.

Riemannova sféra S : 2% + y* + (u — %)2 = %1, alebo 22 +y* + u® = u. Nech @ : C
— SN N, kde N =10,0,1]. Pre z = z + iy je ®(z) priese¢nik priamky spédjajici
z a N so sférou S. ® je vzdjomne jednoznaiéné zobrazenie C na S ~ N

Analytické vyjadrenie stereografickej projekcie: priamka [0, 0, 1]+t [(z, y,0) — (0,0,1)] =

[tz,ty,1 —t]. Po dosadeni do rovnice sféry:

1

P2t (1-1 = 1—-t—=11+22+) -t=0—t=——  —
2 2
= O(x+1y) = x i Tty

1+$2+y2’1+$2+y2’1+$2_‘_y2 ’

Na ¢o sa zobrazia rovnobezky v C?7 Su to kruznice so stredom v zaciatku

Na ¢o sa zobrazi gulovy vrchlik z S7 Je to vonkajsok kruhu so stredom v
zaciatku.

Aké itvary v C sa zobrazia na kruznice na S 7 Kazdd kruznica je prienik S s
rovinou ax + by + cu = d. Tak pre zlozky ® musi platit:
a7 T bmgﬂz + cli?ﬁ; =d= (c—d)(@®*+y*) +ar +by = d =
ak ¢ # d je to rovnica kruznice, ak ¢ = d, potom je to rovnica priamky (prave ak
prechéddzame cez severny pél). Teda kruznica na S «— zovseobecnenej kruznici

v C.

Klaudios Ptolemaios (100-160 n.l.)
Ptolemaiova veta: Kazda kruznica na gulovej ploche, ktord neprechadza jej
severnym polom, sa pri stereografickej projekcii zobrazi na kruznicu.
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Definition 49 Nech £ C C. Bod a € E sa nazgva vnitorny bod mnoziny E, ak
de>0 tak, ze O. (a) C E.

Bod a € C sa nazgva hranitnym bodom mnoziny E ak pre kazdé ¢ > 0 O, (a)
obsahuge ako body z mnoziny E, tak aj body, ktoré nelezia v mnoZzine E, teda VO, (a)
plati O. (a)NE #DANO. (a)N(C N E) # 0,

Bod a € C sa nazyva vonkajsim bodom mnoZiny E ak 3 € > 0 tak, 2e O, (a) N
E =1.

MnoZinu vietkgch vnitorngch (hraniéngch, vonkagjsich) bodov mnoziny E nazy-
vame vnitrom (hranicou, vonkajskom) mnoziny E a oznacujeme intE (OE, extE ).

Bod a € C sa nazyva hromadny bod mnoZiny E ak Ye > 0 je O2 (a) N E # ().

MnoZzina E sa nazjva otvorend, ok E = intE, uzdverom E mnoZiny E nazy-
vame E = E U OE. MnoZinu nazjvame uzavretd, ak plati E = E (E je uzavretd
<= C \ FE je otvorend <= OFE C E), 0 je otvorend mnoZina.

Definition 50 MnoZina D C C takd, Ze
1. D obsahuge len vnitorné body (je otvorend),
2. lubovolné dva body z D moZno spojit’ spojitou ciarou, ktord celd lezi v D,
sa nazyva oblast. MnoZinu bodov pozostdvajicu z oblasti D a jej hranice 0D
nazveme uzavretou oblastou a znatime D = D U JD.

Example 51 MnoZiny bodov Nech{z € C: |z —a| <&} a{z€ C: [z —a| >¢€}.
sd oblasti, ale {z € C: |z —a| =€} oblastou nie je, pretoZze nie je otvorend.

Example 52 Nech H ={z€ C: (Rez)(Imz) > 0A |z| < R}. Zistite, ¢i je mnoZina
H oblast?

Solution 53 H nie je oblast, pretoze 0 ¢ H, t.j. H nespZﬁa podmienku 2. [

Dalsim délezitym pojmom je rad stvislosti.

Definition 54 Pocet navzdjom nespojenijch (neprepojenyjch) casti, z ktoryjch po-
zostdva hranica oblasti sa nazyva rad suvislosti oblasti. Oblast’ ohranicend jednou
spojitou uzavretou ciarou sa nazyva jednoducho siuvisld oblast, oblast’ ohranicend
dvomi nepretinajicimi sa uzavretymi ciarami sa nazyva dvojndsobne sivisld oblast,

Definition 55 Za kladny smer obchddzania oblasti budeme povaZovat’ taky smer,
pri ktorom oblast’ zostdva vidy po lavej strane.

Postupnosti komplexnych Cisel.
Definition 56 Zobrazenie f : N — C nazgvame postupnostou komplexngch
¢isel a oznacujeme symbolom {z,} >, . Pre kazdé n € N mame

Zp = Ty + LYn,

t.j. definicia postupnosti komplexnijch ¢isel je ekvivalentnd s definiciou dojice pos-
tupnosti realnych éisel {x,}~ 1 a {yn} oy .
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Dolezité nerovnice: pre z, = &, + iy, mame: |z,| = |z, + iy, = /22 +y2 <
|Zo| + [ynl s |zal < znl, [yn] < lzn] -

Definition 57 Postupnost' {z,} ., C C je ohranitend, ak pre kazdé n € N plati
|zn| < M, kde M > 0.

Theorem 58 Postupnost’ {zn}zo:l C C je ohranicend <= ak {$n}z°:l C R,
{yn}ff;l C R su ohranicené.

Definition 59 Postupnost’ {z,}>>, C C md limitu z € C, ak pre kazdé okolie
O: (z) plati, Ze iba koneéne mnoho ¢lenov postupnosti {z,}.., nelezi v O, (2).

Theorem 60 1. lim,,_ ..z, = 2 € C <= aklim,_ ., Rez, = RezAlim,,_ ..o Imz, =
Im z.
2. lim, oo 2, = 00 <= lim,, o |2,| = 0.

Tvrdenie plati:
lim, oo2n =2€ C <= lim, 00|z, — 2| = 0A|Re (2, — 2)], [Im (2, — 2)| <
<|zn — 2| < |Re(zn — 2)| + |Im (2, — 2)|

Example 61 Nech {z,},o, = {#=2 +i(1-3) }:;1 .Ndjdime lim,,__, z,.

n

Solution 62 Riesenie
2n —1 3 2n —1 3
lim z, = lim l n + 1 (1 — —)} = lim r 4+ lim (1 — —) = 2+1.01
n—-o00 n—-o0 n n n—-o00 n n—o0 n

Example 63 Nech {z,} -, = {(1 + %)n + 7 cos %}Zozl .Ndjdime lim,,__, 2,.

Solution 64
: . "1 , n" . 1 ,
lim z, = lim 1+4—) +2cos—| = lim (1+—| +¢ lim (cos— | =e+i.ld
n—~o0 n—-—~o0 n n n—-—~o0 n n—--m~o0 n
Remark 65 lim,_.o.(—1)"n = co. Pozor! Tdto limita v R neexistuje.

Rady komplexnych &isel.
Definition 66 Nech {z,} -, je postupnost kompleznych &isel. Definujeme postup-
nost'{s,} -, tiastoénych suctov takto:

S1 = 21,

Sg = 21 + 2o,

83 = 21 + 22 + 23,

Sn:Zl+22+Z3+"'+2n:ZZ*lzk'
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Definition 67 Viraz

Zzn:z1+22+z3+---+zn—|—...

n=1

pouZivame na oznacenie toho, Ze ¢leny postupnosti {zn} _, SCitavame. KaZzdy
takyto vyraz nazyvame radom komplexnych ¢isel. Ak postupnost’ tiastotngch suctov
{sn}o2, ma koneend limitu

lim s, =s

n—-aoOo

potom s nazyvame siuctom radu a oznacujeme Zoo Zn = 8, hovorime, Ze rad
> | zn konverguje. Ak postupnost ¢iastotnych sucétov nemd limitu, alebo konver-
guje k nekoneénu hovorime, e rad Y - | z, diverguje.

Theorem 68 Rad Y " | z,, 2, = xp + iy, konverguje vtedy a len vtedy ak konver-
guji oba rady Y 00 Ty @D oo Yn.

Lemma 69 Ak rad Zf;l zn konverguge, potom lim,__, z, = 0.

Definition 70 Hovorime, ze rad Y - | z, je absolitne konvergentny ak rad
21l + |22l 4o+ [zal o =D Jzal,
n=1

konverguge.

~ ’ . o , . o0
Pretoze absolutna konvergenciaradu ) |~ 2, znamend konvergenciuradu )~ |2,
s redlnymi nezdpornymi ¢lenmi, mézme pouzit’ vietky zndme kritérid konvergencie.

Example 71 Zistite, ¢i rad - konverguje alebo diverguje.

2n+1
Solution 72 Plati

3—in | V9+ n?

2n+1)!|  (2n+1)!

potom pouZitim d’ Alembertovho kritéria mdme:

9 1)2(2 1)!
b @1 VIFOF P 20+ 1)

=0<1

n—o0 Gp  n—oo /94 n2(2n+ 3)!

teda rad - je absolitne konvergentny. [

_3—in
2n+1)

Theorem 73 Rad )" | z,, absolitne konverguje vtedy a len vtedy ak absolitne
konvergugi oba rady Y " Ty @Y 0| Yn.
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Cvicenia.
1. V 1lohéch 1 - 5 zistite, akd mnozina je ur¢end danym vztahom. Jej obraz
nacrtnite v komplexnej rovine.

2. |z— 2| =71, >0, 2 jepevny bod. [Kruznica so stredom z, a polomerom 7]
3. [z +il+ |z —i <4 [Vmitro elipsy x—; + ny = 1]

4. |z + 2| > 1. [Vonkajsok kruznice so stredom S = (—2;0) a polomerom r = 1]
5. |z — 2] < |z|. [Polrovina Rez > 1]

6. Im (%) =2 [z # 0, kruznica so stredom S = (0, —i) a polomerom r = ﬂ

7. Zistite, ¢i si nasledujice mnoziny oblasti. (Nacrtnite ich v komplexnej
rovine):

7 <argz < -7, [nie]
0 < |z—2| <3, [4no]
R

ez < 2. [4no
8. Najdite limity postupnosti {z,} -, ak

(a) 2z, = (1 + %)n + 37;+—11i7 [%"" %Z]

(b) 2z, =2nsin + 2220 [2+ i

(c) zn=ntgt + (1+2)"4, [5+ie!]

9. Zistite, ¢irady > -, z, konverguju, alebo diverguji

(a) z, = Srticosn [ahsolitne konverguje]
(b) z, = n(nlJrl) + tg 5571, [absolitne konverguje]
(¢) 20 = (/"0 + 5wl

+1

. . , o0 n 4. , . .
[leGTgUJe, navod rad ", /™ nespliia nutni podmienku konvergencie
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Funkcie komplexnej premenne;.

Definition 74 Funkciou komplexnej premennej f : A(C C) — C, w = f(z)
rozumieme pravidlo, ktoré kaidému prvku z € A priradi jednu (jednoznaénd funk-
cia) alebo viac hodnot w € C (moze byt aj oo) (mnohoznaénd funkcia) . MnoZinu
A C C nazyvame definicny obor funkcie f.

Example 75 Funkcia f : C — C, w = 2% je jednoznatnd funkcia, f : C —
C, w = /z, ktord kazdému z = r (cos ¢ + isin ) priradi dve hodnoty
{wi = /r (cos€ +isin€) wy = /r(cos (£+7)+isin(£+m))}

Mozné interpretdcie si: ak napiSeme komplexné ¢isla z, w € C v algebrickom
tvare z = = + 1y a w = u + v, potom mdzeme pisat:

w= f(2) = f(z+1iy) = u(z,y) + iv(z,y),

kde
u(z,y) = Re f(2),v(z,y) = Im f(2), u,v: R* — R.

Ak z = e’ a w = u + iv dostaneme
w= f(z) = f(r,0) =ulr,¢)+iv(r, o).

flz +1iy), f(r,¢) je dvojica redlnych funkcii teda vektorové pole. Funkciu
z +— f(z) mozno tiez chépat’ ako nejakud transforméciu roviny.

Example 76 Ndjdite redlnu a imagindrnu cast funkcie f : C — C, w = 2°.
Solution 77 Ak z=x+ iy aw = f(2) = f (z +iy) = u(x,y) + iv(z,y), potom
w=2* = (v +1iy)* = (2* — y°) + i2zy,

odkial
u(z,y) = 2% —y*,v(z,y) = 22y.0

Limita funkcie komplexnej premennej.

Definition 78 Nech f : A(C C) — C, w = f(z) je funkcia komplexnej pre-
mennej. Nech zg € C je hromadny bod mnoziny A. Ak pre kaidé ¢ > 0 existuje
d > 0 také, ze pre kazdé z € A, 0 < |z — 29| < 0 mame |f(z) — a| < & hovorime,
ze funkcia f(z) md limitu a ok sa z blizi ku zy ¢o zapisujeme

lim f(z2) =a.

zZ—20

Ak a=0b+ic, f(z) = f (v +1y) = u(z,y) +iv(z,y) a 20 = xo+ iyo potom plati
nasledujica veta:
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Theorem 79 Limita funkcie

lim f(z)=a=0b+ic

z—20

vtedy a len vtedy ak

lim u(z,y) =0b a lim v(z,y) =
(wuy)‘)(xovyo) ( y) (x,y)%(:vo,yo) ( y)

Predchadzajica veta implikuje nasledujici désledok:

Lemma 80 Ak lim, ., f(z) = a, potom lim,_, |f(z)| = |a| a ak a # 0,00,
potom aj lim,_, arg f(z) = arga.

Vety o limitdch rozsfme prirodzenym sposobom na nasledujice limity:

Theorem 81 Nech pre f,g: A(C C) — C plati

lim f(z) =a;, lim ¢(z) = as.

zZ—20 220

Potom
lim (f +g9)(2) = a; £ ao,

Z2—20

lim (fg)(2) = a1as,

z2—20

ak g(z) #0, ag #0, lim <i> (2) = iy

z—z0 \ g a9
Definition 82 Howvorime, Ze

lim f(z) =a, a # oo,

zZ—00

ak pre kazdé € > 0 existuje N () > 0, také ze |z| > N(e) = |f(2) —a|] < e.
Definition 83 Hovorime, Ze

lim f(z) = oo,

Z—20

ak pre kazdé N > 0 existuje § > 0, také 2e 0 < |z — 2| < d = |f(2)| > N.
Example 84 Vypocitajme: lim Z_>0§, lim,_, 22, limzﬁoé

Solution 85 lim . 4% neexistuje, lim (; ) (0,0) +y2§9 AL (4 ) (0,0) 32 +y2§9
lim,_, 2% = oo,

limzﬂoé = 00, na rozdiel od limity v redlnom obore !!!
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Spojitost’ funkcie komplexnej premennej.

Nech funkcia w = f(z) je definovand na nejakom okoli O(zp) bodu zp.
Definition 86 Hovorime, Ze funkcia f : O(zy) — C je spojitd v bode zy ak

Zh_rflzo f(2) = f(%0), pricom f(z) # oo.
Theorem 87 Funkcia kompleznej premennej f : O(zo) — C, f(z) = u(z,y) +
iv(z,y) je spojita v bode zy = o + iyo vtedy a len vtedy ak si obe funkcie u :
O (0, Y0) (C R2) — R, v: O (x9,Y0) (C R2) — R spojité v bode (o, Yo)-

Example 88 Funkcia f(z) = argz je spojita v {C ~ {0}} ~ R™. Prechodom cez
zdporni cast redlnej osi dostdvame skok 2.
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Cvicenia.
1. V dilohéch 1 a 2 néjdite definiény obor funkcie f :

2. f(2) =224 D (f) = O\ {Vae'E, Vaes ]

3£ () = s
D(f)= O\ ({ze Cilsl=3pu {328 i3, 936,182 _i5))]
V tlohéch 3 - 5 vypocitajte funkéni hodnotu funkcie f v &isle 2 :

4:. f(z) = m7 ZO = Z [_%]

5. f(2) =2+72% —Re(22) — Im (22), 29 = 8 — 6i. [—64 + 901]

7. Vyjadrite redlnu a imagindrnu ¢ast’ funkcie:

(a) f(2) =22 —z+1,
Ref(z)=a2>—y>—x+1,Im f (2) = 22y — |
(b) f(2) =1,
[Re f(2) = I [ () = — %5 |
(c¢) f(2) =|z2| +Rez.
[Ref(z): :U2+y2—|—x,lmf(z):()].

V dlohédch 7 - 12 vypocitajte limity:

243 [_ﬁ]

8. hmz*)m 212iz° g

: 22 —iz+z—i [ 1+i]
9. lim, ; a5 3

3iz—6i+3 [ 6737;}

10. lim, o4 555705 |°10

224+(2—1i)2— 21' [1—i]

11. lim,_; ) =

2

3

12. lim. o . [0]

. 2
13 hmz_@ é?

[Navod:vyjadrite redlnu a imaginarnu ¢ast’ funkcie, potom ukézte, ze limita neexistuje.]

V tlohéch 13 - 15 vySetrite spojitost’ funkcie f :
14. f(2) =

iz. [Spojita v C\ {1}]
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15.

16.

17.

18.

f(z)= ﬁ [Spojita v C\ {—1i,1}]

Rez
ra={ 5 270 sy 0\ (0}

V dlohach 16 - 17 zistite, ¢i je mozné dodefinovat’ funkciu f v bode z, tak,
aby bola spojitd v tomto bode:

f: C\ {O, 1+ Z} — C, f (Z) = z3_z2_iz2+iz—i+17 20=1+1.

22—z—iz
[Je mozné, ak f(1+14) =32 (1+1)]
fiO\{d+i} — C, f(z) = T2 60T o gy,

[Nie je mozné, lebo flim, .4; f(2) = o]
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Rady funkcii komplexnej premenne;.
Rad

ur(2) + uz(2) + - +un(z) + ., (1)
kde uy : A — C sui funkcie komplexnej premennej sa nazyva rad funkcii kom-
plexnej premennej. Pre pevni hodnotu z = 2y € A z (1) dostaneme rad kom-
plexnych ¢isel

u1(z0) + u2(20) 4 -+ + un(20) + - - ((2))
Ak je rad (2) konvergentny, potom bod z = zy nazyvame bodom konvergencie radu

(1). Mnozinu v8etkych bodov konvegrencie nazyvame obor konvergencie radu (1).
Ozna¢me obor konvergencie K (K C A). Ak oznac¢ime

su(2) =) un(2)

¢iastocny stucet radu (1), potom v kazdom bode z oboru konvergencie radu (1)
existuje

lim s,(z) = f(2)

n—auoOo

kde f : K — C nazyvame suctom radu (1). Nech R,(z) je zvysok po n-tom
¢iastocnom stcte radu (1)

Ru(2) = f(2) = sn(2).
Potom v kazdom bode z oboru konvergencie radu (1) méme

lim R,(z) = 0.

n—-—auoo

Definition 89 Nech je rad (1) konvergentny v kazZdom bode z € K(C A), t.j. pre
kazdé e > 0 existuje ¢islo N (e, z) také, Zen > N = |R,(z)| < €. Potom hovorime,
ze rad (1) bodovo konverguje ku f na mnoZine K.

Definition 90 Hovorime, Ze rad (1) rovnomerne konverguje k funkcii f : K —
C,w = f(z) voblasti K C A, ak pre kazdé ¢ > 0 existuje ¢islo N(c) také, ze

n>N=|f(z) —s.(2)| = |Rn(2)| <e,
pre kazdé z € K.

Rovnomerni konvergenciu radu (1) mozno zistit' pomocou nasledujicej postacu-
juicej podmienky:

Theorem 91 (Weierstrassovo kritérium.) Ak
[un(2)] < an,

kde u,, : A(C C) — C, pre kazdé z € A a rad s nezdporngmi élenmi Y>> a, je
konvergentny, potom je rad (1) absolitne a rovnomerne konvergentny v oblasti A.

Theorem 92 Nech )", u,(2), kde u, : A(C C) — C, je rovnomerne konver-
gentny rad v oblasti A a nech u,(z) su spojité funkcie pre kazdé n = 1,2,3,....
Potom sucet radu Y7 u,(2) = f(2) je funkcia spojitd v oblasti A.
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Mocninové rady.
Definition 93 Rad tvaru

o0
n
> cn(z—a) ((3))
n=0
kde a,cq,cy1,Ca, ... sU dané pevné komplexné ¢isla a z € C nazijvame mocninovy

rad so stredom v bode a.

Pretoze (3) je zvldstnym pripadom radu (1), vSetky vysledky platné pre rady
funkcii komplexnej premennej zostdvajui v platnosti aj pre mocninové rady.
Oznacme:

e kruh so stredom v bode a s polomerom r
K(a,R)={2€C; |z—a| <r},

e uzavrety kruh so stredom v bode a s polomerom r

K(a,R)={z€ C;|z—a| <r}.

Theorem 94 (Abelova) Ak mocninovy rad . ¢, (z —a)" konverguje v bode
z = zg # a, potom tento rad absolitne konverguje v kruhu K (a,|zo — a|). V kazZdom
uzavretom kruhu K (a,r), r < |zo —a| rad Y7 ¢, (2 —a)" rovnomerne konver-

qgugje.
Ak (3) diverguje v bode z = 21, potom diverguje na mnozine
C\ K (a,]z1 —a) ={z € C; |z —a| > |21 — al}
Definition 95 Nech je mocninovy rad y .- ¢, (z —a)" konvergentny v K (a, R)

a divergentny v C\K (a, R), potom mnoZzinu K (a, R) nazgvame kruh konvergencie
a R polomer konvergencie radu ) -, c, (z —a)".

Kruh a polomer konvergencie radu (3) mézme urcit’ nasledovne: pouzijeme
vhodné kritérium konvergencie (napr. D’ Allembertovo alebo Cauchyho) pre rad

> leallz —al”, ((4))

ktory je radom s nezdpornymi ¢lemni a zaroven aj majorantnym radom k radu (3).
Ak rad (4) konverguje pre nejaké zg € C, potom v kruhu K (a, |29 — a|) konverguje
aj rad (3).

Sy (_1)3 n
n=1"n zZ.

Example 96 Ndjdite kruh konvergencie radu

(=1°

Solution 97 Pouzijeme D’ Allembertovo kritérium. Mame a,, = ‘ —= | |2]"
a (=1)° n+1
lim =) = lim |2 =z < 1,
n—-oo an n—-oo (_1) Zn
n

teda rad je absolitne konvergentny v kruhu K(0,1) a rovnomerne konvergentny v
kruhu K (0, p), kde p < 1.0
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Lemma 98 Mocninové rady Y20 ¢, (2 —a)" a 3220 nc, (z —a)"" konvergujii
v tom istom kruhu konvergencie. (t.j. magi taky isty polomer konvergencie.)

Example 99 Ndjdite kruh konvergencie radu ) - n!(z —a)" .
Solution 100 Mdme a,, = |n!(z — a)"|.

Ant1 zZ=a

an

(n+1)!(z —a)"™

.
T n!(z —a)"

n—-—uoo

= lim

n—-:o0

— lim (n+1)|z—a|:{ 0 ak

n—s00 oo ak zH#a

teda rad Y>> n!(z —a)" konverguje iba v bode a. I

Example 101 Ndjdite kruh konvergencie raduy .~ %
Solution 102 Mdme a,, = % )
Zn+1 1
lim [ = 2] lim =0<1,

ak z € C, teda rad )y, 2= absolitne konverguje v kazdom bode z € C. O

n!

Example 103 Ndjdite kruh konvergencie radu > - (”—H)nQ (z—1)".

n=1 n

Solution 104 Mdme a,, = (”T“)n2 |z —1]".

2
lim {/a, = lim \/(n—l— ) |z — 1" = |z — 1] lim (n+ ) =
n—-s00 n—-s00 n n—-s00 n

1
:\z—l\e<1,:>]z—1|<g,

teda rad Y 7 (”—“)n2 (z — 1)" absolitne konverguje na kruhu K (1,1). O

n

o (-1 Gy

Example 105 Ndjdite kruh konvergencie radu CIEsHE

Solution 106 PouZijeme podielové kritérium konvergencie nekonetného radu. Mame

|Z|2n+1
ap = ————
(2n +1)!
22n+3 1
. An+1 . (2n+3)! 2 .
lim = lim = |z lim =0<1,Vze C
L i I ﬁ' o i | ey
tedarad )y, (—1)" % absolitne konverguje v kazdom bode komplexnej roviny.

g
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Chovanie radu (3) na kruznici
S(a,R)={z€ C; |z—a|] =R}

je potrebné skimat’ v kazdom jej bode osobitne.

Abelova veta implikuje, ze rad (3) rovnomerne konverguje v kazdom uzavretom
kruhu K (a,r), kde r € (0, R) a R je polomer konvergencie radu (3).

Skidmajme rady so zdpornymi mocninami (z — a).

b by by, b
EE A e R e R D ((5))

Ak zavedieme substiticiu

dostaneme rad

b+ bar® + - b = b, ((7))

Nech polomer konvergencie radu (7) je p t.j. rad (7) konverguje v K (0, p) a diver-
guje na mnozine C\ K (0, p). Potom substitiicia (6) implikuje, ze rad (5) konverguje

na C\ K <a, %) a diverguje v K (a, /%) :

Budeme teraz uvazovat rad

Yo oCn(z—a)" = A TR e

n=—0o (—a)”

+eot+ca(z—a)+ - Fe(z—a)"+...

((8))

Rad (8), ktory pozostdva z dvoch radov je konvergentny vtedy a len vtedy ak oba
rady t.j.

CO‘I‘Cl(Z—a)+---—|—cn(z—a)”+---:ch(z_a)” ((9))
(z:a)”+ (Z_*G)H +...+m:;m ((10))

konverguju. Ak rad (9) konverguje v nejakom kruhu K (a, R) a (10) je konvergentny

v C\K (a,r). Ak plati r < R, potom oba rady konverguju v prstenci pozostévaju-

com z dvoch koncentrickych kruznic so stredom v bode z = a a s polomermi r, R,

ktory nazyvame medzikruzie konvergencie a oznac¢ujeme P(a,r, R), kde
P(a,r,R)={2¢€ C;r <|z—a| < R},

kde 0 <r < R < 0.

Example 107 Ndjdite obor konvergencie radu

S ol (52 )
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Solution 108 Rie3enie Nech — = 1. Potom dostaneme rad
1+24)"n" 12
nZn+2 ey ((12)

4 . — |nn ‘in__(n+1)
pre ktory dostaneme: a, = |n|"|1 + 2i (EIICESL

. ana (n+2)%(n+3)

lim 1+ 2 hm V5 < 1,

i e LR Sy e T T Rl

teda kruh konvergencie radu (12) je K (O, \%) a rad (11) konverguje na mnoZine
C\ K (i,v5). O
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Cvicenia.
1. N&jdite obor konvergencie mocninového radu:
(a) D2 nz". [K(0,1) ={z € C; |z| < 1}]
(b) Y-, n"z". [konverguje len v strede a = 0]
(c) Yooty 2™ [K(0,¢) = {z € C; [2] < e}]

)
)
)

m>2foﬁ; K (0,1) ={z € C; |2| < 1}]
)
)
)
)

o

(€) Yoty a2 [K(0,2) ={z € C; |z| < 2}]
(£) o0 27 [K(,ﬁ):{ZGC; |z|<\/§}]
(g) > 0cos(m)z (K (0,1) ={z€ C; |2| < 1}]
(h) > 1\ﬁ(z—l—%z’)”.
[K(1-4,3)={2€C; |z—1+i| <1}]
() S, (1) (= - 2i)".
(K (2i,e*) = {z € C; |z — 2i| < €*}]
() Xnso B (2 +4)" . [K (=i,2) ={z € C; |2 +i] < 2}]
(k) 302 (51)" [K(1,5) ={z € C: |z — 1] < 5}]
(1) 302 ks (2 +30)",
[K(—?n‘,\/%) :{zGC:|z—|—3z']<\/L5}]
() 352, i (280"
[K(1-4,V10) ={2€ C: |z —1+i| < V10}]
(n) X020 (5%)" [K(1,5) ={z € C: |z — 1] < 5}]
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Elementdrne transcendentné funkcie komplexnej premenne;j.

V predchddzajicich castiach matematiky sme definovali funkcie e*, cosz, sinz,
Inx, arctgx, sinhz, coshzx, ... Ak miesto r zavedieme komplexni premenni z
potom definicie tychto funkcii strdcaju zmysel. Budeme preto znova definovat’
elementdrne funkcie komplexnej premennej tak aby boli rozsirenim elementarnych
funkcif redlnej premenne;.

Mocninova funkcia s prirodzenym exponentom.
Definition 109 Nech n € N. Funkciu f : C — C, f(z) = 2" nazgvame mocni-
novou funkciou komplexnej premennej s prirodzenym exponentom.

Mocninova funkcia je pre n = 1 identita t.j. bijektivna funkcia. Ukdzeme, ze
pre n > 2 mocninovd funkcia nie je injektivna funkcia a ndjdeme mnozinu, na
ktorej bude funkcia f(z) = 2™ injektivnou funkciou. Nech z; # 29

21 = |z1] (cos @ +ising,) a 2y = |z9| (cospy + isin,),
potom
20 = |z1]" (cosnpy +isinng,) a 23 = |23]" (cosnp, + isinne,) .

Nech by

21 = 2y,
plati to vtedy a len vtedy, ak
|21]" = |22|" a np; =np, +2n, 1€ Z

l=mn+k,kdem e Z ak €{0,1,...,n— 1}. Tak implikicia z; # zo = 2] = 2¥
je pravdiva vtedy a len vtedy ak

2k
|21] = |22] a g02:g01+—7r+2m7r, k=0,1,2,....,.n—1 a me Z.
n
Tak sme ukazali, ze f(z) = 2™ nie je injektivna funkcia. Z predoslych tdvah vidime,
ze f(z) = 2™ bude injektivnou funkciou na kazdej mnozine, ktori dostaneme tak,

ze C rozdelime na vyseky s vrcholom v bode 0, ramend ktorych zvieraji uhly 27”
Jednou z tychto mnozin je napriklad mnozina:

Voz{zeC\{O};—g<argz§g}u{0}.

Nech w € C je I'ubovolné ¢islo. Ak w = 0, potom mu odpovedd ¢islo z = 0 € Vj.
Ak w # 0 potom z rovnice z" = w dostdvame ¢isla

a + 2k . a + 2k
o= 3/l (COSMHSIHM>, pre k=0,1,2,....n—1
n n
a pre k = 0 potom méme
20 = {/|w| (cos aew + ¢sin argw> )
n n

Pretoze je w # 0, tak —m < argw < 7 t.j. =2 < #B2 < T tj 2 € Vp. Ukdzali
sme, ze funkcia fo: Vo — C, fo(2z) = 2" je bijekcia a fp mé inverzni funkciu.
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Hlavna vetva n-tej odmocniny.
Definition 110 Nech n > 2 je prirodzené ¢islo. Potom inverzni funkciu k funkcii
fo: Vo — C, fo(2) = 2" nazgvame hlavnou vetvou n-tej odmocniny a oznatujeme

for'(2) = (¥/2)g, 2 € C.

Remark 111 Niektori autori mnoZinu véetkijch rieseni rovnice w" = z oznacuju
symbolom

2k 2k
Wz{n@ <COSM+MM) | kzo,l,z,,__m_l}
n

n

a nazyvaji ju n-tou odmocninou z komplexného cisla z, ktord uvaZuji ako viacz-
nacnid funkciu.

Definition 112 Funkciu
Pn . C — C, Pn(Z) = Cozn+clzn_l _|_022n_2 + .. +Cn;

kde cg, ¢y, ..., cn € C si komplexné cisla an € N nazijvame polyndm n-tého stupna
komplexnej premennej z.Podiel dvoch polynémov nazijvame raciondlna funkcia.

Exponencidlna funkcia, funkcie sinus a kosinus.
Definition 113 Definujeme funkcie exp, cos,sin : C — C,

. z 22 z" 2 2"
wpmze:1+Ir+§4~~+;ﬁ+~-:%;5? (1))
23 Z5 Z2n+1 e Z2n+l
inz=z——+4+"—+--- )= .= 1= 9
sinz=z- gk g et g oyt ;( Ve (@)
22 Z4 ZQn o 2271
—1 - T (=) cee = —1)" 3
conE TR TR S A s 7;( Ve (@)

Rady (1), (2), (3) konverguju absolitne v K(0,00) = C. Citatel’ sa iste o
tom presvedcéi. Ak si uvedomime, Ze pre absolitne konvergentné rady l'ubovol'né
prerovnanie takéhoto radu m4 ten isty stcet skimanim e dostaneme formulu

s _ 14 2 i22* 2" -
+ﬂ+7+ + o + -
22 22
=(1-_4+ = . -1"
< a e )+
JERN S2n+1
_H(Z_g_q_gjt +(—1)”<2n+1)!+. ):cosz+isinz,

ktori nazyvame Fulerova formula.

e = cosz +isinz ((4))
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Ak zamenime 2z za —z dostaneme
e ¥ =cosz —isinz ((5))

a nakoniec pouzitim (4) a (5) dostdvame

eiz + e—iz eiz _ e—iz
COS 2 5 sinz 5 ((6))

Uvedieme niektoré zndme identity (bez dokazu):
et — e VYo e C
cos(z1 £ z3) = €Os 21 €OS 29 F sin 21 sin 29
sin(z; & 2z5) = sin z; cos 23 £ cos z; sin 2.

Vlastnosti exponencidlnej funkcie.
Ukdzeme, ze e* # 0 pre kazdé z € C, z = x + 1y, x,y € R. Plati

eF = " = e%e" = " (cosy + isiny) .
Nech by existovalo z € C také, ze e = (0. To znamen4:
e*cosy =0Ae"siny =0

a pretoze e #£ 0, tak
cosy =0 Asiny =0,

odkial’ plynie, ze také redlne ¢islo y neexistuje. To znamend, Ze obor hodnot je
R(exp) = C\ {0}

Ukézeme za akych predpokladov je funkcia exp bijekcia.
Exponencidlna funkcia nie je injekcia, mé periodu 2 :

e TR — 22k — o (cos 2km 4 i sin 2k7w) = €7, pre kazdé z € C.
T.j. definiény obor exponencidlnej funkcie D(exp) = C mozme rozdelit' na ,pdsy“
Po={z€C;2k—1)n<Imz<2k+ 17}, ke Z (7))
pre kazdé k € Z je funkcia
expy : By — C\ {0}, expy () = € ((8))

injekcia.
Nech z =2 +iy € P, w=u+ 1w € C\ {0} a ¢ = w. Tak dostaneme

e“cosy=uANe’siny =v

odkial 1
xr = §ln(u2 +0%), y = arccotgg, ak v #0
v
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alebo

1
r = §ln(u2+v2), Yy = arctgg, ak u #0
U

t.
r=In|w|, y=argw+2kr, ak w #0 ((9))

Teda exp,, je surjekcia.
To znamend, ze pre kazdé k € Z je funkcia

expy : P — C\ {0}, exp, (2) = ¢ ((10))
bijekcia
Logaritmicka funkcia.
Definition 114 Inverzni funkciu k bijekcii
expy : Po — C\ {0}, exp, (2) = ¢€*
nazyvame hlavnou vetvou logaritmu a oznacujeme
In: C\ {0} — Py,Inz =w & z = expy(w) =e".

Ak
nhz=w<=w=Inz=In|z|+iargz Vz € C\ {0} ((11))

Remark 115 Logaritmickd funkcia sa dd definovat ako inverzia ku kazdej bijekcii
(10). Niektort autori namiesto hlavnej vetvy logaritmu definuji viacznaéni funkciu

Ln(z) ={lnz+ 2kni,k € Z},

ktord je mnoZinou vietkiyjch riesent rovnice € = w. Kazdd z tyjchto hodnot leZi na
priamke u = In |z| a lisi sa od ostatngch hodnot iba aditivnou konstantou 2kmi.

Example 116 Ndjdime Ln(—3).
Solution 117 Pretoze |—3| = 3 a arg(—3) = m, potom

Ln(—3) = {In3 +i(2k + I)r, k= 0,£1,£2,...}
a hlavnd hodnota In(—3) = In3 + mi.0]

Example 118 Ndjdite vsetky rieSenia rovnice € = 1 + 1.

Solution 119 Pretoze |14 i| = /2 a arg(1 +i) = T, potom

s
4

1
Ln(1+z’):{§1n2+¢(%+2/m),k:o,ﬂ,iz,...}.m
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Vlastnosti funkcii sinus a kosinus.
Podobnym sposobom ako pre exponencidlnu funkciu sa da ukdzat’, ze plati
sinz=0<«=z=km, ke Z ((13))

cosz:0<:>z:(2k‘+1)g,kez ((14))

t.j. ako v redlnej analyze. Ukazeme, ze pre kazdé komplexné ¢islo z = x + 1y,
x,y € R, y # 0 plat{

sinz Z0Acosz#0 ((15))
Méme
cos z = cos(x + iy) = cos x cos (iy) — sin z sin (iy)
sin z = sin(x + iy) = sin z cos (iy) + cos z sin (iy)
Pretoze
cos (iy) = =% #0,sin(iy) = " £0 ((16))

a sinx a cosx nemozu byt rovné nule naraz pre to isté ¢islo z € R tak plati (15).
Funkcie sin z a cos z sui periodické s periodou 27. Chceme zistit), ¢i pre z; # 23
je
Sin z; = sin 2y, COS 21 = COS 2
Ak plati prvéa z rovnosti, potom

. . . . R Bl )) 21+ 29
Sin z; = Sin 29 = sin z; — sin 2y = 0 = 2sin 5 cos 5 =0

£.j.
sinz; = sinzy <= 21 — 25 = 2k alebo 21 + 2o = 2k + )7

podobne sa da ukdzat, ze
COS 2] = OS2y <= 21 — 25 = (2k + 1)7 alebo 2z + 20 = (2k + )7
Teda funkcie sin a cos nie su injektivne funkcie. Sformulujume vetu:

Theorem 120 Nech

Qk:{zeC;—%+lm<Rez§g+lm},kEZ ((17))
Sy={2€C;kr<Rez<(k+1)r}, ke Z ((18))

potom zizené funkcie:

iz —1z

. . e —e
sino, : Qu — C, sino, (2) = ((19))
cos|s, : Sk — C, cos |, (2) = % ((20))

su bijekcie pre kazdé k € Z.
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Podobne ako pre redlne premenné mozme definovat’ ostatné trigonometrické
funkcie. My sa v kratkosti zmienime o funkcidch tg a cotg.

tg: C\{(2k+1)5, ke Z} — C, tgz = 2z, .
cotg : C\ {km,k € Z} — C,cotgz = <=2 = L ((21))

sinz  tgz
Pouzitim vztahov (6) a (21) dostaneme
sin? z + cos®> 2z = 1, tg z cotg z = 1.
Podobne ako pre funkcie sin a cos sa d& ukdzat:
tgz=0<=z=km k€ Z,cotgz=0<=2=02k+1)m, ke Z

tgz = tg(z + m), cotg z = cotg(z + )
tgzy =tgon <=z =2+kn, ke Z
cotgzy =cotgzy <= 21 =2+ kn, ke Z

Ak ozna¢ime

sz{zec; —g+lm<Rez<g+lm},keZ

Sp={2€C;kr<Rez< (k+ 1)1}, ke Z

potom podobne ako pre sin a cos moézme dokdzat), ze funkcie

0 sin 2
tglop : @k — C, telop(2) = —.
cos 2
coti g : S — C, cotig|sg(2) = =
st bijekcie pre kazdé k € Z.
Hyperbolické funkcie.
Definujeme funkcie:
) e —e’* e +e”
sinh z = — cosh z = —
pre ktoré plat{
eiiz + e—iiz e + e ?
cos(iz) = = = cosh z,
2 2
eiiz e—iiz e — e *
sin(iz) = =1 = ¢sinh 2
' eiz + e—iz
cosh(iz) = — =08z,
eiz - efiz
sinh(iz) = ———— = isinz.
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Inverzné funkcie k trigonometrickym a hyperbolickym funkcidam.

Inverzné funkcie k trigonometrickym a hyperbolickym funkcidm komplexnej pre-
mennej su definované podl’a tych istych pravidiel ako odpovedajice inverzné funkcie
k trigonometrickym a hyperbolickym funkcidm pre redlnu premenni. Nebudeme
sa im venovat’ podrobnejsie. Tak dostaneme:

- bijekcia sin |, m4 inverznu funkciu

. ™ ™ . .
arcsin : C — @y = {z e C; 5 <Rez < 5} , arcsin z = w <= z = sinw,
- bijekcia cos|s, mé inverznu funkciu

arccos : C — Sg={2€ C; 0 < Rez < 7}, arccos z = w <= z = cosw,

- bijekeia tg g md inverznd funkciu
0 T ™
arctg : C—>Q0={z€ C, —3 <Rez<§},arctgz:w<:>z:tgw,
- bijekeia cotg |so mé inverzni funkciu
arccotg : C — Sy = {z € C;0 < Rez < 7}, arccotg z = w <= z = cotg w.

Pre tieto funkcie dostaneme

arcsinz = —iln (zz+v1 —z ) pre kazdé z € C,

arccosz = —tln 2z + — ) , pre kazdé z € C,

1. 1+ 2
—In - ,
2 11—z

arctg z = pre kazdé z € C,

1, Z2—1
arccotg z = —In -, pre kazdé z € C.
2 z+1

Mocninova funkcia so vseobecnym exponentom.

Definition 121 Nech a,z # 0 si komplezné ¢isla. Funkciu f : C\ {0} —
C, f(z) = expy (aln 2) nazyvame hlavnd vetva (hodnota) mocniny so vieobecnym
exponentom..

Example 122 Ndjdite 1V2.

Solution 123 Mdame
1V2 — V2l _ 0 _ 1

Example 124 Ndjdite 2.
Solution 125 Mdme

21t = (1702 — 9(¢os(In 2) — isin(In 2)).0
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Cvicenia.
1. Vypocitajte funkéné hodnoty:

1—/3i). [21Ind — Lin]

2 +2i) [In (v/8) +i%]
—2+2i) [In (v/8) +43]

—2-2i) [In(v8) +i (=)]

) [ (v8) - i5]

3+ 4i) [In5+ iarctg (3)]
—3—4i) [In5+i (arctg (3) — )]

3 —4i) [In5 —iarctg (3)]

1—i) [4In2—4Z]

—V3—1i) [In2— i3]

iV3) [In2 — %]

5i) [In17 + i (7 — arctg )]

H

1+ %) [ln\/_—l— % }

2. Néjdite vsetky riesenia z rovnic:

—~
NG NI e N N N NG NG NGNS NG NG G NI NN NS N N
,_.._‘._‘._‘._.._4._4._4._4:3._4._‘._.._‘._‘._‘._‘._‘._‘._.._.
/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/‘\/‘\/‘\/‘\/‘\
[\]
[\
<

(a) e =—1, [Ln (—1) ={ir(1+2k), ke Z}]
(b) e =—i, [Ln(—i) = {ir (-2 +2k), ke Z}]
(c) e* = 1 —+/3i. [Ln(l—@\/_) {%ln4—%i7r+2k7ri,k:€ZH

3. Vypocitajte hodnoty:

i le? cos 1+ ie?sin 1]

. _1

. [e 2”}

(—31)% [e™ [cos (In9) + isin (In9)]]
it Jiem 2 ]

(f i [cos (%) + isin (%’r)]



(&) (14" [2¢%sin (In (v2)) — i cos (In (v2))]

(h) (140)* [V2 (cos (§) +isin (5))]

(i) (1+iv3)"" [4e5 (cos (X —In2) +isin (2 —n2))]
4. Vypocitajte hodnoty:

(a) sini, [isinh1]
(b) cos(1—14). [coslcoshl + isin1sinhl]
(c) sin (2 — 31)

sin2(e3+e~3 cos2(e3—e~3 . . .
[ (2 )—Z (2 >281n2(:osh3—zcos2smh3

; e lte
(d) cosi [T+ = cosh 1}
(e) cos(4+1) [cosdcoshl —isin4sinh 1]

. e sind+i(1—e2 cos4
(f) tg (2 - 7’) |: e? c0s4+(1+i62 Sin4):|

(g) cotg (% —1n 2) [Sﬁ—f’z]

49
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Diferencidlny pocet funkcii komplexnej premenne;j.

Derivécia funkcie komplexnej premenne;.

Definition 126 Nech f: A(C C) — C je jednoznaénd funkcia komplexnej pre-
mennej, A je otvorend, a € A. Ak existuje kone¢nd limita lim,__,, w, potom
tuto limitu nazyvame derivdicia funkcie f v bode a, oznatujeme f'(a) a hovorime,
ze funkcia f je diferencovatelnd v bode a. Ak je funkcia [ diferencovatelndg v kazdom

bode z A, hovorime, 2e f je diferencovatelnd funkcia a funkciu
f'iA(cC)— C, f'(a) = lim Jz) =7 (a)
z—a  z—a
nazyvame derivdciou funkcie f.

Pretoze definicia derivédcie funkcie komplexnej premennej v bode je taka istd ako
pre funkciu redlnej premennej, platia vsetky pravidlé, ktoré platili pre derivovanie
funkcif redlnej premennej, ako aj vsetky vety o diferencovatelnosti, napriklad difer-
encovatelnost’ funkcie komplexnej premennej f (z) v nejakom bode z defini¢ného
oboru implikuje spojitost’ funkcie f v tomto bode.

Example 127 Ndjdite derivdciu funkcie

B z— 21
C 3iz 44

f:C\{gz}—@,f(z)

Solution 128 Funkcia f je spojitd na celom definicnom obore a mdme
Iz C\{‘lz} C ()= —— 0
; —ipr — C, =—.
3 (3iz + 4)°
Example 129 Ndjdite derivdciu funkcie

f:C\{—Q;)H} L C () = (24i+32).

Solution 130 Pretoze funkcia In z nie je spojitd na mnoZine redlnych zdporngch
¢isel, derivacia f'(z) pre tieto hodnoty neexistuje. Ak z = x + iy, potom

24+1+32=2+3x+i(1+3y)

a toto ¢islo je redlne zdporné vtedy a len vtedy ak y = —% ax < —%, to znamend,
Ze [ nie je spojitd na mnoZine

2 1
Alz{zeCJ; Rez<—§/\lmz:—§},

teda f je diferencovatelnd na mnoZine

MZC\[A1U{—2+ZH ZC\{ZEC;Rezg—g/\Imz:—l},

3 3
a jej derivdcia je
3

M- C. f' ()= —2 [
/ — C @)=
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Cauchyho - Riemannove rovnice.

V tejto casti budeme formulovat’ nutné a postacujiice podmienky pre diferencov-
atel'nost’ funkcie komplexnej premennej, ktori vyjadrime v tvare:

f2) =[x +iy) = ulz,y) +iv(z,y).

Theorem 131 (Nutnd a postacujica podmienka) Funkcia f : A(C C) — C, f(z) =
u(z,y) +iv(z,y), (A je otvorend) je diferencovatelnd v bode a = a1 + iay vtedy

a len vtedy ak su funkcie u(z,y) a v(x,y) diferencovatelné v bode a = (a1,a2) a
platia podmienky

Ju(a) Ov(a) OJu(a) ov (a)
or Oy = Oy Oz (1)

potom
~ Ou(a) N Ov(a)  Ov(a) . Ju(a)
Oz “Tor oy ! oy

f'(a)
Rovnice (1) nazyvame Cauchyho - Riemannove rovnice.
Example 132 Ndjdite deriviciu funkcie f : C — C, f(z) = 23 — 3zy* +
i (3z%y —y®).
Solution 133 Mdme

ou ou ov ov

— =32* - 3y, — = —6ay, — =6y, — = 32° — 3y°.
Ox i oy e Y oy 4

Parcidlne derivdcie su spojité pre kazdé (z,y) € R* a spZﬁasz Cauchyho - Rieman-

nove rovnice. Teda f md derivdiciu v kazdom bode z € C a

f':C— C, f'(2) =32 -3y +ibxy.

Ak chceme funkciu f zapisat’ ako funkciu premennej z musime pouzit’ vztahy

Z24+z I z—Z
a = 1mz =
2 Y 2

r=Rez=

Aplikdciu tychto vztahov dostaneme
f'(z) =320

Example 134 Vysetrite, v ktorych bodoch je funkcia f : C — C, f(z) = |2?|
diferencovatelnd.

Solution 135 Nech z = x + iy, potom f (z) = |z +iy|* = 22 + 4% a

ou ou ov ov
Ox “ oy Y or 0 oy 0

Odtial plynie, ze Cauchyho - Riemannove rovnice si splnené v jedinom bode (z,y) =
(0,0), teda f je diferencovatelnd iba v bode 0 a f'(0) = 0.0
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Analytické funkcie.
Definition 136 Nech f : A(C C) — C, (A otvorend) je funkcia komplexnej
premennej. Hovorime, Ze f je

a) analytickd v oblasti M C A ak f'(2) existuje v katdom bode z € M,

b) analytickd v bode a € A ak existuje okolie O (a) C A také, Ze v kazdom bode
z € O (a) ezistuje f'(2).

Remark 137 Diferencovatelnost a analytickost funkcie v oblasti si zhodné pogmy.
Analytickost’ funkcie v bode je silnejsia vlastnost nez diferencovatelnost’ funkcie v
bode.

Example 138 Napriklad funkcia f : C — C, f(z) = |2?| =z prikladu 134 md
deriviciu v bode a = 0, ale nie je analytickd v tomto bode, pretoze jej derivdcia
f'(2) neezistuje v Ziadnom bode z lubovolného okolia bodu a = 0.

Remark 139 Niektori autori namiesto pojmu analytickd funkcia pouZivaji pojem
holomorfnd funkcia.

Definition 140 Body komplexnej roviny C v ktorych je funkcia analytickd nazy-
vame requldrne body funkcie. Body v ktorych funkcia nie je analytickd (teda aj tie,
v ktoryjch funkcia nie je definovand) nazgvame singuldrne body.

Example 141 Ukdste, se funkcia f : C\{0,i} — C, f (2) = == je analytickd.

22—iz
Solution 142 Vypotitagme deriviciu funkcie v bode a

2a — 1

(a2 —ia)®

fi(a)=—

existuje v kazdom bode a € C\ {0,i}. O

Z predchadzajicej kapitoly o elementarnych funkcidch plynie, ze

mocninovéd funkcia s prirodzenym exponentom, polynomickd funkcia, expo-
nencidlna funkcia, trigonometrické a hyperbolické funkcie si analytické funkcie.
Hlavna hodnota (vetva) logaritmu a v§eobecnej mocniny, st analytické na mnozine
vietkych komplexnych ¢fsel s vynimkou nuly a zdpornych redlnych ¢isel. Je to z
toho dovodu, ze tieto funkcie si definované pomocou logaritmickej funkcie.

Pouzitim vety 131 vieme néjst’ analytickd funkciu, ak je dand iba jej redlna cast’
alebo iba jej imagindrna cast’.

Example 143 Ngjdite analyticki funkciu f : A(C C) — C, f(2) = u(z,y) +
iv(z,y) ak je dand v : R®> — R, v (z,y) = 2zy + 3.

Solution 144 Pretoze hladdme analyticki funkciu f, mala by byt diferencovatelnd
v kazdom bode oblasti A, t.j. podla vety 131 funkcie u, v musia byt diferencovatelné
v oblasti A a musia splnat’ Cauchyho - Riemannove rovnice:

8u_ ov

o = a—y:2x,‘v’(x,y)€A ((3))



ou v
— = — =2y — A 4

Rovnica (3) implikuje

u(x,y):/Zxdx:xQ—I—CI)(y),

teda 5
U
— =’ =2y —3
3y (y) y — 3,
co ddva
®(y)=—y*—3y+k kcR.
a

u(z,y) =2 —y* -3y + k.
Funkcie u, v st diferencovatelné v A = R?, teda

2 | =2
+ 31z + k

fiA(=C)— C, f(2) =22 — 12 —3y+k+i(2zy+3z) = =
je analytickd funkcia. O

Remark 145 V dalsej kapitole ukdzeme, Ze analytickd funkcia md v oblasti, v
ktorej je analytickd derivdcie vsetkijch radov.

Remark 146 Okrem pouZitia Cauchyho - Riemannovijch vztahov ezistuje aj iny
sposob rekonstrukcie analytickej funkcie, ak pozndme iba jej redlnu alebo imag-
indrnu zlozku.

Tento sposob nevyzaduje riesenie dvoch parcidlnych diferencidlnych rovnic, jeho
hlavnou myslienkou je metdéda reflexie analytickej funkcie od redlnej osi. Ak je
definovana funkcia

f:C—C,w=f(z2),

jej reflexia od redlnej osi je definovana:
f:C—C, f(2)=[(2)

Remark 147 Ak je funkcia f (z) analyticka (holomorfnd) na otvorenej mnoZine

U C C, potom je f(z) analytickd (holomorfnd) na otvorenej mnoZine U’ C C,
ktord je reflexiou U od redlnej osi.

Theorem 148 Nech f (z) je analytickd (holomorfnd) na okoli zatiatku C takd, Ze

f2)=[f(z+iy) =ulz,y) +iv(z,y).

Potom

£(2) = 2u (g %) ~7(0) = 2iv (%%) + 7 (0).
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Example 149 Rekonstruujte analyticki funkciu f : A(C C) — C, f(z2) =

u(x,y) +iv(z,y) ak je dand v : R* — R, u(z,y) = 2 — .

Solution 150 Podla predchddzajicej vety mdme:

=[G - (3)]-7o

f(z) =22 = F{0).

t.j.

V bode z = 0 dostaneme:

f(0)=0"=f(0) = f(0)+ f(0) =0=>Re f(0) =0.

Potom
f(z)=22+iB, B € RO

Ak je funkcia f (z) analytickd v okoli nejakého bodu a € C, potom plati nasle-
dujica veta:

Theorem 151 Nech f(z) = f(z+iy) = u(x,y) + w (x,y) je analytickd (holo-
morfnd) v okoli bodu a € C. Potom

£(2) = 2u (zgazz‘f) — Fla) = 2iv (22522‘23 +F(a).

Harmonické a harmonicky zdruZené funkcie.
Definition 152 Redlna funkcia u : A (C R2) — R sa nazyva harmonickd funk-
cia ak

a) u ma spojité parcidlne derivicie druhého rddu v oblasti A,

2 2 "

b) T4+ ‘373 =0, pre kazdé (z,y) € A

Posledni rovnicu nazyvame Laplaceova rovnica, ktora sa ¢asto zapisuje v nasle-
dujicej forme

Au =0,
kde o o
A=02 T ap

je Laplaceov operator.

Theorem 153 Nech f : A — C, f(z2) = f(z+iy) = u(zr,y) +iv(zr,y) je
analytickd funkcia a funkcie u a v su dvakrdt spojite diferencovatelné. Potom u, v
st harmonické funkcie v oblasti A.

Remark 154 Opacné turdenie k predchadzajiicej vete neplati, pretoze dve harmon-
ické funkcie v oblasti A nemusia byt castami analytickej funkcie (nemusia splhat
Cauchyho - Riemannove rovnice).
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Definition 155 Nech u,v : A (C RZ) — R si harmonické funkcie. Ak u, v

spliagi Cauchyho - Riemannove rovnice v oblasti A, potom hovorime, Ze u, v siu
harmonicky zdruzené funkcie.

Lemma 156 Redlna aj imagindrna cast’ kazdej analytickej funkcie f : A — C,
f=u+iv, AC C,si harmonicky zdruZené funkcie v oblasti A, pricom funkcie u
a v su dva razy spojite diferencovatelné.

Remark 157 Pouzitim Cauchyho - Riemannovych rovnic na lubovolnid harmon-
ickid funkciu u : A (C R2) — R, moZme ndjst’ harmonicky zdruzeni funkciu
v:A (C R2) — R tak, Ze funkcie f = u + v alebo g = v + iu su analytické v
oblasti A.

Example 158 Nech v : R* — R, u(x,y) = 2? — y?. Ndjdite harmonicky
zdruzent funkciv v : R® — R taki, ze v (0,0) = 0.

Solution 159 Pretoze plati Au = 0, u je harmonickd funkcia v A = R?. Plati

ou B ou

— =2z, — = —2y.
Ox “ oy 4

Pouzitim Cauchyho - Riemannovych rovnic dostaneme

ov ov
o9y, Z =9
oy Do Y

odkial
v(z,y) = /Q:Edy =2zy + ¢ ()

co implikuge
v

“v /
5 = e (@),

teda
2y =2y + ¢ () alebo ¢ (2) =0 = ¢ (x) =k,

kde k € R je lubovolnd konstanta. Potom
v(z,y) =2xy+k
a pretoze
v(0,0) =0, potom k=0 a v(r,y) =2y a f(2)=2a>—1y*+i2vy
je analytickd funkcia a u, v si harmonicky zdruzené funkcie. [

Example 160 Nechu: A — R, u(z,y) = 2arctg 2—2z—y, A={(x,y); y >0,z >0}.
Ndjdite harmonicky zdruzeni funkciu v : A — R taku, e v (1,1) = —1.
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Solution 161 Pretoze plati Au = 0, u je harmonickd funkcia v A. Plati

ou 2y ou 2x
o 224y> T Oy 2?+y?

Pouzitim Cauchyho - Riemannovyjch rovnic dostaneme

2 2
@: Yy _2’@:—1: +1
oy  x2+ 12 or 22+ y?

odkial

v(ac,y):/< 2y —Z)dyzln(xz—i-yQ)—Qy—i—go(x)

2 + y?
co implikuge
ov 2x ,
0 iy +¢' (1),
teda
¢ (2)=1 = p(z) =1 +k,

kde k € R je lubovolnd konstanta. Potom
v(x,y) :ln(x2+y2) —2y+ax+k
a pretoze
“1=v(1,1)=In2-2+1+k,
potom
k=—-In2 a wv(z,y)= ln(x2+y2) —2y+x—1In2,
f(z)= 28chtgz —2z—y+i[ln(2®+y*) —2y+z—1n2]
Y

je analytickd funkcia a u, v s harmonicky zdruzené funkcie na A. [

Geometricky vyznam derivécie.

Nech w = f (z) je analytickd funkcia v oblasti D C C, ktord zobrazuje D do oblasti
G C C. Nech zg € D awy = f(20) € Ganech f'(z) # 0. Nech [ je l'ubovolnd
krivka prechadzajica bodom zg, ktord mé dotycnicu v bode zy. Funkcia f zobraz{
krivku [ na krivku L € G. Potom

w — Wo

/(%)) = lim

z—z20 2 — 2

¢o implikuje

arg f (z0) = Zli_rgo [arg (w — wp) — arg (z — 20)]
£/ (20)] = lim |=—
z—20 | 2 — 2o

Ak arg(z —29) = a1 a arg(w —wg) = 1, potom pre z — 2y je @ — « a
f1— [ a my dostaneme

arg f ' (20) = B8 —«a alebo B =argf’'(2)+ a.



o7

Teda arg f ' (z9) je uhol o ktory musime pootocit’ doty¢nicu k [ v bode 2y aby sme
dostali doty¢nicu ku L v bode wqy. Pretoze
w — Wo

f'(2) = lim

z—z20 2 — 2

nezavisi od sposobu aproximécie z ku zg, teda arg f ' (z9) bude taky isty pre kazdu
krivku prechddzajicu bodom zy a arg f ’ (29) sa nazyva uhol pootocenia doty¢nice
v bode zy vzhladom k zobrazeniu w = f(z).
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Cvicenia.

1. Dand je funkcia f (z) = —2=-. Néjdite:

1224144

117

(a) defini¢ny obor; [C\ { V2 o QeTlH

(b) £/, f7 (1) [f’(2)=%, ’(z’):—4+z}

2. Zistite, ¢i sd nasledujice funkcie diferencovatelné, ak dano vypocitajte ich
derivécie:

2) =1 [f: C\{0} — C, f(2) =1 je analytickd, f'(z)=—

z

22=2iz,[f : C — C, f(z) = 2% — 2iz je analyticka, f'(

z)=|z|,[f: C — C, f(z)=|z| nie je analytickd, f'(z) =
2)=Z.[f: C — C, f(2) =Z nie je analytickd, f'(z) = 3]

) [ (2)
) [(2)
c) f(z)=¢€%[f: C— C, f(z)=¢€"* je analytickd, f'(z) = ie”]
) f(2)
) [(2)

1
22
z)

3]

]

=2z = 2i.]

3. Vypoéitajte derivaciu funkcie f (2) = 52=. |D(f) = C\{2i} =D (f "), f'(2) 3

T 2i—2z"

V dlohéch 4. - 9. pre funkciu f

a. zistite, kde existuje derivacia,

b. ndjdite f ' v bodoch, kde existuje

c. vySetrite, kde je f analytickd (holomorfn4)

4. f(z) =2 +iy>

a. f'existujena M ={z¢€ C:Imz=Rez},
b. f'(z2) =f'(z+iy) =2z,
c. nie je analytickd v ziadnom bode

a. [’ neexistuje v ziadnom bode,

= |2]. b. f'(2)%,

c. nie je analytickd v ziadnom bode.

a. f ' existuje na C,

6. f(2)=22+2z. b. f'(2)=322+1,

c. je analytickd na C.

a. [ ' existuje len v bode z = 0,

7. f(2) = zRez. b. f'(0) =0,

c. nie je analytickd v ziadnom bode

8. f(z)=f(z+iy) = 2oy+2z—1)+i(y* — 2> +2y).

b.

a. f ' existuje na C,

fr) =F" (@ +iy) = (2y+2) —i(2z),
c. je analytickd na C.

~ (2i-2)?

]



10.

11.

12. v

13. v

14.

15.

16.

17.
18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
27.
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a. [ neexistuje v ziadnom bode,

F(2) = (e*cosy) — i (7 siny) b f'(=) %

c. nie je analytickd v ziadnom bode.

V tlohdch 10 - 33 ndjdite na A C C analytickd (holomorfni) funkciu f(z) =
f(x+iy) =u(x,y)+iv(x,y), ak je dand jej jedna zlozka a pripadne funkéng
hodnota v jednom bode:

u(z,y) =2* = 3xy?, f (i) =

[f (2) = f (z +iy) = (2° — 32y?) +i (32°y — y° + 1))
w(z,y) = 2% — 2 + xy, £(0) = 0.

f(2)=f(r+iy) = (2 —y +Iy)+z(2:cy+——%2)]
(z,y) = 22 — y? — 3x + 2y, u(2,1) = 0.

[u(z,y) = 2% — y* — 22y + 3y — 2]

(x,y) = 2¢e"siny, f(0) = 1.
[f(2)=f(x+1iy) = (2¢"cosy — 1) + i (2" siny)]

v(z,y) =In(2? 4+ y?) + 2 — 2y.
u(z,y) = —2arctg (£) —y — 2z + k, alebo
u(z,y) = 2arctg <§> —y—2r+ K
u(x,y) =e" (xcosy —ysiny), pricom f(0) =0.[f: C — C, f(z) = ze?

u(z,y) = 22° — 2y* — 6xy + x — y + 3, pricom f (i) =
[f:C—C,(2)=(2+3i) 22+ (1+1i)z+ 3+ 3]

v(z,y) =2zy+3z.[f: C— C, f(2)=22+3iz+C|]
u(z,y) = 2% — y? + xy, pricom f (0) = 0. [f: C — C, f(z) = 22
u(z,y) = 7 —2y. [f: O\ {0} — C, f(2) =L +2iz+C]

v(z,y) = i, pricom f(2) =0.[f: C\{0} — C, f(2) = =1 + 3]

2,y) = 23+ 622y — 3zy? — 24, pricom £ (0) = 0.[f : C — C, (1 — 2i) 2%

u

e’ (xcosy — ysiny), pricom f(0) =0.[f: C — C, f (z) = ze?

IS
8

<

?

u x cos x cosh y+y sin z sinh y, pricom f (2)

T,y

z,y)=In(z22+y*).[f: C\{0} — C, f(z) =2ilnz+C|]

zy (y* — 2?).

(z,y)
(z,y) =
(z,y) =
v (z,y) = ycos y cosh x4z sin y sinh 2, pricom f (0) = 0.[f : C — C, f (z) = zcosh 2]
(z,y) =
(z,y) =
u(z,y) =

u(x,y) = e’ cosy.

0.[f:C— C, f(z) = zcosZz]
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28.

29.

30.

31.

32.

33.
34.

35.

36.

37.

38.

39.

€T
— o y
u(z,y) = e™7? cos .

1

u(w,y) = (2% +y°)7 cos (3 arctg (1)) .
22 —y?

(22+y2)*

u(z,y) =

x2—y? 2z
u(x,y) =exp (m) cos (z2+32)2.

23— 3702
u(z,y) = (22 +y2)i cos [Larctg (£)], ne Z.

Ukazte, ze u (z,y) = xy je harmonickd funkcia a najdite harmonicky zdruzenu
funkciu.

[f: R* — R, v(z,y) = —3 (2* —y*) + C]

Ukazte, ze u (x,y) = x? —y?+xy je harmonicks funkcia a ndjdite harmonicky

zdruzend funkciu. [f: R* — R, v (z,y) = 22y — 1 (2> — y*) + C|

Ukazte, ze u (z,y) = 2 + 622y — 3xy* — 2y> je harmonickd funkcia a ngjdite
harmonicky zdruzend funkciu. [f: R* — R, v (z,y) = —22% 4 322y + 62y® — y* + C.]

Ukdzte, ze u (z,y) = x* — 62%y* + y* —  je harmonickd funkcia a néjdite har-
monicky zdruzemi funkciu. [f 'R> — R, v(x,y) = 42y — day® —y + C’}

Ukézte, ze u(z,y) =
zdruzenu funkciu.

[RI{(0,0)} — R, v(w,y) = — 5t +C|

m241’,?/2

ﬁ je harmonickd funkcia a ndjdite harmonicky

Ukazte, ze u (x,y) = xe® cosy — ye” siny je harmonicks funkcia a najdite har-
monicky zdruzend funkciu. [f : R> — R, v(z,y) = ye®cosy + xe®siny + C]
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Integralny pocet funkcii komplexnej premenne;j.

Integral funkcie komplexnej premennej.

Formaélne je integral funkcie komplexnej premennej definovany takym istym spo-

sobom ako krivkovy integral vektorovej funkcie (orientovany krivkovy integral ).
Komplexni funkciu redlnej premenne;j

¢:{a,pf) — C

mozme vyjadrit’ v tvare

p(t) =) +iy (),
kde z, y : (o, f) — R st redlne funkcie reélnej premennej ¢ € («, 5) . Hovorime,
ze funkcia ¢ : (o, f) — C je spojita ak su funkcie z,y : (a, ) — R spojité.

Definition 162 Nech ¢ : (o, ) — C je spojitd funkcia. MnoZzina C = ¢ ({«, 3))
sa nazyva krivka v komplexnej rovine.

e funkciu ¢ : (a,8) — C,p(t) = z(t) + iy (t) nazyvame parametrizdciou
(parametrickou rovnicou) krivky C.

e dand krivka moze mat’ viac (aj nekoneéne mnoho) parametrizaci.

e bod ¢ («) sa nazyva zaciatocny bod a ¢ () koncovy bod krivky C.

e ak ¢ : (o, f) — C jeinjektivna, potom hovorime, ze krivka C' je jednoduché.
e ak v (a) = ¢ (0), potom krivku C' nazyvame uzavretd.

e ak je krivka C' s parametrizdciou ¢ : («,5) — C jednoduchd a uzavretd,
nazyvame ju Jordanova krivka.

Remark 163 Jordanova veta hovort, Ze jednoduchd uzavretd krivka C' deli kom-
plexnii rovinu na dve sivislé mnoZziny, ktoré sa nepretinaju: ohranicentd (vnitro
krivky - IntC' ) a neohranicentd (vonkajsok krivky - ExtC ). Dékaz tejto vety je
ndrocnyj, preto ho nebudeme uvddzat, ale vetu budeme pouZivat.

Example 164 Funkcia
a) p:(1,10) — C, ¢ (t) =t +it?, je parametrizdciou oblika paraboly
Cy:y=2a? prex € (1,10),
b) o : (—=1,1) — C, ¢ (t) =t — 2it, je parametrizdciou usecky
Cy:y=—2z,x€(-1,1),
c) p:(0,m) — C, ¢ (t) = cos2t + 2isint, je parametrizicia casti paraboly
Cy:y?=—-2w+2 prex e (—1,1).
Plati napriklad ¢ (%) = (%’r) , teda krivka Cs nie je jednoduchd. [

Example 165 Nech a,b € C, potom ¢ : (0,1) — C, p(t) = a+t(b—a) je
parametrizdciou jednoduchej krivky C' - isecky spdjajicej body a a b. [J

Example 166 Funkcia ¢ : (0,2m) — C, ¢ (t) = cost + isint je parametrizd-
cia jednoduchej uzavretej krivky C - jednotkovej kruinice so stredom v zaciatku
suradnicovej sustavy. Vsimnime si, 2e ¢ (0) = ¢ (27). O
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Example 167 Funkcia ¢ : (0,41) — C, ¢ (t) = 2cost + 2isint je tieZ parame-
trizaciou kruznice s polomerom 2 so stredom v zaciatku suradnicovej sustavy. Tdto
krivka je tiez uzavretd ¢ (0) = ¢ (4m), nie je vsak jednoduchd, pretoze napriklad

T oM
o(3)=v (7) =
Definition 168 Ak funkcia ¢ : (o, ) — C je takd, ze ¥Vt € {(«, ) je funkcia
' (t) spojitd a ¢' (t) # 0, tak krivku C' nazgvame hladkd krivka.

Delenie krivky. Nech ¢ : (o, ) — C je parametrizéaciou krivky C. Nech @ je
delenie intervalu (o, ), Q@ = {a =ty <t; <ty <--- <t,=p}. Potom kazdému
bodu t;, € (a, B) odpovedd bod ¢ (t;) = zx € C. Potom P = {z;; k =0,1,2,...,p}
je delenie krivky C. Funkcie ¢, : (ty—1,tx) — C, 0, (t) =@ (t), k=1,2,3,...,p
si parametrizdciami ¢iastoénych kriviek Cj so zaciatoénymi bodmi ¢, (tx_1) a
koncovymi bodmi ¢, (), k= 1,...,p krivky C.

Definition 169 Nech ¢ : (o, ) — C je po castiach hladkd funkcia. Ak existuje
delenie intervalu (o, 5) - P = {a =1ty <ty <ty <---<t,=p} tak, Ze Ciastocné
krivky Cy s parametrizdciamsi

Pk - <tk*17tk> - Cagpk (t) = @<t>7 k= 172737"'7p
st hladké funkcie, potom sa krivka C' nazygva po castiach hladkd krivka.

Nech ¢ : (a,8) — C, ¢p(t) = z(t) + iy (t) je parametrizdcia hladkej krivky.
Definujeme ¢islo d (C') , ktoré nazyvame dlzka krivky C

B8 B
1(C) = / V@ ) + (v (4)dt = / o (1) dt.

ak C' je po castiach hladks krivka potom

p

d(C)=> d(Cy).

k=1

Definicia integralu.

Definition 170 Nech ¢ : (o, B) — C je parametrizicia hladkej krivky C a nech
f:A(C C) — C je spojitd funkcia, ktorej defini¢ny obor obsahuje C (C' C A).
Potom integrdl z funkcie f po krivke C je definovany

B
/C f(z)dz = / £ (o (1) o (1) dt.

Ak C je po castiach hladkd krivka o f : A(C C) — C je spojita funkcia, ktorej
defini¢ny obor obsahuje C (C C A), potom integrdl z funkcie f po krivke C je

definovany o
Lr@a=3%[" remd o
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Vlastnosti integralu.

1. Ak ¢1,co € C si 'ubovolné komplexné ¢isla, C' je po castiach hladkd krivka
a f1, fo su funkcie spojité na C'. Potom

/C[clfl(z)—l—czfQ(z)]dz:cl/Cfl(z)dzqtcg/cfQ(z)dz,

2. Nech ¢, : (a,5) — C, ¢, : (,7) — C su parametrizédcie po ¢astiach
hladkych kriviek C; a Cy, pricom plati ¢, (8) = @, (8) a ak definujeme
parametrizaciu

| e (t) ak te (o, f)
gp.(a,v)—>0790(t)—{ i(t) ak te (6,7)

krivky C' = C} + (5, potom ak f je funkcia spojitd na C'
/ f(z)dz= [ f(z)dz+ | f(z)dz.
C C1 Ca

3. Nech C' je po castiach hladka krivka a f je spojitd funkcia na C'. Nech d (C)
je dlzka krivky C'. Potom

/Cf(z)dz

4. Ak ¢ : (o, ) — C je po castiach hladkd parametrizédcia krivky C' a funkcia
¢~ (=f,—a) — C, takd, ze ¢~ (t) = ¢ (—t), potom hovorime, ze krivka
C~ je opacna ku krivke C. Ak f je spojitd na C. Potom

Cf(z)dz:—/cf(z)dz.

< d(C)sup|f(2)].

zeC

Example 171 Vypotitagte integral |, c (7)2 dz ak parametrizicia krivky C je dand:
a) p:(0,1) — C, p(t) =t(1+1),

| B () =2t ak t € 0,%
b)¢.<0,1>—>C,s0(t)—{902(75)90:1“275_1)@' ak tegé,li '

Solution 172 a) Pre krivku C ¢ : (0,1) — C, ¢ (t) = t(1 +1i) mdme ¢ (t) =
1+ ¢ odkial’ potom dostaneme

/C(2>2dz=/01[t(1—¢)]2<1+¢)dt:(1—¢)2(1+¢)/01t2dt:

b) Teraz mdme C = Cy + Cs, kde ¢, : (0,3) — C, ¢, (1) =2t a ¢} (t) = 2,
2 (3.1) — C, 9y (1) =1+ (2t = 1) a g (1) = 2i, potom

/C(Ede—/C (5)2d2+/02(§)2dz—/0%8t2dt+/1(1—i(2t—1))22idt_

[



64

397 42
:{St—} +¢/ (1-20) (2t —1) = (2t — 1)?dt = = + 2i.0]
3l ' 373

Remark 173 Pretoze jedna krivka moze mat viac parametrizacit, napriklad:

0, :(0,1) — C, o (t) =t +it?

Pq <0,g> — C, p,y (t) = sint—l—z’(l —cos2t)

st parametrizicie tej istej krivky C - easti grafu paraboly y = 2% x € (0,1).
Prirodzend otazka je & integral [, f(z)dz nezdvisi od parametrizicie (t.j. od
funkcie ). Aj pre vseobecné predpoklady odpoved znie: integral nezdvisi od parame-
trizacie krivky. Keby sme chceli urobit’ dokaz, musime sa obrdatit’ na casti matem-
atiky, ktoré pojedndvaji o krivkovijch integrdloch a Greenovej funkcii.

Example 174 Vypocitajte integral fo Im zdz kde C je obvod trojuholnika s vr-
cholmi z1 =0, z0 =241, z3 =1 od bodu z, cez z9 a z3 spdt’ do bodu z.

Solution 175 Mdame C = C; + Cy + Cs, kde
Crigpr(0.1) — C, o1 (1) = (@4 )t agh (1) =244
Co oy (0.1) — C. oy () = (2—20) +i a b (1) = 2,
Cy+ on: (01) — Coipy (1) = i (1 1) a g} (1) = —i. potom
JoIm zdz = fCl Im zdz + f02 Im zdz + f03 Im zdz =
= [J2+ai)tdt+ [} (=2)1dt + [, (1 —t) (—i)dt = —1.00
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Cvicenia.
1. Nacrtnite krivku C, ktord je dand parametrizaciou:
(a) ¢:(=2,2) — C, p(t)=1+t(1+1),
[ﬁseéka z bodu — 1 — 2¢ do bodu 3 + 2@'.]
(b) ¢:(0,7m) — C, ¢ (t) =i+ e,
[PolkruZnica so stredom v bode i a s polomerom % od bodu % 41 po bod — % + z]

—/2e ak  te(0,%
(c) ‘P:<0’1>—>C"P(t)_{ (—1+i)+ (t—2) (1+1i) ak te<§<,§+>1> ’

" Stvrtina kruznice so stredom v bode 0 a polomerom v/2
od bodu — \/§p0 bod — 1 + ¢ a priamka
od bodu — 144 po bod 2i.

2. N§jdite parametrizaciu nasledujticich kriviek:

(a) C={z€C:|z—1+4+1=3}a.
[ C je kruznica so stredom v bode 1 — i a s polomerom 3
I C:9:(0,21) — C, o (t) =1 —i+ 3e™.
(b) C_’: {reCrargz=0Vargz=-Evargz =1 |z < V2, zaciatoény bod — 1 —i }.
C je tsecka od bodu — 1 —¢ po bod 1+
C:p:(=1,1) — C, p(t)=(1+1)t.
(c) C jeXkladne orientovand hranica oblasti {z € C : |z +i| <2, Rez > 0}, &

[ C' je cast kruznice so stredom v bode — i, s
polomerom 2 od bodu v/2 po bod — v/2,

| Cip: (5,3 — C, o(t) =—i+2e™.

(d) C je kladne orientovang krivka zlozend z disecky so zac¢iatoénym bodom
1, koncovym bodom 1+: a tsecka so zac¢iatocnym bodom 1+, koncovym
bodom ¢ a stvrtkruznica |z —1—i| = 1 so zaiatoénym bodom i a

C =C1+ Cy+ (5, pricom
Cripp:(0,1) — C, ¢ (t) =1+t
Co:9y:(0,1) — C, o (t) =141 —1t,
Cy 13:(0,%) — C, @3 (t) =1 +i+ e

koncovym bodom 1.

Vypocitajte integrély: (@ je kladna orientacia, © je zdporna orientacia krivky

C.)
3. [, zsin zdz, kde

(a) C je tisecka od bodu 0 po bod 7. [—ie™!]

(b) oblik paraboly C : ¢ : (0,1) — C, ¢ (t) = t* — t + it so zaciatocnym
bodom 0 a koncovym bodom 4. [i (sinh 1 — cosh 1) ]
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4

o

10.

11.
12.

13.

14.

15.
16.

. fC Re zdz, C je usecka

(a) od bodu 0 po bod 1+7i. [3+ L]
(b) od bodu —1 po bod 1+ i. [0]

(¢) polkruznica |z| =1, 0 < arg z < 7 so za¢iatoénym bodom 1 a koncovym
bodom —1, [%]

(d) kladne orientovand kruznica |z| = a, a > 0. [ia*7.]

. [ (2)?dz, C:2(t) =t+ik, t € (0,3) orientovand sihlasne s parametrickym

10(3—1‘)]

vyjadrenim. [ 3

Jdz, C je tsetka od bodu 1 po bod 1+4. [In (v2) + %]

/. o e*dz, C je lomend krivka, ktord sa skladd z dvoch useciek: prva so zaci-
ato¢nym bodom 0 a koncovym bodom ¢, druhd so za¢iatoénym bodom ¢ a
koncovym bodom 1+ . [1+4 (e —2) (cos1 —isin1)]

. Jotdz, C 1]z =2, Imz < 0 od bodu —2 po bod 2. [ir]
Jo 12| dz, kde

a) usecka so zaciatotnym bodom 0 a koncovym bodom 2 — ¢, [\/3 — z‘/Tg]

(a)

(b) C:|z| =1,Imz >0 od bodu —1 po bod 1. [2.]
(c) C: ]z =2, Rez <0 od bodu —2i po bod 2i. [8i.]
)

(d) polkruznica |z| = 1, Imz > 0 so zaciatoénym bodom —1 a koncovym
bodom 1, [2.]
(e) polkruzmica |z| = 1, Rez < 0 so zaciatoénym bodom —i a koncovym

bodom 1, [2i.]
(f) kladne orientovana kruznica |z| = a, a > 0.[0.]
JoZ|zldz, kde C : |z| =1, Rez > 0 od bodu i po bod —i a tsecka od bodu
—i po bod i. [—i7]
JoRezdz kde C': |z| = 1, ©. [—in]

JozImzdz, kde C : |z| = 2, Im z > 0 od bodu —2 po bod 2. [%}

Jo 2dz,kde C : |z| = 2, Im z > 0 od bodu 2 po bod —2 a tsecka od bodu —2
pobod —1 a |z =1, Imz > 0 od bodu —1 po bod 1 a dsecka od bodu 1 po

bod 2. [4]

Vypocitajte fc zdz,kde C' je usecka so zaciatocnym bodom 0 a koncovym
bodom 3 + 4i. [~ + 12i.]

Vypocitajte fc %dz, kde C' je kladne orientovand kruznica |z| = a, a > 0. [2i7.]

Vypocitajte [, zdz, kde C' je:
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(a) kladne orientovand kruznica |z| = 2.[0.]

(b) kladne orientovand elipsa C : ¢ : (0,27) — C, ¢ (t) = cost + %L, [0.]

17. Vypocitajte [, (z —a)"dz, n € Z,kde C je:

(a) polkruznica |z —a| = R, Imz > 0 so zadiatoénym bodom a + R a
RAH[(—1)" T 1]
koncovym bodom a — R, { n+1 pre n# —1 ]
e pre n=-—1

(b) kladne orientovand kruznica |z| = a, a > 0.]0.]

(c) kladne orientovany obvod stvorca so stredom v bode a a stranami, ktoré

pre n # —1 }

st rovnobezné so stradnicovymi osami. .
2w, pre n=-—1

18. Vypocitajte |, o €°dz, kde C je krivka zlozend z dvoch tiseciek, ktord md za-
¢iatocny bod 0 a koncovy bod 1 + ¢ ak spoloé¢nym bodom oboch tseciek

je:
[ C=0C+ 0y }
01:901:<071>—)C> (pl(t>:t>
(a) bod 1 Cy:9y:(0,1) — C, @, (t) = 1 + it

1 fc ezldz = fcl e*dz + f02 e“dz =
= fo etdt—l—z’fo el dt =2 — 1 —ecosl+iesinl =
=2 —1—e,

(b) bod i.[1 — 2e™" + ']
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Cauchyho integralna veta.

Hovorime, ze oblast’ ohrani¢end jednou jednoduchou, spojitou, uzavretou krivkou
sa nazyva jednoducho sivisla oblast. Oblast’ ohrani¢cend dvomi jednoduchymi, spo-
jitymi, uzavretymi a nepretinajicimi sa krivkami nazyvame dvojnésobne suvisld
oblast) .... Hovorime, ze hranica oblasti je kladne orientovand, ak pri pohybe po
hranici v smere jej orientdcie vnitro oblasti zostdva po nasej l'avej ruke. Je mozné
dokézat’ nasledujicu vetu:

Theorem 176 Nech [ je analytickd funkcia v jednoducho suvislej oblasti D. Ak
C je jednoduchd, po castiach hladkd uzavretd krivka v D, potom

/Cf(z)dz:o.

Example 177 Vypocitajte integrdl

/2z2—3z+4
——dz,
C Z+1

ak ¢ : (0,2m) — C, ¢ (t) = 3 cost + iz sint.

Solution 178 Krivka C' je uzavretd, hladkd krivka, C' = {z €C;lz| = %} . Nech
D ={z€ C;|z| =3} . D je jednoducho sivisld a C C D. Funkcia f (z) = 222;%“
je analytickd v oblasti D, teda fC %dz =0. 0

Cauchyho integralna veta implikuje skutocnost’, ze integral z analytickej funkcie
v jednoducho stvislej oblasti D nezavisi od integra¢nej cesty. Nech C, C5 si dve
jednoduché, po castiach hladké, nepretinajice sa krivky s rovnakym zaciatocnym
bodom z; aj rovnakym koncovym bodom z;. Nech C; € D a Cy C D. Potom
C = () + 05, kde (5 mé opacni orientdciu ako (b, je jednoduchd uzavretd, po
castiach hladka krivka, ktord spiﬁa predpoklady vety 176, teda

Oz/f(z)dz: f(z)dz+ f(z)dz= | f(2)dz— | f(2)dz,
C C1 Cq Ca

oy
teda
f(z)dz= f(2)dz.
C1 Cs

Tak sme dokdzali tvrdenie.

Lemma 179 Ak je f : D (C C) — C analytickd funkcia definovand v jednodu-
cho suwislej oblasti D, potom |, o [ (2)dz v oblasti D nezdvist od cesty.

Ak z; je zatiatocny bod a 2o koncovy bod krivky C, potom namiesto zapisu
Jo f () dz mézme pouzit’ zépis fzzf f(2)d=.
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Remark 180 Nech f : D (C C) — C je analytickd funkcia v jednoducho sivislej
oblasti D a nech z, zo € D. Nech pre kazdé z € D plati F'(z) = f(z), potom
funkciu F' nazyvame primitivnou funkciou k funkcit f na D. Ak md analytickd
funkcia f primitivnu funkciu F, potom

/ZZf(z) dz. = F(z3) — F (21).

Example 181 Vypocitajte integrdl

/ 22dz
C
kde

a) C je usecka spajajica bod zy = 0 s bodom zp = 1+ 1,
b) C je krivka zloZend z dvoch useciek spajajucich body z; = 0, z9 = 1, z3 = 1+1.

Solution 182 a) Krivka C' sa dd parametrizovat takto ¢ : (0,1) — C, ¢ (t) =
t(141). Potom ¢ (t) = 1 +1, odkial potom mdme

/01+iz2dz=/Ol[t(1+i)]2(1+z')dt:(1+z')3 E]l:%(—ﬂm).

0

Pouzitim pozndmky tento vysledok dostaneme priamo: pretoZze je z primitivna

3
funkcia ku funkcii 22, mdme

1+i 37 1+i
1

/ 2dz = lz—] =~ (—2+2i).

A 3], 3

b) Teraz mame C = Cy + Cs, kde
Cr:p:(0,1) — C, o, ()=t a ¢ (t) =1,

02:()02:<071>—>C7 902(t):1+?‘t a(p/(t):ia

1 1
/z%zz:/ z2dz+/ szz:/ t2dt+/ (14 it)*idt =
C Cq Co 0 0

1

potom

(1 +it)®
3

1
5 (—2+24).

W
+

0

Porovnanim a) a b) vidime, Ze nds integral nezdvisi od cesty. Ale tento vysledok
sme ocakdvali, pretoze funkcia f(z) = 2% je analytickd funkcia v celej komplexnej
rovine C'. [J

Treba si uvedomit) ze funkcia f(z) = (z)* z prikladu 171 nie je analyticks
funkcia a preto [ () dz zévist od integracnej cesty.



70

Cauchyho integralna veta vo viacnasobne stvislych oblastiach.
Theorem 183 Nech je f : A(C C) — C je analytickd funkcia a Cy, Cq,Cs, ..., Cy
st jednoduché, po castiach hladké, uzavreté krivky orientované v jednom smere,
ktoré spiLasz podmienky:

a) IntC; C IntCy, prei=1,2,...,n

b) IntC; N IntC; =0, pre kazdé i # j, i,j =1,2,...,n

¢) IntCy \ U;—, IntC; C A. Potom

; f(z)dz:Z/C.f(z)dz.

Theorem 184 (Veta o deformdcii integraénej krivky.) Nech Cy, Cy st dve jednoduché
uzavreté, po castiach hladké rovnako orientované krivky, ktoré sa nepretinaji a
Csy C IntCy. Nech tieto krivky a mnoZina bodov leZiacich medzi nimi leZia v oblasti

D. Ak f: D (C C) — C je analyticka funkcia, tak

f(z)dz= | f(2)dz.
C1 Ca

1
/ dz,
crR—a

kde C' je jednoduchd, uzavretd, po castiach hladkd, kladne orientovand krivka kom-
plikovaného tvaru, ktord vo svojom wvnitri obsahuje singuldrny bod z = a funkcie

flz) =

Example 185 Vypocitajte

Solution 186 Aplikujeme vetu 184 a dostaneme, Ze ak C je krivka jednoduchého
tvaru, jednoduchd, uzavretd, po castiach hladkd, kladne orientovand napriklad kruznica
so stredom v bode z = a a s polomerom R, krord lezi v IntC, tak dostaneme

1 1
/ dz:/ dz.
CZ—(]/ Clz—a

Cl S <0727T> - C7 Y1 (t) =a-+ Reita (10/1 (t) - iRe#?

1 1 T iRe'
/ dz:/ z:/ — = ilt]2T = 2mi. O]
cZ—a c,Z—a 0 a-+ Re'—a

Example 187 Vypocitajte

1
/—ndz,nsél,nez,
c(z—a)

kde C je jednoduchd, uzavretd, po castiach hladka, kladne orientovand krivka, ktord
vo svojom vnitri obsahugje bod z = a.

Pretoze

potom
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Solution 188 Aplikujeme ti isti metddu ako v predchddzajicom priklade a dostaneme

27 . it
/;ndz:/ ;ndz:/ T g
o (z—a) o (z—a) o (a+ Re't —a)

; 2m ; i(1—n)t 727
Rr=1t Jy Rt 1i(1—n)],

pricom sme pouzili

e = cos (1 —n) 27) +isin ((1 — n) 27) = 1,

tak dostaneme

1 2wt pre n=1
/C(z—a)"dz_{ 0 pre n=0,—1,+£2,... o

Cauchyho integrélna formula.
Theorem 189 Nech C' je jednoduchd, uzavretd, po Castiach hladkd, kladne ori-
entovand krivka o f : IntC U C — C je analytickd funkcia. Potom pre kaZdé

a € IntC .
f(a)= 37 c%dz.

Nasledujicu vetu uvedieme bez dokazu.

Theorem 190 Kazdd funkcia f () analytickd v uzavretej oblasti D md v tejto
oblasti derivdcie vsetkych radov a plati

n! z
f(n)<a)__./c%dz,n—l,2,...

2 — a)

kde C' je uzavretd, kladne orientovand, po Castiach hladkd krivka, ktord lezi so
svojim vnitrom v D.

Example 191 Vypoéitajte integrdl |, o 5 dz, kde C je kladne orientovand kruznica

z(z—1)

so stredom v bode z =i a s polomerom %

Solution 192 Pretoze funkcia f(z) = % je analytickd vo vnitri kruhu C a bod

z =1 € IntC, potom

z

/e—_dz:/ =z -dz = 2mi [6—] =27e’. [0
cz(z—1) cz—1 .

(z—)*
castiach hladkd, kladne orientovand krivka obsahujica bod 1.

Example 193 Vypocitajte integral fc dz, kde C' je jednoduchd, uzavretd, po

Solution 194 Funkcia sin z je analytickd funkcia v C. Bod z =i € IntC, potom

/ Sm%4dzzﬂ {—(8122)} = T osi= —Zcosh1.00
c(z—1) 3! dz 2=i 3 3
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Cvicenia.

V prikladoch 1 - 5 pomocou Cauchyho integrédlnej vety vypocitajte integrdly po
jednoduchych, po castiach hladkych, uzavretych, kladne orientovanych krivkach:

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Jo=5dz, C={z€ C: (Re2)” +4(Imz)* =1}. [0]

Jo #imsdz O ]2l = 1. 0]

242245

Jo 2 200y, C={2€ C:4(Rez)’ +16(Im2)* =1}. [0]

2+1

JoStdz, C x|zl = 3. (0]

z+1

¢ 7hmds Cilz+ 1 =1 0]

V prikladoch 6 - 14 pomocou Cauchyho integrdlnej vety, alebo Cauchyho
integralnej formuly vypocitajte integrdly po jednoduchych, po castiach hlad-
kych, uzavretych, kladne orientovanych krivkéch:

fc —uiz;’ossfnzdz C:lz—2—i|=+2.[0]

Josids C |z —i| = 1. [0]

2+

fC(z 2) z+2zdz C ’Z‘—l [ ]
223z

Jo BEdz, C 2| = 4. [0]

Jo 2232 g, O || = 2. (187 ]

z+1
Jeo Z%ildz, C:lz—2i=3 [Z]
Jooi5dz, C iz —al=a,a€ R, a>1. [iZ]

Jo By Oz 4 1] = 1. [18mi]

Jeo :lez C:lz+il=2. [2rsinl + 2im (1 4 cos1) ]

Jo mamde O le—1+il =2 [-F +if ]

JoSRzdz, C:|z+i] = 1. [irsinh1)]

—2=—dz,

C 22 22+2

(@) C:lz—1—2i|=2 [r(3+1)]
(b) C:lz—1+2i] =2 [r(=3+1)]

Jooidz, C iz —1—i| = V2. [”(_QIH).}



19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.
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Vypocitajte fc - -dz,ak C je jednoduchd, po castiach hladka, uzavretd,

kladne orientovand krlvka na ktorej nelezia korene menovatel’a. Vypoc1taJte

korene menovatel'a: zg = f (14+14), 2 = —i (1+1).

a. 2o € IntC, z, ¢ [ntC [”T\/i (1+74) }
vSetky moznosti. b. 2o ¢ IntC, z € IntC [—”Tﬁ (1+414) ]

c. 2, 21 € IntC [0.]
d. 2o, 21 ¢ IntC [0.]

Pouzitim Cauchyho integrélnej formuly vypocitajte integrély:

sin z

22dz,kde C je kladne orientovand kruznica |z| = 1. [0.]

Vypocitajte |,
Vypocitajte [, “2dz,kde C je kladne orientovand kruznica |z| = 1. [27i.]
Vypocitajte fc “5-dz, kde C je:

(a) |z| =3, &, [-8mi.]

(b) |z[ =1, &. [0]
Vypocitajte [, SiZQ(jTi)dz, kde C je kladne orientovand kruznica |z — 1| = 1.
%
Vypocitajte fc z2_1+9dz> kde C' je jednoduchd, uzavretd, po castiach hladks
kladne orientovana krivka, pricom:

(a) body 3i € IntC, —3i € ExtC, [%.]
(b) body —3i € IntC, 3i € ExtC, [—%.]
(c) body —3i, 3i € IntC. [0.]

Vypocitajte f c i — Z3 dz,kde C' je kladne orientovany obvod stvorca s vrcholmi

v bodoch 1, 1—1—2@ —142¢, —1. [-micosh 1]

Vypocitajte fc (1 dz kde C je jednoduchd, uzavretd, po castiach hladka
kladne orientovana krlvka pricom:

(a) body 0 € IntC, 1 € ExtC, [27i.]
(b) body 1 € IntC, 0 € ExtC, [—mie.]
(c) body 0, 1 € IntC. [mi (2 —e) ]
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Taylorove a Laurentove rady.

Analytickost' st¢tu mocninového radu.

Theorem 195 Ak mocninovy rad )" ", ¢, (2 — a)" md polomer konvergencie R >
0. Potom jeho sicet

f:K(a,R)— C, f(z chz—a
n=0
je analytickd funkcia a plati
f':K(a,R)— C, f'( chnz—a nh

Theorem 196 Ak md mocninovy rad > ¢, (z — a)" polomer konvergencie R >
0, potom jeho sucet

fiE(a,R)— C, f(2) =) cu(z—a)
n=0
md derivdcie vietkych radov a plati
f®:K(a,R)— C, f®( Zn (n—=1)...(n—k+1) e, (z—a)"".
n=k

(k)
f® (a) = Kley, alebo ¢, = / k'(a).

Theorem 197 Nech funkciondlny rad funkcii komplexnej premennej

[e.9]

rovnomerne konverguje na C, kde C : ¢ : (o, ) — C je jednoduchd, po ¢astiach
hladkd krivka. Ak si funkcie f,(z),n = 1,2,3,... spojité na C a ak f : C —

C, f(2) =302, [n(2) jeich sucet, potom
f(z)dz= / fn(2)dz
Jret=2 |
Taylorove rady.

7 predchadzajiceho odseku vieme, ze sticet mocninového radu, ktory je konver-
gentny v kruhu K (a, R) je analytickd funkcia v tomto kruhu. Ukdzeme, ze plati
aj obratené tvrdenie.

Definition 198 Nech mad funkcia komplexnej premennej f v bode a € C derivdicie
vietkyjch radov. Potom mocninovy rad

'y ™ (4 % 4n) (4
f@+ T ey O o T e ()

n!

n=0

nazyvame Taylorovym radom funkcie f v bode a.
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Theorem 199 Nech f je analytickd funkcia v oblasti D. Necha € D a K (a, R) C
D. Potom existuje mocninovy rad

o.)
ch (z—a)"
n=0
taky, Ze
o
ch z—a)", pre kaidé z € K (a,R),

1 f (&)
= omi /c (€ —a)™™ 4,

kde C je jednoduchd, po castiach hladkd, uzavretd krivka, kladne orientovand, ktord
lezi v K (a, R) tak, Ze a € IntC.

pricom

Veta 196 a veta 199 implikuji nasledujicu vetu:

Theorem 200 Ak f je analytickd funkcia v oblasti D, potom f md v kaZdom bode
z D derivdcie vSetkyjch radov. Ak K (a, R) C D, potom

:Zf ‘a (z—a)", pre kazdé z € K (a, R).
n!
Example 201 Ndjdite Taylorov rozvoj funkcie f : C \ {-1} — C, f(z) =
In (14 z) v bode a =0 a jeho oblast’ konvergencie.

Solution 202 Funkcia f je analytickd funkcia v C\ {z € C; Rez < —1 AImz =0},
teda aj v bode a = 0 a plati

f/(z):zi17f//<z):_

FO)=0,f"(0)=1, f"(0)=~1,..., [ (0) = (=1)"(n - 1)!

Potom Taylorov rad ma tvar

-1 n+1z_n
;< )=
a jednoduchou aplikdciou rieSenia prikladu 96 konverguje v kruhu K (0,1) a plati
In (1 = 2 kazdé z € K (0,1).00
(1) = 3o ek 2 € K 0.)

Example 203 Ndjdite Taylorov rozvoj funkcie exp : C — C, f (z) = e* v bode
a=0.



76

Solution 204 Riesenie Funkcia [ je analytickd funkcia v C a plati
()= ¢

a my dostaneme rad

2

z z 2" 2,
1+ﬂ+§+...+m+...zzom7

ktory konverguje v kruhu K (0, co) = C a teda plati

o0 n

expz:Z%,‘v’zEC.D

n=0
Podobnym spésobom moézeme dostat’ Taylorove rady

o0 2n+1

sin z = Z(—l) CEER Vze C,

e 2n

n 2
Cosz:Z(—l) 2n)’ Vze C,

¢o si citatel iste overi. Ak sa d& derivdcia funkcie f vyjadrit’ rekurentnym vzta-
hom, potom pre takito funkciu moézme néjst’ Taylorov rad ihned. Ak to nie je
mozné, pouzijeme na najdenie Taylorovho radu danej funkcie f algebrické rovnosti

a Taylorove rady znamych funkcii. Napriklad:

Example 205 Ndjdite Taylorov rozvoj funkcie f: C \ {-1} — C, f(2) = =

v bode a = 1.

Solution 206 Mdame
1 1 1 1 1 1

Itz z—iti+tl 1+ilt 0 1+il— (—=)

1+i
Ak budeme predpokladat, Ze

zZ—1

<1 = |z—i| < V2,
141

zZ—1
1+

potom pomocou zndmeho Taylorovho radu (5) dostaneme

_|_

— wlz—1\" = n (z2—=0)"
10= X0 () =X e -

n n=0

:i%<z—i)”,vzeK(i,ﬂ).D

n=0 (1

1+z



Example 207 Ndjdite Taylorov rozvoj funkcie f: C \ {3} — C, f(2) = (z_'z3)2
v bode a = 0.

Solution 208 Mdame
z 1

(z—3° (z-3)

SRS
G-1° (-3

Z Taylorovho radu (5) funkcie 7~ = 3" 2", Vz € K (0,1), derwovanim dostaneme:

| N

NeR RN

=Y nz"1 Vze K(0,1),
(1—2)° ;

potom ak [|2| <1 <= |z| < 3] dostdvame

S( Zzzgz:n()1:Zn3i%,‘v’z€l((0,3).lj
3 n=1

n=1

Example 209 Ndjdite Taylorov rozvoj funkcie f : C — C, f (2) = ze~* v bode
a=0.

Solution 210 Funkcia f je analytickd funkcia v C a s pouZitim radu (2) plati
fR)y=ze" =[ak |-2°|< 00 <= |z]< 0| =

” 2n+1

,Vze C.1
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Cvicenia.
V dlohéch 1 - 2 pomocou definicie néjdite Taylorov rad funkcie f so stredom v
bode a a vySetrite jeho konvergenciu:

1. f(2) =sin’z, a = 0.

( 1)’Vl+122n71

[Zzo:l _(T)!ZQ", konverguje na M = C
2. f(2)=In(iz+2),a=1+2i.

[T+ 5000 (—=1)"" 1 (2 —1—2i)", konverguje na M = {z € C: [z — 1 — 2i| < 1}]

V dlohéch 3 - 9 vypocitajte Taylorov rad funkcie f so stredom v bode a a
vysetrite jeho konvergenciu:

3. f(2)=F5,a=1

[ +2>7, 3n+1 (z—l)",konvergujenaM:{zeC:|z—1|<3}}

4. f(z) =22, a=0.

z+1)
[—1+2>, (=1)""" 2", konverguje na M = {z € C: |z| < 1}]
5. f(Z) = #—‘L, a=1.

AT sG]

| konverguje na M ={z € C: |z — 1] <2}

6. f(2) = mrig a=2.

S, (3 st 3y (2 - 2)", ]

| konvergujena M ={z € C: |z —2| < 3}

7. f(z)= ZQf;riS, a=1i.

3 (R ()T = B (1= 30) T ) (2 )",
konverguje na M = {z € C: |z —i| < V2}

22+
8. f(2)= s a=1

244 oo (=1)" (147) 1447 n
T + anl 3 |:(1_l-)n+1 - (1+2Z~)n+1:| (z - 1) y
konverguje na M = {z € C: |z — 1| < v/2}

9. f(z)=e*%a=1 [eX % (2 —1)", konverguje na M = C]
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Laurentove rady a singularne body funkcii.

Definition 211 Nech...,c_,,...,c_2,¢_1,C0,C1,C2y...,Cpn,...,a SU komplexné ¢isla.
Potom rad
S enz—a)'= -t (z—a) "+ Fea(z—a) e (z—a) " +
‘oot e(z—a)+- -+ (z—a)" + ...
(1))

nazyvame Laurentov rad v bode a.

Rad

-1
Z h(z—a)'=-Fe,(z—a) "+ tealz—a) e (z—a)"

sa nazyva hlavnd cast’ radu (1),

ch(z—a)":co+cl(z—a)—1—---—|—cn(z—a)n+...

n=0

sa nazyva analytickd (reguldrna) ¢ast’ radu (1).

Definition 212 Hovorime, Ze Laurentov rad (1) konverquje (rovnomerne) na mnoZine
M C C ak jeho hlavnd ¢ast’ aj jeho analytickd cast’ konverguje (rovnomerne) na
mnoZine M. Suctom Laurentovho radu rozumieme sucet hlavnej a analytickej casti
radu.

Theorem 213 Pre kazdy Laurentov rad (1) existuji ¢isla (jediné) r, R (0 <r <
00, 0 < R < o0) takeé, Ze:

a) analytickd ¢ast radu (1) absolitne konverguje na otvorenom kruhu K (a, R) ,
rovnomerne konverguje na katdom uzavretom kruhu K (a, Ry), kde Ry < R a di-

verguje na C \ K (a, R).

b) hlavnd ¢ast radu (1) absolitne konverguje na C \ K (a,r), rovnomerne kon-
verguje na katdej C \ K (a,m1), kde r1 > r a diverguje na K (a,r) .

c) Akr < R, potom Laurentov rad (1) absolitne konverguje v mnoZine P (a,r, R)
- medzikruzi ohranicenom dvomi koncentrickymi kruZnicami s polomermi r, R,

rovnomerne konverguje na P (a,ri, Ry), kde r < r; < Ry < R a diverguje na

C\P(a,m R).

Theorem 214 Nech

o)

Z o (2 —a)"

je konvergentny na P (a,r, R). Potom jeho stucet

oo

f:P(a,r,R) — C, f(2) = Z e (z—a)"

n=—oo

je analytickd funkcia.
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Theorem 215 Nech f: P(a,r,R) — C je analytickd funkcia. Potom existuje
jeding Laurentov rad, ktory na P (a,r, R) konverguje ku funkcii f (2). Koeficienty
Laurentovho radu maji tvar

1

Cp = —/ L)ldz, n=0,+1,+2,... ((2))
27 C (z — a)n+

kde C' je lubovolnd jednoduchd, po castiach hladkd, kladne orientovand krivka, ktord

lezi v P (a,r, R) tak, Ze a € IntC.

Remark 216 Rozvoj funkcie f (z) do Laurentovho radu ma jednu vijhodu: f mézeme
rozvinit’ do nekoneéného radu v takom bode z = a, v ktorom f nie je analytickd (v
tomto pripade rozklad funkcie do Taylorovho radu v bode z = a nie je mozny).

Vypocet koeficientov Laurentovho radu pouzitim vztahov (2) je neprakticky.
Pri rozvoji funkcie do Laurentovho radu je vyhodnejsie aplikovat’ znalosti Tay-
lorovych rozvojov znamych funkcii.

Example 217 Ndjdite Laurentov rad funkcie f : C\ {—1,1} — C, f(2) = 11:2;
na P(1,0,2).

Solution 218 Funkcia je analytickd na P (1,0,2) a plati

1-2 1 1 3 1 1 1 3 1

f(z):1—z2:Ez—1+§z+1:§z—1+§z—1+2:

11 3 1 -1
= R — hOo<|——|<1|=
22-1 41— (50 {"60 ‘ 2 ’ }

1 1 3 — 2—1\"
= - —-1)"
22—1+4z%( ) ( 2 )

Tak pre 0 < |z — 1| < 2 mdme

1—-22 1 1 > 0 3 n
f(Z)—1_22—§Z_1+Z(—1) 2n+2(2—1)

a hlavnd cast radu vypocitaného Laurentovho radu md iba jeden clen %ﬁ, ktory
Jkonverguje“ na C \ {1}. Analytickd tast' Y, (—1)" 525 (z — 1)" konverguje
na K (1,2). Teda (a) konverguje na P(1,0,2).0

Example 219 Ndjdite Laurentov rad funkcie f : C \ {0} — C, f(2) = 5 v
bode z = 0.

Solution 220 Funkcia je analytickd na P (0,0, co) = C\ {0} a plati

ez ]‘ z ]_ > Zn
s n* 1 & Zn72 0 n
2:; :_+_+n§ I +n2; n+2)!

a rad konverguje na P (0,0, co) .
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Example 221 Ndjdite Laurentov rad funkcie f : C \ {0} — C, f (z) = z%¢* na
P (0,0, c0).

Solution 222 Funkcia je analytickd na P (0,0, co) = C\ {0} a plati

1 1
f(z) = 2= {nech ‘—‘ < o0 = |z2| >0} =
z

1 z 2"
:Z5Zn!z":; nl Z_:mm'm
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Cvicenia.
V tlohéch 1 - 20 néjdite Laurentov rad funkcie f so stredom v bode a pre medzikruzie
P(a,r,R)={2€ C:r<|z—a|l <R}.
1. f(2)= z5e%, a=0,P(0,0,00). [ZZO:O %z‘r’*”}
2 f(2) = g a =i, P (i:v/5,00) . |30, S
3. f(2) = sy =0, P(0,0,1). (L5 (=1)" 22
1 f(2) = s a =i, P(,0,1). [0 (1) 525 (2 — i)
5. f(2) = sy =0, P(0,1,00). 3207, (=1)" 272"
6. f(2) = ;5= a=0, P(0,0,1). > 2"

T f(2) =, a=1P(L,0,1). [2(z=1)7 + 300, (-1)"" (= 1)"]

8. f(2) = b, a=—2i, P(=2i,3,00). [Y,1 o (30)7" " (z+2i)"]
9. f(2) = =5, a=2i, P(2i,1,00). [3;1 (=17 (2 — 24)" 7Y

10. f(2) = 2=, a=1, P(1,0,1). [(-1) 3 | (2 —1)"]

11 f(2) = 5%, a=1,P(1,1,00). [3.2 (2= 1)"]

12 f(z) =2 a=—1,P(-1,0,2). 3(z+1)"+32 (-1)"27" (2 +1)"]

13. f(z) =2 a=—1,P(-1,2,00). [5(z+1)" + 32 (=1)"" 27" (z+1)"]

n=—oo

14. f(2)= 25 a=-3P(-3,0,2). [2(z+3) =232 27" (24 3)"]
15. f(2) = 255, a= =3, P(=3,2,00). [2(z+ 3) 7 33 27 (2+3)"]

16. f(2) = =@, a=0, P(0,1,2). [(—3) 302 amz2ntt — 15 p—2n-1]

n+17(27i)n+1

17, f(2) = Epily, a =2, P(2,0,V5) . [(2=2)7" +i 305, (—1)" S (o oy

18. f(2) = %, a=0,P(0,1,2). 251 _(=1)" 22— 3% 27 1]
(z—2)( )

19. f(2) = 22 sin (1), 0 =0, P(0,0,00). [2,1 . Gt — 2|

n=—o00 (1-2n)! z

20. f(z) =242t —1,a =0, P(0,0,00). [ ISR 3 (mmnzn]

n=—oc0 (In2)"( n!
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Izolované singularne body.

V predchéddzajicej ¢asti sme definovali reguldrny a singuldrny bod. Body, v ktorych
funkcia f(z) nie je analytickd, sa nazyvaji singuldrne body alebo singularity
funkcie f ().

Definition 223 Nech f je analytickd funkcia definovand v prstencovom okoli bodu
a€ C,a¢ D(f). Bod a nazgvame izolovany singuldrny bod (singularita) funkcie

f.

Funkciu f (z) mozme rozvinit’ do Laurentovho radu v bode z = a na Oy (a) :

o0

Z o (2 —a)".

n=—0oo

Definition 224 Nech z = a € C je izolovany singuldrny bod funkcie f : O° (a) —
C. Potom ak

a) ezistuje konecnd limita lim, ., f (2), tento bod nazyvame odstranitelny sin-
guldrny bod;

b) ak lim, ., f (z) = oo, potom bod z = a nazjvame pdl;

c) ak lim, ., f (z) neexistuje, bod z = a nazyvame podstatne singuldrny bod.

Example 225 a) Funkcia f : C \ {0} — C, f(z) = 2% md odstrdnitelny
singuldrny bod z = 0, pretoze

sin 2

lim =1.
z—0 Z

b) Funkcia f : C \ {5i} — C, f(2) = =% md pdl v

bode z = 5i, pretoze
1

lim - = 0.

z—5i 2 — Dl
¢) Funkcia f : C \ {0} — C, f(2) = e md podstatny singuldrny bod z = 0,
pretoze ak z € R plati

. 1 ) 1
lim ez = oo, lim ez =0,

z—07F z—0~

teda
. 1
lim e>
z—0

neexistuje. [

Ukdzeme, ze existuje vztah medzi izolovanymi singuldrnymi bodmi funkcie f a
jej Laurentovym radom v tychto bodoch.

Theorem 226 Nech f(z) je analytickd v prstencovom okoli O° (a) bodu z = a.
Bod z = a je odstranitelny singuldrny bod funkcie f vtedy a len vtedy ak jej Lau-

rentov rad md tvar
oo
g Cn(z—a)"

n=0

na O° (a) .
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Remark 227 Ak funkciu f, ktoré md v bode z = a odstranitelny singuldrny bod
dodefinujeme podla predchdadzajicej vety v tomto bode hodnotou f (a) = co, potom
dostaneme funkciu analyticki na O° (a).

Example 228 Ak definujeme funkciu f : C \ {0} — C, f(z) = % z pred-
chddzajiceho prikladu, potom ju moZno dodefinovat’ v bode z = 0 (odstranitelnom
singuldrnom bode), dostaneme analytickid funkciu:

SNE - opre 2z #0
f:C—)C’f(Z):{ 1 ire ziO

0

Theorem 229 Nech f je analytickd funkcia definovand na nejakom prstencovom
okoli bodu z = a, O°(a). Bod z = a je pdl funkcie f vtedy a len vtedy ak pre
Laurentov rad funkcie f v bode z = a definovany na O°(a) existuje koeficient
c_m #0, m >0 a pre kazdé n > m, c_,, = 0.

Definition 230 Nech f je analytickd funkcia definovand v prstencovom okoli bodu
a— O°(a) a md Laurentov rad tvaru

f@)=comz—a) "+ cmu(z—a) " e (z—a) + Z e (2 —a)"
n=0
kde c_,, # 0. Bod z = a nazgvame pélom m-tého rddu funkcie f.

Example 231 Ndjdite poly funkcie f: C \ {1} — C, f(z) = (Z_Zl)g.

Solution 232 Pretoze na P (1,0, co) Laurentov rad funkcie f bude:

z 1 1
T = oy = o T e

tak vidime, Ze bod z =1 je pdl tretieho radu. []

Theorem 233 Nech je funkcia f analytickd na prstencovom okoli bodu a, O° (a) .
Bod z = a je pol m-tého rdadu funkcie f vtedy a len vtedy ak

lim (== a)" f (2) #0.

Definition 234 Nech f(z) je analytickd funkcia v oblasti D (f (z) #0). Nech
pre bod a € D plati

fla)=f'(a)=f"(@) == 4D (@=0 a f¥@)#0.

Potom hovorime, Ze bod z = a je nulovy bod k-teho rddu funkcie f(z). Ak k =1
hovorime, %e bod a je jednoduchy nulovy bod funkcie f.

Nech bod z = a je nulovy bod k-teho rddu analytickej funkcie f (z), potom
plati

_ 0 sy A (O P L ()
co=f(a)=0,c1=f (a)—Oa--->Ck—1—m—0,Ck— Ll #0
a Taylorov rozvoj funkcie f (z) v bode z = a m4é tvar
f@=cz—a)f+amz—a) '+ =—a) et (z—a)+...] = (z—a)" D (2)

kde ® (a) # 0.
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Example 235 Ndjdite nulové body funkcie cosz a urcte ich druh.

Solution 236 Ak pouZijeme znalosti elementdrnej funkcie kosinus - cos z, dostaneme,
ze jej nulové body su

zk:(2k+1)g, k=0,+1,+2, ...

Pretoze

cos 'z],, = — sin ((2/43 + 1)%) = (=1)"* £ 0,

teda kazdy nulovy bod zy, je jednoduchy. [

Theorem 237 Nech z = a je nulovy bod m-tého radu funkcie g (z), t.j. g(z) =
(z—a)"®(2), ®(a) # 0 a @ je analytickd funkcia definovand na nejakom okoli
bodu a — O (a) . Potom z = a je pol m-tého radu funkcie f = %, kde h je analytickd
funkcia definovand na O (a) a h(a) # 0.

Example 238 Ndjdite singuldrne body a urcte ich typ ak je funkcia dand predpi-
somf:C\{—l,Qi}—>C,f(z):( L

2—20)2(z41)"

Solution 239 Pretoze funkcia g (z) = (z — 2i)* (2 4+ 1) md v bode z = 2i dvojnd-
sobny nulovy bod a v bode z = —1 jednoduchi nulovy bod, tak bod z = 21 je pol
druhého radu a bod z = —1 je jednoduchy pol funkcie f. [J

Veta 226 o odstréanite'nom singuldrnom bode spolu s vetou 229 o péle m-tého
radu implikuji nasledujicu vetu:

Theorem 240 Bod z = a je podstatnym singuldrnym bodom analytickej funkcie
f:0°(a) — C vtedy a len vtedy, ak hlavnd ¢ast jej Laurentovho radu na O° (a)
ma nekonecne mnoho ¢lenov.

Example 241 Uréte typ singuldrneho bodu z = 0 pre funkciu f : C \ {0} — C,
f(z)=e=.

Solution 242 Pretoze plati:

o0

ey =et =320 Ve P0,0, %), (2] >0),

n=0

teda hlavnd ¢ast’ Laurentovho radu md nekonecne mnoho ¢lenov, ¢o implikuje, Ze
bod z = 0 je podstatny singuldrny bod. [
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Rezidua.

Pojem rezidua je jednym z najdoélezitejsich pojmov v tedrii funkcii komplexnej
premennej s mnohymi praktickymi aplikdciami. Vieme, ze ak je funkcia f(z)
definovana v jednoducho sivislej oblasti D analytickd, potom podl'a Cauchyho

integrédlnej vety
| 1=
c

pre kazdi jednoduchi, uzavretd, po castiach hladkud krivku leziacu v oblasti D.
Ak funkcia f (z) mé izolovany singularny bod z = a € IntC, potom [, f (z) dz vo
vSeobecnosti nemusi byt’ rovny nule. Lema 179 o nezdvislosti krivkového integrélu
z analytickej funkcie hovori, ze hodnota [, f (2) dz nezévisi od C.

Definition 243 Nech f : D(C C) — C je analytickd s vynimkou izolovaného
singuldrneho bodu z = a. Potom hodnotu

=IRCE

kde C je jednoduchd, po castiach hladkd uzavretd kladne orientovand krivka, takd
ze a € IntC, nazyvame reziduum funkcie f (z) v bode z = a a oznacujeme

tesf () = 5= [ () (1)

Ak rozvinieme funkciu f na prstencovom okoli O° (a) do Laurentovho radu v
bode z = a, potom l'ahko vidiet’, ze

ves o f (2 2m/f ((2))

kde c_; je koeficient v Laurentovom rade funkcie f (z) pri (z —a) "

Vypocet rezidui.
Aby sme mohli rezidua pouzivat’ v praktickych aplikdcidch, musime vediet’ ako
rezidud pocitat.

Remark 244 Nech z = a je podstatny singuldrny bod funkcie f, potomres .—,f (z) =
c_1 mozme urcit’ iba z rozvoja funkcie f do Laurentovho radu v bode z = a na ne-
jakom prstencovom okoli P (a,0, R) .

1

Example 245 Ndjdite reziduum funkcie f : C\{0} — C, f(z) =€ =.
Solution 246 Bod z = 0 je podstatny singuldrny bod funkcie f. Laurentov rad
funkcie f v bode z =0 je
_1 1 1 1
JE ==l 4o gt

odkial
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Theorem 247 Nech z = a je pdl m-tého ridu funkcie f. Potom

1 ) dmfl
(m — 1)! z—a dzm—1

res .—af (2) = [(z—a)™ f (2)]. ((3))

Lemma 248 Ak je bod z = a jednoduchy pdl funkcie f, potom
res ,—.f (z) = lim [(z —a) f(2)].
Theorem 249 Nech si funkcie g, h analytické v bode z = a. Nech h(a) #
h
g

0,g9(a) =0 ag’'(a) # 0. Potom je bod z = a jednoduchy pdl funkcie f =
a

res —.f (2) = @

Example 250 Ndjdite rezidud funkcie f : C\{0,1} — C, f (z) = 242,

T 2(z—1)2

Solution 251 Body z;1 = 0 a 2o = 1 su izolované singuldrne body funkcie f(z).
Bod z; = 0 je jednoduchy pdl a bod zo = 1 je pdl druhého ridu funkcie f, potom

3 2 2
ves f (2) = lim {M} _

2=0 z—0 Z(Z— 1)2
a4 3. .2
d 9 242742
= lim — -1 —| =10
res f(2) = lim — [(Z ) 17 ]

Example 252 Ndjdite reziduum funkcie f : C\ {(Qk +1)%, ke Z} — C, f(z) =
tgz v bode a = 7.

Solution 253 Riesenie Mdame

sin z s
2) =tgz = a cos—=0,cos’(2)|,er = —sin— = —1,
Fe)=tae="" 4 coss =0, cos'(2)].g !
potom aplikdciou vety 249 dostaneme
sin 2
res f (2) = res tgz = ——2- = —1.00
=% 2=3 —Sln§

Cauchyho veta o reziduach.

Theorem 254 Nech D C C je jednoducho sivisld oblast' a C' uzavretd, jednoduchd,
po castiach hladkd, kladne orientovand krivka takd, 2e C' C D. Nech f : D (C C) —
C je analytickd funkcia s vynimkou konetného poctu izolovanych singuldrnych
bodov. Oznactme z1, 23, . .., 2z, Singuldrne body leZiace vo vnitre krivky C'. Potom

/cf (2)dz = ZWiZZr:ezsk f(z).

k=1
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Example 255 Vypocitajte

1
/ 5 dz,
cGo1P (1)
kde C: ¢ :(0,21) — C, ¢ (t) =1+ 2cost +i(1l + 2sint) je kladne orientovand.

Solution 256 C' je kruznica so stredom v bode 1 + i a s polomerom 2. Singuldrne
body z1 =1 a 25 =1 lezia v IntC, potom

reg f(z) = lim, iz [(Z - (2 — 1)21(,22 + 1)] =, {_ (22251)2} - _%’
. . 1 1 1
R e e oy Rl T

dz = 2mi {—1 n 1} --"n

2 4 2
/ z2e%dz,
c

kde C : |z| =1 je kladne orientovand.

/C (z — 1)21(22 +1)

Example 257 Vypocitajte

Solution 258 C' je kruznica so stredom v zaciatku a s polomerom 1. Singuldrny
bod z = 0 je podstatny singuldrny bod, pricom plati

i 22 1 1
= a4 C1 == =-.
| IR

=

226

potom .
/ Perdy = 27?1'1 -0
c 6 3

Vypocet nevlastnych integrdlov pouZzitim rezidui.

Theorem 259 Nech je f: A\ {z1,22,...,2,} (C C) — C analytickd funkcia a
a) A je takd oblast’v komplexnej rovine C, 3¢ Ct C A, kde C* = {z € C; Im z > 0}.
b) z1,29,. .., 2, st izolované singuldrne body funkcie f také, Ze Imz, > 0, k =

1,2,...,n.
¢) Ezistuji kladné redlne ¢isla M, p, 0 tak, Ze |f (2)] < Iz\% pre kazdé z €

A, |z| > p. Potom nevlastny integrdl

/oo F(t)dt = 2mi Zzl":ezsk f(z).

k=

Example 260 Vypocitajte

0o t2
—dt
/_oo (12 + 2t + 2)?
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Solution 261 Pretoze f : C\{z1,22} — C, f(2) = m je analytickd funk-
cia s 1zolovanymi singuldrnymsi bodmsi - pélma druhého radu zy = —1+1, 29 = —1—1.
Pretoze

lim 2'*°f (2) =0, Vo > 0,

Z—00

potom existugi M, p také, Ze

M
1f(2)] < W;VZG C,lz[ >4

potom

———————dt =27i res f(z) = 7.0
—oo (1242t + 2) z=z1
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Cvicenia.
V prikladoch 1 - 19 zistite druh izolovanych singuldarnych bodov funkcie f a urcte
reziduum funkcie f v tychto bodoch:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

f(z) = =g | 2= —2i, pol 1. stupna res,—_o; [f (2)

2

f(2) =75 [ = -3, pdl 1. stuptia res.— 3[f (2)] = 9]

z = 2i, pol 1. stupna res,_o; [f (2)] = =SR2 Sin?12i6?82
S _ —sin2—icos2

. 5 L 16
z =0, pdl 2. stupnia res,— [f (2)] = ;

f(2) 1 [ z =1, pol 3. stupna res,_; [f (z)] = _1_§- }

(z2+1)*" | z = —i, pdl 3. stupna res.—_; [f ()] = &
z =1, pél 2. stupna res,—; [f (2)] = —%
f(z)= —zj;z_zfgz z = —1, pdl 2. stupna res,—_1 [f (2)] = —g

z =0, pdl 1. stupna res,—o [f (2)] =2

f(2)  z+3 z =2, pdl 2. stupna res,_s [f (2)] = 2431
T 2%GH20)" | 2= —2i, pdl 1. stupiia res.—_o; [f (2)] = 2%

flz) =2z [ — 0 pel 3. stupiia res.—o [f (2)] = —1]

f(z) = S‘Z% [z =0, pdl 1. stuptia res,—q [f (2)] = 1]

f(z) =2%sin (&) . [z =0, podstatne singuldrny bod res.—o [f (z)] = a_; = 0]
f(2) = zsin (z}rl) . [z = —1, podstatne singuldrny bod res,—_; [f (z)] = a_1 = —1]

f(2) = 222 [z = 0, odstranitelny singuldrny bod res.— [f ()] = 0]
f(z) =22 (e%—2>.
[2 =0, podstatne singulérny bod res._o [f (2)] = a_; =
f(z) =2%cos (1)

1

[z =0, podstatne singuldrny bod res._q [f ()] = a_1 = & sin1]

]

=

fz) =tgz.
[z =5 +km, k€ Z, pdl 1. stuptia res,—z 4 [f (2)] = _1}

fz) =22 [z — 2 jednoduchy pél, res ,_s [ij;] _ 5,]

. . 2 2 z 2 3 2
[z = —1, 2 = 1, poOly druhého radu, res Z:,i(ij)g = 1, T€S . [(ZQZT)Q] = -

IS

2n

f(2) = &

[z = —1,pdl n — tého rddu, res,—_; [%] = (—1)" (n2_"1).}
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17. f(2) = .
[z—lm 1#0, sin (k) = 0,sin ’ ( = os(/mr) (-1)" #0:>]

= jednoduchy pdl, res ._pr=— [ Ty —1)k )

18. f(z) = sin —

z+1"

2=t ] <o =l 11> 0 =B i )™ —

2n+1)! \ 241
= podstatny singuldrny bod, res.__; [sin =c_1 =1

z+1

19. f(z2) = ex. [z = 0, podstatny singuldrny bod, res ,_ [eé} = 1.}

V prikladoch 20 - 32 pomocou Cauchyho vety o reziduach vypocitajte inte-
graly po jednoduchych, po ¢astiach hladkych, uzavretych

orientovanych krivkach C', kde ¢ je kladnd orientdcia, © je zdpornd orientédcia
krivky C.

21. [, Wmdz,kde C:|z| =3, 6.0
22 Jo i 3+1 sdz,kde C':|z| =2, @. [2mi]

23. fCWdZ kde C': ¢ : (0,21) — C, ¢ (t) = 2cos®t + 2isin®¢. [ ]

24. [, 24—1+1dz,kde C:{z(t) = (1+cost)+isint, t € (0,2m)}, . [\gm}

25. [, =5922dz kde O : |z] = 1, &. [m]

26. [, BEdz kde C': |z| =2, @. [—mi ]

27. [, 22z dz,kde C: |2 = 1, @. [2]

28. [, 22ezdz,kde C: |2] = 2, @. [2L]

3

29. [, 2dz kde C': |2| =1, ©. [-2mi]

30. [ 2%cos (55) dz,kde C: |z — 2| =3, @. [27mi (5 —6) ]
31. [, sin® () dz,kde C': 2| =1, 6. [27i.]

32. [ Srdzkde C: |2| =1, &. [—2mi]

33. [.sin®ldz,kde C: |z[ =7, r >0, &. [0]

34. [.(z—1)%sin (L) dz,kde C : 2| =3, ©. [~ ]

35. [, cos (Z5)dzkde C: |z 41| = 3, ®. [-27sinl]

36 z3exp( ) B 2m
e dz,kde C: 2| =2, @. [-2]
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37. [ tgzdz kde C: |z — 3| =1 o. [27]
38. [ (545 —cos (%)) dz,kde C : [z — 3| =1, ®. [2mi (3 + 3sinl)]

z—3

V prikladoch 33 - 36 vypocitajte nevlastné integrély

39. Vypocitajte nevlastny integral [~ (“"3—22dm, a>0.[Z]

x2+a?)

40. Vypocitajte nevlastny integral ffooo —L __dx, a>0. [é%}

(x2+a2)3
41. Vypocitajte nevlastny integral fooo P +69162 HSda:. [g}

6

42. Vypoéitajte nevlastny integral [;° 57 dz, a > 0. [Sx@r]

_xr
(z%+a 16a
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Obycajné diferencidlne rovnice druhého radu.

Modelovanie v mechanickych a elektrickych systémoch

Modelovanie v mechanickych a elektrickych systémoch, ktoré vedie na ODR 2. radu.
Mechanické systémy, elektrické systémy a systémy riadenia mozu mat’ oscilatorické
chovanie, t.j. po zaciatocnom impulze pomaly klesaji ku nule. Proces, ktory pro-
dukuje slabnutie je disipativny a odcerpava energiu zo systému, sa nazyva tlmenie.

Prototypom rovnice, ktory popisuje tento jav, je nasledujici iikaz z mechaniky:
hmotnost’ M umiestnend na horizontélnej ploche (podlozke) je pritahovand strunou
zanedbatel'nej hodnosti ku pevnému bodu. Systém hmota - struna za¢ne oscilovat’
okolo ur¢itého bodu, ked’ hmotnost’ vychylime z jej rovnovazneho stavu a potom
pustime.

Ak t je ¢cas, potom zrychlenie hmoty je 3273’, preto sila pohybu hmoty je M ‘2272”3.
Sily posobiace proti pohybu s sily struny timerné posunu x z rovnovéazneho stavu
a sily trenia, ktoré si imerné rychlosti ‘fl—f hmotnosti M. Ak je konstanta imernosti
struny p a konstanta trenia k, potom dve proti sebe pdsobiace sily su: k‘fl—f - sila
trenia a px sila struny.

dx dx
M = kS -
a2 a7t
alebo )
d°x dx k p

Ak na strunu posobi este vonkajsia sila M f (¢) , potom rovnica prejde na tvar

d*r  dx

— +a— +bxr=f(1). 2

o as b= £ (1) ()
Podobna rovnica ako rovnica (1) riadi oscildciu ndboja ¢ v R — L — C elektrickom
okruhu.

Otvoreny okruh a) s platiiami kondenzatora C' nesu zaciatotny ndboj @ a
—(@, zatial' ¢o v okruhu s uzavretym spinacom S tento sposobi, ze prud 7 pretekd
okruhom vd’aka ndboju ¢ v ¢ase t. Odpovedajice ibytky napitia v smere sipky
cez odpor R, indukciu L a kapacitu C' st:

dqg _di q
V=1R, kde 1=—,L— a —.
dt’ dt C
Aplikdciou Kirchhoffovho zdkona, ktory hovori, ze suma 1ibytkov napétia v okruhu
je nula, dostdvame: L% + Ri + & = 0. Elimindciou 4 a pouzitim vztahu i = Z—?
dostaneme homogénnu diferencidlnu rovnicu druhého radu pre ¢ :

d*q dg
LO—L L ig=0.
C’dt2+RCdt—|—q 0

To je rovnica tvaru (1).
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Linedarne ODR druhého radu s konstantnymi koeficientami homogénne
Linedrne obycajné diferencidlne rovnice druhého rdadu s konstantnymi koeficientami
druhého radu homogénne.

Podobné rovnice, ako sme odvodili v predchadzajicej casti pre pohyb systému
hmotnost’ - struna, na ktorid posobi trenie, alebo zmena ndaboja v elektrickom R-
L-C okruhu. Rovica tohto typu popisuje tiez kyvadlovy pohyb zdvazia zavesenom
na zeriave, ktoré je uvedené do pohybu, ked’ sa zeriav pootoc¢i do novej pozicie a
ihned’ zastane. Pohyb zavazia sa d4 modelovat’ tak, ako je zndzornené na obrazku,
kde [ je dizka lana zeriavu, m je hmotnost’ zdvazia, F' je vyslednd sila odporu vz-
duchu posobiaca proti pohybu zévazia a © je uhlova odchylka kdabla od rovnovéznej
polohy. Uhlovy moment zdvazia okolo priamky spédjajicej bod upevnenia kdbla O
so zavazim kolmej na rovinu pohybu je mi? (d@) teda miera zmeny uhlového mo-

mentu okolo O je ml? < . Momenty posobia tak, ze zdvazie je v rovnovaznej

dt?
polohe udrziavané silou odporu vzduchu F' posobiacou proti pohybu zdvazia a kri-
tiacim momentom gravita¢nej sily mg okolo bodu O. Ak je odpor vzduchu umerny
rychlosti pohybu zdvazia a konstanta timernosti je 4 potom sila trenia je F=ul
(Cil?) teda restoring moment vynalozeny silou £ okolo O je IF = ul 2 ( ) Kri-
tiaci moment vynalozeny gravita¢nou silou mg okolo O je mglsin ©, teda zmena
miery uhlovych momentov sa rovnd sic¢tu obnovujicich momentov a tak dostdvame

pohybovi rovnicu:

d*© 5O
gz = —pul o mgl sin ©.

Ak je uhol kyvu (pohybu) maly, potom hodnotu sin © aproximujeme hodnotou ©
a pohybova rovnica sa zjednodusuje na tvar:

mi?——

Je vidiet, ze linedrne diferencidlne rovnice maju siroké uplatnenie v problémoch
z praxe. Budeme analyzovat’ ich vlastnosti.

Skimame homogénnu linedrnu obycajni diferencidlnu rovnicu druhého réadu s
kongtantnymi koeficientami

d*y dy
A— 4+ By = 1
Tz tAT + By =0. ((1))

Lineiarna superpozicia rieSeni, linedrna zavislost’ a nezavislost’ rieseni.

Nech y; (x) ay2 (z) si dve rozne riesenia rovnice (1), potom ich linedrna kombindcia
y () = c1y1 () + coy2 () , kde ¢1, ¢ € R st I'ubovol'né konstanty, je tiez riesenim
rovnice (1).

d*y dy d2 [c1y1 + cayo] d ey + coyo)
— + A=+ By A B —
T T AT T + T + B [c1th + c2y0]
d*y dy d?y, dys
= C1 W—FA%—FByl —I-CQ d2+Ad +By2 =0

Teda pre ODR typu (1) plati princip linedrnej superpozicie.
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Definition 262 Funkcie y1 (z) a yo () su linedrne nezdvislé na intervale {a,b),
ak pre kazdé x € (a,b) rovnost

1t (2) + ey () =0

platt iba v pripade ¢ = ¢y = 0. Ak funkcie y; (z) a y2 (x) nie su linedrne nezdvislé,
nazyvame ich linedrne zdvislé.

Example 263 Zistite, ¢i su funkcie linedrne nezdvislé, alebo linedrne zdvislé na
svojom definicnom obore:

a) e® a e*

a) Inz? alna?

a) sinh 2z a sinh z cosh .

Solution 264 a) Podiel eei; = e # const, teda funkcie su linedrne nezdvislé.

. 3 . s o7 < I .
b) Podiel 2% = 32 — 3 tedq funkcie si linedrne zdvislé a plati Ina® =
Inx 2Inzx 27

%ln 22, Yz > 0.
¢) PretoZze sinh 2z = 2sinh x cosh x, Vo € R, si funkcie linedrne zdvislé. [

Ak st funkcie y; (x), yo (z) diferencovatelné, potom urcovat’ linedrnu nezévis-
lost’ tychto funkcif mézeme aj inym sposobom. Podl’a definicie linedrnej nezédvislosti
dvoch funkcif rovnost’

c1y1 (z) + oy (x) = 0 pre kazdé z € (a,b)
plati iba v pripade ¢; = ¢, = 0. Diferencujme tiito rovnicu a dostaneme rovnost’
c1yy () + coyh (£) =0 pre kazdé z= € (a,b).

Potom homogénny systém rovnic ma iba trividlne riesenie ak determinant W rovny
W= @ )|,
y1 (2) ys (2)
Determinant W nazyvame Wronského determinat, alebo wronskidn podla pol'ského

matematika Jozefa Maria Wronského (1778-1853), ktory prvy zaviedol tito pod-
mienku.

Definition 265 Ak y; (v) a yz (x) su linedrne nezdvislé riesenia rovnice (1), a ¢
a cg su lubovolné konstanty, potom funkciu y (z) = c1y; (x) + cayo () nazgvame
vSeobecnym rieSenim rovnice (1).

Example 266 Ukdzme, Ze obycajna diferencidlna rovnica iy +4y = 0 ma linedrne
nezavislé riesenia y; (v) = cos2x, ys (z) = sin2x. Ndjdime jej vieobecné rieSenie.

Solution 267 Dosadenim do rovnice dostaneme: y{+4y, = —4 cos2x+4 cos2x =
0 ayy+4ys = —4sin2x +4sin2zx = 0. Teda y; (x) = cos2x a a Yy (x) = sin 2z su
riesenia rovnice. RieSenia su linedrne nezdvislé

| cos2x sin2r | 2 . 9 -
W = 9¢in2r 2 cos o —2[005 2x + sin Zx] =2+#0
Riesenia si teda linedrne nezdvislé. Potom y (x) = ¢1 cos 2x+cy sin 2x je vieobecné

rieSenie diferencidlnej rovnice y" + 4y = 0. O
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3 . . 2
Vseobecné riesenie rovnice 37% + Ag—g + By = 0.

Je zrejmé, ze trividlne riesenie y () = 0 je riesenim diferencidlnej rovnice (1).
Teraz najdeme netrividlne vseobecné riesenie rovnice (1). Riesenie hl'adajme v
tvare:

y(x) = ce™, ((2))
kde ¢ a A si konstanty. Dosad'me (2) do rovnice (1) a dostaneme rovnicu:

C()\2+A)\—|—B)€/\x:0.

Pretoze hl'addme netrividlne riesenie uvedenej rovnice, musi platit’ ¢ # 0, pretoze
e £ 0, dostaneme:

N+ AN+ B =0. ((3))

Definition 268 Rowvnicu (3) nazgyvame charakteristickou rovnicou diferencidlnej
rovnice (1).

Kvadraticka rovnica (3) mé tieto tri moznosti riesent:

I Dva reédlne rozne korene. V tomto pripade je diskriminant kvadratickej
rovnice (3) A% —4B > 0 a jej rieSenfm su dva rozne redlne korene

_—A+VA 4B -A- A —iB

2 2 2

A1 € R.

Pretoze \; # )\, tak eM? a 2% s linedrne nezdvislé riegenia diferencidlnej rovnice
6A1$

(1) (Platf: S5z = e172)7 o const. ) Potom

y (7) = c1eM” + cpe™,

kde ¢;, ¢2 sd I'ubovolné redlne konstanty, je vSeobecné riesenie rovnice (1).

II Dva komplexne zdruzené korene. V tomto pripade je diskriminant
kvadratickej rovnice (3) A? —4B < 0 a jej rieenim st dva komplexne zdruzené

koren
e AL VA—IB | —A- /1B
- 2 e 2

Aj v tomto pripade su rieSenia linedrne nezdvislé. Pretoze hladané vseobecné
rieSenie by malo byt redlne, dosiahneme to tak, ze konStanty c; a co volime tiez
komplexne zdruzené. Ak teda \; = a + i a Ay = a — i, kde a = —é, b =
Y 432”42, tak zodpovedajice linedrne nezévislé riesenia diferencidlnej rovnice (1) su
y1 (z) = e* cos fx, Yo (z) = e** sin Sz. Potom

e C.

A

y (x) = €™ [c1 cos fx + cosin Sz .

kde ¢, co si Iubovolné redlne konstanty, je vSeobecné riesenie rovnice (1).
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IIT Dva rovnaké redlne korene. V tomto pripade je diskriminant kvadrat-
ickej rovnice (3) A% — 4B =0 a jej riegenim je
A
19:)\1:>\2:—§€R.
V tomto pripade sme vypocitali iba jedno exponencidlne riesenie y; (r) = et*.
Ak polozime yo (x) = ze** a dosadime do rovnice (1), dostaneme, ze aj ys () je
riesenim. Potom y; () a ys (x) s nezavislé riesenia diferencidlnej rovnice (1) a jej
vSeobecné riesenie m4 tvar:

y(z) = (c1 + cox) ",

Definition 269 Linedrne nezdvislé rieSeniayy (), yo () sa nazyvaji biza priestoru
riesent rovnice (1).

Dosial’ sme dostali vseobecné riesenie diferencidlnej rovnice (1). Teraz pre
diferencidlnu rovnicu (1) sformulujeme vhodné zac¢iatoéné podmienky. Pretoze (1)
je linedrna diferencidlna rovnica druhého radu, si v nej vo vzdjomnom vztahu
y(z),y (z) a y"(z),teda vhodnou za¢iatotnou podmienkou bude specifikdcia
y (z) a ¢ (z) v niektorom bode = = a. Potom hodnota y” (a) nebude I'ubovol'n4, ale
ju dostaneme z diferencidlnej rovnice (1) pouzitim hodnét y (a) a 3’ (a). Riesenie
rovnice (1), ktoré spiﬁa zaciatocné podmienky, dostaneme z vSeobecného rieSenia
y () = c1yp (x) + ey (x) , ked vyriesime systém nasledujiicich rovnic (t.j. ndjdeme
konstanty ¢y, ¢o.):

Zaciatotnd podmienka pre y (z) :

y(a) = ey (a) + a2 (a),
Zaciatotnd podmienka pre 3 () :
y' (a) = c1yy (a) + cayy (a) .

Systém ma4 riesenie ak je determinant

Overenie pre v8etky tri predchdadzajice pripady ponechdvame na c¢itatel’a.

Zaciatoc¢na tloha.

Definition 270 Diferencidlnu rovnicu 32732/ + A% + By = 0, so zaciatotnymi pod-
mienkami y (a) = yo, ¥ (a) = y1, kde yo, 11 € R nazjvame zaciatoénd uloha (ZU)
pre rovnicu (1).

Example 271 Vypocitajme riesenie ZU 3" +y' — 2y =0, y (0) = 1, 3/ (0) = 2.
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Solution 272 Charakteristickd rovnica je NAA—2=0= )\ = 1, Ay = —2.
Je to pripad I, teda vieobecné riesenie ZU je dané: y(x) = c1€” + coe™**. PouZitim
zaciatocnyjch podmienok dostaneme siustavu:

c, + Co =1
T — 262 = 27
k LS . _ 4 _ 1 d - ZU _ 4.z 1—2x|:|
tO’f’ej riesentm je cp = 3 Co = -3 teda riesSenie Jjey (iL‘) = 56 — 56 .

Example 273 Vypocitajme riesenie ZU 3" + 2y + 4y =0, y (0) = 2, ¢/ (0) = 1.

Solution 274 Charakteristickd rovnica je A +2\+4 = 0 = A\ = —1 +
iV3, Ao = —1 — i\/3. Je to pripad II, teda vseobecné riesenie ZU je dané: y () =
cre % cos 3z + cee % sin/3z. Pouitim zaciatocnyjch podmienok dostaneme sis-

tavu:
C1 = 2

—c + V3 = 17

ktorej riesenim je ¢, = 2, ¢ = /3, teda riesenie ZU je y(x) = 2e " cosv/3z +

V3e tsiny/3r =e* [2 cos v/3x + v/3sin \/§x} .0
Example 275 Vypocitajme riesenie ZU 3" + 4y + 4y =0, y (0) = 3, v/ (0) = 1.

Solution 276 Charakteristickd rovnica je NAdA+4=0= A\ = \y = —2.
Je to pripad III, teda vieobecné riesenie ZU je dané: y(x) = cre?® + cywe 2.
Pouzitim zaciatocnijch podmienok dostaneme siustavu:

C1 = 3
—261 + Cy = ]_7

ktorej riesenim je ¢, = 3, ¢y = 7, teda riesenie ZU je y (x) = 3e~2* + Twe 2*.00

Theorem 277 (O existencii a jednoznacnosti rieSeni homogénnej rovnice druhého
radu s konstantnymi koeficientami) Nech diferencidlna rovnica (1) md dve linedrne
nezavislé riesenia vy, (x) a yo (x). Potom pre kadé x = a a ¢isla yo a y; existuje
jediné riesenie rovnice (1), ktoré spliva zaciatotné podmienky y(a) = yo, v (a) =
Yi1-

Dokaz: Existenciu sme ukazali pri analyze pripadov I, II, IIT a jednoznac¢nost’
ponechdvame na ¢itatel'a. (Overit ze A # 0 v kazdom z pripadov I, 1T, IIL.).H

Okrajova tloha (dvojbodovy problém).

Iny typ problémov stvisiacich s oby¢ajnymi diferencidlnymi rovnicami druhého
radu sa vyskytuje v pripade, ked’ pozadujeme, aby riesenie diferencidlnej rovnice
druhého rédu splialo podmienky v dvoch réznych bodoch z = a a y = b namiesto
toho, aby sme pozadovali splnenie dvoch zaciato¢nych podmienok. Problémy tohto
typu sa nazyvaji dvojbodové okrajové tlohy (OU), pretoze body a a b chépeme
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ako hranice, medzi ktorymi hl'addme riesenie, ktoré musi spiflat dané okrajové pod-
mienky. Typicky dvojbodovy problém je iiloha najst’ riesenie diferencidlnej rovnice

y'+ Ay + By=0prea <z <b, ((5))
ktoré splia okrajové podmieny v bodoch

r=a:ay(a)+ By (a) = p,
x="b:yy(b)+ 9y (b) =R, ((6))

kde a, 3, v, 6, i, £ si dané konstanty.

Example 278 Riesme dvojbodovi okrajovi dlohu 3"+ 2y + 17y = 0 s okrajovymi
podmienkami y (0) =1, v/ (3) = 0.

Solution 279 Charakteristickd rovnica je N +2\+ 17 = 0 = A\ = —1 +
4i, Ay = —1—4i. Teda vseobecné riesenie OU je: y (x) = cre”® cosdx+coe " sindz.
Pouzitim okrajovej podmienky y (0) =1 dostaneme ¢y = 1, z okrajovej podmienky
Y (%) = 0 dostaneme —e™ 1 +4dcye™i = 0 tj. ¢y = i. Teda riesenie OU je

y(z) = e (cosda + Lsindz) pre 0 <z < 2.0

Linedrne ODR druhého rddu s konstantnymi koeficientami nehomogénne
Nehomogénne linearne obycajné diferencidlne rovnice druhého radu s konstantnymi
koeficientami.

Nehomogénna linedrna diferencidlna rovnica druhého radu s konstantnymi koefi-
cientami je rovnica:

2
a0 Y gy = £ (1), (™)
kde ¢ povazujeme za Cas a funkcia f () je vonkajsi vstup systému. Je to naj-
jednoduchsi matematicky model schopny reprezentovat’ oscilatorické chovanie fyzikdl-
nych systémov.

V predchéddzajiicej ¢asti sme ukdzali, ze jeden typ takychto rovnic nastava, ked’
popisujeme pohyb sistavy hmotnost’ - struna, v ktorej sa hmotnost’ pohybuje po
nerovnom horizontalnom povrchu, ked’ proti pohybu hmotnosti pésobf sila trenia,
ktord je iimernd rychlosti pohybujicej sa hmotnosti. Trenie rozptyl'uje energiu, ¢o
sposobuje zdnik pohybu ku nule s rastom casu, aj ked’ v systéme posobi externy
zdroj energie v tvare silovej funkcie, ktora je v (7) reprezentovand vyrazom f (t).
Rozptylovanie energie pésobenim trenia alebo podobného javu sa nazyva tlmenie.
V druhom priklade R-L-C okruhu kde ndboj ¢ na kondenzatore splia homogénnu
rovnicu (7), kde a9 = LC, a; = RC a az = 1, tlmenie sposobuje disipativny
¢len a; = RC. Iny model, ktory je popisany rovnicou (7), sa realizuje v pripade,
ked’ cylindricki hmotnost’ s momentom zotrvacnosti I skricame okolo jej osi s
odporom voci torzii, ktory je imerny uhlu natocenia © a tlmenie, imerné s uhlovou
rychlostou % okolo hriadela. Rovnica popisujica torzné oscildcie O (t) ako funkciu
Casu je

d*e doe

I—— + = —
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kde k a p si konstanty a f (¢) je silova funkcia.

Mnoho inych fyzikdlnych situdcii mozno reprezentovat’ rovnicou podobnou so
(7). Predokladsame, ze ag # 0 a rovnicu (7) preformulujeme do nasledujiceho
tvaru:

d? d
S ta fay = f (@), ((®))

Riesit’ nehomogénnu linedrnu diferencidlnu rovnicu druhého radu s konstant-
nymi koeficientami (8) znamend ndjst’ partikuldrne riesenie y, () nehomogénnej
rovnice (8) t.j.

Py (x) | dyp (2)

dx? T dz
a vSeobecné riesenie y;, (r) homogénnej diferenciélnej rovnice (8),
Py (x) | dyn(2)

da? t o dx

Partikuldrne riesenie y;, () neobsahuje ziadne neurcité konstanty. Vseobecné
riesenie nehomogénnej linedrnej diferencidlnej rovnice druhého radu (8) je potom

ich sictom: y (z) = yp, (x) + yp ().

+agy, (v) = f(2),

+ asyy () = 0.

dy  dy & (yn (x) + yp (2)) d(yn () +yp (z))

Jp2 T ey = 122 +ay I +as (yn (2) +yp (1)) =
dyp (x) | dyp () Ly (@) | dyn ()
= dpr + ay Zx + agy, () + — 5 A2 T dr +axyn (2) = f (@)

Ako néjst’ vseobecné riesenie homogénnej linedrnej diferenciglnej rovnice druhého
radu sme vysvetlili v predchddzajiicej kapitole. Tak mame:

yn (z) = cryr () + oy () -

Zameriame sa na vypocet partikuldarneho riesenia nehomogénnej linedrnej difer-
encidlnej rovnice druhého radu. Na jej rieSenie pouzijeme metddu varidcie konstént.
Najskor ndjdeme dve linedrne nezévislé riesenia homogénnej rovnice. Potom par-
tikuldrne riesenie nehomogénnej rovnice budeme hl'adat'v tvare y, () = uy () y1 (z)+
us () yo (z), kde uy () a ug(x) si nezndme funkcie, ktoré musime vypocitat.
Potrebujeme dve rovnice, aby sme nasli nezndme funkcie u; () a us (z) . Najskor
nijdeme prvi rovnicu. Zderivujeme funkciu y;, () :

Yp (@) = w1 (2) gy () + vz () y5 (x) + vy (2) Y1 () + uh () 12 (2) .-
Budeme pozadovat’, aby
ui (2) y1 (2) + uy (2) y2 (x) = 0,

potom
Yp (x) = w1 () 1y () + uz (2) 3 ().
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Zderivujeme funkciu y, () este raz: y; (z) = uy (z) vy (7)+uz (z) vy (v)+u) (z) vy (2)+
ub () v (z) a dosadime do rovnice (8). Dostaneme:

ur () 9y () +uz (2) vy (2)+uy (2) vy (2)4us () v (2)Far (u (2) 9y (@) + v (2) v (7)) +
+ag (uy () y1 () +ug (2) 2 (2)) = f(2),

rovnicu preformulujeme do tvaru:

ur (z) [yi' (2) + argy (2) + agyn (2)] 4wz (7) [y5 () + any (2) + asya (2)]+

- > >
g g

=0 =0

+uy (2) yy (z) +us (z) yh () = f (x),

Pretoze y; (x), yo () st rieSenia homogénnej tlohy, dostaneme druhi rovnicu:

uy (#) yy (x) + g (2) v () = f (7).

Tak hl'addme riesenie ststavy:

@ w@ |
W)= | %0 0 | 00— () £ 0
Potom
t wy o @@ L @)W
: Wt W TwE
odkial
= [BOIO (@0,
1 W () W ()

Potom dostaneme

R e A e R )

Example 280 Ndjdite vieobecné riesenie obycajnej diferencidlnej rovnice 1" +

2y +y =xe .

Solution 281 Charakteristickd rovnica je N> +2X+1 =0 = A\ = Ay = —1,
teda vSeobecné riesenie homogénnej rovnice je dané: yn(xr) = cre® + cowe ",
Bdza rieseni homogénnej ilohy (dve linedrne nezdvislé riesenia) su: 1y (xr) =
e~ ", ys (x) = xe~®. Potom wronskidn je dany vztahom:

hn (.CI?) Y2 (Ji) ‘ —x [, —x —x —x, ., —T —2z
Wi(x) = =e (e —we ) te e =
@=| 3 = )

Dosadenim do vztahu (9) dostaneme:

@) = =) [P o) [P 0



102

1
—e_w/x2dx + xe‘m/xdx = gx?’e_“’.

Potom hladané vseobecné rieSenie danej diferencidlnej rovnice bude:

Cre™™ + Coze™ 4 zade .0

Yn (2)
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Cvicenia.
1. Zistite, ¢i su nasledujice dvojice funkcif linedrne nezavislé, alebo linedrne
zavislé:
(a) sinh®z, cosh®z, pre kazdé = € R,
(b) cosz, sinz, pre kazdé r € R,
(c) 1+ =, 1+x pre kazdé x € R,
(d) e T pre kazdé x € R,
(e) sinz, tgz, v € (—F,%),
(f) sinz, [sinz|, x € (m,27),
(g) z|x|, 22, x> 0.

2. Vypocitajte vseobecné riesenie diferencidlnej rovnice:

(a) y"+3y —4y=0. [y(z) = Cie” + Cre™ "]
(b) ¥" =2y +2y=0. [y(z) =e"(Cicosx+ Cysinx)]
() v"+6y +9y=0. [y(z)=Cre " + Come 3|

3. Vyrieste zaciato¢né tlohy:

Y He 2 — 437
[y () = e (3cosx + 4sinz) |

_ 6, —x 1 4z7 .
=€ +5€ }

S
I

(a) y" + 5y +6y =0,y (0) =1,
(b) ¥ +2y +2y=0,y(0)=3,y(0) =
(C) y” - Sy/ _4y = 07 ’y(O) - _]-7 Y

—
@)

=
[\

—

<

—~~
8

~
I

4. Vypocitajte vseobecné riesenie diferencidlnej rovnice:

(a) " +2) — 3y =4+ + 4™
(0) = Cre 1 Cue b+ 400 3
(b) y" + 4y +4y =2 —sin3z.
[y( ) = Ce™2 + Chxe 2 4 22 169 cos3r + 2 169 sin3x + = ]
(c) y" + 2y — 8y = 3z cos 4.
[y( ) = C1e2® 4 Che™4 4 32 200 cosdxr + =L 1600 sin4x — %x cos4r + —x sin 4x }

5. Vyrieste zaciato¢né 1lohy:

(a) ¥+ 2y + 5y = 2sinz, y(0) =1, ¢’ (0) = 0.
5
i 5
(b) 4"+ 2y +y =sinz, y(0) =1,y (0) —0
Vieobecné riesenie D.R. : y (z) = Cie™™ — 5 cosx + Coxe™™
Riegenie ZU: y (z) = 37 + 3ze™ — Lcosz }

(c) y" + 3y +2y =sin3x, y(0) =0,y (0) =1.

sonie 717 _ 3w 3,2 1 9
Riesenie ZU: y (z) = 57" + 3¢ T35 SiN 37 — 135 08 37

Riesenie ZU: y (2) = Zsinz — fcosx + 2 (cos2z)e ™ + 2 (sin2z)e

[ Vgeobecné riesenie D.R. : y () = Zsinz — £ cosz + C (cos 2z) e + Cy (sin 22)

—x

[ Vgeobecné riesenie D.R. : y () = Cre™ — 155 sin 3z — 135 cos 3z + Coe ™" ]

e ]
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Laplaceova transformdcia.

Operacny pocet sa stal jednou z dolezitych ¢asti matematickej analyzy, povazuje
sa za abecedu automatizdacie. Metédy opera¢ného poctu sa pouzivaju pri rieSeni
obycajnych diferencidlnych rovnic a systémov obycajnych diferencidlnych rovnic.
Mozno ich v8ak pouzit’ aj pri rieSeni parcidlnych diferencidlnych rovnic.

Zékladom tzv. operacného poctu je bud’ Carsonova transformécia, ktord zo-
brazi funkciu f : R — C, f (t) na funkciu komplexnej premennej K (p) pomocou
formuly

K(p) =p / T et (1))

alebo integralna Laplaceova transformécia, ktora zobrazi funkciu f : R — C, f ()
na funkciu komplexnej premennej p - F'(p) pomocou formuly

CIf(1)]=F(p) = / T Ftyerar (2))

kde t je redlna premennd a p = « + i8 je komplexnd premenna.
Komplexng alebo reédlna funkcia redlneho argumentu f (¢) sa nazyva original
a jej obraz, funkcia komplexnej premennej F'(p), sa na nazyva Laplaceovym zo-
brazenim (transforméciou) funkcie f ().
Zo vztahov (1) a (2) je vidiet, ze medzi Carsonovou a Laplaceovou transforma-
ciou plati vztah
pF (p) = K (p).

Preto sa budeme zaoberat’ Laplaceovou transformédciou. Na oznacenie toho, ze
F (p) je Laplaceovou transforméciou f (t) , budeme pouzivat zapis F' (p) = L [f (1)] .
Pre kazdy z tychto symbolickych zdpisov budeme malymi pismenami oznacovat’
origindly, vel'kymi pismenami ich Laplaceove obrazy. Laplaceova transformécia je
charakteristickd tym, ze mnohym operdcidm s origindlmi f (¢) zodpovedajui om-
noho jednoduchsie operécie s ich obrazmi. Najskor definujeme, ¢o rozumieme pod
pojmom (Laplaceov ) original.

Definition 282 Funkciu f: R — C nazgvame (Laplaceovym) origindlom ak
1. funkcia f (t) je po castiach spojita,
2. f(t)=0pret <0,
3. existuje M > 0 redlne a o € R také, Ze plati odhad

F ()] < Me®, Wt e R (3))
MnoZinu vsetkgch origindlov oznacime symbolom A.
Ak je funkcia f origindl, tak hodnotu
ap = inf {a € R;|f (t)] < M,e™, Vi e R}

nazyvame indexom rastu funkcie f. Origindl f méa index rastu a = —oo, ak pre
kazdé o € R existuje konstanta M, s vlastnostou

|f ()] < Mae, ¥t € R.
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Example 283 Funkcia n: R — C definovand predpisom

0 ak t<O0
”(t):{ 1 ak t>0

nazgvand Heavisideova funkcia (funkcia jednotkového skoku) je origindl s indexom
rastu ag = 0, pretoze

n ()] < 1e*, Ya > 0, Vt € R.

Ak Tubovolni funkciu f : R — C vynésobime Heavisideovou funkciou 7, tak
dostaneme funkciu rovni nule na zdpornej casti redlnej osi.

Example 284 Ak n € N, tak funkcia f (t) = n(t)t" je origindl s indexom rastu
ag = 0. Vyplyva to zo vztahu
t'ﬂ
lim — =0,Va>0= |n(t)t"| <ee®,Vt >T = |n(t)t"| < Me™, Vt € R.

t—00 eozt

Example 285 Funkcia f: R — C, f (t) = n(t) ﬁ nie je origindlom, pretoZe v
bode t = 2 nemd konecnii limitu ani sprava, ani zlava, teda nie je splnend vlastnost’

(8) origindlu.

Example 286 Funkcia f: R — C, f(t) =n(t) e nie je origindl, pretoze
e’

lim — =00, Va € R,

t—s o0 e

¢o implikuje, Ze nie je splnend vlastnost’ (3) origindlu.

Teraz ukdzeme, ze podmienka (3) zabezpecuje absolitnu konvergenciu integralu
(2), ked’ Rep > ay.

Theorem 287 Pre kazdy origindl f (t) je zobrazenie F (p) definované vztahom (2)
v polrovine Rep > «ap, kde aq je index rastu funkcie f(t), analytickou funkciou,
pricom

F'(p)——/0 tf (t)e Pdt, Rep >y a lim F(p)=0.

Rep—> 0
Example 288 Ndjdite obraz Heavisideovej funkcie.

Solution 289 V priklade 283 sme ukdzali, Ze funkcia n je origindl s indexom rastu
ag = 0. Teda Laplaceov obraz bude existovat’ pre Rep > 0 a mdme

i) = /0 ety — [—%emK _ ]13. 0
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Vlastnosti Laplaceovej transformacie.
Theorem 290 (Linedrnost’ Laplaceovej transformdcie) Nech f(t),g(t) sd orig-
indly, L[f] = F a L]g] = G, potom pre kazdé X\, € C plati

LN (@) + g (1)) = AF (p) +9G (p).-

Theorem 291 (O derivdcii obrazu) Nech f je origindl s indexom rastu o, F =
L(f) an € N. Potom aj funkcia g : R — C, g (t) = t" f (t) je origindl s indexom
rastu ag a

Lf ()] = (=1)"F™ (p), Rep > ap.

Example 292 Ndjdite obraz funkcie f : R — C, f(t) =n(t)t", n=1,2,3,...

Solution 293 Podla predchddzajiicej vety o derivdcii obrazu si funkcie f: R —
C, f(t)=nt)t", n=1,23,... origindly s indexom rastu oy = 0, pricom

|

Lt"] :]%, Rep > 0.0

Theorem 294 (O posunuti v obraze) Nech f je origindl s indexom rastu «g, a € C
a L(f)=F. Potom funkcia

g:R—C,g(t)=e"f(t)
je origindl s indexom rastu oy + Re a, pricom
Le"f(t)] =F(p—a), Rep> ag+Rea.

Example 295 Ndjdite obraz funkcii f,h: R — C, [ (t) = e, h(t) = t"e™, n =
1,2,3, ...

Solution 296 Podla vety o posunuti v obraze mdame

L [eat} = p%a’ Rep > Rea.
n!

£lie) = -

, Rep > Rea.l]
a)?’H—l p

Example 297 Ndjdite obraz funkcii cost,sint.

Solution 298 Plati

it | it
Lcost] = L {i}

1 1 P
- Rep > 0.
2 (p—i+p+i> 21 P

et — et 1 1 1 1
Llsint|=L|——| = — - = ——— Rep>0.0
[sin ] { % ] 92 (p—i p—l—i) N ep

1
2




107

Theorem 299 (Veta o zmene mierky) Nech [ je origindl s indexom rastu o,

be RY a L[f] =F. Potom

CIf (bt)] = %F GRIGEN

Example 300 Ndjdite obraz funkcii cos (wt) ,sin (wt) , w > 0.

Solution 301 Plat?

1 2 p
L ) =——== = , Rep > 0.
[cos (wt)] B2 i1 P ep
podobne

w
w, Rep > 0.0

Posun v origindle.

Ak f : R — C je origindl s indexom rastu ap a 7 € R definujeme funkciu
fr : R — C vztahom f, (t) =n(t —7)f(t — 7).

Theorem 302 (Veta o posune v origindle) Nech f je origindl s indexom rastu ay,
T € R a L[f] = F. Potom aj posunutd funkcia f,, 7 > 0 je origindl s indexom
rastu g a plati

Lt —7)f(t =7)]=eF(p), Rep> ao.

Pomocou vety o obraze posunutej funkcie moézme dostat’ obrazy funkcii, ktoré
sa casto pouzivaju v elektrotechnike ako si napriklad kone¢né impulzy.

Example 303 Ndjdite obraz obdlznikového impulzu - funkcie f, ktord ma tvar

0 ak t<O0
ft)=< M ok 0<t<a
0 ak t>a

Solution 304 Funkciu f moZno vyjadrit’ v tvare
f&)=Mn(t—a)—n(t-0)], tcR

Potom M
Llf)]= " (e7 —e "), Rep > 0.0

Example 305 Ndjdite obraz lichobeznikového impulzu - funkcie f, ktord md tvar

0 ak t<a
MEs ok a<t<b
ft) = M ak b<t<c
M% ok c<t<d

0 ak d<t
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Solution 306 Funkciu f moZno vyjadrit’ v tvare

F(t) = g (b= a) (¢ — ) (¢ = D] + M [n(t =) = n (¢ o) +

(@)t =)=t )],

co prepiseme do takého tvaru, aby bolo moiné pouZit vetu o posune v origindle:

+

F) = g [t = an(t—a) = (=B (t = b) + (a— b)n(t — b)) +

+Mn(t=0) =n(t =]+

[—t=nt—c)+(d=-c)n(t—c)+{E—dn(t—d)].

Potom

LU =Fo)=" (Gt

M (eap —e P eI P
p

),Rep>O.D

Example 307 Ndjdite obraz sinusového impulzu - funkcie f, ktord md tvar
0 ak t<0

f@)=< sint ak 0<t<m.
0 ak T <t

Solution 308 Funkciu f moZno vyjadrit’ v tvare
f&)=n(t)sint+n(t—m)sin(t —m).

Potom

Lf®)]=F(p)=1+eT™) Rep > 0.0

1
pP+1
Obraz periodickej funkcie.

Theorem 309 (Veta o obraze periodickej funkcie) Ak f1 : R — C je nenulovd
po castiach periodickd funkcia s periodou T, tak funkcia f : R — C, f(t) =
n(t) f1 (t) je origindl s indexom rastu ag = 0 a plati vztah

T ot
cipy= LSO 10 5y

0 ak t<0
kde Fr je obraz konetného impulzu for : for () =< f() ek 0<t<T .
0 ak T<t

Example 310 Ndjdite obraz funkcie f : R — C, f (t) =n(t) |sint|.
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Solution 311 Funkcia f; : R — C, fi (t) = |sint| md periodu T = ©. PouZitim
predchddzagicej vety pre L[f] = F mame

I (p)

1—em’

F(p) = Rep > 0,

kde Fr je obraz funkcie f ) danej predpisom:
0 ak t<0
Jom () = sint ak 0<t<m
0 ak <t

V predchddzajicom 7?7 sme nasli obraz F; v tvare:

F.(p) = (1 + e_“p)

p2+1,Rep>O,

potom
1+e ™

L HSthH = (pg + 1) (1 . e_ﬁp)

, Rep > 0.1J

Example 312 Ndjdite obraz pilovitej funkcie f : R — C,

£t) = 0 ak t<0
|l a(t—kT) ak KT <t<(k+1)T,k=0,1,2,...

Solution 313 PretoZe:

0 ak t<0
fory () =< at ak 0<t<T .
0 ak T<t

mame

foy () =) =n(t =T)]at = atn(t) —a(t =T)n{t =T)—aln(t =T)

a
1 T
L |fom) ="Fr(p)=a {—2(1 —e ) — —e‘PT}
p p
potom
_ Fr(p) a1 Ter
F) =1 = o+ r—g ) Rep > 0.0

Theorem 314 (Laplaceov obraz radu) Nech f(t) € A , nech plati:
1) f(t) =) ant", ¥t >0,

n=0
2) Rad Z anlﬁ—frl konverguje v nejakom okoli nekone¢na. Potom pre Laplaceov

obraz F(p) QZE {f(t)} platt
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E a’?’L n+1 .

Example 315 Ndjdime LT f(t) = 2t

Solution 316 Mdme f(t) = Z(—l)”% Ked skimame konvergenciu radu
n=0
- (=1)"@2n)! .

Z 2n+1)p2n+1, tento rad konverguge pre |p| > 1. Potom F(p) =
n=0

2n+1 2"+1

ﬁ
[==)

%,pre Rep > 1.00

WK

i
[e=)

Theorem 317 (Veta o obraze derivicie) Ak f : (0,00) — C je k-krdt spojite
diferencovatelnd na (0,00) a jej derivicia radu k — 1 je po castiach spojite difer-

encovatelnd, pricom funkcie f, ', f", ..., f* D f®) s origindly s indexom rastu
ap, potom ak F (p) = L[f (t)], plati

L[fP D] =p"F (p) = p" 1 f (04) =p"2f 1 (04) = = fED (04).
Theorem 318 (O integrovant omgmalu) Ak f (0,00) — C je origindl s in-
dexom rastu ap a g : R — C, g (t fo s)ds, potom ak F (p) = L[f (t)],
platt

£{/Otf(s)d8}:¥,Rep>ao>O.

Definition 319 Nech f,g: R — R st po castiach spojité funkcie. Funkciu

/ f(s)g(t—s)ds, t € R
nazyvame konvoliuciou funkcii f, g.
Pre konvolu¢ny stcin plati
frg=gxf, [x(gxh)=(fxg)xh, fx(g+h)=Ffxg+[xh

Theorem 320 Nech f,g su origindly s indexami rastu g, 3,. Potom f x g je
origindl s indexom rastu v, = max{ao, By} a plati

L[(f+g) ()] =LI[f](p) £]g](p), Rep > max {ao, By} -

Example 321 Nech f,g : R — C, f(t) = e'cos2t, g(t) = e'sin2t. Ndjdite
(f*9g)(t) ajej Laplaceov obraz.

Solution 322 Pretoze (f * g) fo g (t — s)ds, dostdvame

t t
(f*g)(t)—/ escos2s-et_ssin2(t—s)ds—et/ sin2 (t — s) cos 2sds =
0 0
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1, [ : 1, .
=3¢ /0 [sin2 (¢ — 2s) +sin2t] ds = 3¢ tsin 2¢.
a pre Laplaceov obraz dostdvame
L Bett sin 21} =L [et cos 275} L [et sin Zt} =

- 2 2(p—1

(p=1*+22 (p—1)"+22  [(p—1)*+4]°

Inverzna Laplaceova transformdcia.

Medzi Fourierovou a Laplaceovou transforméciou je tizka suvislost’. Z teérie Fourierovho
integralu je zndme, ze ak f € M, potom v I'ubovol'nom bode, v ktorom je funkcia

f (t) spojitd, mozme ju vyjadrit v tvare

L R - 1 [ .
ft)= o /_Oo et {/_Oof(x) e“’”da:] dw = %/_OOF(U)) e“tdw,

kde F' = F (f) a ak je bod t = t, bod nespojitosti s kone¢nymi limitami sprava a
zl'ava, potom

f(t—i_)—;f(t_) — %/_Zeiwt [/_Zf(x)ezwxdx] dw = %/_ZF(W)eiwtdw,

Podmienka absolutnej integrovatelnosti funkcie f (t) na intervale (—oo,00), t.j.
existencie integrdlu [~ _|f (¢)| dt je velmi silnd, preto trieda funkcif, ktoré sa daju
vyjadrit’ Fourierovym mtegrélom nie je sirokd. Aj také jednoduché funkcie ako
napriklad f (£) = const alebo f (t) = n (t) nesplnaju tito podmienku.

Ak miesto funkcie f (t) uvazujeme funkciu f (t) e~**, pricom predpokladdme,
ze f(t) =0 pre t < 0, potom pre o > ap, kde o je index rastu funkcie f (¢) bude
integral [°|f (t) e~*dt| konvergovat’ pre siroku triedu funkeif a platf

1 00 oo ] )
_atf ( ) 27T / (/0‘ e—on'f(,]_)e—um‘d,]_) EZWtdw.

Vyrazy, ktoré sme dostali mozno zapisat’ aj inak. Ak polozime p = o + iw a
dw = %, tak dostaneme:
Plati vztah (my ho nebudeme dokazovat,, pretoze plynie z vlastnosti Fourierovho

integralu)
a+100
t e Pd Pt
ft)= Qm/am (/ f(r T)e D,

LIf ()] =F(p) = / " fr)e v

je Laplaceova transformécia, tak inverznd Laplaceova transformécia bude

odkial’ pretoze

a+100
) = — / F (p) e"dp.

2mi a—100

Cely tento postup teraz sformulujeme ako vetu:
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Theorem 323 Ak je funkcia f (t) origindl a F (p) jej Laplaceov obraz, potom v
lubovolnom bode plati

flH)+f0-) _ 1 /“*’“ F (p) ePdp.

2 B 2_7”’ —1400

Vetu uvddzame bez dokazu. Mozno ju ndjst’ v kazdej lepsej knihe o funkcidch
komplexnej premennej. Vztah pre inverzni Laplaceovu transforméciu z pred-
chddzajicej vety sa pouziva pri hl'adani Laplaceovej transformaécie iba zriedkavo.
V praxi je dolezité vediet, ¢i sa origindl zo zndmeho Laplaceovho obrazu da dostat’
jedinym sposobom. Z predchédzajicej vety plynie tvrdenie:

Ak je funkcia F (p) Laplaceovym obrazom origindlov f; (t) a fo(t), potom
sa tieto origindly rovnaju vo vSetkych bodoch spojitosti. Bez dokazu uvedieme
podmienky pre to, aby funkcia F'(p) bola Laplaceovym obrazom funkcie f (t):

1. F' (p) je analyticka funkcia na polrovine Rep = a > «y, kde «aq je redlna cast’
singuldrneho bodu funkcie F' (p), ktory lezi ¢o najviac vpravo.

2. limy, . F(p)=0

3. Funkcia F' (p) je absolitne integrovatelnd podla kazdej priamky, ktors lezi
v polrovine Re p = a > ayp, rovnobeznej s imaginarnou osou t.j.

a+100
/ |F (p) €| dp = A < o0.

—100
Origindly mozno néjst’ aj pomocou rezidui, ¢o tvrdi nasledujica veta:

Theorem 324 Nech F : C\{p1,...,p,} — C je analytickd funkcia a p1,...,p,
s izolované singuldrne body funkcie F s vlastnostami:

a) Reppy < apg, k=1,...,n

b) lim, . F(p)=0

c) F' je Laplaceov obraz origindlu s indexom rastu oy s vlastnostou

fH)+ (=)

£y =

,t€R.

Potom .

ft)=") res|F(p)e”], prekazdé t > 0.
i

Example 325 Ndjdite origindl f, ktorého Laplaceov obraz f md tvar

F(p) =

p(p——i—l)’ pE C\{—l,O}

Solution 326 Su splnené vsetky predpoklady vety o hladani origindlu pomocou
rezidui. 1zolované body su body —1, 0, teda origindl existuje a md tvar
ePt 0 [ ePt

= t T )
f0 = res [F@) ey [F ()] = lim, [ ey

] —eHt—1,t > 0.

Tak
f®)=n()(et+t—1),te R.O
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Example 327 Ndjdite origindl f, ktorého Laplaceov obraz f mda tvar

_ -2 p L
F(p)=e (p_l)(p2+1),p€C\{l,z, }.

Solution 328 V tomto priklade nemozeme pouZzit’ vetu o hladani origindlu po-
mocou rezidui, pretoZe predpoklad b) nie je splneny. Podla vety??? je funkcia
f@)=nt—2)gt—2), pret € R, kde g(t) je origindl k funkcii G (p), ktoru
definujeme vztahom

G(p) = p € C\{1,4,—i}.

P
(p—=1 @ +1)

Funkeia G splia uz vietky predpoklady predchddzajice;j vety, teda origindl existugje
a ma tvar

g(t)= res (G (p) "] + res [G (p) €] + res [G (p)e”] =

z=1 Z=1 Z=—1

(et — cost + sin t) ,

N | —

pre t > 0. Tak

ft) = %n(t—2) (e?—cos(t—2)+sin(t—2)),t€ R.O

Theorem 329 (Veta o rozklade) Nech F(p) je analytickd funkcia v okoli nekonetna

s Laurentovym radom F(p) = Z 2. Potom je F'(p) Laplaceovym obrazom funkcie

i ”1tnl

Example 330 Nech F(p)= —e P, Najdzte origindl.

n=1

Solution 331 F(p) = %Z n,p Z n, —L . Potom f(t) =
n=0

n=0
oo

n 1
nlnl

n:()
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Cvicenia.

V tlohéach 1 - 17 ndjdite Laplaceov obraz funkcie f, ak f je origindlom
L. f(t) =2e¥ 4 e + 6> — Tt + 5.

[ _ 2 1,63 _ 7 .5

F) =2+ - E

2. f(t) = sin (5t) + 2 cos (3t) — sinh t 4 cosh (2t) .

[ 2
_F (p) = p2i25 + p2_1~7_9 - p21—1 + p2p_4:|

3. f(t) =sin®(at), a € R. [F (p) = pz_]

(p?+4a?)
4. f(t) =sin(at) - cos(at), a € R. [F (p) = m}
5. f(t) =sin(at) - cos(bt), a, b€ R, a #b.

i B a<p2+a2—b2)
_F (p) = [P>+(a+b) |- [p2+(a—b)?]

6. f(t) =a' +sin(wt+ ).

w

_F (p) = pjna + GEroTy COS P+ prioe sin <p]

7. f (1) =sinh (31) . [F (p) = 5]
8. f(t) = et . sinh (3t) . [F (p) = ;]

9. f(t)=a,a>0. [F(p):m]

10. f(t) = ta', a > 0. [F(p)— 1 }

"~ (p—Ina)?
11. f(t) = e* - cos (3t) - cos (4t) .

1 p—2 1 p—2
F(p) = e 5(p—2)2+1]

12. f(t) = e’t+et-sin (2t). [F (p) = pﬁ + m}

13. f(t) = t*cos (3t). [F (p) = 2(2213?5’?}

_ 42 —5t _ 2+2p+3p? 1
14 f() = 42043+t [F(p) = 2280 4 L]

15. f(t) =t (cos(2t) + e~ - sin (2t)).

_ _p*—4 4(p+1)
Fp) = wro? T [(p+1)2+4]2]

42,3t : _ 2 12p%—16
16. f (1) = (e +5in (2)). [F(p) = 2 + 2210]
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17. f(t) = f(f sin (wT) d. [F (p) = m}

V tlohéch 18 - 20 pouzitim vety o posune v origindle néjdite Laplaceov obraz
funkcie f :

O 0 < t < b ef(pfa)b
18.f(t):{eat th [p—a]

19 @) £ =n(0)(t—27 [5-5+1]
(b) f(t) =n(t—2)(t—2)". [e—2p§_;]

(c) f(t)=n(t-2)t. [6*21”;% + 6*2101% + @*210‘_1}

p
0 t <0
. - e 2P
20. f(t)=< sint t€(0,%) [”J;BW }
1 >z

V dlohéch 21 - 22 néjdite Laplaceove obrazy kone¢nych impulzov

0  t¢(1,4) ) 1
21. f(t)=¢ t—1 teg,?) -[(ep—TﬂLz)pz}

)
; : [(efp — e — e 4 e7P) #}
)

V dlohdch 23 - 24 n&jdite Laplaceov obraz periodickej funkcie

1 t e (2km, (2k + 1)

_ ) _ 1—e~Pm
23. f(t)—{ 1 ote(@h+1)m@k+2)m) T OL2e Fa=l

p(l4e=PT)

24. f (1) = [sin (wt)], w € R". [ “(He—mpﬂ)]

(p2+w2)<1—e o
V dlohdch 25 - 27 néjdite konvoluény sicin funkcii f, g :
25. f(t)=t, g(t) = cost. [1 — cost]
26. f(t) =12, g(t) = 3. [g]
27. f(t) =e" g(t) =1—at. [t]
V 1lohéch 28 - 36 n4jdite origindl k funkcii £ :

28. F(p) = 24 [f(t) = 1+ 2e7t 4 3e2]

T opP-pi-2p°

29. F(p) = % [f (t) = —2te! + 7]
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

F(p) = %. [f(t)=e"—etcos (2t) + 3e~'sin (21)]
_ —2p3+2p+5 1t 1 1
Fp) = sprm e [ (1) = e sint — 57" + e]

0 t<0
{f(t):{ t—k te(kk+1),k=0,1,...

F (p> - p(1+ifap)7 a€RY
0 t<0
f)y=<1 t € (2ka, (2k + 1) a)

0 te((2k+1)a,(2k+2)a), k=0,1,...

F(p) = 5o s:
[f (t) = 55 (—2sin (3t) — 3cos (3t) + 3¢*)]

F(p):]ﬂLHij(lee’”p).

f(t):{ 1 t e (0,m)

2—cos(t—m) t>m
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Aplikacie Laplaceovej transformacie

Riegenie linedrnych diferencidlnych rovnic s konstantnymi koeficientami.

Aka,e C, k=0,1,...,n;a, #0,b, € C, k=0,1,...,n— 1 si dané komplexné
konstanty a f : R — C je po Castiach spojitd funkcia, mézme sformulovat’
zaGiatoent tdlohu - ZU ako problém néjst riesenie obycajnej diferencilnej rovnice

ape™ () + ap 2"V (1) + - ard! () + agr () = f (1) ((1)
pre t > 0, ktoré bude spiﬁat’ podmienky
2 (04) = b, 2’ (04) = by, ..., 2"V (04) = b,y ((2))

7 teérie obycajnych diferencidlnych rovnic vieme, ze ZU (1), (2) mé jediné riese-
nie. Thito tdlohu mozno riesit’ aj pomocou Laplaceovej transformécie, ak budeme
predpokladat, ze funkcia f (t) je origindl. Potom aj riesenie - funkcia z : R — C,
ktori rozsirime nulou pre ¢ < 0 so svojimi deriviaciami do rddu n st origindly. Toto
plynie z faktu, ze

xU)(t):ij{bﬁ/ot%((;)dT] o (), 7=0,1,...,n—1

kde {4, ..., ¢, } je bdza vektorového priestoru rieseni rovnice (1) s nulovou pravou
stranou:
an ™ (1) + ap_1 27V () 4+ -+ @y’ (t) + agx (t) = 0

a
1 (1) @y (1) o (1)
1 (1) 5 (1) w (2)
W (1) = 1 2:
n—1 n—1 n—1
AV e () A0
¢y (t) P () 0 @y (t)
1 (1) 5 (t) 0 o (1)
Wi (t) = : : : : . : ’
n—1 n—1 n—1
R O I S O RS O NNl ()
pri¢om stipec pravych stran sa nachddza v k-tom sﬂpci. Funkcie ¢, k=1,...,n
st origindly, pretoze majui tvar ¢ (t) = t%”, kde «, 3 si vhodné konstanty.
Riesenie = spolu s derivdaciami do rddu (n — 1) dostaneme z funkcii ¢y, ..., ¢, f

pouzitim operécii, ktoré zachovavaji exponencidlny rast, to znamend ze funkcie
z, 7', ..., 2" sd origindly. Funkcia (™ je tiez origindl, pretoze sa da vyjadrit z
rovnice (1) v tvare

™ (t) = a;? [f (t) — nziaka:(k) (t)] ,t>0.

k=0

Potom aplikdciou Laplaceovej transformdcie na tlohu (1) s vyuzitim podmienok
(2) dostaneme

an [pP"X (p) = p" "o — p" by — -+ — pby_o — by1] +
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+an_1 [p”_lX (p) — p" 2bg — p" by — -+ — pby_3 — bn_Q] +
+ay [pX (p) — bo] + a0 X (p) = F (p)
kde F' (p) = L[f (t)] a X (p) = L[z (t)] . Riesenim tejto algebrickej rovnice dostaneme

F(p) 1 Py (p)
Qn(p)  Qulp)

V poslednom vyraze je Q,, (p) charakteristicky polyném rovnice (1) n-tého stupia a
P,_1(p) je polyném najviac (n — 1) stupna. Pouzitim vety o konvolicii dostaneme
origindl v tvare

X(p) =

/f g(t—s)ds+h(t), t >0,
kde

Example 332 Rieste zaciatocni tlohu:
2" — 22" + 51 = €' cos 2t, v (0+) = Oy, 2’ (0+) = Cs.

Solution 333 Pouzitim vztahu X (p) = L[z (t)] dostaneme L [z’ (t)] = pX (p) —
Cy, L[z" (t)] = p*X (p) — pCy — Cy. L e’ cos2t] = (p_plﬁ. Aplikdciou Laplaceovej
transformdcie na rovnicu dostaneme:

p*X (p) — pOy — Cy — 2[pX (p) — C1] +5X (p) = ﬁ,

odkial
p—1

X (p) [p* —2p+ 5] :m

+pCl + C2 — 201
co ddva
p—1 p 1

T e e

X(p) =

Aplikdciou vety o inverznej transformdcii alebo vety o konvolicii dostaneme:
1 -1
L [(Ztet sin 2t>} = P 5 5
[(p—1)" +4]

e [Cox)

co implikuge, Ze

1
z(t) = Zte sin 2t + Cye’ cos 2t + (Cy — 26’1) —e'sin2t.0
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Laplaceovu transformédciu mozme pouzit’ pri rieSeni obycajnych diferencidl-
nych rovnic s konstantnymi koeficientami, ktorych prava strana ma tvar posunutej
funkcie alebo tvar kone¢ného impulzu. Uvazujme teda zaciato¢ni tdlohu:

an ™ () + a2 () + -+ @’ (t) + agx (1) = f (1)
pre t > 0, ktoré bude spiﬁat’ podmienky
2 (0+4) = by, 2’ (04) = by, ...,V (04) = b1,
t.j. ZU (1), (2) s pravou stranou tvaru:

F@O=n=7) it =71) + -+ 0 =70) [ (t = 7%) ((3))

kde funkcie fi,..., fx si origindly a 0 < 71 < --- < 7. Pouzitim Laplaceovej
transformécie na tito ZU dostaneme:

Qn(P) X (p) = Poi(p) =€ PF (p) + -+ e T F (p).

odkial
=——=+e PG (p)+ -+ e PG (p),

kde

F.
Gj:Q—;,j:Lz...,k.

Pouzitim 7?7 dostaneme origindl v tvare
r(t)=ht)+nt—T)t—71)+ -+t —78) g (t — 1),
pricom
Pnfl

L[h]:Q—,ﬁ[gj]ZGj,jzl,Q,...,k.

Example 334 Ndjdite riesenie ZU:
0 pre t<0

" +4x = f(t), 2 (0+) =1,2"(0+) =0, kde f(t)=4 cost pre 0<t<% |
0 pre t> g

Solution 335 Pouzitim vztohu X (p) = L[z (t)] dostaneme L [z’ (t)] = pX (p) —
1, L[x"(t)] = p?X (p) — p. Pravi stranu rovnice mozno zapisat’ v tvare

f(t):cost[n(t)—n(t—g)] :n(t)cost—l-n(t—g)sin(t—g),

__ P -py
LW =5 g +e ™y

Aplikdciou Laplaceovej transformdacie na rovnicu dostaneme:

s
+e P2

2X (p) — p +4X (p) = —~
p°X (p) —p+4X (p) P EERE
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t.j.
_ p ., |
X = w9 P+ 1) (7 +4)
teda
x(t):xl(t)+x2(t)+77<t—§)m3<t—§>,
pricom
Ll ()] = 2 Ll ()] = g L]z (0] = !

p*+4

PretoZe platt

P Ll p 1 p
(p2+1)(p*+4) 3p*+1 3p>+4
a
1 101 11
(P2+1)(p2+4) 3p2+1 3p2+4’
tak
(1) = cos 2%, 25 () = - cost — ~ cos 2, w3 (1) — ~ cost — L cos 2t
T = COS T = — COST — — COS X — — COST — — COS
1 y &2 3 3 s 43 3 6
a

1 2 1 1
x(t) = gcost—l—gcos%—kn(t—g) ksin(t—%) _681112(15_%)} -

V elektrotechnike sa casto stretdvame s tlohou riesit’ obycajnui diferencidlnu
rovnicu s periodickou funkciou na pravej strane.

a2 ™ (£) + ap12® D () + - + a7’ () + aox () = 1 (t) f (£) ((4))

€ (0+> = bOa xl (0+) = b17 s 7'%.(”71) (O+) = bnfl ((5>)
s periodickou funkciou f, f (t) = f (t + T) . Riesenie takejto ZU hladdme v tvare

r(t)=yt)+=2(t),t>0;
kde y je periodické riesenie rovnice (4) a z je riesenim 7ZU
an 2™ (1) + ap_ 12"V () + -+ a2 (8) + apz () = 0,
s podmienkami
2(04) = co, 2 (04) =1, ..., 2"V (0+) = ¢pq,

kde
c;=0b; —y P (0+),j=0,1,...,n—1.

Skiimajme teda najskor ilohu

4 (1) ey (1) /() oy ()= () F (1), ((6))
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kde f: R — C je funkcia s periodou 7', t.j. f(t+T) = f (t) a my hl'addme riese-
nie y (t), tak aby platilo y (¢) = y (t + 1) pre kazdé t > 0. Aplikdciou Laplaceovej
transformdcie na rovnicu (4) dostaneme

_Pap) Fr (p)
Qn (p) Qn <p> (1 - e_pT)7

kde Y (p) = Ly (t)] a Fr (p) je Laplaceova transformacia funkcie fior (t), ktord
je definovand vztahom

Y (p)

f (1) = 0 pre t<0,T<t
O = f(t) pre 0<t<T

a P,_1 (p) je zatial’ nezndmy polyném rédu n—1, ktorého koeficienty volime tak, aby
funkcia y (t) bola periodicka. Ak preformulujeme posledni rovnicu, tak dostdvame:

- 1 Fr(p) s Pn;@
Y0 = 1 oo 0 )
t.J.
’] G (v)
Y (P) = 1_ el
kde
G (p) = Fr (p) + (1 . 6—pT) Po1(p)
Qn (p) @n (p)

a nech G je Laplaceova transformdcia funkcie g, G (p) = L[g (t)]. Origindl z (¢)
bude periodickd funkcia s periodou 7' vtedy a len vtedy ak ¢ (¢) = 0 pre kazdé
t > T. Potom podl'a vety o obraze periodickej funkcie x (t) m4 tvar

B g (1) pre 0<t<T B
y(t)_{ g(t—kT) pre KT <t<(k+1)T  F=1h2

Example 336 Ndjdite periodické riesenie ZU
+x=f(t),t>02(0+)=0

s periodickou pravou stranou f : (0,00) — R definovanou

_ t pre 0<t<1 B
f(t)_{t—k pre k<t<k+1 yk=12,...

Solution 337 Funkcia f je periodickd s periodou T = 1. Riesenie ZU budeme
hladat v tvare x (t) =y (t) + 2 (t), t > 0 kde y (t) je riesenie ilohy

y' +y=f(@); yt+1) =y (), y(0+)=B,¥t>0
a z (t) je riesenie ZU

2'+2=0; 2(0+4)=—-B; t > 0.
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Riesme najskor prui tilohu. Ak oznacime

fony @) =tn@) —nt-D]=tnt) -t -Dnt-1)-n(t-1),tcR,

tak
1 1
filp)==(1—e?)——-e?
1< ) p? ( ) D
apreY = L[y] s podmienkou y (0+) = B, kde B urtime tak aby riesenie y (t) bolo
periodickou funkciou, dostaneme

B n 1—e?—pe™®
Cptl PP+ (1-e?)

Y (p)

1 B, 1 G(B o, 1
= — € =
l—e?[p+1 p2(p+1) p+1 p*(p+1) plp+1)
1 B+1 1 1
— + + — — = _e—P i_i_l :&7
l—e?|\p+1 p2 »p p+1 p? l1—eP

B+1 1 1 B 1
G = R _ __ P - J—
®) <p+1+p2 p> ‘ <p+1+p2)

a origindl g (t) musi byt takd funkcia, 2e g (t) = 0, pre t > 1. Origindl g (t) md tvar

kde

gt)=(B+1)et+t—1—-n(t-1) [Be_(t_l) +t-1].
Potom pret > 1 dostaneme:
gt)=B+Det+t—1—Be "V _t4+1=e'[B(l—e)+1],
odkial’ dostavame

1

B = ,
e—1

teda periodické riesenie prvej rovnice ma tvar

1—t
- +t-1 re 0<t<l1
y(t) = ek+le—_tl P N ) k: 152a"'
— tt—k—1 pre k<t<k+1
Teraz vyriesime druhi tlohu. Jej riesenie md tvar
(t) Lot > 0
z(t) = e .
l—e
Potom riesenie povodnej ZU bude mat’ tvar
et+t—1 pre 0<t<l1
z (t) {ek:_%etl—t—k—l pre k<t<k+1 ’ T
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RieSenie systémov obycajnych diferencidlnych rovnic.

Metédu, ktori sme pouzili v predchadzajicej ¢asti pri rieSenf zaciato¢nych tloh je
mozné aplikovat’ aj v pripade systémov obyc¢ajnych diferencidlnych rovnic s kons-
tantnymi koeficientami. My sa obmedzime iba na rieSenie systémov obycajnych
diferencidlnych rovnic prvého rddu tvaru:

2y () + an1zq () + arezy (1) + - - +arpx, (1) = f1(t)
() + an@y () + agoy (1) + - Fazw, (1) = f2(1)
(1) + ap1xy () + anoxy () + -+ - + appz, (1) = fn (1)
so zaciatocnymi podmienkami
€ (0-'-) :bj, j = 172,...,7’L

Zapredpokladu, ze fi, ..., f,surovnénule pret < 0 aak X; = L[z, F; = L [fj],
7 =1,2,...,n dany systém diferencidlnych rovnic transformujeme na tvar

(p+ all)X1 + CL12X2 + -+ alan = F1 + b1
an Xy + (p+ax)Xy+ -+ amX, = F5+ by

aanl +an2X2+ i (p+ann)Xn = I, +0by

Pretoze determinant systému je rovny nule iba v kone¢nom pocte bodov, moézeme
tlohu riesit’ pomocou Cramerovho pravidla. Potom dostaneme

Dy (p)

;= ,J=12....n
7 D(p)
kde
(p + (111> a19 Ce A1p
921 (p + a22> e QAon,
D (p) = : . .
an1 an2 s (p + ann)
a
(p+a11) a12 F1+b1 QA1n
a21 (p—i—a22) Fg—l—bg Qon,
D; (p) = . . : : . :
(1 (n2 cee By b, o0 (ptan)

Origindly dostaneme pomocou tych istych metéd ako predtym.
Example 338 Rieste ZU:

r'—y =2, z(0+)=0
y' —x =t y(O0+)=1"
Solution 339 Ak oznacime X = Lz|, Y = Ly|] potom aplikiciou Laplaceovej
transformdcie dostaneme
pX =Y
- X+pY =

R
| hSHIN]
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odkial
. p -1 .2
2 -1 1
D = p :1+—7
l(p) 1%_1 p‘ pg
2
D = 3
Dgpz' ! ‘Z——p,
W) =1 S=1] p
odkial )
p?+1 1 1 1
X)) =53 S R
p?(p?—1) PP p—1 p+1
3 — p? 3 1 1
Y(p)=—FF=—""+—"7+—
(») p(p*—1) p p—1 p+1
a

w(t)=—t+e =€, yt)==3-e"+e,t>0.0
Example 340 Rieste ZU:

Ty + 2z, +x, =sint, z;(0+)=0
rh—4x, —2r, =cost, x,(0+)=1

Solution 341 Ak oznatime X, = L [x1], Xy = L [x2] potom aplikiciou Laplaceovej
transformdcie dostaneme

P+2) X, +X, =——

p2+1
odkial
| pt2 1 9
- 1 p? +3
D — p?+1 S
P+2 o p*+3p2 +3p+6
DQ(p): 4 p +1 = D) 1 )
p?+1 P+
odkial )
p°+3 3 2
X = - 3 ,
1 (P) pPp?+1) p? pr+l
3 2
p’+3p +3p+6 3 6 P 1
X2(p): 57 5 1 :—+—2—2 > 1—3 > 1
p*(p*+1) p P+ p?+
a

xq (t) = =3t +2sint, z,(t) =3+ 6t —2cost — 3sint, ¢t > 0.0
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Riesenie integrodiferencidlnych rovnic.
Skiimajme linedrnu diferencidlnu rovnicu prvého radu s konstantnymi koeficien-
tami:

asx’ (t) + ayz (t) + ao/o z(s)ds=f(t),t>0 (7))

x (0+) = by ((8))

Ak je funkcia f diferencovatelnd, potom tlohu (7), (8) mézme preformulovat
na zaciato¢nu tlohu s diferencidlnou rovnicou druhého radu:

azz” (t) + arz’ (¢) +agz () = f'(¢),t >0

f (0+) — albg ‘

z (04) = by, 2’ (0+) = .
2

Takito tlohu uz dokdzeme riesit. My vsak pomocou Laplaceovej transformdcie
vieme tlohu (7), (8) riesit aj priamo, pricom ak F' = L [f] dostaneme

X
aQ(pX—bo)+a1X+a05:F(p),Rep>O

£.j.

asp? 4+ a1p +ag’

odkial’ origindl urc¢ime beznymi metédami.

Example 342 Rieste ZU pre integrodiferencidlnu rovnicu:
t
:U’(t)+2:v(t)+2/ z(s)ds=1,t>0, x(0+) = 0.
0

Solution 343 Nech F (p) = L|[f (t)]. Aplikaciou Laplaceovej transformdacie dostaneme

X)) _1
pX (p) +2X (p) + 2 y 5

odkial mame
1 1

S PP42p+2 (p+1)P41

Origindl teraz mozno urcéit’ pomocou elementdrnych pravidiel a dostdvame:

X (p)

x(t) =e 'sint. O
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Cvicenia.
V 1dlohéch 1 - 11 vypocitajte pomocou Laplaceovej transformécie rieSenie zacia-
tocnej tlohy:

L 2" (t) 4+ 22" (t) + 52’ (t) = 0,  (0+) = —1, 2’ (04+) =2, 2" (0+) = 0.
z(t) = —% — 2e7cos (2t) + 2e" sin (2¢)]

2. W () + 22" (t) + 2 (t) =1, 2 (0+) = 2/ (0+) = 2" (0+) = 2™ (0+) = 0.
t) = 1—cost—%smt]

t) — 32’ (t) + 2z (t) = €%, x (0+) = 2/ (0+) = 0.

t) t e2t + 1e3ti|

=23, 2 (04) =2/ (0+) = 0.

7. 2" (t) + 42’ () + 4z (t) = 3 2 (04+) = 1, 2/ (0+) = 2.
:x () = e 2 (1 At %)]

8. 2" (t) — 2" (t) =sint, z (0+) = 2/ (04) = 2" (0+) = 0.
z(t)=—-1—t+ 1"+ 1(cost+sint)]

[p@) =1—e"=nt=2)(1—e )]

0 t<0
10. 2" ()+22 () 4z (t) = f (), 2 (04) = 2/ (04) =0, f (t) = { t te(0,1)
1 t>1
[z(t)=—2+t+2e +tet —n(t—1)[-2+(t—1)+2e D+ (t —1)e -V]]
0 t<0
11 2" (t)+x ()= f(t), z(0+) =1, 2 (04+) =0, f(t) = { b te(0,a)
2b t>a

[x(t)=n(t)[b+ (1 =b)cost]+n(t—a)[b—becos(t —a)]]
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