1 Funkcie viacerych premennych.

1.1

Defini¢ny obor funkcie.

V cviceniach 1 - 31 n§jdite a nacrtnite definiény obor danych funkcif:

L. f(z,y) = /2> +y*> —r? kder > 0jeredlneéislo. [D(f) = {(z,y) € R?% 2%+ y* > r?}]
2. g(z,y) = \/ﬁ, kde r > 0 jeredlne éislo. [D (g) = {(z,y) € R? 22 + y* < r?}]

3. f(z,y) =In(~z—y). [D(f)={(x,y) € R* = < —y}]

4. g(z,y) =arcsin . [D(g) = {(z,y) e R% >0, =z <y <a;2 <0, —z >y > z}]

5. 1) = (£22)" . [D() = {(09) € R 0 <a? 42 < 20}

6. f(z,y,2) =In(1—2?—y>+22). [D(f) = {(z,y,2) e R} 2% + ¢ — 2% < 1}]

7. f(zy) = V2 — 22+ (6 + 22— y?) . [D(f) = {(z,y) € R% 4> —2® > 0A6+ 22 — y2 > 0}]

8. f(,y) = griyz-tarccos(92°+16y°). [D (f) = {(z,y) € R% 0 < 92° + 16y> < 1}]

9. f(z,y) = \/%+arcsin(:r+y). [D(f)={(z,y) eR*}zy>0Az+ye(-1,1)}]

10. f(z,y,2) = /9 — 22 —y2 — 22+In (=22 — 9> + 22) . [D(f) = {(z,y,2) e R} 9> 2% + 32 + 22 Aa? + ¢
11 f (z,y,2) :arcsm(m +y2—2). [D(f) ={(z,y,2) e R? =1 <a® +y* — 2 < 1}]

12. f (z,y,2) = arccos (2z — 1)++/1 — 42+ /y+ln (4 — 22) . [D (f) = {(z,9,2) e R} 0 <z <1A1—y? >0
13. f(z,y) =22 +y2 =1+ (9—22 —?). [D(f) = {(z,y) e R} 1 < 2% +y% < 9}]

4. f(z,y) =yzv. [D(f) = {(z,y) € R* = > 0,y # 0}]

15. f (2,y) = aresin [2y(1+22) = 1] [D(f) = {(2.9) e R% 0 <y < Lo }]

16. f (2,y) = V2 +2y — 5. [D(f) = {(w.9) € R 2w 2 2,(y - 1) < 2(x — 2)}]

17, f(2,y,2) = ;%5 [D(f)=R*—{(z,y,2) eR* 2R, ycR, z=y}|

18. f(z,y,2) = VA —22 —y2 —22. [D(f) = {(z,y,2) € R®; 2% + y% + 2% < 4}]

19. f(z,y) = (arcsm(1+em+y),1_f_y). (D (f) = 0]

20. f = (In(z +y),aresin (1)) . [D(f) = {(z,y) eR{ 2 +y>0N1 -z <y<1+a}]
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22.

23.

24.

25. f

26.

27.

28. f

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.

37.

f(z,y) = (arcsin[2 + /z +y],In(z +y)). [dany predpis nie je funkciou,
pretoze fi neexistuje]

f(zy)=In(zln(y—2)).[D(f)={(z,y) eR* (z>0Ay>1+z)V(z<0Ahz<y<z+1)}]
f (2,y) = aresin (& ) +aresin (1 - y) . [D () = {(z,9) € R —y* <z <y? A0 <y <2}]
)=Vt =1+ (2-5 - %) [D() = {@y eR% P+ 2105 + 1 <1}
f (z,y) = y+arccos z+arcsin(z+y). [D(f) = {(z,y) e R} -1 <z <1, -1-2<y<1-—a}]
f(z,y) =In(zsiny)+yysinz. [D(f) = {(z,y) € R* xsiny > 0 Aysinz > 0}]
f(@y,2) =A—2z—22 —y2+In (22 + 32 + 2% — 4)— ¢z {D(f):{(x,y,z)eR?’; VA—22 92 <2<
Flay,z)=/(2-2?—y2—2) (=22 —y?). [D(f) = {(2,9,2) €R?; (: <2 2" —y? Az > 2 +4°)

f(zy,2)=+1—-2% —y? +22+W [D(f) = {(z,y,2) e R} 2? +y* — 22 < 1}]

fzyy,2) = \/arcsin (IQZW) {D(f) = {(m,y,z) cR30< \/Wg zH

V cviceniach 32 — 35 pre dand funkciu: a) ndjdite a nacrtnite defini¢ny
obor, b) zistite, ¢o je grafom funkcie a na¢rtnite ho

flzy)=v1-2—y2 [D(f) = {(z,y) € R* 2° +y* < 1}]

f(@y) = e [D(f) = {(z,y) € R? (z,y) # (0,0)}]

flzy) = Va2 +y? — 2z +4y — 4. [D(f):{(a:,y)ERQ; (x—1)2+(y 2) >9H
I (ey) =392 =32 [D(f) = {(a,y) € R a? +? <0}]
Dan4 je funkcia f (z,y) =4 — 2% — y?

(a) nacrtnite jej graf a zistite, ¢i je ohrani¢end

(b) nacrtnite graf ziizenia f ak A = {(z,y) € R% |z| < 1,]y| < 1}.

Dand je funkcia f (z,y) = /222 + 4y?. Nacrtnite graf zizenia fa, fp ak

(a) A={(z,y) € R? 22 + 49> < 1}
(b) B={(z,y) eR* |z| <1,ly| <1}.



1.2

1.

10.

Limita a spojitost’ funkcie.

Dodefinujte funkeiu f (z,y) = 3

_\"/”% tak, aby bola v bode (0, 0) spojitd.
[£(0,0) = —6]

. Dodefinujte funkciu f (z,y) = >ty tak, aby bola v bode (0,0) spojitéa.

z2—y2

[Funkcia sa nedd dodefinovat’ v (0,0) aby bola spojit4]

. Dodefinujte funkciu f (z,y) = T tak, aby bola v bode (0,0) spo-

z2y?+z—y )
jitd. [Funkcia sa nedd dodefinovat’ v (0,0) pretoze lim, ). (0,0 m

neexistuje - po priamke y = x je limita lim,_, i—i =1,poosiog tj. y=0
je limita lim, o 2 =0 ]

. Dodefinujte funkciu f (z,y) = 2=+l V;’/Wl tak, aby bola v bode (0, 0) spojitd.

[£(0,0) = 3]

. Dodefinujte funkciu f (z,y) = mgfyz tak, aby bola v bode (2,2) spojité.

zi—y

[/ 2.2) =%

. Dodefinujte funkciu f (z,y) = (22 + 3y) cos % tak, aby bola v bode (0, 0)

spojitd. [Funkcia sa dd dodefinovat’ v bode (0,0) f(0,0) = 0.]

. Dan4 je funkcia f : R?> — R predpisom

e y):{ T @) £0,0)
| 2 (z,y) = (0,0)

Zistite, ¢i je v bode (0,0) spojitd. [Je spojitd.]
Dand je funkcia f : R? — R predpisom
sin(6zy)
—=L (z, 3,0
k ($7 y) -
Urcte ¢islo k aby funkcia bola v bode (3,0) spojita. [k = 18]

Dand je funkcia f : R? — R predpisom

xy
0 (z,y) = (0,0)
Zistite, ¢i je v bode (0,0) spojitd. [Nie je.]
Dand je funkcia f : R? — R predpisom
e (ey) #(0,0)
f(x,y) _ T3 1y? Y )
0 (2,9)=1(0,0)

Zistite, ¢i je v bode (0,0) spojitd. [Nie je.]



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Danad je funkcia f : R? — R predpisom

Zistite, ¢i je f spojita. [Je spojitd vsade s vynimkou bodu (0,0) ]

_ry
Fen={ 7

V prikladoch 12 — 30 vypocitajte limity ak existuju:

lim () —(0,0)

lim g ) —(1,-6) ~ 77 y73

13 3

gz (0]

(z+y)?—25

. [-10]

2 . .
lim ;) (0,0) % [neexistuje]

lim, ) (0,0) COS ﬁ [neexistuje]

lim(w)y) —(2,3) % . [neexistuje]

lim (g y)—(0,0)

lim (5 4)—(0,0)

2xy [
zy+2z—y "’

T4y

=y

neexistuje]

. [neexistuje]

3 2 . .
lim 5, ) — (0,0 wf’Tyg [neexistuje]

lim (g y)—(2,3)

1im({1},y)*>((),(])

im gy, 2)— (1,1

1im(m,y)*>((),())

@ oy ool
2oV (1)
Ty c L4

sin(z+y—z—1
(z+y - ) (1]

11) TH+y—z—

12+y2

Va—z?—y2-2°

[4]

1

hm(m,y)%(o,o) (m2 + y2) sin = [0]

lim g ) — (4,0

1
lim(m,y)H(O,O) (1 + 2 + y2) wZ4y? [6]

hm(zvy) —(=2,1) Zzy+2y2+6y "

lim (5 4)—(0,0)
lim () (3,4)

lim (g y)—(0,2)

tg(zy)
=714

(2z+y)%—9

2+y2

zy*

(=3l

o . [neexistuje]

4—+/x+3y+1
15—z—3y

3y2 —3zy—6y

1—Vz—y+3 °

- [5]

[12]



1.3 Parcidalne derivacie.

V tilohdch 1 — 5 st dané funkcie f : R?> — R. Zistite, ¢i st diferencovatelné v
bode (0,0), ked’

74y T
1. f(z,y) = { Vg2 +1-1 (z,y) # (0,0) . [nie je]
1 (z,y) = (0,0)

2. f(z,y) = \/|zyl. [nie je]
3zy , 0,0
3. flz,y) = { V2zttyt v # EO 0; . [nie je]

] x, 0,0
4. f(z,y) = { Vaity? (@9) i E0,0; . [nie je]

e d EE @y A0
5. f(z.y) { 5 (zy) = 0)'[ je]

6. Dan4 je funkcia f: R3® — R predpisom

f(z,y,2) = \;%% (z,y,2) # (0,0,0)
'Y 0 (z,y,2) = (0,0,0)

Vypocitajte parcidlne derivdcie v bode (0,0,0) a zistite, ¢i je funkcia v

bode (0, 0,0) diferencovatel'nd. [% (0,0,0) = oo, % (0,0,0) = —o0, az (0 0,0) neexistuje; nie je diferer

V tlohéch 7 — 10 pomocou definicie vypocitajte parcidlne derivécie funkcif
v bode a, ked' f a a sid dané:

7. f@y) = (e +y)sin(@+y), a=©0m). |3 0.m) = —m 5 (0.7) = ]

8. f(z,y) = 4a® — 2% + 3xy® + 5y, a = (1,2) . [% (1,2) =24, % (1,2) = 9}

9. f(z,y) =22 -2z +y2 —4dy+5,a=(1,2). [% (1,2) neex1stuje (1 2) neexistuje}

0 (z,y) = (0,0)
V dlohéch 11 — 17 vypocitajte parcidlne derivicie, gradient a diferenciél
funkcie f v bode a (ak existuji), ked’ f a a st dané:

10, f(x,y):{ (22 +92) cos (sdz)  (@9) # (0,0) ;a=(0,0). [2£(0,0)=0, % (0,0) = 0]

11. f(z,y) = (%)zln (zy),a=(1,e). [af (1,e) = %, % (L,e) = —e%, gradf (1,e) = (e%,—e%) , Df(1,e) (h

12. f(x7y) = \/x2 - 21‘"‘:‘/2 _4y+57a: (070) {% (070) = _%7 ?TZ (070) = _%7 gTadf(O7O) = (_



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

f(x,y):m,a:( 11) { ( 11)_324;43’@( 11) 343,gradf( )_(%,—%),DJ

f@y) =a*ym(@+y), a=(-1,2). [ 3 (-1,2) = 2, 5 (-1,2) = 2, gradf (-1,2) = (2,2), Df (-1,2)
e L(1,4,2) =22, 3L (1,4,2) = §, 3 (1,4,2) = =1, gradf (1,4,2) =
flz,y,2) = () ,a—(1,4,2).[ 7 LY )_21;221+2h2 el il

[

S (@) # (0.0

flz,y) =< =+ Y ’ ,a=(0,0). |2L (0,0) neexistuje, 2L (0,0) neexistuje
0 (z)=(0,0) % o

Fay) = Vam @+ 1 a=21). 5@ 1) = 521 = 38, gradf 2.1) = (45, %F), DF 2. 1)(

V ddlohéach 18 — 23 zistite, ¢i je funkcia f : R® — R™ spojite diferenco-

vatelnd a napiste jej derivaciu a diferencial v bode a, ak existuju:

—2

f(x,y,2) =2cos (zy — 2), (2z — z)2y3 ,a= (7r, 1, g) ) [je spojite diferencovatelnd D f (71', 1, g) = ( 6

2 9.2
f(x,y) = (ei,my> ,a=(2,1). [je spojite diferencovatelna Df (2,1) = ( 61 2121162 ) , Df (2,1) (h) =

f(x,y) = (xcosy,xsiny), a= (3, g) ) [je spojite diferencovatelnd Df (3, g) = ( (1) 53 ) , Df (37 %)

f(x,y,2) = (xcosy,zsiny, z), a= (1,%,0).

0O 1 0 ho

je spojite diferencovatelna Df (1, z, 0) = 1 0 0 |,Df (1 — O) (h) = hy
2
0 0 1 hs
f(x,y,2) = (xcosycosz,xsinycosz,zsinz), a=(1,0,0).

0 0 O 0
je spojite diferencovatelna Df ()1,0,0)=( 0 0 0 |, Df(1,0,0)(h)= 0

0 0 1 ha

f(z,y) = (x, Yy, /12 + y2> ,a=(2,1). |je spojite diferencovatelna Df (23,1) = , Df |

ﬁ‘mo =
w
ﬁ‘w»—l o
w

Nech f (z,y) = ev In y. Dokézte, ze pre y > 0 plati: y
Ley) [plati]

Iny

of (z,y) of (zy) _
ox +y Oy -

zy
Nech f : R? — R, f(z,y) = { e () .Vypotitajte

0 (zy)
ak existuju. [obe neexistuju.]

02£(0,0) . 92f(0,0)
Jyox a Oxdy



26.

27.

28.

29.

30.

31.
32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Af(zy) , 0°f(zy)

Vypotitajte =5 a RIE ak existujui, ked’
3
0 (z,y) =(0,0)
d 62°+6zy>—4z*  9f(0,0 9 , —12z%y—12zy°+16z%y  82f(0,0
[ féz y) = (22_7_32)2 z ) féa: ) == 2, afy(a$y) = ??xQ_;’_zg)fj z y7 ai(aw )‘ neeXIStuJe.

2 2 s 1
+y)sm,_2,2 (z,y) # (0,0)
Nech f: R2 — R, f(z,y) = { (z a7+y
g Few) 0 (z.9) = (0,0)
airoiro 02£(0,0) 92£(0,0) [82£(0,0) _ o 8%f(0,0) _
VypOCItaJte dyox )’ Oxdy [ Oyox 0’ dxdy 0]

2
o°f ()_5_8f(x)+

Ukéazte, ze pre funkciu f (z,y,2) = \/ﬁ platf:
r24y2+2

01 — . [Plati]

100 4 8100 _ p0°f0x)

Ukézte, ze pre funkciu f (z,y) = xze¥+ye” plati 5y T 5200

y%y’;(xz). [Plat{]
V tlohach 30 — 33 vypocitajte diferencidl druhého rddu funkcie f v bode
a ked :

foy) = V8=a? =12, a=(0,0). [D*f (a) () =~ Jh? — Jk? kde b= (k)]

f(z,y) =In (322 +2y%), a=(1,0). [D%f (a) (h) = —2h% + 2k?, kde h = (h,k)]]

f(@,y,2) = =25z, a=(1,1,0). [D2f (a) (h) = —hl — ki, kde h = (h,k,1)]

f(z,y,2) = zy+cosz—ytgz, a= (1,0,0). [D*f (a) (h) = —I* + 2hk — 2kl, kde h = (h,k,1)]

V prikladoch 34 — 36 vypocitajte derivdciu funkcie h =gof ak g a f su
dané :

g(u,v) = (Cosuvuv)7f($vy) = ($2+y7y2)' Dh(x’y) ZDg(f(.T,y)) Df('T?y) = (

g(u,v) = (u+v,u—v,w), f(z,y) = (ye*,zsiny). | Dh(z,y) = Dg (f (z,y)) - Df (z,y) =

cosy

g(u,v) = (w, ,1), f(z,y) = (Inz,cosy). | Dh(z,y) = Dg(f (z,)) - Df (z,9) = | &y
0

Aky uhol s osou o, zviera doty¢nica v bode T' = (1,1, ?) ku krivke uréenej
rovnicami y = 1,z = /1 + 22 + y2. Interpretujte tiito uilohu geometricky

a nacrtnite obréazok. [a = %}

N4jdite rovnicu doty¢nice a normdly ku grafu funkcie f : R — R, f () t) =
t?+3tvbode B=(1,?).[t: bz +y+1=0n:z+5y—21=0)

— sin (z2 + y)

1
1

rsiny

Inz
Inx

cos? y

0



39.

40.
41.

42.

43.
44.
45.

46.

47.
48.

49.

50.

51.
52.

K elipsoidu 22 +2y% 422 = 1. N4jdite dotykovi rovinu, ktord je rovhobezna
s rovinou 4z + 2y + z = 0. [4x+2y—|—zi\/1 :O]

V tlohdch 40 — 44 n4jdite rovnicu dotykovej roviny a normadly ku grafu
funkcie f v bode T ked’ je dané:

r,y)=zy, I'=(7,2,2) . |T: 220 +y—2—2=0,n:x=1+2L,y=2+t,2=2—-1

f T 7,2,2 2 2=0 142 2 2

f(z,y) = 2* +22%y—ay+a, T = (1,7,2) . [7: 50 +y—2—-3=0,n:0x=1+5t,y=0+1t2=2—t
f(@,y) = 22",

(a) T=(3,27).[r:(32In2)z+ (4+16In2)y — 2 —48In2=0,n:2 =% +32In2¢, y =2+ (44 161
(b)) T=(2,1,7).[r:(4In2)z+ (4+16In2)y —2—24In2=0,n:2=2+4In2t,y =1+ (4 + 161n2)
flry) =222+, T=(1,1,?) . [r:dx+2y—2—-3=0,n:x=1+4t,y=1+2t, 2 =3 — ]
flzy)=222-49> T=(2,1,7).[7:80 -8y —2—-4=0,n:2=2+8,y=1-8t 2=4—t

Nsjdite derivdciu funkcie f(z,y) = e¥cos(z+y) v bode a = (%,0) v

smere vektora e = (;@) [fe(a)=—1 (1+V3)]

V prikladoch 46, 47 néjdite derivdciu funkcie v bode a v smere jednotkovho
vektora e, ktory je uréeny bodmi A, B ked' je dané :

f ey, 2) =30° — 4P +25, A= (2,2,1), B=(5,4,6). [fo (a) = 2]
f(ey) =3 —6ay* +11y°, A= (1,1), B=(4,5). [fe (a) = 124]

Nech f:R? — R, f(x,9,2) = 2y® + 2% — 2yz. N4jdite derivéciu funkcie
f v bode a = (1,1,2) v smere vektora e, ktory zviera so siradnicovmi
osami uhly a = %, 8 =7, v =? [fc (a) = 5]

V tlohdch 49 — 51 néjdite smer, v ktorom je derivicia v smere maximélna
a hodnotu tejto derivicie, ked’ je dané :

o) =304+ 17— 4722 001 [o= (i) @) =1

fl@y) = a=(3,0). [e=(0,1), fo(a) = 2]
f(z,y) = 32% — 6zy* + 1155, a = (1,1). [e = (0,1), fo (a) = 31]

N4jdite derivdciu funkcie f (z,y) = 322 — 6xy + y* v bode a = (_%7 _%)

v smere l'ubovolného jednotkového vektora e. Zistite v akom smere je
derivécia

(a) nulova, [el = (—

(b) najvicsia, [e3 = (

Il
/N
|

ol
[V
|
ol
V)
N——
[E—

(¢) najmensia. [e4



1.4

Extrémy.

V prikladoch 1 — 24 ndjdite lokdlne extrémy funkcif :

1.
2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.
19.

20.
21.

22.

f(z,y) = 2% —2y®+522+1°. [f (0,0) = 0 relativne minimum, v bodoch (1,4), (1,—4), (—%0) nems e:
f(zy)=e* (z+y*+2y). [f(3,—1) = —% relativne minimum|
f (z,y) = 23+y3—18xy+215. [f (6,6) = —1 relatfvne minimum, v bode (0,0) nem4 extrém]

f(z,y) = 272%y+14y% —69y—54x. {f (1,1) = —82 relativne minimum, f(—1,—1) = 82 relativne maximu

f(z,y) = 23+y3+3zy+2. [f (=1, —1) = 3 relativne maximum, v bode (0,0) nemd extrém]
flxy)=22+y?> —ay—o—y+2. [f(1,1) =1 relativne minimum]

f(z,y) = ®+8y3—6xy+5. [f (1,5) =4 relativne minimum, v bode (0,0) nemd extrém]
f(z,y) =bay + 2:75 + 2, x>0,y >0. [f (g, %) =30 relativne minimum]

fzy)=3y+AT—z—y) (£ +Y).[f(21,20) = 282 relativne maximum]|

f@y) =ay(2—=z—y).[f (3 2) = £ relativne maximum, v bodoch (0,0), (0,2), (2,0) nemd extré:

f(zy) = ey (2y2 + xQ) . [f (0,0) = 0 relativne minimum, f(0,1) = %, f(0,-1) = % relativne mas
flzy) = w4+y4*21’2+4xy*2y2- [f (\f, *\@) =-12, f (f\@, \/5) = —12, relativne minimum, v bod

2
fzy)=(1-22)°%(1- ) . [f (0,0) = 1 relativne maximum; v bodoch
priamok x =1,z =—-1,y=1,y = —1 su lokdlne minima4]
2

f (5 %) = % relativne minimum, v bodoch {(z,0) Az > 1} a {(0,y) A1

20201
f(z,y) = z*y*(1—z—y). { v bodoch {(z,0) Az <1} a {(0,y) Ay <1} su lokdlne minim4, pre ktoré ;

f(3,-13) = m relativne maximum, v bodoch {(z,0)Az >3} a {

_ 2,2 (9
f(z,y) =2%y* (3 —dx + 6y) . { v bodoch {(z,0) Az <2} a {(0,y) /\y>2} sulokalnemlnlma pre

f(z,y,2) = 22 +y?+22 —wy+22+2. [f (—%, —%, —1) = —% relativne minimum]
f(z,y,2) = 322 +304+2y2 +2y2+2y+222—2z. [ f (-1,-1,1) = = relativne minimum]|
f(z,y,2) =222 + y* + 22 — zy — 2. [v bode (2, 1,7) nem4 extrém]

f(z,y,2) = 2% + 4% + 22 + 20 + 4y — 62. [f (—1,—-2,3) = —14 relativne

minimum]

f(z,y,2) = 2% +y? — 2%, [v bode (0,0,0) nem& extrém)]

f(z,y,2) =622 +5y2 +1422 + 4oy —8xrz+2yz+1. [f (0,0,0) = 1 relativne
minimum]|

fz,y,2) =y? + 2224+ 20 — 2y — x2. [V bode (%, %, %) neméa extrém]



23.

24.

25.
26.
27.
28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

flr,y,2) =20 —y+2z—yz—a? —y? - 22 [f(1,-1,1) = 2 relativne
maximum]|

f(z,y,2) = 2% +y? + 22 + 1220y + 22. [f (24, —144, —1) = —6913 relativne
minimum; v bode (0,0, —1) nie je extrém]

N4jdite lokdlne extrémy funkcie a nakreslite graf funkcie f, ak:
flzy) =2+ \/m [£(0,0) = 2 minimum]

f(z,y) = —2®+42 —y?> — 6y — 9. [f (2, —-3) = 4 maximum]
f(z,y) = 2% — y? + 22 — 2y. [ v bode (—1,—1) nie je extrém]

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom je implicitne urc¢end funkcia. Ak éano,
néjdite jej prvi a druhu derivaciu v prislusnom bode z?+y%—4x—10y+4 =
0,a=(6,8).[g'(6)=—3%,9"(6)=—22]

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom je implicitne urc¢end funkcia. Ak éno,

néjdite jej prvé derivdcie v prislusnom bode 22 +y? +2° + 22z —y — 4 =
— 99(1,0) _ 4 989(1,0) _ 1

O’a_(laoal)' |: Ox - T 5 Ay —g:|

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom je implicitne urc¢end funkcia. Ak dno,

néjdite jej prvi a druht derivaciu v prislusnom bode 22412422 —3y+2 =

0,a=(0,1). [g(0) =2,4"(0) = 10]

Zistite, ¢ danou rovnicou a bodom je implicitne uréend funkcia. Ak dno,
néjdite jej prvi a druhd derivdciu v prislusnom bode z? — 2zy + % + = +
y—2=0a=(11).[g'(1)=-1,9"(1) = 8§

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom je implicitne uréend funkcia. Ak dno
zistite, ¢ je v danom bode extrém ak 2% —2zy +2y2 4+ 22 +1=0,a =
(=1,0). [je, g(—1) = 0 je relativne maximum]

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom je implicitne uréend funkcia. Ak dno
zistite, ¢i je v danom bode extrém ak % +y3 +22%y+2 =0, a = (1, -1).
[ie, g (1) = —1 je relativne maximum]

Zistite, ¢ danou rovnicou a bodom je implicitne uréend funkcia. Ak dno
zistite, ¢ je v danom bode extrém ak z? —2zy +2y%2 +2x+1=0,a=
(—3,-2). [je, g (—3) = —2 je relativne minimum|]

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom je implicitne urcéend funkcia. Ak dno
zistite, ¢i je implicitne ur¢end funkcia g v danom bode konvexna alebo
konkdvna, ak 2% + 2xy +y? —4x +2y —2 =0, a= (1,1). [konkdvna]

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom je implicitne uréend funkcia. Ak dno
zistite rovnicu dotykovej roviny funkcie g v danom bode.. 22 —y?+22—6 =
0,a=(1,2,-3). [3(z-1)—-2(y—2)—2—-3=0]
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.
48.

49.
50.

51.

52.

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom 322 +2y? +22—21 =0, a = (2,2,1) je
implicitne urc¢end funkcia. Ak éno zistite rovnicu dotykovej roviny funkcie
g, ak dotykovd rovina ma byt rovnobeznd s rovinou 6x + 4y + z = 0.
[122 4+ 8y + 22 — 21 = 0]

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom z? — 22 + y* + 27 —2y —4=0,a=
(1,0,1) je implicitne uréend funkcia. Ak dno zistite rovnicu dotykovej
roviny. [4z; —x9 + 4y — 8 = 0]

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom x% — x% + y4 +2r1 —x5—4=0,a=
(1,0,1) je implicitne uréend funkcia. Ak dno zistite rovnicu dotyénice ku

grafu funkcie g v bode a ak In (\/ﬁ + yz) — arctg (%) =0,a=(1,0).

[z —y—1=0]
V prikladoch 40 — 49 ndjdite viazané extrémy danej funkcie na mnozine
M.

flzy) =2+, M ={(z,y);x+y—3=0}.[f(3,3) =3 je relativne minimum)|

= —% je relativne minimum]

fzy)=a?+y*, M ={(z,y); a* +4y> =1 =0} . [f (0,4) = f (0,—3) =+ st relativne minimd, f (1

f(z,y) = 2*—2y+y*—32+10, M = {(x,y) ca? 4y —9= O} . [f (@, %) =19 - 24—7\/§ je relativne mir

f(zy)=2?+2y, M = {(z,y); 2® =2z +2y* + 4y = 0} . [f (0,0) = 0 je relativne minimum, f (2, —2) =
2 2 . . .

Fle) = a2 M ={(@y): 2+ 2 =1} £ (. #2) . pog - pené jo minimum]

flz,y) =a+y, M = {(x,y); &=+ 1712 =ta> 0} [f (V2a,v2a) =2V2a je relativne minimum, f (-

f(z,y) = i—&—i M={(z,y);z+y=2}.[f(1,1) =2 je relativne minimum]

f(z,y) =ay—a+y—1, M ={(z,y); c+y=1}.[f (=3,3) = § je relativne maximum]

f(z,y) =ay—a+y—1, M = {(z,y); y =22} . [f(=1,1) =0 je relativne maximum, f (3,4) = 32 jere

Danym bodom p = (1,4) ved'te priamku tak, aby sicet kladnych usekov,

ohrani¢enych na siradnicovych osiach bol najmensi. (Nakreslite obra-
zok!). 2z 4+y —6 = 0]

Do kuzel’a o vyske 9 a polomere 3 vpiste valec najvéicsieho objemu (Nakres-
lite obrazok!). [r =2,v = 3]

V prikladoch 52 — 59 néjdite najvicsiu a najmensiu hodnotu, ktord nadobtda
dand funkcia na kompaktnej mnozine M.

f (x’

y) = z’+y?, M =tsecka pq, p= (—1,4), ¢ = (1,0). [max f = f(—1,4) =75, min f = f (3,2) = 2

11



53.

54.
55.

56.
57.

58.

59.
60.

61.

62.

63.

1.5

f(z,y) =23 +y — 32y, M =obdiznik (aj s vnutrom) uréeny bodmi a =

( 1)’ b= 1)7 (272)7d: (072) [maxf: f(25_1) = 137 Hllnf:f(l,l) =-1 :f(ov_l)]
f(x,y)—?)xy, M={(z,y);2*+y* <2} . [max f=f(1,1) =3 = f(-1,-1), minf = f(~1,1) = -3 -
fley) =2 -2 -y + 220 -2y, M = {(z,y); 2° — 2z + > + 2y < 0}.

[maxf:f(l,—l):él,minf:2:f(u,v),kde (u—1)2+(v+1)2:2]

[ (@,y) = 2242120416, M = {(,y); 2 +y? < 25} . [max f = f (~5,0) = 101, min f = f (5,0) = —

f(z,y) =2 —2y° +doy — 6z —1, M = {(z,y); © > 0,y > 0,y <3 —z}.
[maxf:f(0,0) = _17 mlnf:f(073) = _19]

flzy) =2 —zy+y? -3z +10, M = {(z,9); x>y, 2> +y> < 9}.
[maxf f(f— 77)*145+I,m1nf F(2,1) = 7}

f(z,y) = 222 —2y+2y>—150420, M = {(z,y); # <5, 2% —y> > 1} . [max f = f (5, -2V/6) = 43 + 10/

Za akych predpokladov mézu byt rovnice x = rcos1, y = rsind riesené
pre 7, ¥ ako funkcie x, y. Kde je inverzna funkcia diferencovatelna.

Rieste rovnice x = rcosdcosp, y = rcosdsinp, z = rsind pre r, ¢, ¢
ako funkcie premennych z, y, z. Kedy je tdto inverzia diferencovatelné.

Ukdzte, ze £ : R? — R?, f(z,y) = (2% + 22y + 32, 2% + y) je lokdlne
invertovatel'n4 v okoli bodu (1,1) . Vypoéitajte Df 1 (4,2) a ndjdite afinni
aproximéciu f~! (u,v) v okoli bodu (4,2).

Nech f : R?® — R?, f(2,y,2) = (z+y+ 2,2y +yz + zz,2yz) . Nech
a,b,c su rozne redlne c¢isla. Ukdzte, ze f m4 inverziu g v okoli bodu
a=(a,b,c)aze Jg(f(a))=[(c—b)(a—c)(b— a) "

Integraly.

V tlohdch 1 - 6 vypocitajte dvojné integrély:

[N

w

4.

d.
6.

NIy G dady, T=(0,4) x (0,1). |In |

- Jf; *ycos (zy?) dady, I =(0,%) x (0,2). [-Z]

[f; ye*t¥dady, I =(0,2) x (0,1). [¢* —1]

ff] 14z
[f,In (1 +2)* dady, T = (0,1) x (0,1). [2In2 — 1]

V dlohach 7 — 19 vypocitajte dvojné integraly. Nacrtnite obrdzok mnoziny

A.

1 dady, I =(0,1) x {(0,1). [m 2+ﬂ

2+y2)2 1+V3

12



7. [f cos(x+y)dedy, A={(z,y); 0<z<m a<y<n}.[-2]
8. [[4lzyldwdy, A={(z,y); 1 < |z <2, 1<yl <2} [9]
9. ffAyezdxdy, A= {(x,y <z <y+2} [ (e +e)}
10. [f, (z+y)dedy, A={(z,y);0 <z <2,y <z <2y}. [{]
11. ffAZ—zdmdy,A:{(x,y);OS%Syﬁx,xﬁQ}. (2]
12. [f, (322 + 2y) dwdy, A = {(z,y); 2> <y <z, >0}. [—+]
13. [, |zldedy, A= {(z,y); 2* <y, 42? + y> <12} . [4V/3 - 12]
14. [f, 2dazdy, A={(z,y); 2 <2+siny, x>0,y >0,y < 2r}. [37]
15. [[ aydedy, A= {(z,y);z -4 <y, y> <2z}. { <fy+4 xydw) dywﬂ
16. [f, Vay —y?dady, A= {(z,y); 0<y <3, & <y<az}.[162]
17. ffA (22 + y?) dwdy, A je ohranicend krivkamiy =0, y —2z+1, y =z + 1.
1
3
18. [, ( ) dzdy, A je ohrani¢end krivkami y = %x, y=2z,ay=2,2>
7
0. [F]
19. [f, mdwdy, A je trojuholnik KLM, K = (1,2), L = (5,2), M =
(4,4). [2In18 - 161n16 + £ In8]
V tlohéch 20 — 23 vypocitajte plosny obsah rovinnych obrazcov uréenych
mnozinou A, ked’
20. A je ohranicend krivkami: y = % (x — 2)2 az?+y? =4 [ﬂ' — %]
21. A je ohrani¢end krivkami: 91”—; + % =1, y?> = + 1 a obsahuje bod (0,0).
3(5+7)]
22. A={(z,y); 0<y<w a?+y><2z}. [F — 3]
23. A={(z,y); 2 <y <V3z,dx < 2?4+ y* <8}. [ —6+3V3]
V tlohach 24 — 35 pouitim vhodnej transformacie vypocitajte dané inte-
graly a nacrtnite obrazok A.
24. ffA«/l—mQ—dezdy, A= {(as,y); 22 +9y2<1,2>0, yZO}. [%]
25. [[,ay*dady, A= {(z,y); 2y < 2% +y* < dy}. [0]
26. [[, 1/1—2—3—%—2 dxdy, A = {(m,y); §—§+g—§ < 1}. [2mab)
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

[[siny/a? +y2dady, A= {(z,y); 7* < 2*+y* < 4n?}. [—677]

[fsVa? —a? —y2dady, A= {(z,y); 2® +y* < az}. {% (7‘(‘—%)}

[, (12 = 3z — 4y) dedy, A = {(z,y); 2* + 4y* < 4} . [257]

fanrctg%dxdy,A:{(z,y);1§x2+y2§9 ygx/ﬁx}{

IN

T
) \/3

Jfa(x—y)dady, A= {(z,y); 2* +y* <z +y}. [0]

ffA(lfofSy)dzdy, A:{(a:,y); z2 + 9 §4}. [47]

[ ydady, A= {(z,y); 2> +y?> <a* y <z}, [—?

|

7_(2

6

)

[, sin (m/x2+y2) dedy, A= {(z,y); 2> +9y* <1, 0<z <y}. [}]

[y (1422 +y?) dady, A= {(z,9); y < Vr2—a22, >0,y >0}. [F (1+7%)In (14 r?) —r?]

V tlohéch 36 — 49 vypocitajte trojné integrdly. Nacrtnite obrdzok mnoziny

A.

[, (1= 2)yzdedydz, A= {(z,y,2); £ >0,y>0,2>0,z<1—x—y}.
i

[ 7]

[[[ 4 zdadydz, A= {(x,y,Z); 2>0,y>0, /a2 +y2 <z < m???}~

(5]

Jff, #Pdadydz, A= {(w,y,Z); £>0,y>0, /22 +9y2 <z < m}
[55 (2v2-1)]

.fffA(x2+y2—|—22)dxdydz,A:{(x,y,z);x2+y2§z2,x2+y2—|—z2§r2}.
[22—5\/5,”.7,.5]

Sy (37 +y?) dadydz, A= {(2,y,2); 22 +y? < 22z, 2 <2} [
SV +y? + 2Pdedydz, A= {(z,y,2); 2* +y* + 22 <z} [

ISy dadydz, A={(@,y,2); 02 0,y=0,0< <0, 5+ - 5 <0},

a?b%\/c
5]

Sy (@24 y?) dodydz, A= {(z,y,2); 4 <a? +y* 4+ 22 <9, 2 >0} . [3n]

- J[[y 2Pyadzdydz, A= {(z,y,2); x>0,y >0,2<0,42% +y> + 22 < 9}.
1

[_ 840

14



45.

46.

47.

48.
49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.
56.
57.

58.
59.
60.
61.
62.

63.

ryzdrdydz, A = {(z,y,2); >0, y>0,2>0,z°+y*+2*<1;¢.
A dxdydz, A 2 2 2

1

48

JJ[4 2z + 3y — z) dxdydz, A je ohranitend plochami z = 0, z = a, © =

o - b2 (—6a+20b)
0,y=0,2+y=ba>0,b>0. [%}

iR mdxdydz, A je stvorsten ohraniceny rovinami z = 0, y =
0,z=0,z4+y+z2z=1. [%an— %]
[[], zdxdydz, A je ohrani¢end plochami 2% = 4 (2% 4 y?) a z = 2. [n]

[J[, zdxdydz, A je ohranicens plochami 2? +y* = =22 +9, 2 =0, z >
0,y >0. [%]

V tlohédch 50 — 63 néjdite objem mnoziny A. Nagrtnite obrézok!

A:{(x,y,z);x2+y2Sl,OSzSyQ}. [g]

A:{@c,y,z);_lgxg,ﬁgygm,ogzg}.[m_ﬁ)]

A= {(a:,y,z); 4?22 <12, 22+ < 42} . [48\/§_4O7T]

A={(z,y,2); 2® +y? <2z, 2> + y* + 22 < 4}. [% (3 — 4)]

A= {(m,y,z); 4<a?4+y?+22<9, 2> \/W} [1—397r(2—\/§)]

A je ohrani¢end plochami z =6 — 22 —y? a 2z = \/W [%ﬂ']

A je ohrani¢end plochami z =4 — 32, z =9 + 2, v = —1, z = 2. [§]

A je ohrani¢end plochami z = 22 + 3?2 az =22 +2y%, y =z, y =2z, v =
L[]

A je ohrani¢end plochami % + % =22, % + %2 +22=1 [47T (2 — \/ﬁ)}
A je ohrani¢end plochami 22 +y? =9, z=5ax+y+ 2z = 8. [1177]

A je ohrani¢end plochami 2z = 2% + ¢?, z = \/W [%ﬂ]

A je ohrani¢end plochami z =0, z =2 — y, y = 22 [% 2]

A je ohrani¢end plochami 22 4+ y2? = 2z, 22 +y> = 2z — 2. [%w]

A je ohranicend plochami x =0, 2 =0,y=1,y =3, x + 2z = 3. [%}
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