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Chapter 1

Integralny pocet FJP

1.1 Urdcity integral

Veta 1 (Newtonov - Leibnitzov vzorec) Nech funkcia f : {(a,b) — R je spojitd a
F: {a,b) — R je jej lubovolnd primitivna funkcia. Potom

b b
/ f = / f(z)dz = F(b) — F(a) = [F(x)]2.

Veta 2 Nech f: 1 — R je spojitd funkcia na intervale I. Potom k nej existuje
primitivna funkcia.

1.2 Neurdity integral

1.2.1 Definicia

Definicia 1 Nech I je interval a f : I — R je funkcia. Potom jej lubovolni
primitivnu funkciu F' : I — R nazgvame neurcity integrdl funkcie f. Oznacujeme

F(z) = [ f(x)da.

1.2.2 Metoda per partes

Veta 3 Nech funkcie f : I — R a g : I — R si spojito diferencovatelné na
intervale I. Nech H : I — R je primitivna funkcia funkcie (f'g) : I — R. Potom
(fg — H) : I — R je primitivna funkcia funkcie (fg') : I — R. V symbolike
neurcitych integrdlov to znamend, Ze

Juir=1a- [r9).
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Désledok 1 Nech funkcie f : I — R a g : I — R si spojito diferencovatelné
na intervale I a body a,b € I si lubovolne zvolené. Potom

[ 1@/ (@) dz = £0)90) ~ f@)gta) - [ £()g(a)da.

a

1.2.3 Substituéna metdda

Veta 4 (Pruvd veta o substitucnej metdde) Nech I a J st intervaly, ¢ : J — I C
R je spojito diferencovatelnd a f : I — R je spojitd funkcia. Nech F': I — R
je primitivna funkcia funkcie f : I — R. Potom (F o) : J — R je primitivna
funkcia funkcie ((fop)¢’): J — R.

Dosledok 2 Nech I a J st intervaly, ¢ : J — I C R je spojito diferencovatelnd
a f:I— R je spojitd funkcia. Nech o, 3 € J si lubovolné. Potom

Ié; I¢] »(B) w(B)
/ (fop)) = / () (B)dt = / f(x)da = / ;.
o @ p(a) ()

Veta 5 (Druhd veta o substituénej metdde) Nech I a J si intervaly, p : J — I
je spojito diferencovatelnd bijekcia a f : I — R je spojitd funkcia. Nech G : J —
R je primitivna funkcia funkcie ((f o ¢)¢’) : J — R. Potom (Gop™1): I — R
je primitivna funkcia funkcie f : I — R.

Désledok 3 Nech I a J su intervaly, ¢ : J — I je spojito diferencovatelnd
bijekcia a f : I — R je spojitd funkcia. Potom pre kaZdé a,b € I plati:

b b ) o1 (b)
/ f= / flz)de = / ((fop)p) = / Flo(®)e! (t)dt.

¢~ (a) ¢~ (a)

1.2.4 Niektoré vyznac¢né substitucie

L Integraly typu

/R ki/a:v+b k(/aerb k. /0T +b d
¢ x, e T
’ cx+d Vex+d 7 Vexr+d ’
kde funkcia R vznikla pomocou koneéného poétu raciondlnych operacii (s¢itania,

od¢itania, ndsobenia a delenia) na vedlajsich zlozkach.
Takéto integraly riesime nasledujicim postupom:

1. Vypocitame najmensi spoloény nasobok k = lem {k1, ko, ..., ks}.
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wjar+b
c:r—i—d_t_@ ().

2. Polozime

3. Potom
b— dt*
T = P o(t).
4. Dalej
ad — be
de =/ (t)dt = —————kt* L dt.

5. Este mame

ar+b . jax+b &
=1 t ( =tki.
cx+d ) preto cx+d

6. Je zrejmé, ze kﬁ je celé cislo. Preto po dosadeni do pévodného integralu
dostavame integral

_ i , _
/R o, L k) A ke gy,
cthk —a (cth — a)?

¢o je integral z racionalnej funkcie.

IL. Integraly typu

/R (c,m,\/ax2 —l—bm—l—c) dz,

kde a > 0 a funkcia R vznikla pomocou kone¢ného poctu raciondlnych operacii
(s¢itania, odéitania, ndsobenia a delenia) na vedlajsich zlozkéch.
Takéto integraly rieSime nasledujicim postupom:

1. PoloZime

vazr? +bx +c =+t +ax.

2. Potom
az? + bx + ¢ = t? + 2\/axt + az?.

V tejto rovnosti vypadne druhd mocnina z. Preto moézeme vypocitat .

3. Dostéavame
t?—¢

= prava P

4. Potom
+2\/at? + 2tb + 2¢/a

dr = ' (t)dt = (b T2 al)?

dt.
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5. Treba si este uvedomit, ze

\/ax2+bx+c—j:t:|:\/_x—:|:t:t\/_bi%[t

6. Preto dany integral

/R(c,x, \/a:r2+bx+c) dx

je prevedeny na integral z racionalnej funkcie

/R( biQ\ft itifbim;t) (ﬂ\/?f;;;g:)z%ﬁ) dt.

II1. Integraly typu

/R (c,x, Var? 4+ bx + c) dz,

kde ¢ > 0 a funkcia R vznikla pomocou kone¢ného poctu racionalnych operacii
(séitania, odéitania, ndsobenia a delenia) na vedlajsich zlozkéch.
Takéto integraly riesime nasledujicim postupom:

1. PoloZime

Vax? +bx +c=+/c+ at.

Pre jednoduchost budeme uvazovat len o jednej zo Styroch moznosti
Vax? +bx 4+ c=+/c — zt.

2. Potom
az® +bx + ¢ = ¢ — 2v/cat + 2*t2.

V tejto rovnosti vypadne ¢, preto mdzeme kratit x—om. Vypoditame x.

3. Dostavame
2ty /e+b

t2 —aq

= (1)

4. Potom
—2(t%\/c+ th+ \/Ea)

=y

dr = ' (t)dt =
5. Treba si este uvedomit, Ze

Vgﬂﬁﬂw:ﬁ—m:J<%f+%.

t2—q
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6. Preto dany integral
/R (c,x, vV ax? —l—bx—i—c) dx

je prevedeny na integral z racionalnej funkcie

/R<67 w7 Ve (2t\/5+b>t) (—2(t2\/5+tb+\/5a)> i

t2—q 2 —q (t?2 —a)?

Iv. Integraly typu
/ R (¢,sinz, cosx) dz,

kde funkcia R vznikla pomocou koneéného poétu racionalnych operacii (séitania,
odéitania, nasobenia a delenia) na vedlajsich zlozkach.
Takéto integraly riesime nasledujicim postupom:

1. Polozime

2. Dostavame
x = 2arctgt = p(t).

3. Potom 5
dr = ¢'(t) dt = —— dt.
T =¢'(1) e
4. Dalej
. 2t 1—¢2
simr = a COsSx = .
1+ ¢2 1+¢2

5. Preto dany integral

R (¢,sinz, cosz) dx

prevedieme na integrél z racionalnej funkcie

2t 12 2
R dt.
/ (C’1+t2’1+t2>1+t2

V. Integraly typu

/R (c, tg x, sin’z, cos®z, sin 2:17) dx,

kde funkcia R vznikla pomocou koneéného poétu raciondlnych operacii (séitania,
odéitania, nasobenia a delenia) na vedlajsich zlozkach.
Takéto integraly riesime nasledujicim postupom:
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1. Polozime
tgr =t = H(z).

2. Dostéavame
x = arctgt = ().
3. Potom
1

de = o' (t)dt = —— dt.
v = ¢'(t) .

4. Dalej

t? 9 1 ) 2t
71—}—79’ CcOs x:1+t2 a s1n2x:1+t2.

sin?x =
5. Preto dany integral
/R (c, tg x, sin’z, cos?z, sin 2:5) dx

prevedieme na integral z racionalnej funkcie

t2 1 2t 1
R{ec,t dt.
/ (C”1+t2’1+t2’1+t2>1+t2

1.2.5 Priklady
Cast I

Vypocitajte nasledujtce integraly:

Lo [@sinadr. oo [sinxz — z cosz].
2. [(@3 —x+1)e*dr. oo [EZTL (—%4—%4—%)} .
3. }T(sz F3)COS2TAT. oo [7].
0
4. [zlogrg2xdr. ..o {% (loglo 2z — m)}
5. [esinadr. ... (< (sina — cosz)] .
6. [ ﬁdm ............................................. [— 6(ew1+3)6} )
7 f\/ﬁdx ........................................... {%arcsm 2—”;}
8. fﬁdx. .......................................... [—1V3 —4a?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

f%dm ........... [bz +2In|z| +3In|z — 2| +4In|z + 2|].

fmzj;gdx .......................... 2In|z|+ L - —2Infz+1]].

fﬁdaj. {%ln\x—s—ﬂ — éln(ﬂcQ —x—|—1) + @arctg@@x—l)} .

In5 (e”—2)e” 1 3 6 3

1nf2 Fraerdr. [5(11142 —In15) — G (arctg 5 — arctg %ﬂ .

5

Ofmscim:%sinxdx. ................................... [—%—&—QIn%].
Ya+1 W=

Sl da, 4% - & + 2|5

2 1 -1 1 [22+1]

f;12 w_:lldx .................. |:§1n f‘f-‘ril‘_t-‘ril_t—%’t: ﬁ_.
342 3t In|l—2t 33 _ {

J A de (2 -l Bt o+ VaP Tz T3],

1 V4—3r—x2-2

Ik 7\/md ............................. [ 2arctg (71, )

b 2s-10

g‘mdm ............................................... [—8,345]

J T 1COS$+5dx ....................... [\/Tg arctg ‘é_ (3tg (%) + 1)]

i - 1 1

{mdw ...................................... |:7T (Z — ﬁ)} .

g 2 cos 2

Of mdl’ .............................................. [1, 246] .

El

Of FrBemg 0% ettt [0, 152]

Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohranicenej krivkami:

(a)y:xlnx,x:%,x:ly:O. .................. [71—6+151n]

(b) Parabolou y = 22 —62+8 a jej doty¢nicami v bodoch A = [1,3], B =
[4,0] . [9].

Vypoditajte objem zrezaného kuzela, ktory vznikne rotaciou elementérnej
oblasti okolo osi 0,. Polomery jeho podstav si r = 1, R = 2 a vyska
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Cast II

Vypocitajte nasledujtce integraly:

1. [warctgodr. ............... (322 arctgw — 3o + 3 arctg x| .
2. [22e3Tdz. {%(91:2 — 6z + 2)} .
3. fog exp (22) SINTAT. oot [Zem + 1].
4. [xlna?de. ..o {%(lnazQ - 1)} .
5. [In(z® +1)dz. ... [zIn(z? + 1) — 2z + 2arctgz] .
6. fan AT, [6_2] .
1
7 [ 4Jr#dm. .......................................... [Q—%arctg %} .
8. [ TazdT. [ In(4 + 322)] .
9. [ rtpyrd. oo |~y
10, [eVTAT. oo [26\/5(\/5 - 1)} :
11, [ePcotg e dm. ..o [In | sine®|].
12, [o/mT2dz. [3/@+2) - 3¢/ +2)7).
13, [J5=Sde. o n|z| —2In|z +1]].
14, [SR2000, [L;—x+31n|x—2\—2ln|w+l|}.
15, [ tsde. {%1n\x—1|—ﬁ—%ln|x+2|}.
16. fﬁ%dm ...................... [ln|x+5|—ln\x+1|—%ﬂ}.
17, [ SPEEde. { In(z? + 4z +7) — J-arctg LJFSQ} :
18. [ it —du.
{%ln|x71|72301 (22 +22+7) + farctg (%)}

19, [oel=be’Alewbge (% +Injz 2|~ 2o +1]|.
20. [ Caamra: i O [22 — In|e?* — 2¢” + 5| + 2 arctg (<52)] -

T _—2e*+45)



1.2.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

NEURCITY INTEGRAL

Inb5

s

In3

e2T 42¢ _3d
ez e?—6

In2

!
J

2e”+3 e
€27 42eT 42

sinx cosx
sin? z+sin z+3

Tdx.

dx.

[% In (sin® z + sinz + 3) — YL arctg (@ (2sinz + 1))} :

cos2 x—cos Tt—2

Cos &

ln

[ —Vatl
z4+14 Y/ (z+1)*
[ln|x+ 1] = 3In

1
J 7x+md:€.

e
J 1+2\/—dx

P
3+\fdx ’

27
/
| =i

1
fx\/ac2+ac+1dx'
2
| V4 —a?de.
Z2

| e

(5—cos ) sinz dx.

sin3 z+sin? z+sin

dx.

x

—

sin? x +sinz + 1| — arctg | -% (L +sinz
f V3 \2

|\3/x—H+1’—6arctg(\(7m)]'

[ln(2:13—|—2\/m)‘F }

va—T-m(+va-1)' - 2],
}

................................. |2 (arcsin (32— 1)
................................. [In| =ty
1—z—Va2+z+1

4
E)f ) de. ............................................... [%] .
[at—dm. o [g arctg (v2tg %)} .
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38. mdfﬂ ........................ |:2\7/? <arCtg \/7(21%7(%)4_1))] .
5 1 3
39. %2 mdl’ .............................. |:7 arctg <? — 1):| .
40. [ afsimrtcostgy L [2(n|t — 1| — In|t| — arctgt), t = tg Z].
B 1+tg2 2-v3|
41. f mdl’ ................................................ |: 2 .
% d
da 1 3 1
42. fm .............................. |:\/T—53,I'Ctg (\/;tg:c)_ .
43. [arctg ﬁdm. ...... {x arctg — + 3 1 5 In ’xz — 2 + 2| + arctg (x — 1)_ .
/2
44, [ sinbzeoszdr. ... [3]
0
45. Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohranicenej krivkami:
ZL‘2
(a)y:xg—jrg,y:?. .................................. (2 (37 —2)].
() y=Inz, y=Inz. ... [3—e¢].
46. Kruh 22 +y? = 8 je rozdeleny parabolou y = %2 na dve casti. Vypocitajte
obsah mensej z nich. ... ... [277 + %] .
47. Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti okolo osi o,.
Oblast je urc¢end éiarami y = 2?””, y=sinz,z>0. ............... h—;} .
Cast II1I

Vypocitajte nasledujtce integraly:

1.

w

=

&

fxlnxdm. ............................................ {% (lnz — %)} .
Jre ™ dm. [—ze ™ —e "].
Jarctgodr. ... [zarctgz — 2 In(1 + 2%)].
faj23xdx. .................................. [% (x2 “ 3t ﬁ)} .
[ @arccotgzdr. ... [“3 +larccotg x + %}
Jo @?sinadr. ..o (72 —4].
1

[ @arccotgrdr. ..o [3-%].

0
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8. [ EEmdr. o [31In[5 + 2®]
9. [gmozzdr. o {ﬁamtg (\/gx)}
10, [5rfodr. o [ In(3 + 92%)]
I [0 dn. o [5==] -
12, [ SME dp [—In|cosx — 1]].

1
13. [ pfmmdm. o [—:v2—527].
14, [ gieseost gy —3v/Gina+cos2)?].
X 22la—205 ]
15. lz-g‘raL4;8d5L’ ........................... {% + % +4x + In |a|8+2‘23| IE
16 f mdl’ ........................... |:hl($ — 1)2|I' — 3‘ + ﬁ_ .
17, [ Gt de [21nfe - 2/ + Iz — 3] - 2]
18. [ x22_f;;:_5dx. ...................... [In (22 + 2z + 5) — L arctg (211)].
19. [ ZEmmde. [% In(z? — 4z +7) + ?arctg L\;EQ
20. f”” +§’f_w+1dx ........................ {%+2x+ln|x|—31m|x+l\_ .
21 [ Becllde o+ 3+ 2o — 1]+ 2]
22. f%d {ln|x+1\+ tlnjz? 42z + 3| — arctg ”\?1}
12
23. [ moardr [1In|l+ 2| — $In[l — 2| — Jarctgz] .
[y
24 g‘mdl’ ........................................... [211'12"'%6]
25. f 2etoserlo 4o In 2]
7 2730210046 5
26. J de ........................................ |:§ — 1n3]
¢ 242 9
27 {mdm ......................................... [1n2+ g] .
28. W&;mﬂidx' ................................. [éarctg %(GI — 1)]
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

CHAPTER 1. INTEGRALNY POCET FJP

%@i_ﬁ?dx. ..................... [t —2In|e® — 2| +3Inle” — 3|].
3I 3$
J=Yode, {6 (%—%Hn({ﬁﬂ))]
[/ Fidx In e ! + 2arct (,/1_—”3)
T, e g =) |-
R
[ 2vI+tz+In|yVI+z—1—-In[l+VI+z|].
[ T {———4t—91n|t—3|+1n|t—|—1| t=+2z + }

[ vE
f1+\/5dx ..................................................... [In9]
0
Ik mdx. ................................... [é (arcsm (.’L‘ + %))]

1
fO ﬁdﬂf ........................................... [ln 5+§\/g:| .
f7m7¢aé7—Ide.

[21n|t| - %ln\2t+1|+%-ﬁ,t:\/xQ—x—i—l—x}.

g 34_Cﬁdx. ............................ {@ (arctg \/75 — arctg %)}
JiEmsde, [tg 2 —In(tg? (%) +1)].
fw_%dx ..................... [$In|sinz — 1|+ Z(sinz +2)] .

0% M%dm ........................................... [% In %:I .

0
Ik I 51Sin$dx. ................................................ [%1112]
-3
w/2

sin x cos x 1 2

f mdx .......................................... [g lng] .
i tgx 1
bfl_‘_tgmdx. .............................................. [§—11n2:|
fmdx ............................ [garctg ( %tgx)} .
27
JeosBrcosdrdr. ... [0]
0

Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohranicenej krivkami:
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(@) y=2 —1,y2 =22+ 1. it [L5].
(b)y:xz,y:%xQ,y:2. ............................ [%(2—\/5)]

48. Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti okolo osi 0,.

. v s v . . 2
Oblast je uréena Glarami y = sinz, y = 2%, ... .. ..o, [L } .
™
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Chapter 2

Postupnosti a nekonecné
rady

2.1 Postupnosti

Definicia 2 Postupnost (redlnych éisel) je funkcia f : Nt — R. Hodnotu
f(n) = a, nazyvame n-ty clen postupnosti. V tomto pripade postupnost za-
pisujeme v tvare (ap ), -

Ak ezistuje lim,,_.oo a,, = a € R, tak hovorime, Ze postupnost (a,),., je

konvergennd. Vo zvy$nijch pripadoch hovorime, Ze postupnost je divergentnd.

Veta 6 Postupnost (a,,),., je konvergentnd a lim, . a, = a prdve vtedy, ked
pre kazdé € > 0 existuje ng € N také Ze pre kazdé n > ng, n € Nt plati

lan, —al <e.

Definicia 3 Nech (ay,),., je postupnost redlnych cisel. Ak pre kazdé n € NT
je

4

® a, < an41, tak hovorime, Ze postupnost (a,),—, je rydzo rastica;
e a, < ay41, tak hovorime, e postupnost (ay),-, je rastica;
® a, > any1, tak hovorime, Ze postupnost (a, )., je rydzo klesajica;
® a, > ay41, tak hovorime, e postupnost (an),—, je klesajica.
Uvedené€ postupnosti sa nazyvaji monotonne postupnosti.

Veta 7 KaZdd rastica zhora ohranicend postupnost je konvergentnd.

Definicia 4 Nech f : NT — Nt f(k) = ny je rydzo rastica postupnost
prirodzengch ¢isel a g : NT — R, g(n) = a, je postupnost redlnych cisel.
Potom zloZeni funkciu (ktord je tieZ postupnostou) go f : Nt = R, (go f)(k) =
g(f(k)) = g(ng) = an, nazgvame vybrand postupnost z postupnosti (an ), ,

pomocou postupnosti (nk)zozl

17
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Veta 8 Nech lim,,_. a, = a. potom pre kazdi jej vybrani postupnost (an,)pe
plati limy, o ap, = a.

Veta 9 (Bolzano-Cauchyho kritérium konvergencie postupnosti) Postupnost (a, ),

je konvergentnd prdve vtedy, ked pre kaZdé € > 0 existuje ng € N také Ze pre
kazdé m,n > ng, m,n € NV plati

lan, — am| < €.

2.1.1 Priklady

Cast I
1. Pomocou definicie limity postupnosti dokazte, ze lim,,_ 27’;;13 =2, a
néjdite prislusné ng, ak & = Jgog. <« oocveeiieeaiiea s [ng = 4999] .

2. Najdite n-ty ¢len postupnosti {0,9;0,99;0,999;...} a vypocitajte jej li-
MItU. e e [an =1- (%O)n, lim, o a, = 1] .

3. Zistite, ¢i st postupnosti konvergentné

(@) {14+ cos(NT) oy [Divergentn].

n=1"

(oo}
(b) {%ﬁ"‘” - %}HZI e [Konverguje k — 1].

4. Vypocitajte limitu postupnosti, ak

(@ {(3-1) /o }il e 3],

) {G+ 2™} [0].

(€ {VRZH4—VnT =4} . [0].
Cast II
1. Pomocou definicie limity postupnosti dokazte, ze lim,, ., % = 1, najdite
prislusné ng, ak e = 5. ... [no = 19].

2. Vypocitajte limitu postupnosti, ak:

) an = V1402 N [0].

) VR(VrHT—n).
(©an=H+F+5++0

)

Qn

n2

Gp = (1 + ﬁ)lf?’n. ...................................... {e‘

LI T TS T
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2.2 Nekonecné rady

Definicia 5 Nech (a,,),-, je postupnost redlnych ¢isel. Potom symbol

oo

Zan=a1+a2+...+an+...

nazjvame nekoneény ciselny rad. Cislo a,, nazijvame n-ty élen radu.
K radu Y.°° | a, je priradend takd postupnost (s,).—, , Ze plati

n=1 n=1"

Sp,=a1+as+...+ay

pre kazdé n € Nt. Postupnost (sn) _, nazyvame postupnost iastocnyjch suctov
radu > 00 | Gy

Ak postupnost (sp).., je konvergentnd, tak hovorime, Ze rad Y., a, je
konvergentny. Ak je divergentnd, tak aj rad je divergentny.

Definicia 6 Nech si dané rady > - a, a > oo, b,. Potom rad

oo

Z(an + bn)

n=1

nazjvame sictom radov Y o an a Y oo by.
Ak c € R, tak rad
oo
St

nazgvame sucin radu Y ., a, a konstanty c.

n=1

Veta 10 Nech rad >~ (an + by,) je suctom radov > 0" an a > o by. Nech
tieto rady st konvergentné a plati y > | a, = s1 a Y .o, by, = so. Potom aj rad
S0 (an + by) je konvergentny a plati

o0

Z(an +by,) = 81+ sa.

n=1

Nech c € R ac#0. Potom rad Y.~ (cay) je konvergentny prdve vtedy, ked
je konvergentng rad Y _,°_ | an. V pripade konvergencie, ak > - | a, = s, tak

Z can, —cs—cZan
n=1
Definicia 7 Rad

T =14q+ ¢+ "+

n=1

nazgvame geometricky rad. Cislo q nazjvame kvocient geometrického radu.
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Veta 11 Geometricky rad Y-, ¢"* je konvergentny prdve vtedy, ked |q| < 1.
V pripade konvergencie plati

oo
Zq"‘l:1+q+q2+...+q”_1+~~-=—.
n=1

Veta 12 (Bolzano-Cauchyho kritérium konvergencie nekonecného radu) Rad
S°°° L an je konvergentny prdve vtedy, ked pre kazdé ¢ > 0 existuje ng € N

n=1
také Ze pre kazdé m > n > ng, m,n € NT plati

|[ant1 + Gnio+ ...+ am| <e.

Veta 13 (Nuind podmienka konvergencie nekonecného radu) Ak rad Y, an
je konvergentny, tak
limy,— ooy = 0.

Definicia 8 Rad Y " .1 an = )" Gnyi nazgvame zvysok radu Y " | an po
k-tom clene.

Veta 14 Rad .-, a, je konvergeniny prdve vtedy, ked je konvergentny jeho

zvysok
o0 o0
E Ay = E Ap+k
n=1

n=k+1

po (lubovolnom) k-tom élene.

Definicia 9 Nech rady Y .~ an ad .o b, st také, Ze |a,| < b, pre kazdé n €
N*t. (Je zrejmé, Ze 0 < b,,.) Potom hovorime, Ze rad >~ b, je majorantnym
radom radu Y~ | a,. Piseme

oo o0
Z an K an.
n=1

n=1

Veta 15 Nech
oo (oo}
S o< oh
n=1 n=1
Ak rad Zf;l b, je konvergentny, tak je konvergentny aj rad Z?:l Q.
Dé6sledok 4 Nech
oo (oo}
S o oh
n=1 n=1
Ak rad Y77 | ay, je divergentny, tak je divergentny aj rad Y .o, by.

Definicia 10 Ak rad >~ |ay| je konvergentny, tak hovorime, Ze rad Y > | a,
je absolutne konvergentny.
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Poznamka 1 PretoZe |a,| < |a,|, je zrejmé, Ze rad Y | |an| je majorantngm
radom radu ZZOZI ap. Z toho uZ vyplyva, ak dang rad je absolutne konvergentny,
tak je aj konvergentny. Tvrdenie neplati v opacnom slede.

Veta 16 UvazZujme o radoch

Zan a an takych, Ze b, 0 pre n=1,2,....
n=1 n=1

1. Ak

. a .y
lim L =k, pricom 0<k<oo,

n=oo |by,| o

tak rady Y0 i lan| a D07 |by| s bud oba konvergentné, alebo si oba
divergentné.

2. Ak
lim — =0,

tak z konvergencie radu >~ |bn| vyplyva konvergencia radu Y > | |an|.

3. Ak
I |an | _
1m =

n—00 |bn] ’

tak z divergencie radu Y ., |an| vyplyva divergencia radu > oo |byl.
Veta 17 (Cauchyho integrdlne kritérium konvergencie radu) Nech pre rad y_,> | a,
ezistuje takd funkcia f: A — R, Ze pre nu plati:
1. je spojitd na intervale (1,00),
2. je klesajica na intervale (1,00) (t.j. pre kaZdé x1,z2 € (1,00) také, Ze
z1 < @, plati f(x1) = f(22)),
3. f(n) =lan| pren=1,2,....
Potom:

1. Ak existuje vlastnd limita

x

lim [ f(¢) dt,

1
tak rad 307 | a,, je absolitne konvergentny.

2. Ak

x

lim | f(t) dt = oo,
1

tak rad Y. | |ay| je divergentny.



22 CHAPTER 2. POSTUPNOSTI A NEKONECNE RADY

Veta 18 (d’Alembertovo kritérium konvergencie radu) Nech a, # 0 pre kazdé

neN*t. Ak

Ap+1
Qn

limMy, oo <1,

potom je rad Y, a, absolitne konvergentny.

Ak

Ap+1
QAn

limy, oo > 1,

tak rad Y07 | a, je divergentny.

Veta 19 (Cauchyho kritérium konvergencie radu) Nech

limp—oo V|an| < 1.

Potom je rad Y, a, absolitne konvergentny.

Ak
limy—oo V|an| > 1,

tak rad Y°.° | ay je divergentny.

Definicia 11 Nech a,, > 0 pre kazdé n € NT. Potom rad

o

Z(—l)"“an =ay—ay+az—ag+...+(—=1)""ta, +...

n=1

nazyvame radom so striedavym znamienkom.

Veta 20 (Leibnitzovo kritérium konvergencie radu) Nech a, > 0 pre kaZdé n €
NT a postupnost (a,)o_, je klesajica. Ak lim,_ooa, = 0, takrad > > (=1)"a,
je konvergentny.

Definicia 12 Rad

Zan(x—a)"zao—l—al(x—a)+a2(x—a)2+...+an(x—a)"—|—...

n=0

nazgvame mocninovym radom. Cislo a € R sa nazjva stred radu. Cisla a, sa
nazyvaju koeficienty mocninového radu.

Veta 21 Pre kaZdy mocninovy rad y_," o an(z — a)" ezistuje 0 < p < oo také,
Ze dany rad konverguje pre kaZdé x € (a — p,a + p) a diverguje pre kaZdé x €
(=00, a)U(a, ). Hodnotu p nazgvame polomer konvergencie mocninového radu.

Danyg mocninovy rad konverguje len pre x = a prdve vtedy, ked p = 0. Rad
konverguje pre kaZdé x € R prdve vtedy, ked p = oo.
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2.2.1 Priklady
Cast I

1. Pomocou definicie najdite sticet radu

o0

(a) nZ::1 m. .............................................. [%]

(b) ni({"/ﬁ— PRI T)e e 0],
2. Vysetrite konvergenciu geometrického radu

(a) ni:;O(_msin. ............................... [Konverguje, s = 3].

(b) 20(_1)n )" [Diverguje].

3. Vysetrite konvergenciu nasledujicich radov:

00 2n
(a) 21 (;n—t12> e [Konverguje].
n=
(b) ) 2{11. ........................................... [Diverguje].
nc:o n2+3n
(© % (%ﬁ) .................................... [Diverguje].
(d) 21 COS . L [Diverguje].
n=
(e) ) sin(m-(L4n)). [Konverguje].
() Zln B GrFm . oee e [Konverguje].
s 2 . .
(g) nzl P e O PO [Diverguje].
(h) z—:1 #ﬁ%ﬁ ...................................... [Konverguje].

4. V nasledujucich prikladoch najdite mnozinu vsetkych ¢isel, pre ktoré dané
rady konverguju:

(a) 20 i (@ = A e, 1(2,6)].
(b) ::1 AT e [(=1,1)].
(c) 20 g (@ =4 (4 - V2,4 + 7).
() S 0™ (@4 D)™ e e e {~1)]

3
Il
—
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Cast II

1. Pomocou definicie najdite sicet radu

(a) nzl n2+42ln+3 ................................................. [3].
(b) 21(6711 T e+ /e — 2]
() S Im(1+2). [Diverguje].
n=1
2. Najdite sucet radu:
(a) ; e B
0o bl
(b) Zo B [0].
3. Vysetrite konvergenciu nasledujtcich radov:
[ee) 2
(a) = ("T'H)n e [Konverguje].
n=1
o) 2n
(b) 21 (;ﬁ%) P [Konverguje].
n=
00 3n
© 3 (277131) TR PRSI [Divergujel.
n=1
S~ (nt)!
(d) D o [Konverguje].
n=1
(e) > 3:;:“ ............................................ [Diverguje].
n=1
(F) 3 Z2EBn [Konverguje).
n=1
S .
(g) 21 (B)7singn. oo [Konverguje].
(h) osinl. [Diverguje].
n=1
(1) 21 % SN E-. [Konverguje].
. S . .
) 21 B T [Diverguje].
(k) 21 1 [Konverguje].
oo 3 .
O > n5i4:;§‘+2 ..................................... [Konverguje].

3
Il
—
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(m) 2 % ....................................... [Diverguje].
e n+l 1 .
(n) ngl (-1) T e [Konverguje].

4. V nasledujucich prikladoch najdite vsetky = € R, pre ktoré dané rady
konverguju a urcte polomer konvergencie:

(a) :1”%'@*3)” ........................... o € (2,4), p=1].
(b) iﬁ (@ = D)™ e e €R, p= oo
() 2 B @A) e (W, 1) p=1
(d) 20 b @A) € (~8,2), p="5]
(e) 20 (D) @ =22 v € (0,4), p=2]
Cast III
1. Pomocou definicie njdite stcet radu:
(a) 21 PP OO YU P PRURPPOUTUPPRUIN 4]
(D) 30 mrdime  eeeee e 2]

3
Il
_

©
18
—~
B
I
3
|
—
~—
=]
<
@
=
0Q
£.
L,

3
Il
—

2. Najdite sucet radu:

(a) g_;l o (25
0 ynt1
(b) 20 e ettt et e [6].

3. Vysetrite konvergenciu nasledujtcich radov:

(a) 21 SN . [Konverguje].
(b) 21 MSINZr. [Konverguje].
(c) Y n?sin n—13 ........................................ [Diverguje].

3
Il
—
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(d) D0 B GaTT e [Konverguje].
n=1
0 3n_2 2n . .
(e) 21 ( i ) ...................................... [Diverguje].
o0 gn .
() D2 Ghomyis e [Konverguje].
= (n+2)
(o) 1 1 n2 .
(8) > = ()" . [Konverguje].
n=1
(h) > (;)_nl. ........................................ [Konverguje].
n=1
00 2
0 % (?;7112) ....................................... [Divergujel.
U (L) [Diverguje].
(k) nzl e SO P [Konverguje].
o0 2 . .
1) Z: e R P [Diverguje].

4. V nasledujucich prikladoch néajdite vsetky = € R, pre ktoré dané rady
konverguju a urcte polomer konvergencie:

(a) i:;lznnz.(x—m. .......................... we(L8), p=1].
(b)
() i:;o%-(xn)n. ............................. [z €R, p=od].

o0

(d) Zomm”. ........................... [xe(-=7,7), p=T.



Chapter 3

Diferencialny pocet FVP

3.1 MnozZiny
Znakom R™ budeme oznacovat mnozinu
R™ ={x= (z1,22,...,Zm) | z; ERprei=1,2,...,m}.

Prvky mnoziny R™ nazyvame body, alebo vektory.
Na mnozine R™ definujeme dve operécie

1. Stéet vektorov

Nech x = (z1,22,...,2m) 8y = (Y1,¥2,.-.,Ym) st dva vektory z R™.
Potom ich stétom nazyvame vektor x +y € R™ taky, ze

X+y = (Z‘l,l‘g, cee 7xm)+(ylvy2a cee 7ym) = ($1+y1,1’2+y27~ .. 7xm+y’m)

2. Sudéin skalaru a vektora
Nech (skalar) ¢ € R a (vektor) x = (z1,Z2,...,2Zm) € R™. Potom si¢inom
skalaru ¢ a vektora x nazyvame vektor

cx =c(x1,Ta, ..., Tm) = (CT1,CTay ..., CTy).

Poznamenavame, 7ze mnozina R spolu s uvedenymi operaciami tvori linearny
priestor.
Na mnozine R™ dalej definujeme:

1. Skalarny stéin vektorov
Nech x = (z1,22,...,Zm) 8y = (Y1,¥2,---,Ym) st dva vektory z R™.
Potom ich skaldrnym stGéinom nazyvame ¢islo (skalar)

Xy =21y1 +T2¥2 + ... + TmYm.-

27
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2. Normu (absolatnu hodnotu) vektora
Nech x = (21, 22, ..., Zm,) € R™. Potom normou vektora x nazyvame ¢islo

x| = Vxx=/2? + 22 +... +22,.

3. Vzdialenost bodov
Nechx = (z1,22,...,2m) ay = (Y1,¥2, - - -, Ym) s dva body z R™. Potom
ich vzdialenostou nazyvame ¢islo

dx,y) =[x -yl =V(@1—11)? + (22 = 12)> + ... + (@m — Ym)?.

Definicia 13 Nech a € R™ a € > 0. Epsilonovym okolim bodu a nazgjvame
mnoZinu O(a) = {x € R™ | d(x,a) = |x — a| < €}. Prstencovym epsilonovgm
okolim bodu a nazgvame mnozinu O2(a) = O.(a) \ {a}.

V pripade R definujeme aj epsilonové okolia +00. Mnozinu O.(c0) = (%, 00)
nazgvame -ovym okolim bodu co. Prstencové e-ové okolie O2(o0) definujeme
predpisom O2(c0) = O.(00). Podobne definujeme epsilonové a prstencové ep-
silonové okolie minus nekonecna vatahom O2(—o00) = O.(—00) = (—o0, —1).

Definicia 14 Nech A C R™ a a € R™. Budeme hovorit, Ze bod a je hromadngym
bodom mnoziny A, ak v kazdom O2(a) lezi bod mnoZiny A.

Definicia 15 Nech A C R™. Komplementom mnoziny A nazijvame mnoZinu

CA={xeR"|x¢A}.

Definicia 16 Budeme hovorit, Ze mnoZina A C R™ je otvorend, ak pre kaZdé
ac A existuje Oz(a) C A.

Ak mnoZina A C R™ obsahuje vetky svoje hromadné body, tak sa nazgva
uzavretd mnozina.

Veta 22 MnoZina A C R™ je otvorend prdve vtedy, ked jej komplement C' A je
uzavretd mnozina.

Definicia 17 Budeme hovorit, Ze mnoZina A C R™ je ohranidend, ak existuje
0> 0 také, Ze A C O,(0).

Ak mnoZina A C R™ obsahuje vetky svoje hromadné body, tak sa nazyva
uzavretd mnozina.

3.2 Limita a spojitost funkcie

Definicia 18 Nech f : R™ D A — R", a € R™, b € R" a a je hromadnym
bodom mnoziny A.

Ak pre kazdé O, (b) existuje Of(a) také, ze f(O%(a)NA) C OL(b), hovorime,
Ze funkcia f: R™ D A — R™ md v bode a limitu b. Piseme limy_,, f(x) = b.
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Definicia 19 Nech f:R™ D A — R" a a € A je hromadngm bodom mnoZiny
A. Ak limy ., f(x) = f(a), budeme hovorit, Ze funkcia f : R™ D A — R™ je
spojitd v bode a.

Ak funkcia f je spojitd v kaZdom bode a € C C A, tak budeme hovorit, Ze
funkcia f je spojitd na mnozine C.

Ak funkcia [ je spojitd v kaZdom bode a € A, tak budeme hovorit, Ze funkcia
f je spojitd.

Veta 23 Nech f : R™ D A —-R" ag:R™ D A — R" Nech limy_,, f(x) =
b; € R™ alimy ., g(x) = by € R™. Nech ¢ € R. Potom

1. limy_a(cf)(x) = cby,
2. limx_a(f + g)(x) = by + ba,
3. limy_a | f|(x) = |b1].

Désledok 5 Nech f:R™ D A—R" ag:R"™ D> A— R"™ su spojité funkcie a
c € R. Potom

1. (¢f) :R™ D> A — R" je spojitd funkcia.
2. (f+9):R™>A—R" je spojitd funkcia.
3. |f] : R™ D> A — R je spojita funkcia.

Veta 24 Nech f :R™" DA —-Rag:R™DA—R. Nech limy_,, f(x) =b; €
R alimx_.5 g(x) = by € R. Potom

1. llmX‘)a(fg)(x) = b1ba,
2. ak by #£0 a g(x) #0 pre kazdé x € A, tak

A
,1132(5) () =5,

Dosledok 6 Nech f : R™ D A —Rag:R™ D> A — R su spojite funkcie
Potom

1. (fg) : R™ D> A — R je spojitd funkcia.

2. Ak g(x) # 0 pre kazdé x € A, tak (5) :R™ D> A — R je spojitd funkcia.

Definicia 20 Nech f : R™ D> A — R™ a C C A. Potom funkciu ((f|C)) : R™ D
C — R", (f|C)(x) = f(x) pre kaZdé x € C, nazjvame zizenie funkcie f na
mnoZzine C.

Veta 25 Nech f : R™ D A — R"™ a a € R™ je hromadngm bodom mmnoZiny
C C A. Nech limy_,, f(x) = b. Potom aj limx_,»(f|C)(x) = b.
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Désledok 7 Nech f:R™ D A — R"™ aa € R™ je hromadngm bodom mnoZiny
Cy C A a aj mnoziny Cy C A. Nech limx_5(f|C1)(x) # limx_.a(f]|C2)(x).
Potom limy_,, f(x) neexistuje. (Ak by existovala, tak by museli existovat limty
vdetkych ziZend a tieto limity by museli byt navzdjom si rovné. )

Veta 26 Nech f : R™ D A — R" aa € R™ je hromadngm bodom mnoZiny
Cy C Aaa Co C A Nech C;UCy = A Ak limx o (f|C1)(x) = b =
limx_a(f|C2)(x), potom af limx_, f(x) = b.

Veta 27 Nechf :R™" DA — BCR"ag:R" D> B — RF. Nechlimy_., f(x) =
b a limy_.p g(x) = c. Nech je splnend aspori jedna z nasledujicich podmienok:

e Pre kazdé x € A\ {a} je f(x) #b.
e Funkcia g je spojitd v bode b.
Potom limy_,a(g o f)(x) = limx_a g(f(x)) =c.

Veta 28 Nech f: R™ D A — B C R" je spojitd v bode a a funkcia g : R™ D
B — RF je spojitd v bode f(a). Potom funkcia (go f) : R™ D A — RF je spojitd
v bode a.

Dosledok 8 Zlozend funkcia zo spojitych funkcit je spojitd.

Veta 29 Nech f : R™ D A —- B CR" f = (fi,fe.--,fn) aa € R™ je
hromadngm bodom mnoZiny A. Potom limy_,, f(x) =b = (by,ba,...,b,) prave
vtedy, ked limy ., fi(x) =b; prei=1,,...,n.

Veta 30 Nech f : R™ D A - B CR" f = (fi,f2,--.,fn) aa € A je
hromadnym bodom mnoziny A. Potom funkcia f je spojitd v bode a prdve vtedy,
ked su v tomto bode spojité funkcie f; :R™ D A— BCR prei=1,2,...,n.

Désledok 9 Funkcia je spojitd prdve vtedy, ked su spojité jej zloZky.

V pripade, Ze uvazujeme o jednozlozkovych funkcidch typu f: R™ D A —
B C R, moézeme uvazovat o nevlastnych limitdch a aj o nerovnostiach medzi
limitami.

Definicia 21 Nech f : R™ D A — B C R je funkcia a limyx 5 f(x) €
{00, —00}. Potom hovorime, Ze funkcia f md v bode a nevlastni limitu.

Veta 31 Nech limy_., f(x) = 00. Potom limy_,a(—f(x)) = —o0.

Veta 32 Nech f :R™" DA —-Rag:R™DA— R Nechlimy_, f(x) =00 a
existuje k € R také, Ze g(x) > k pre kaZdé x € A. Potom limx_,(f+¢)(x) = co.

Veta 33 Nech f : R™ D A —Rag:R™ DA — R. Nech limy_., f(x) =
oo a existuje k € R také, Ze k > 0 a g(x) > k pre kaZdé x € A. Potom

limy 4 (f.9)(x) = 0.
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Veta 34 Nech limy_., |f|(x) = 00. Potom limy_.4 %(x) =0.

Veta 35 Nech limy ., f(x) = 0 a pre kaZdé x € A je f(x) > 0. Potom
limy_.a %(x) = 00.

Veta 36 Nech f:R" D A—-R,g:R" DA —-Rah:R™>A—R. Potom

1. Ak pre kazdé x € A je f(x) < g(x), tak v pripade existencie vlastnich
limit limy .5 f(X) a limyx_.a g(x), plati: limy_, f(x) < limyx_.a g(x).

2. Ak pre kazdé x € A je f(x) < g(x) < h(x) alimx_,n f(x) = limy_,a h(X),
tak existuje aj limy .o g(x) a plati: limy_, g(x) = limx_.5 f(x) = limyx_ 4 A(x).

Priklady
1. Vypocitajte nasledujice limity
(a) lim(g ,)—(2,3) z+y .............................................. [2]
(b) M (g,y)—2(0,0) g < v v v vrrrrrr e [neexistuje].
(€) MM (g, y) s (—1,1) Fhg o vrvrrrrr e [neexistuje].
(d) hm(x —(0,0) w+;§5 ............................................ [%]
(e) lim(g y)—(2,3) z+;i5 .................................... [neexistuje].
3_.3
(f) hm(I —(2,2) CC4—Z ............................................. [%]
(8) lim(y4)—(0,0) (2 + ¢) sin % .................................... [0]
(h) lim, ) (0,0,0) = — e [o0].
Y Vertyitz2ri-1
345
(1) lim(z,y)—(0,0) 2+yy ........................................... [0].
() limg y)—(0,0) 3 +y ...................................... [neexistuje].

(k) lim(, ) (0,0) 7 yy, (poloz y = sinx, alebo y = x — 22) . [neexistuje].

(1) limz y)—(0,0) 3+y, (polozy = /Y3 —y) covveeiii. [neexistuje].
(m) lims )—(0,0) ffiny s (polozy=a%) .. ..o [neexistuje].
(Il llm(x7y)_,(0 0) # .......................................... [i]

(0) lim(y ) 11)\/% ......................................... [V/2].
(p) lim(g 4)—(0,0) \/z;‘_—yzﬂ ................................... [neexistuje].

(q) lim _ 3@y [12]
q (z,y)—(0,0) \/m72 ...................................... .

(I‘) lim(a:,y)a(?),O) % .............................................. [1}

(S) lim(ryy)_)(()’()) tgyxy .............................................. [O}
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2. Nech
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(t) hm(m,y)—>(3,0) tg;y .............................................. (3].
1
(u) lim(%y)_)((m) (1 + 1}2y2) B2 e [6]
(v) 1im gy 0.0) (14 Z2Y2) 502 oo 1.
(a) L
foy - {TvEE P .9) £ 0,0)
’ 0 pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0)................ [Je spojita v (0,0).]
(b)
_my 0.0
gy = [ P £ 00,
0 pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0)............ [Nie je spojitd v (0,0).]
(c)
sin(z? 2
f(!E y) — Z(Zf—:g) pre (.ﬁ,y) 7é (070)7
’ 1 pre (z,) = (0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0)................ [Je spojita v (0,0).]
(d)
f(I‘,y,Z) — IZ_&}% pre (fE,y,Z) 7é (07070)7
0 pre (x,y,z) = (0,0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0,0). .......... [Je spojita v (0,0,0).]
(e)
f(.T,y,Z) — % pre (fE,y,Z) 7é (07070)7
0 pre (x,y,z) = (0,0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0,0)........ [Nie je spojita v (0,0,0).]
(f)
s
flz,y) = G2 pre (z,y) # (0,0),
| pre (z,3) = (0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0)............ [Nie je spojita v (0,0).]
(8)

Fay) = A e pre (0,9) £ (0,0),
0 pre (z,y) = (0,0).

Vysetrite spojitost v bode (0,0)................ [Je spojita v (0,0).]
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(h)

$2 2
fla,y) = m pre (z,y) # (0,0),
, 0 pre (z,y) = (0,0).
ysetrite spojitost v bode (0,0)............ 1e je spojita v (0,0).
Vysetri Stost v bode (0.0 Nie i .y 0.0

3.3 Diferencovatelhost funkcie

3.3.1 Linearne zobrazenia

Definicia 22 1. Funkciu L : R™ — R™ nazgvame linedrna funkcia, ak pre
kaZdé x,y € R™ a c € R plati

e L(x+y)=L(x)+ L(y),
o L(cx) = cL(x).
2. Pre kaZdé linedrne zobrazenie L : R™ — R existuju l1,1s, ..., 1, € R take,
Ze
L(x) = L(z1,%2, ..., Tm) = lix1 + laza + ... 4+ Ly Tom.

Maticu
[L]:[ll s ... lm]

nazyvame matica linedrneho zobrazenia L.

3 L:R™ - R" L= (Ly,Ls,...,L,) je linedrne zobrazenie prdve vtedy,
ked jeho zlozky

L; :R™ — R, Li(x) = Li(xl,x27 e ,xm) =lpxy +lipxo + ... + limTm

st linedrne zobrazenia pre i =1,2,...,n. Potom maticu
lll 112 “ e llm
121 122 PR lZm
[L] =
lnl ln2 cee lnm

nazyvame matica linedrneho zobrazenia L.
4. Je zrejmé, Ze pri tomto oznacent plati L(x) =y prdve vtedy, ked [L]xT =
y7T, kde x” oznacuje transponovani maticu riadkovej matice X.

3.3.2 Definicia diferencovatelhosti

Definicia 23 Nech f : R™ D A — R", A je otvorend mnoZina a a € A
je hromadnym bodom mmnoziny A. Nech existuje také linedrne zobrazemie L :

R™ — R™, Ze
i S0 = fla) - Lx—a)] _
x—a |x — a|
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Vtedy hovorime, Ze funkcia [ je diferencovatelnd bode a. Linedrne zobrazenie
L : R™ — R"™ nazgvame (prvy) diferencidl funkcie f v bode a. Oznacujeme
L =Df(a).

Ak funkcia f je diferencovatelnd v kazdom bode a € M C A, potom hov-
orime, Ze funkcia f je diferencovatelnd na mnoZine M. Ak funkcia f : R™ D
A — R" je diferencovatelnd na mnozine A, tak hovorime, Ze f je diferencov-
atelnd funkcia.

Poznamka 2 Je zrejmé, Ze funkcia f : R™ D A — R" je diferencovatelnd v
bode a € A (A je otvorend mnoZina) prdve vtedy, ked

Lo 00— J(@) — L(x —a)

=0.
X—a ‘X — a|

Veta 37 Nech funkcia f: R™ O A — R"™ je diferencovatelnd v bode a € A. (A
je otvorend mnozina.) Potom ezistuje takd funkcia p: R™ 2 A — R™, Ze

1. p(a) =0,

2. funkciap: R™ DO A — R"™ je spojitd v bode a. To znamend, Ze limy_,, p(x) =
p(a) = 0.

8. Pre kazdé x € A plati
f(x) = f(a) + L(x — a) + p(x)|x — al.

Veta 38 (Nutnd podmienka diferencovatelnosti funkcie v bode) Nech f: R™ D
A — R" je diferencovatelng v bode a € A. (A je otvorend mnoZina.) Potom je
v tomto bode spojitd.

Veta 39 Nech funkcie f: R™ D A —-R" ag:R™ D A — R" su diferencov-
atelné v bode a € A (A je otvorend mnoZina.) a ¢ € R. Potom

o Funkcia (cf): R™ D A — R"” je diferencovatelnd v bode a.
e Funkcia (f +g) : R™ D A — R" je diferencovatelnd v bode a.

Veta 40 Nech A je otvorend mnozina. Funkcia f : R™ O A — R", f =
(f1, fa, -+, fn) je diferencovatelnd v bode a prdve vtedy, ked v bode a si difer-
encovatelné jej zlozky f; : R™ D A — R prei = 1,2,...,n. NavySe v pripade
diferencovatelnosti plati

Df(a) = (Dfi(a)), Dfa(a)),.. ., Dfu(a)).

3.3.3 Parcialne derivacie

Definicia 24 1. Nech A je otvorend mnoZina a a = (ay,as,...,ay,) € A.
Potom definujeme

A;={teR]| (a1,a9,...,6i—1,t,a0it1,...,am) € A} pre i=1,2,...,m.
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2. Nech f:R™ D A — R. Budeme uvaZovat o funkcidch
;- R 2 A— R, (,Dl(t) = f(al,ag, . 7ai,1,t,ai+1, . ,am)
prei=1,2,...,m.
3. Nech existuje (vlastnd) derivdcia
iy e pi(t) — pilas)
pila;) = tthali t—a,
— lim flat,ag, ... aim1,t, G441, ... am) — f(Q)
t—a; t—a,
_ 5/(a)
(S.IZ'
= f.i(a)
Toto ¢islo nazyvame parcidlna derivdcia funkcie f podla i-tej premennej
v bode a.
4. Nech B; C A je mnoZina vSetkych a € A pre ktoré existuje f.;(a). Potom
funkciu
fi:R" DB, =R, x+— f;(x)
nazyvame parcidlna derivdcia funkcie f podla i-tej premennej.
Priklady

Vypocitajte parcidlne derivacie nasledujucich funkcii:

1.

10.

f@y) = (tg2), fal@,y) =7, fala.y) =

. f(x,y,Z) :x3y2z+2x—3y—|—z+5, .fl(m?yaz) :?

. f(xayaz) = %a f2(1773v4) =7

f(x,y) = ln(Sin‘Ty)7 f~2(17 %) =?

. f(z,y) = arcsin 5 + /zy, f1(1,1) =7, f2(2,1) =7

x,Yy) = €Sin%7 fl(xay) :?7 fz(l’,y) =?

[z, y)
flay) =2, fa(z,y) =7, fo(z,y) =7
flz,y)

(

r,y) = (Inx)*, fi(x,y) =7, fa(z,y) =7

z,y, Z) _ 2’613 ln(cos(m—yz))7

f~1($ayaz) :?7 f.Q(SU,y,Z) :?7 f~3(xayaz) =?

f($7yaz) = .’E%Z7 f-l(‘raywz) :?7 f'?(‘rvywz) :?7 f'3(x7y72) =7
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11. Nech (447
e ty) p o~y pre (z,y) # (0,0),
_ ety :
f(xay> {1 pre (l’,y) = (070)
Vypocitajte f£.1(0,0), f2(0,0). ........... [£.1(0,0) =1, £2(0,0) = —1]

Veta 41 (Nutnd podmienka diferencovatelnosti funkcie v bode) Nech A je otvorend
mnoZina a funkcia f : R™ D A — R je diferencovatelnd v bode a € A. Potom
existuji parcidlne derivdcie f.;(a) pre i =1,2,...,m a navyse

L(x) =Df(a)(x) =Df(a)(x1,za,...,2Tm) = f1(a)z1+f2(Q)za+. . .+ fom(@)Tm.

Veta 42 (Postacujica podmienka diferencovatelnosti funkcie v bode) Uvazujme
o funkcii f : R™ D A — R, kde A je otvorend mnozina a a € A. Nech ezistuji
parcidlne derivacie f.; : R™ D A — R prei=1,2,...,m a navyse tieto parcidlne
derivdcie su spojit€ v bode a. Potom je funkcia f diferencovatelnd v bode a.

Déosledok 10 Nech f : R™ D A — R™, f = (f1,f2,.--, fn), A je otvorend
mnoZina a a € A. Nech parcidlne derivdcie (f;).; : R™ 2 A — R st spojité v

bodeaprej=1,2,...,n, i=1,2,...,m. Potom je funkcia [ diferencovatelnd
v bode a.
Priklady
1. Nech
Hany) = 71 pre (z,y) # (0,0),
' 0 pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite diferencovatelnost v bode (0,0)................. [f1(0,0) =0=
f2(0,0), nie je spojita, nie je diferencovatelna v (0,0).]
2. Nech )
Fny) = sz pre (z,y) #(0,0),
7 0 pre (z,y) = (0,0).
VysSetrite diferencovatelnost v bode (0,0)................. [£1(0,0) =0=
f2(0,0), nie je spojitd, nie je diferencovatelna v (0,0).]
3. Nech s s
foy = [ e (@) 2 0,0)
’ 0 pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite diferencovatelnost v bode (0,0)................. [f1(0,0)=1=

£2(0,0), je spojita, nie je diferencovatelna v (0,0).]
4. Nech

RIS
—~
<o
N

Fay) = (z% +y?)sin opr  pre (z,y)
7 0 pre (z,y) = (0,0
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Vysetrite diferencovatelnost v bode (0,0)................. [f1(0,0) =0 =
£2(0,0), je spojitd, je diferencovatelnd v (0,0), parcidlne derivacie nie st
spojité v (0,0).]

5. Nech f(x,y) = /23 + y3. VySetrite diferencovatelnost v bode (0,0).[f.1(0,0) =
1= f.2(0,0), je spojité, nie je diferencovatelnd v (0,0).]

6. Nech f(z,y) = \/22 + y2. VySetrite diferencovatelnost v bode (0, 0).[f.1(0,0), f.2(0,0)neexistuji, nie je dife
7. Nech f(x,y,2) = /22 + y? + 22. VySetrite diferencovatelnost v bode (0, 0, 0).
[£1(0,0,0), f2(0,0,0), f.5(0,0,0)neexistuji, nie je diferencovatelna v (0,0,0).]

3.3.4 Geometricky vyznam parcialnych derivacii
Z podmienky
f(x) = f(a) + L(x — a) + p(x)|x — 2]
odvodzujeme dva dosledky:
1. f(x) = f(a)+ L(x —a).
2. V pripade funkcie dvoch premennych dostavame:

z = f(a,b) + f1(a,b)(x —a) + f2(a,b)(y —b)

je rovnica dotykovej roviny grafu funkcie f v bode T = (a, b, f(a,b)).

Priklady
1. Vypocitajte priblizntt hodnotu (1,94)2e0%12.
2. Vypodéitajte priblizntt hodnotu 4, 004(2,002)%(3,003)3.

3. Napiste rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie f(z,y) = 22% + 3> v
bode T'= (1,1, 7).

4. Napiste rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie f(z,y) = o + 222y —
xy+x vbode T = (1,7,2).

5. Napiste rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie f(x,y) = zy v bode
T=(7,22).

6. Napiste rovnicu dotykovej roviny ku ploche 22 4+ 232 + 322 = 6 v bode
T=(1,-1,1).

7. Ukézte, ze plochy 22 —xy —8x+2+5 =0 a 4+ 2+ 2y = In 2 sa dotykaji
(maju spolo¢ni dotykovd rovinu) v bode T' = (2, —3,1).
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3.3.5 Diferencovatelnost zloZenej funkcie

Veta 43 (Veta o diferencovatelnosti zlozenej funkcie) Nech A CR™ a B C R®
st otvorené mmnoziny. Nech funkcia f : R™ O A — B C R" je diferencovatelnd
v bode a € A a funkcia g : R™ D B — RF je diferencovatelnd v bode f(a) € B.
Potom zloZend funkcia (go f) : R™ D A — RF je diferencovatelnd v bode a a
plati

D(go f)(a) = Dy(f(a)) o Df(a).

Pre matice zlozenych linedrnych zobrazeni plati:

[D(g e f)(a)] = [Pg(f(a))] [Df(a)] -

Nech
[:R"2DA—-BCR", f=(f1,f2...,fn), a€A
g:R"2B—R, f(a)=b
Potom
[Dg(b)] = [g.1(b), g.2(b), ..., g.n(b)].
Dalej

fra(@)  fiz(@) ... frm(a)
Df) = | L
fn~1(a) fn-Q(a> s fnm(a)
Potom z podmienky
[D(g o f)(a)] = [Dg(b)] [Df(a)]

dostavame

(9o f)k(a) = (g1(b)frr(a) + g2(b)for(a) + ... + gn (D) frk()) b=t (a)
Tento vysledok sa zapisuje symbolicky v tvare tzv. refazového pravidla:

0(gof) _ 09 0yr b9 02 . 0g Oyn
Sxk, dyi 6z, Oya dmp  Oyn Oxp

3.3.6 Zmiesané parcialne derivacie

Z parcialnych derivacii (prvého radu) je mozné opift ziskavat parcialne derivacie.
Su to parcidlne derivacie druhého radu. Ich derivovanim ziskavame parcidlne de-
rivacie tretieho radu, atd. Napriklad, ak uvazujeme o parcidlnej derivacii podla
druhej premennej, je mozné pocitat jej parcidlnu derivaciu podla $tvrtej pre-
mennej nasledujacim spdésobom:

2
(Fa)a = fos = -2 (5f> 0

5.134 5.232 a 5.1345])2 '

2
(Fa)a = for = 2 <5f> 52f

(Sl’g (5372 - (5.’[]22.

Podobne
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Pre derivacie tretiecho radu dostévame

(Fau)s = (foss) = = ( 6% f ) 5 f

o E 5$45$2 - (51‘3(5.%45!%2.

Vsimnime si, ze pri réznych zapisoch derivacie dostdavame opacné poradia de-
rivovania.

Veta 44 Nech A C R? je otvorend mnoZina a je dand funkcia f : R2 D A — R.
Nech existujii f1 :RZ2DA—R, fo:RZDA—=Ra fi1o:R?>DA— R. Nech
funkcia fi2 : R2 D A — R je spojitd v bode a € A. Potom existuje fo1(a) a
plati

fiz2(a) = fa(a).

Veta 45 Nech funkcia f : R™ O A — R md na otvorenej mnozine A spojité
vsetky parcidlne derivdcie aZ do r-tého rddu vratane. Potom tie parcidlne derivd-
cie k-tého rddu (2 < k <r), v ktorjch sa podla rovnakijch premenngch rovnako
vela razy derivuje (bez ohladu na poradie), si rovnaké.

Definicia 25 Ak funkcia f : R™ O A — R md na otvorenej mnoZine A spojité

vsetky parcidlne derivdcie aZ do r-tého radu vrdtane, tak hovorime, Ze je r-razy
spojito diferencovatelnd.

Priklady

1. Vypocitajte parcidlne derivacie druhého radu funkcie
flw,y) = yav.
2. Vypocitajte parcialne derivacie druhého radu funkcie
f(z,y,2) = In(x? +y* + 22).
3. Vypodcitajte parcidlne derivacie druhého radu funkcie

f(xﬂ y? Z) = 2zyz'

4. Nech .
o [ pre (n,y) £ (0,0),
f( ay) {0 Yy pre (m7y) _ (070)
Vypoéitajte f.12(0, O) a f.21(0, O) ....... [f.lg(o, 0) = —1, f.21(0, 0) = 1]
5. Nech .
Ty
— ) 224+y? pre (xay) 7& (070)a
Ty {0 pre (2,3) = (0.0).

(
Vypoditajte f.12(0,0) a f21(0,0). ......... [f12(0,0) =0, f21(0,0) =1.]



40 CHAPTER 3. DIFERENCIALNY POCET FVP

3.3.7 Derivacia vo smere, gradient

Nech je dand funkcia f: R™ O A — R a A je otvorend mnozina. Nech funkcia
f je diferencovatelnd v bode a € A. Uvazujme o jednotkovom vektore e =
(e1,€2,...,em) € R™. Pretoze A je otvorend mnozina, musi existovat 7 > 0
také, Ze pre kazdé t € (—7,7) plati a+ et € A.

Potom je zrejmé, Ze funkcia

h:RD(—7,7) = ACR™, h(t)=a+et= (a1 +eit,as + eat,...,am + epnt)
je diferencovatelna v bode 0. Tak isto v bode 0 je diferencovatelnd aj funkcia
r=(foh):RD(—7,7) = ACR, r(t) = f(h(t)) = f(a+et).

Preto existuje
! . T(t) — T(O)
0) =lim ————=.
r(0) tLI% t—0
Tato derivaciu mozeme vypocitat pomocou retazového pravidla nasledujicim
spdsobom:

7(0) =£.1(R(0))h1(0) 4 f2(h(0))h3(0) 4 - + f.m((0))hs,(0)
= fa(a)er + f2(a)ez + - + fm(a)en

= (f1(a), f2(a),..., fm(@)) - (e1,€2,...,em)
= (f'l(a)a f~2(a)7 ey fm(a)) "€
= f~e(a)

Cislo r'(0) = f.e(a) nazgvame derivicia funkcie f v bode a vo smere (jed-
notkového) vektora e.

Vektor (f.1(a), fo(a),..., fm(a)) nazyvame gradient funkcie f v bode a.
Oznacujeme

grad f(a) = (f1(a), f2(a),..., f.m(a)).
Pri tomto oznaceni dostavame

fol@) = grad f(a) -e.

7Z vlastnosti skalarného sacinu vyplyva, ze

|fe(a)] = [grad f(a) - e| < |grad f(a)|le| = |grad f(a)|.
Z toho uz vyplyva: Ak zvolime jednotkovy vektor v tvare

_ grad f(a)
lgrad f(a)|’
potom dostaneme

_ grad f(a) - grad /(a)
lgrad f(a)]

Z toho vyplyva, ze gradient udéva smer, v ktorom sa funkcia najrychlejSie meni.

fe(a)

= |grad f(a)].
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Priklady
1. Nech f(z,y) = ™", e = ¥2(1,1). Vypoditajte fo(2,1). .......... [fo =
Y2(1 - 8¢4).]

2. Najdite jednotkovy vektor, v ktorého smere sa funkcia f(x,y, z) = y? sin(ryz)
v bode a = (1,1, 7) meni najrychlejsie. Uréite rychlost (velkost) tejto
ZINENY. ©evetneennenannennes [e = ﬁ(—ﬂ, —m,—1), fe = V1+272]

3. Nech f(z,y) = 22 — 2zy + 2 — y? + 3y. Najdite bod, v ktorom je derivacia
tejto funkcie v kazdom smere nulova. ............. ... [(3,1)]

3.3.8 Lokalne extrémy

Definicia 26 Nech f:R™ D A — R aac A
Nech ezistuje také prstencové okolie O%(a), Ze:

1. Pre kazdé x € O%(a) N A je f(x) < f(a). Potom hovorime, Ze funkcia f
md v bode a rydze lokdlne mazimum.

2. Pre kazdé x € O3(a) N A je f(x) > f(a). Potom hovorime, Ze funkcia f
md v bode a rydze lokdlne minimum.

Nech existuje také okolie Os(a), Ze:

1. Pre kazdé x € Os(a) N A je f(x) < f(a). Potom hovorime, Ze funkcia f
md v bode a lokdlne mazimum.

2. Pre kazdé x € Os(a) N A je f(x) > f(a). Potom hovorime, Ze funkcia f
md v bode a lokdlne minimum.

Vsetky wvedené pojmy nazyvame spoloénym terminom lokdlne extrémy.

Ak pre kazdé x € A je f(x) < f(a), tak hovorime, Ze funkcia f md v bode a
totdlne (globdlne) mazimum.

Ak pre kaZdé x € A je f(x) > f(a), tak hovorime, Ze funkcia f md v bode a
totdlne (globdlne) minimum.

Je zrejmé, Ze v bodoch, v ktorych funkcia nadobida totdlne extrémy, nadobda
aj lokdlne extrémy.

Veta 46 (Nuind podmienka pre existenciu lokdlnho extrému) Nech f : R™ D
A — R. Nech

1. A je otvorend mnozina a a € A.
2. Funkcia f je diferencovatelnd v bode a.

3. Funkcia f md v bode a lokdlny extrém.

Potom grad f(a) = 0.
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Poznamka 3 Ak funkcia f : R™ O A — R je dva razy spojito diferencovatelnd,
tak nezdlezi na poradi derivovania v parcidlnych derivdcidch druhého rddu.

Definicia 27 Nech funkcia f : R™ D A — R je dva razy spojito diferencovatel-
na na otvorenej mnozine A a a € A. Potom definujem druhy diferencidl funkcie
f ako funkciu

D2f(a) : R™ — R, D*f(a)(x) = D*f(a)(z1,T2,...,Tm) = ZZf.ij(a)xixj.

To znamend, Ze hodnota druhého diferencidlu je homogenny polynom druhého
stuprna
P(x) = P(x1,22,. ., Tm)
=D?f(a)(z1,22,...,Tm)
= fu(@)rizy + faa(a)zize + .+ fam(a)z10m+
+ for(@)zexy + foo(a)xoxe + ... + fom(@)zex,+

Je zrejmé, ze v tomto polyndme plati
fii(a) = [ji(a).

Veta 47 (Taylorova veta) Nech funkcia f : R™ 2 A — R je dva razy spojito
diferencovatelnd na otvorenej mnozine A a nech pre kazdé t € (0,1) je (a+tx) €
A. Potom ezistuje t € (0,1) také, Ze

DO f(a)(x D f(a)(x D? f(a+ tx)(x
) | DY), Pt

Vo vSeobecnosti homogenny polyném druhého stupna m-premennych je v
tvare

fla+x)=

P(x) = P(z1,%2,...,Zm)
= a11X1%1 + a12X1T2 + ...+ a1m$1$m+
+ a21x2T1 + A22T2X2 + . . . + A2 T2 T+
+ A1 TmT1 + G2, T2 + . . . + G TmTm
V tomto polynéme plati a;; = aj;, pre 7,5 =1,2,...,m.

Definicia 28 Nech
m m

P(x) = P(z1,22,...,2m) = Zzaijmixj, aij =aj pre i,j=1,2,....,m
i=1j=1

je homogenny polynom druhého stupria m-premenngch (symetrickd kvadratickd
forma). Ak
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1. pre kazdé x € R™\ {0} je P(x) > 0, tak hovorime, Ze polynom P(x) je
kladne definitny.

2. pre kaZdé x € R™ je P(x) > 0 a existuje x # 0 také, Ze P(x) = 0, tak
hovorime, Ze polyndm P(x) je kladne semidefinitny.

3. pre kazdé x € R™ \ {0} je P(x) < 0, tak hovorime, Ze polynom P(x) je
zaporne definitny.

4. pre kazdé x € R™ je P(x) < 0 a existuje x # 0 také, e P(x) = 0, tak
hovorime, Ze polyndm P(x) je zdporne semidefinitny.

5. existuji x1,x2 € R™ také, Ze P(x1)P(x2) < 0, tak hovorime, Ze polyndom
P(x) je indefinitny.

S kazdou symetrickou kvadratickou formou st spojené nasledujtice determinanty

ail ai2 Lo A1k
a1 a22 ... Aok

A= . . ) pre k=1,2,...,m.
ak1 a2 ve. Akk

Veta 48 (Sylvestrovo kritérium) Nech je symetricky homogenny polyndm druhého
m m

stupria P(x) = P(21,%2,...,Tm) = D > Qi T;T;.
i=1j=1

1. Polynom P(x) je kladne definitng prdve vtedy ked Ap > 0 pre k =
1,2,...,m.

2. Polynom P(x) je zdporne definitny prdave vtedy ked (—=1)*Ar >0 pre k=
1,2,...,m.

3. Ak A, # 0 a P(x) nie je definitny (kladne, alebo zdporne), tak je in-
definitny.

Veta 49 (Postacujica podmienka ezistencie lokdlneho extrému) Nech funkcia
f:R™ D A — R je dva razy spojito diferencovatelnd na otvorenej mnozine A.
Nech pre a € A plati gradf(a) = 0. Potom

1. ak D%f(a)(x) je kladne definitny, tak funkcia f md v bode a rydze lokdlne
mintmum.

2. ak D?f(a)(x) je zdporne definitny, tak funkcia f md v bode a rijdze lokdlne
mazTimum.

3. ak D*f(a)(x) je indefinitny, tak funkcia f nemd v bode a extrém.

Definicia 29 Nech A C R™ je ohranicend a uzavretd mnozina. Potom hov-
orime, ze A je kompaktnd mnoZina.
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Veta 50 Nech funkcia f : R™ 2 A — R je spojitd na kompaktnej mnoZine
A. Potom na tejto mnozine nadobida (totdlne) mazimum a aj minimum. To
znamend, Ze ezistuji c,C € A také, Ze pre kazdé x € A plati:

fle) < f(x) < f(C).

Priklady

Vysetrite lokalne extrémy nasledujicich funkecii:

1.

10.
11.
12.

13.
14.

fla,y,2) =23 +y* + 22 + 122y + 22. [a= (0,0,—1), nem4 extrém, b =
(24,144, —1), rydze lokdlne minimum.)

flo,y,2) =35 — 62+ 22+ 2% — 20y +2y% + 2yz +32%. ............ [a=

(8,5,—2), rydze lokdlne minimum.]

flr,y,2) =22+ + 22 —ay — 20 +3y —42+6. oo, [a=
1 =2 9), rjdze lokdlne minimum, f(a) = =L.

(3) 3 y ) 3

flr,y,2) =a?+y? =22 . [a=(0,0,0), nemé extrém.]

flo,y,2) =622 +5y? + 1422 + 4oy —8vz —2yz+ 1. oot [a=

(0,0,0), rydze lokdlne minimum, f(0,0,0) =1.]

fla,y,2) =22+ 92 + 22420 +4y —62. oo [a=

(—1,-2,-3), rydze lokdlne minimum.]

flayy) =23+ 93 +32y+2. [a=(0,0), nem4 extrém.]

fl,y) =224+ y3 [a = (0,0), nemé extrém.]

flo,y) =a24+y* oo [a = (0,0), rydze lokdlne minimum.]

fl,y) =221+ 9% oo [a=(0,y), lokdlne minimum.]

flzy)=yV1+ax+ay/T+y. ..o [a:(%z,%), nems extrém.]

flx,y) =23+ 3y? — 6xy — 62 + 6y. ....[a=(0,—1), nem4 extrém, b =
(2,1), rydze lokélne minimum.]

fle,y) =2 +y* +a2y —2r —y. ... [a=(1,0), rydze lokilne minimum.]

Fla,y) = 239822 — 62y + 3Y2). oo i [a=
(0,0), rydze lokdlne minimum, b = (%, %1), nem4 extrém.]

Néjdite (totalne, globalne) extrémy funkcii:

1.

2.

f(z,y) = 22 — 2> + 4oy — 62 — 1 na mnozine A = {(z,y) | je ohrani¢ena
priamkami z=0,y=0, 24+y—3} ............ [-19 < f(z,y) < —1]

f(x,y) = 2%y(2 — x — y) na trojuholniku A = {(x,%) | je ohraniceny
priamkami =0, y=0, 2 +y=06}. ............ [-128 < f(z,y) < 1]
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3. f(z,y) = 23 + y® — 32y na obdlzniku A = {(x,%) | je ohraniceny
priamkami z=0,z=2, y=-1, y=2}. ......... 1< f(z,y) <13]

4. f(z,y) = 2% +y*> — 122 + 16) na mnozine A = {(z,y) | 2% + 3> < 49}.
[-20 < f(z,y) < 149.]

5. f(x,y) = /22 +y? na kruhu A = {(z,y) | 22 +y* <25}. [0 < f(z,y) <
5
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Chapter 4

Integralny pocet FVP

4.1 TUvodné pojmy
Definicia 30 MnoZinu
I ={a1,b1) X {(a2,b2) X ... X {am,bm)
={x=(x1,22,...,2m) ER™ |a; <x; <b;prei=1,2,...,m}
nazijvame uzavrety interval. Cislo
w(l) = (by —a1)(ba —az)...(bm — am)
nazyvame miera intervalu I.

Definicia 31 Nech A C R™. Ak pre kaZdé e > 0 existuje takd koneénd mnoZina
intervalov Iy, Iz, ... Iy, Ze

p(ly) + p(l2) + ..+ ple) <e,
tak hovorime, Ze A je mnoZina miery nula.

Definicia 32 Nech A C R™. Bod a € R™ nazgjvame hrani¢nym bodom mnoZiny
A, ak v kazdom jeho okoli O (a) existuju body aj z mnoziny A a aj body, ktoré do
mnoziny A nepatria. MnoZinu véetkych hraniéniych bodov mnoziny A nazjvame
hranica mnoZiny a oznacujeme znakom hr (A).

Definicia 33 Nech A C R™ je ohranicend mnoZina. Ak hranica hr (A) tejto
mnoZiny je mnoZina miery nula, tak hovorime, Ze mnoZina A je meratelnd
mnozina.

Definicia 34 Nech f : {(a,b) > R a g: {a,b) — R si také dve spojité funkcie,
Ze f(x) < g(x) pre kazdé = € {(a,b). Potom mnoZinu

A={(z,y) eR®|a<z<b, f(z)<y<g(x)}

nazgvame elementdrna oblast typu [x,y].

47
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Analogicky definujeme elementarnu oblast typu [y, z].

Definicia 35 Nech B C R? je elementdrna oblast typu [z,y]. Nech ¢ : R? D
B —R av:R?>D B — R si také dve spojité funkcie, Ze o(z,y) < ¥(x,y) pre
kazdé (x,y) € B. Potom mnoZinu

A={(z,y,2) R’ | (z,y) € B, p(z,y) <z < P(z,y)}

nazgvame elementdrna oblast typu [x,y, z].
Mnozina A C R3 je elementdrnou oblastou typu [z,y, z] prdve vtedy, ked

o cxistuju spojit€ funkcie f : {(a,b) — R ag: (a,b) — R také, Ze f(x) < g(z)
pre kaZdé x € (a,b),

e B={(z,y) eR? |a<z<b, f(z)<y<gl)}

o existuji spojité funkcie ¢ : R O B — R a1 : R2 D B — R také, Ze
e(x,y) < (x,y) pre kazdé (z,y) € B,

o A={(z,y,2) R’ [a<a <b, f(z) <y <g(r), olz,y) <z <y(a,y)}

Podobnym sposobom definujeme v R3 elementérne oblasti aj injch typov
Elementérne oblasti je mozné definovat aj v priestore R pre m > 3.

Veta 51 Vsetky elementdrne oblasti st meratelné mnoziny.

4.2 Opakovanie z integralneho poctu realnej funkcie

jednej realnej premennej

Definicia 36 1. Nech {(a,b) je uzavrety interval. Nech xg,x1,22,...,T; SU
také, Ze a = 19 < 1 < Ty < ... < x = b. Potom k + 1—ticu D =
(zo, 21,22, ..,2k) nazgvame delenie intervalu {(a,b). Intervaly (z;_1,x;)

nazyvame deliace intervaly.

2. Nech D = (xg,21,%2,...,Tk) je delenie intervalu (a,b). Potom ¢islo || D|| =
max{z; —x;—1 |1 =1,2,...,k} nazgvame norma delenia D.

3. Nech (D)2, je postupnost delent intervalu {a,b). Ak lim, . ||Dxn| =0,
potom hovorime, Ze postupnost (D,,)22, je normdina postupnost deleni
intervalu (a, b).

4. Nech funkcia f : A — R je ohraniéend na intervale {a,b) C A a D =

(xo,21,%2,...,2x) je lubovolné delenie intervalu {(a,b). Nech body c; €
(xi—1,;) st lubovolne zvolené pre i = 1,2, ... k. Potom éislo
k

Sp(f) = fle) (@i — zia)

i=1

nazgvame integralny sicet funkcie f pre dané delenie D intervalu {(a,b) a
volbu bodov ¢; € (x;_1,x;).
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Definicia 37 Nech funkcia f : A — R je ohranicend na intervale {(a,b) C A.
Ak pre kazdd normdlnu postupnost deleni (D)2 intervalu (a,b) a kaZdi volbu
bodov ¢; v integrdlnych suctoch Sp, (f), postupnost (Sp, (f))22, konverguje k
tomu istému céislu J, tak hovorime, Ze funkcia f je integrovatelnd ma intervale
{a,b). Cislo

J = lim Sp,(f)

n—oo

nazgvame urcity integral funkcie f na intervale (a,b) a oznacujeme

b b
J:/f:/f(x)dx.

Veta 52 (Prvd postacujica podmienka integrovatelnosti) Nech funkcia f : A —
R je spojitd na intervale (a,b) C A. Potom je na tomto intervale integrovatelnd.

Definicia 38 Nech si splnené nasledujice podmienky:
1. Funkcia f : A — R je ohranicend na intervale (a,b) C A.

2. Vintervale (a,b)ezistuje len konecny pocet bodov, v ktorych tato funkcia
nie je spojitd.

3. V kazdom bode z intervalu (a,b) existuje vlastnd limita funkcie f sprava
a aj zlava.
4. Existuji vlastné limity im, . f(z) alim,_,— f(2).

Potom hovorime, Ze funkcia f je po ciastkach spojitd na intervale (a,b).

Veta 53 (Druhd postadujica podmienka integrovatelnosti) Nech funkcia f :
A — R je po diastkach spojitd na intervale (a,b) C A. Potom je na tomto
intervale integrovatelnd.

4.3 Definicia integralu na intervale
Definicia 39 1. Nech

1= <a1,b1> X <a2,b2> X ... X (am,bm)
={x=(r1,22,...,Tm) ER™ |a; <x; <b;prei=1,2,...,m}

je uzavrety interval. Nech D; je delenie intervalu {a;,b;) prei =1,2,...,m.
Potom m-ticu D = (Dy, Da, ..., Dy,) nazjvame delenie intervalu I. Cislo
|ID|| = max{||D;|| | ¢ = 1,2,...,m} nazgvame norma delenia D. KaZdym
delenim m-rozmerného intervalu I je urceny konecny pocet m-rozmernych
deliacich intervalov I, I, . . ., Iy, na ktor€ je rozdeleny interval 1. To zna-
mend, e I = I, Ul U...U I} a deliace intervaly mozu mat spolocné len
hranicné body.
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2. Nech (D)2, je postupnost deleni intervalu I. Ak lim,, ., |[D™ | = 0,
potom hovorime, Ze postupnost (D)2, je normdina postupnost delent

ntervalu I.

8. Nech funkcia f : R™ O M — R je ohranicend na intervale I C M a D

s deliacimi intervalmi Iy, Io, ..., Iy je lubovolné delenie intervalu I. Nech
body c; € I; st lubovolne zvolené pre i = 1,2,..., k. Potom déislo
k

Sp(f) = flei)u(l)
i=1
nazyvame integrdlny sicet funkcie f pre dané delenie D intervalu I a volbu
bodov ¢; € I;.

Definicia 40 Nech funkcia f : R™ D M — R je ohranidend na intervale
I C M. Ak pre kaZdi normdlnu postupnost deleni (D), intervalu I a kazdi
volbu bodov ¢; v integrdlnych suctoch Spm)(f), postupnost (Spm) (f))s, kon-
verguje k tomu istému ¢islu J, tak hovorime, Ze funkcia f je integrovatelnd na

intervale I. Cislo
J = nh_)rr;o SD(n) (f)

nazyvame integral funkcie f na intervale I a oznacujeme

J:/f:/f(x)dx://f(:n,y)dxdy:///f(x,y,z)dmdydz.
T T I T

Veta 54 (Pruvd postacujica podmienka integrovatelnosti) Nech funkcia f : R™ D
M — R je spojitd na intervale I C M. Potom je na tomto intervale inte-
grovatelnd.

Veta 55 (Druhd postacujica podmienka integrovatelnosti) Nech funkcia f :
R™ O M — R je ohranicend na intervale I C M. Nech mnozina bodov z
intervalu I, v ktorych f nie je spojitd, je mnoZina miery nula. Potom je funkcia
f na intervale I integrovatelnd.

4.4 Definicia integralu na mnozZine

Definicia 41 Nech funkcia f : R™ O M — R je ohranicend na ohranicenej
mnoZine A C M. Nech I D A je lubovolny interval. Nech

f(x) prexe A,

faiR" =R, falx) = {O prex & A.

Ak funkcia fn : R™ — R je integrovatelnd na intervale I, tak hovorime, Ze
funkcia f je integrovatelnd na mnoZine A a piSeme

A/fI/fA /A/f(sc,y) dady = /A//f(x,y,z) dudydz.
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Veta 56 (Postacujica podmienka integrovatelnosti na mnozine) Nech funkcia
f:R™ D M — R je ohranicend na meratelnej mnozine A C M. Nech mnoZina
tych bodov z mnoZiny A, v ktorych f nie je spojitd, je mnoZina miery nula.
Potom je funkcia f na mnoZine A integrovatelnd.

4.5 Vlastnosti integralu

Veta 57 Nech funkcie f :R™" DM — R ag:R™ D M — R si integrovatelné
na mnozine A C M a c € R je lubovolnd konstanta. Potom

1. Funkcia (f +g) : R™ DO M — R je integrovatelnd na mnoZine A a plati

/(f+g)=A/f+/g.

A A

2. Funkcia (cf) : R™ D M — R je integrovatelnd na mnoZine A a plati
Jen=c|1
A A

3. Funkcia |f| : R™ DO M — R je integrovatelnd na mnoZine A a plati

IA/fSA/IfI-

Veta 58 Nech A C R™ je mnoZzina miery nula a funkcia f: R™ O M — R je

ohranicend na mnoZine A. Potom [ f = 0.
A

Veta 59 Nech funkcia f : R™ D M — R je integrovatelnd na mnoZindch
A, B C M, pricom AN B je mnoZina miery nula. Potom

Ll

Definicia 42 Nech A C R™ je meratelnd mnoZina. Potom mieru u(A) mnoZiny
A definujeme pomocou predpisu:
w(A) = / 1.

A
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4.6 Fubiniho vety

Veta 60 Nech funkcia f : R2 O M — R je integrovatelnd na elementdrnej
oblasti

A=A{(z,y) eR* |a <z <b, gz) <y < h(z)}
typu [z,y]. Nech pre kaZdé x € (a,b) existuje integrdl

h(z)

/ f(z) dy.
g(x)

Potom

//f(x,y) dxdy = /b( h/(m)f(gg’y) dy)dz.
! )

a gz

Podobnéa veta plati pre elementarnu oblast typu [y, x].

Veta 61 Nech funkcia f : R O M — R je integrovatelnd na elementdrnej
oblasti

A={(z,y,2) e R® | (z,y) € B, p(z,y) <z < (z,y)}

typu [z,y, z]. Nech pre kaZdé (z,y) € B existuje integrdl

Y(z,y)
flz,y,2)dz.
e(z,y)
Potom
¥(z,y)
///f(x,y,z) drdydz = //( / flz,y, 2) dz)dzdy.
A B o(z,y)

Dosledok 11 Nech A je elementdrna oblast typu [x,y,z] a na elementdrnej
oblasti B = {(z,y) € R? |a <z < b, g(x) <y < h(x)} si splnené podmienky
Fubiniho vety pre funkciu dvoch premennych. Potom

b h(z) ¥(z,y)

///f(:z:,y,z) dzdde:/(/( / flz,y, 2) dz)dy)dz.
A

a g(z) ¢(z,y)

Podobné vety platia pre zvysné typy elementarnych oblasti v R3.
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Priklady
Vypocitajte:
1. {f 22y cos(zy?)dady, ak I =(0,%) x (0,2). ...l [—3%]
2. [[ye™Vdady, ak T = (0,4) x (0,1). ... [et —1]
T
3. [[In(1 +2)®dxdy, ak I = (0,1) x (0,1). ..., [2In2 —1.]
T
4. jI‘f aosprdedy, ak T=(2,3) x (L,2). ... [In &]
5. £f cos(z +y)dzdy, ak A={(z,y) |0<z<m x<y<m} ....... [0.]
6. {J yetdrdy, ak A= {(z,y) | > <z <y+2}. ... [L(e*+e)]
7. £f(x+y)dxdy, ak A={(z,y) |0<2<2, y<z <2y} .......... [Z.]
8. &f%dwdy,akA:{(m,y)|O<%Sygx,x§2}. ............... 2]
9

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. [[ |z|dzdy, ak mnozina A je ohrani¢ena krivkami y = 22, 422 + y? = 12,
A

aplati, ze y > 0. ... [4v3 -1
I Vay —y?dady, ak A= {(z,y) |0<y <3, {5 <y<z} ... [162.]
A

Vypocitajte plosny obsah mnoziny A, ktora je ohrani¢ena krivkami ”1”—; +
% =1, y> = + 1 a obsahuje bod (0,0). ............... [8 (% + ?) ]

[[(2*y)dzdy, ak mnoZina A je ohrani¢end krivkami y =z, y = 2%, .[]
A

&f(xg + y)dzdy, ak mnozina A je ohranicend krivkami y = Jz, y =
20, xy = 2, pricom & > 0. .o [
J[(z*y)dzdy, ak mnozina A je ohrani¢end krivkami y = z—4, y* = 2.

A

[

&f(x +y)dzdy, ak mnozina A je ohrani¢end krivkami z = 0, y = 3z, y

4— (2 —1)2,prifom T > 0. oottt []

0, 2=0, T4+ 2=TF. oot B
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17. [[[ zyzdadydz, ak mnozina A je ohrani¢end plochami z =0, y =0, z =
A
0, 22+ 9y?+22=1,pricomz >0,y >0, 2>0. ......ooeevnn.... [4%.]
18. [f[ oo dedydz, ak mnozina A je ohranicend plochami z = 0, y =
0, z=0,z+y+z=1 ... [ (In2-2)]
19. [[[ 2?yz3dadydz, ak A = {(2,y,2) |0 <2 <1, 0<y<uz 0<z<
A
T []
20.fff dedydz ak A = {(z,y,2) | Va2 +y2 < 2<5 2>0, y >
0}. ................................................................ []
4.7 Transformacie integralu
Veta 62 (Transformdcia pomocou poldrnych siradnic) Nech Z = (0,00) x
(—m, ). Nech

g:R?DZ = R? g(o,¢) = (0cosp,osing), Jy(o,¢) = o.

Nech A, B C R? si také kompaktné a meratelné mnoZiny, Ze

1.

BCZ,

2. g(B) =A.

Nech f :R? D A — R je spojitd funkcia. Potom

//f(x»y) dxdy:/ f(ocosp, osinp)|J,(0, )| dodyp.
A B

Veta 63 (Transformdcia pomocou cylindrickych siradnic) Nech Z = (0, 00) x
(—m,m) X (—00,00). Nech

g:R*DZ = R% g(o,p,u) = (0cosp, osinp,u), Jy(o,p,u) =

Nech A, B C R? st také kompaktné a meratelné mnoziny, Ze

1.

BCZ,

2. g(B) = A.
Nech f :R3 D A — R je spojitd funkcia. Potom

// f(z,y, =) dedydz = // f(ecos o, psin o, u)|J, (0, o, u)| dodipdu.
A B
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Veta 64 (Transformdcia pomocou sférickych siradnic) Nech Z = (0,00) x
(—m,m) x (—Z,Z). Nech

202
g:R*2>Z = R3 g(o,p,9) = (0cospcost, psinpcosd, psind), J,(0,p,9) = o cos V.
Nech A, B C R? s také kompakiné a meratelné mnoziny, Ze

1. BCZ,

2. g(B) = A.

Nech f:R3 D A — R je spojitd funkcia. Potom

///f(x,y,z) drdydz = ///f(gcosgacosﬁ,gsinq)cosﬂ, osin?)|Jy (o, ¢, V)| dodpdd.
A B

Veta 65 (Transformdcia pomocou afinngjch siradnic) Nech

3 3
g:R° =R’ g(u,v,w) = (a11u+a12v+a13w, az u+azv+az3w, az;utazv+azsw).

Nech
a1l aiz ais a11  aiz2 a13
A= a21 Q22 0423 a Jg(u, v, w) =det A= a21 Q22 Q23| .
az1 asz2 ass az1 asz2 ass
Nech

1. Jg(u,v,w) # 0,
2. A, B C R3 si také kompaktné a meratelné mnoziny, Ze g(B) = A.
Nech f:R3 D A — R je spojitd funkcia. Potom
Lgf f(z,y,2z)dxdydz =
= fof f(a11u + a120 4 a13w, ag1u + azv+

+agsw, ag1u + azav + azzw)|Jy(u, v, w)| dudvdw.

Priklady
1. Vypocitajte [[ /2% + y?dady, ak A = {(z,y) | 2* +y*> < 4}. ... [157].
A

2. Vypocitajte [[2(x? + y?)dady, ak A = {(z,y) |1 < 2? +y? < 4, y >
A

e e il

3. Vypocitajte [[ /22 + y2dady, ak A = {(z,y) | 22 +y* <2z} ..... 1B
A
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.
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Vypoditajte ff,/%dwdy, ak A={(z,y) |22 +9> <1, 2>0, y >
A

O (= — 1.

ISE

. Vypocitajte [[In(1 + 2% + y*)dzdy, ak A = {(z,y) | 2> +y*> <9, z >
A

0, 9 = 0Fe o [(101n10 — 9)7].

Pomocou transforméacie polarnymi stiradnicami vypocitajte objem kuzela

A={(z,y,2) | VE?2 +y2 <2 <2} o [E7.]

Vypoéitajte [[[ z?ydzdydz, ak ak mnozina A je ohranifena plochami 22+
A
=1, 2242 =4, 2=02+2=3.

Vypocitajte [[[ zy\/zdzdydz, ak ak mnozina A je ohranifend plochami
A
2?24+ y? =422, 2=0,y=0, z=1, pricomz >0, y > 0, z > 0. [%]

Vypocitajte objem telesa A = {(z,y,2) | 22 +y? <2 <4 — (22 +y?)}.
[47]

Vypoéitajte objem telesa A, ktoré je ohraniené plochami z2 + y? =
dr, 22 +9y? +22=16, y=02=0, pricom 2> 0. .................. []

[[[ zdzdydz, ak mnozina A je ohranifena plochami z = 0, y = 0, z* +
A
Y422 =2 22+ 2 =22 pricomz >0, y>0. ..., (5]

Vypoéitajte [[[(z? + y?)dzdydz, ak A = {(2,y,2) | 0< z, 4 <2®+y> +
A

22 SO} [(35;525) 2.
Vypoéitajte [[[ /22 +y2 + 22dzdydz, ak A = {(z,y,2) | 2% + 9> + 22 <
o SO U TSR U USRS ).
Vypocitajte [[[ z2dzdydz, ak A = {(z,y,2) | 2® +y*> + 2% <4, 22 +y* +
22 < 4z} .f.x .................................................... (2]

Vypocitajte objem telesa A, ktoré je ohraniéené rovinami 2z —y+2—3 =
0, 2z —y+2=0,z+y+2—-5=0,z2+y+2=02+2y+22—-4 =
0, 24+2y+22=0. [30.]

Vypocitajte objem elipsoidu % + % + i—; =1. [327.]

Vypoéitajte objem telesa A = {(z,y,2) | 22 +y> < 2 <4 — (2% +?)}.

(-
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19. Vypocitajte objem telesa A = {(z,y,2) | 22 +y2 +22 - 62 <0, 22 +32 <
2
e PRSP RUUORRUPORPPO ]
20. [[[ 2?yz3dadydz, ak A = {(2,y,2) |0 <2 <1, 0<y<z, 0<2z<
A

1 []

21 [[f (1iy§§>zdwdydz, ak A = {(z,y,2) | V22 +y2 < 2 <5, >0, y >
A
O ]



