
Skú�ka z M2 rie�enie
19. mája 2021

Ako sme uviedli v pokynoch ku skú�ke, príklady hodnotíme maximálnym
poµctom bodov ak sú napísané logicky, bez preskakovania akýchko

,
lvek krokov

(napríklad derivácia sa objaví bez poµcítania a e�te aj upravená a podobne).
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2a. Pre funkciu f (z) = (Re z)
2
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2
: a. zistite de�niµcný obor D (f),

v ktorých bodoch de�niµcného oboru existuje derivácia funkcie f , b. vy-
poµcítajte f 0 (z) ; c. vy�etrite, kde je f analytická. (8b)
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c. f nie je analytická v µziadnom bode, pretoµze µziadny bod, v ktorom
derivácia existuje nemá také okolie aby v µnom derivácia existovala.

2b. Vypoµcítajte analytickú funkciu f(z) = f (x+ iy) = u (x; y)+iv (x; y) ;
ak je daná v (x; y) = � y

x2+y2 + 2xy; priµcom f (1) = 0 (12b)

v : R2 r f(0; 0)g �! R; teda f : C r f0g �! C;

@v
@x = �y

@
@x

�
1

x2+y2

�
+ 2y = �y

�
� 2x
(x2+y2)2

�
+ 2y = 2xy

(x2+y2)2
+ 2y

@v
@y = �

1(x2+y2)�y2y
(x2+y2)2

+ 2x = y2�x2
(x2+y2)2

+ 2x

9=;)

f je analytická )

) platia C-R rovnice, 9u (x; y) :
@u
@x =

@v
@y

@u
@y = �

@v
@x

1



@u
@y = �

@v
@x )

@u
@y = �

2xy
(x2+y2)2

� 2y ) u (x; y) =

Z �
� 2xy
(x2+y2)2

� 2y
�
dy+

�(x) =

= �x
Z

2y
(x2+y2)2

dy�y2+�(x) =
���� t = x2 + y2dt = 2ydy

���� = �x�� 1
x2+y2

�
�y2+

�(x) =

= x
(x2+y2) � y

2 +�(x) )

) @u
@x =

(x2+y2)�2x2

(x2+y2)2
+�0 (x) = y2�x2

(x2+y2)2
+�0 (x) ^ @u

@x =
@v
@y )

) y2�x2
(x2+y2)2

+ 2x = y2�x2
(x2+y2)2

+�0 (x)

) 2x = �0 (x)) � (x) = x2 + C ) u (x; y) = x
(x2+y2) + x

2 � y2 + C

f(z) = f (x+ iy) = u (x; y) + iv (x; y) =
�

x
(x2+y2) + x

2 � y2 + C
�
+

i
�
� y
x2+y2 + 2xy

�
f (1) = 0) 0 = f (1 + 0i) =

�
1

(12+02) + 1
2 � 02 + C

�
+ i
�
� 0
12+02 + 0

�
=

= (2 + C) + i (0) ) C = �2 ) f(z) =
�

x
(x2+y2) + x

2 � y2 � 2
�
+

i
�
� y
x2+y2 + 2xy

�
3a. Vypoµcítajte

Z
C

jzj Im zdz; kde C : jzj = 2; Re z � 0 od bodu �2i po bod

2i a úseµcka od bodu 2i po bod �i: (12b)

0-0.5-1-1.5-2

2

1

0

-1

-2

x

y

x

y

C = C1 + C2

C�1 : '1 :


�
2 ;

3�
2

�
�! C; '1 (t) = 2e

it; '01 (t) = 2ie
it;

C2 : '2 : h0; 1i �! C; '2 (t) = 2i+ t (�i� 2i) = i (2� 3t) ; '02 (t) = �3i:R
C
jzj Im zdz =

R
C1
jzj Im zdz +

R
C2
jzj Im zdz =

= �
R 3�

2
�
2

��2eit��| {z }
=2

� 2 sin t|{z}
eit�e�it

2i

� 2ieitdt+
R 1
0
ji (2� 3t)j � (2� 3t) � (�3i) dt =

= �8
R 3�

2
�
2

eit�e�it
2i ieitdt+

R 1
0
j2� 3tj � (2� 3t) � (�3i) dt =

=

����j2� 3tj = � 2� 3t pre t � 2
3

� (2� 3t) pre t > 2
3

���� =
2



= �4
R 3�

2
�
2

�
e2it � 1

�
dt� 3i

R 2
3

0
(2� 3t)2 dt+ 3i

R 1
2
3
(2� 3t)2 dt =

= 4� � 7
3 i

3b. Pouµzitím Cauchyho integrálnej formuly vypoµcítajte
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Platí: 2i 2 IntC; 4;�2i =2 IntC; C je JH krivka, teda platí CIF
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4. Nájdite rozvoj funkcie f (z) = 1
z2�3iz�2 do Laurentovho radu v bode

a = i na medzikruµzí P (2i; 2;1) : (20b)
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