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Part 1

Predhovor






Matematika je univerzalny jazyk pre fyzikdlne a technické vedy. Preto je nutné
aby studenti FEI STU Bratislava rozumeli zdkladnym matematickym pojmom z
matematickej analyzy funkcii jednej a komplexnej premennej. Tento ucebny text
z matematickej analyzy som vytvoril po novej akreditédcii pre studijné odbory RK,
EL, TLK pocas letného semestra skolského roku 2017/2018. Nemozno ho povazovat
za konec¢nu verziu. Pretoze predmet "Matematika 2" sa vyucuje prvy krat, budem
text dopliiat’ a adaptovat’ v priebehu letného semestra gkolského roku 2018 /19. 1.

Marko
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Part 11

Matematicka analyza 1.
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Mnohé fyzikdlne a elektrotechnické aplikdcie si vyzaduji, aby studenti rozumeli
zédkladnym pojmom z matematickej analyzy, integralneho poc¢tu, integracnych metéd,
diferencidlneho aj integralneho poc¢tu funkcii viacerych premennych. Tieto poz-
natky nutne patria k "povinnej vybave" kazdého studenta FEI STU.
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Chapter 1 INTEGRALNY POCET
FUNKCIi JEDNEJ REALNEJ
PREMENNEJ.

Mnohé fyzikalne a technické aplikdcie si vyzaduji, aby sme vedeli vypocitat’ naprik-
lad pracu premennej sily po urcitej drédhe, dizky kriviek v rovine, plogné obsahy
roznych rovinnych tvarov, objemy priestorovych telies. Vhodnym apardtom vo
v8etkych predoslych pripadoch je znalost’ integralneho poctu. V tejto casti aj v
d’alsich castiach sa budeme venovat’ integralnemu poctu.

Urcity integral.

Predpokladajme, ze chceme ndjst’ plosny obsah obrazca R ohrani¢eného osou o,,
priamkami x = a, x = b a grafom spojitej funkcie f : (a,b) — R, (f (x) > 0).
Nagsa snaha bude ngjst’ obsah pomocou obdlznikov opisanych a vpisanych grafu
funkcie.

Delenie intervalu.
Definition 1 Delenim intervalu {(a,b) budeme nazyvat koneéni mnoZinu bodov
P ={xg,z1,22,....;x,}, takych, Zea = 19 < 11 < T3 < ... < T, = b.

Delenie P deli interval {(a, b) na podintervaly (zo, 1) , (z1,x2), (o, 3) ..., (Tn_1, Tpn).
Ak dizku podintervalu (xp_1,x) OzZnacime Axy = xy — 1, k = 1,2,...,n, potom
dizka intervalu (a,b) je rovnd b — a = (x1 — x0) + (¥2 — 1) + oo + (T — Tp_y) =
Az + Axg + ... + Ax,,.

Definition 2 Nech P je delenie intervalu (a,b) a nech f : (a,b) — R je ohrani¢end
funkcia. Sumu

= imkAxk, , ZMkAl'k
k=1

nazyvame dolngm, respektive horngm integrdlnym suctom ohranicenej funkcie f
pre delenie P, kde mj, = inf,cp, | 20 [ (), My = SUDye(up_yap) (x).

Example 3 Ndgjdime D (f, ) H(f,P),D(f,T), H(f,T) ak f : (0,2) —
R, f(z)=2>aP={0,3132}aT= {o}lg .32}

)99 )9

Solution 4 Pre delenie P mdme

9 1 9
m1:0,m2:z,m 1m4 ZMI:Z7M2:17M3:Z7M4:4’
1
AZL‘l AIQ Al’g A[E4 = 5
Potom D( P) = 1 a H(f,P) = 1. Podobne dostaneme D (f,T) = 2 a

H(f,T)=2l0
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Z definicie delenia uzavretého intervalu je jasné, ze VP plati: D (f, P) <
H (f,P). Okrem toho, ak f(z) > 0,Vx € (a,b) pre plochu obrazca R medzi
grafom funkcie f osou o, a priamkami x = a, x = b mdme:

D(f,P)<R<H(f,P).

Definition 5 Delenie P intervalu (a,b), ktoré vznikne z delenia P pridanim konetného
poctu bodov sa nazyva zjemnenie delenia P.

Example 6 Delenie T' v predchddzajicom priklade je zjemnenim delenia P inter-
valu (0,2).

Theorem 7 Ak T je zjemnenim delenia P intervalu (a,b), potom D (f,P) <
D(f,T) a H(f,T)<H(f,P).

Theorem 8 Nech P a Q) su dve lubovolné rézne delenia intervalu {(a,b). Potom
pre kazdi ohranicend funkciu f : (a,b) — R plati D (f, P) < H (f, Q).

Definition 9 Ohranicend funkcia f : (a,b) — R sa nazgva (riemannovsky) inte-
grovatelnd ak ku kazdému e > 0 existuge delenie P. také, 2e H (f, P.)— D (f, P.) <
e. Definicia je ekvivalentnd s podmienkou, Ze existuje cislo I, také Ze

I =sup{D(f,P): P je delenie {(a,b)} =inf{H (f,T) :T je delenie {(a,b)}.

Hodnota I, ktord vyhovuje podmienke sa nazgva urcity integrdl z funkcie f na {(a, b)

a oznacujeme jJu
b
[ @i

¢itame integrdl od a po b z funkcie f.

Tak fab f (x) dz je jediné reélne ¢islo I takeé, ze

D(f,P)<I<H(f,P), VP delenie (a,b).

Majme dand spojiti funkciu f : (a,b) — R, pre ktori pozndme
hodnotu f; f (z) dxz. Plosny obsah obrazca ohrani¢eného osou o,, pri-
amkami x = a, © = b a grafom spojitej funkcie f : (a,b) — R
vytvara geometricki interpretdciu urcitého integralu. Urcity integréal
f: f () dx je ¢islo, ktoré zavisi iba od f, a, b. Premennd z, ktord sa
objavuje v integréle je ,nema”, mozeme ju zamenit’ za ini. Tak naprik-

lad [ f(z)de = [V f(t)dt = [’ [ (u)du.

Remark 10 Symbol [ je oznatenim integralu, ¢islo a nazyvame dolnou hranicou
urcitého integralu, cislo b nazyjvame hornou hranicou urcitého integralu.

Example 11 Ukdzeme, Ze funkcia f : {(a,b) — R, f(x) = k je integrovatelnd
funkcia.

Solution 12 Plati D (f,P) =k (b—a) = H (f, P), VP. Odkial dostdvame fabf (x)dx =
k(b—a).O0
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Example 13 Ukdzeme, Ze funkcia f : (a,b) — R, f(x) = x je riemannovsky
integrovatelnd funkcia a plat?
b 2 _ 2
p2 —

Solution 14 Nech P = {a = xq, x1, T3, ..., x, = b}, je delenie intervalu {(a,b). Po-
Tp—1+Tk

tom my, = Tp_1, My = a1 a plati: vy < =% < xp. Potom D (f,P) =

> The1 (T — 1) <D py mk*lgﬂk (Tr — Th—1) < Dopoq T (0 — 231) = H (f, P),

2k xk712+xk (zh — wpa) = %ZZ:I (l’i - J’%fl) = % (b* —a?) ,t.j.

D(f,P) <%(b2—a2) < H(f P),VP,

b
/ f(x)de = bz_aQ.D

odkial mame

2

Example 15 Ukdzeme, e funkcia f : (a,b) — R, f(z) = 2%, a > 0 je rieman-
novsky integrovatelnd funkcia a plati

b B — g3
/Qf(x)dx— T

Solution 16 Nech P je ako v predchddzagicom priklade, potom my, = x2_,, My =
72 a Vg1, 7x € R plati:

) R S A

Potom pouZitim postupu z predchddzajiceho prikladu dostaneme visledok. ]

Vlastnosti a existencia urcitého integralu.
Theorem 17 (Veta o vlastnostiach urcitého integrdlu) Nech f, g su integrovatelné
funkcie na {a,b) a nech k € R. Potom plati

1) kf + g je integrovatelnd a plati

b b b
/ (kf+9)(x)de = k‘/ f(z)dx +/ g (x)dx (linedrnost).
2) Ak f(z) > 0, pre kazdé x € (a,b), potom fabf (z)dz > 0; ak f(z) > g(x),

pre kazdé x € (a,b), potom fabf (x)dx > fabg (x)dx.
3) Ak m < f(x) < M, pre kazdé x € {(a,b), potom

b
m(b—a)g/ f(z)de < M(b—a).

4) Ak f je integrovatelnd, potom aj | f| je integrovatelnd a plati

/abf(x)dx

< [Nwe.
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Example 18 Ukdzme, %e plati 2 < f_ll V1+aide < 8.
Solution 19 Plati nerovnica

1<1+2* <1+22% +2* = (14272,

teda

1 <V14z4 <1422

s vyuzitim predchddzagicej vety a prikladov 7?7 a ??  dostdvame

1 1 1 13_(_1)3 ]
2=/ 1da:§/ \/1+:c4da:§/ (1+x2)dx:2+T:§,D
-1 -1 -1

Doteraz sme predpokladali, ze funkcia f je ohrani¢end a integrovatelna. Teraz
sa budeme zaujimat’ o podmienky za akych je funkcia integrovatelna. Nie kazdd
ohranicend funkcia musi byt’ integrovatelna ako ukazuje nasledujici priklad.

Example 20 Dand je funkcia

1 pre x traciondlne
0 pre x raciondlne -

f:<0,1>—>R,f(.CL‘>:{

Ukdzme, Ze [ nie je riemannovsky integrovatelnd.

Solution 21 Kazdy horny sicet H (f, P) = 1 a kazdy dolny sucet D (f, P) = 0, pre
lubovolné delenie P intervalu (0,1), pretoZe kazdy jeho podinterval vidy obsahuje
raciondlne aj iraciondlne ¢islo. Mdame:

sup{D (f, P) : P je delenie (0,1)} =0, inf{H (f,T) : T je delenie (0,1)} =1,
neexistuje teda c¢islo I, také aby
I =sup{D (f,P): P je delenie {(a,b)} =inf{H (f,T) : T je delenie {(a,b)},

funkcia f nie je riemannovsky integrovatelnd. Okrem toho nie je spojitd v kaidom
bode z (0,1) .0

D4 sa dokdzat’ veta: kazdd spojitd funkcia definovand na uzavretom intervale
je rovnomerne spojitd. Teraz modzeme sformulovat’ postacujicu podmienku inte-
grovatelnosti.

Postacujiica podmienka integrovatelnosti funkcie.
Theorem 22 (Postacujica podmienka integrovatelnosti funkcie) Ak f : (a,b) —
R je spojitd funkcia, potom je na {(a,b) riemannovsky integrovatelnd.

Theorem 23 (Veta o aditivnosti urcitého integrdlu) Nech f : (a,b) — R je
spojitd funkcia a nech ¢ € (a,b). Potom

/abf(x)dx:/acf(x)der/cbf(x)dx.
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Example 24 Vypocitajte f_21 || dx.

Solution 25 Funkcia f (z) = |z| je spojitd na intervale (—1,2), ked vyuZijeme
vetu o aditivnosti urcitého integrdlu a vysledok prikladu dostaneme:

2 0 2 0 2
/ ]a:|d3::/ \x]dx—ir/ \x!d:ﬁ:/ (—x)dm+/ xdr =
-1 -1 0 -1 0

0 2 2 2 2 2
02— (-1 22-0% 1
/1x$ /owx 2 * 2 2

O

N | Ot

Veta o strednej hodnote pre integraly.
Theorem 26 (Veta o strednej hodnote pre integrdly). Nech f : (a,b) — R je
spojitd funkcia. Potom existuje bod ¢ € (a,b) taky, Ze

/f [ (b-a).

Hodnota f (c f f (z)dz sa nazyva strednd hodnota funkcie f
na intervale ( b).

Example 27 Ndjdime stredni hodnotu funkcie f: (1,3) — R, f (z) =

Solution 28 Mdme fl zdr = 222 = 4. Podla vety o strednej hodnote existuje

2
c € (1,3) taky, Ze f1 zdr = f(c)(3—1).V naSom pripade strednou hodnotou
funkcie f (x) = x na intervale (1,3) je hodnota
f(2)=2
pretoze

Pomocné definicie.

V definicii fab f (z) dx sme explicitne predpokladali, ze a < b. Ale pre teoretické
dovody v d’alsich aplikdcidch je vhodné definovat’

Definition 29 Nech f: (a,b) — R,a < b je spojitd funkcia. Potom definujeme

/aaf(x)dxzo, /baf(x)dx:—/abf(:z:)dx

Hlavnd veta integrdlneho poctu.

V tejto casti rozvinieme metédy pre vypocet fba f (z) dx bez pocitania hornych a
dolnych integrélnych sictov.
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Urcity integrdl ako funkcia hornej hranice a primitivna funkcia.

Nech f : (a,b) — R je spojitd funkcia a ¢ € (a, b) je 'ubovol'né pevné ¢islo, potom
pre kazdé = € (a,b) je funkcia f spojita na intervale (c,z), alebo (x,c). Teda Vx
existuje integrdl [T f (t)dt. Takto dostaneme funkciu G : (a,b) — R, G (z) =
ff f(t)dt, pre a <z <b. Ak napriklad f : (0,10) — R, f (z) = x, ¢ = 1, potom

G(O):/ tdt:—/ tdt = —= (1* = 0%) = —<,
1 0 2 2

G(l):/lltdt:O

a pre kazdé = € (0,10) méme

G(x):/lxtdt:%(ﬁ—l).

Vsimnime si, ze G = f na (0, 10). Skutoc¢ne, pre kazdi spojitu funkciu na intervale
(a,b), ak G(z) = [T f (t) dt, potom G'(z) = f(z).

Theorem 30 (O diferencovatelnosti urcitého integralu ako funkcie hornej hranice)
Nech f : {(a,b) — R je spojitd funkcia a nech ¢ € {(a,b). Definujeme funkciu
G:(a,b) — R, G (z) = [ f (t)dt. Potom G je diferencovatelnd na (a,b) a plati
G'(x) = f(x) pre x € {(a,b).

My sme predpokladali, ze f je definovand na (a,b). Ale jediny fakt o (a,b),
ktory sme pouzili v predchadzajicej vete bol, ze interval (z,y) (alebo (y,z)) lezi
v {(a,b). Tvrdenie vety vSak zostane v platnosti, ak interval (a,b) zamenime za
nejaky iny l'ubovolny interval I (napriklad aj neohranic¢eny). Tak sme vlastne
dokdzali vetu:

Theorem 31 Nech f: I — R je spojitd funkcia (I je interval) a nech ¢ € I je
lubovolny bod. Definujeme G : I — R, G (x) = fff(t) dt, x € I. Potom G je
diferencovatelnd na I a plati G'(z) = f(z), Va € I.

Definition 32 Nech I je interval a f : I — R, F' : I — R su také funkcie,
ze F'(z) = f(z), Yo € 1. Potom hovorime, Ze funkcia F je primitivna funkcia k
funkcii f na I.

Example 33 Zistite, ¢i funkcie 2%, x*> +1, 2> —m, 22+ 1000 st primitivne funkcie
k funkcii 2z na lubovolhom intervale I.

Solution 34 Ak C je lubovolnd konstanta, potom x> + C je primitivna funkcia k
funkcii 2x na I, pretoze (% + C) = 2z, Vo € 1.0

Theorem 35 (Veta o primitivnej funkcii) a) Nech G : I — R je primitivna
funkcia k funkcii f : I — R. Potom funkcia F : I — R, F (z) = G (z)+ C, kde
C je lubovolnd konstanta, je tiez primitivna funkcia k funkcii f.

b) Ak F (x) a G (x) si dve rozne primitivne funkcie k
funkcii f, potom F (z) = G (x) + C.
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Hlavna veta integrdlneho poctu.
Theorem 36 (Hlavnd veta integrdlneho pottu) Nech f : (a,b) — R je spojitd
funkcia.

a) Potom f md primitivnu funkciu na (a,b).
b) Ak F je nejakd primitivna funkcia k funkcii f na {(a,b), potom

/f<a:>d:c — F(O)-F(a)=[F@).

Posledny vztah sa nazijva Newtonov - Leibnizov vzorec.
Example 37 Vypocitajte f02 2?dx.

Solution 38 V tomto pripade primitivnou funkciou ku f (x) = x? je napriklad
funkcia F(x) = I—; Potom

/02x2dx:F(2)—F(0): {%3]2:%(8—0)225

Example 39 Vypocitajte f14 z3dz.

Solution 40 Primitivnou funkciou ku f(x) = r7 je napriklad funkcia F(x) =
2

Zx

3

3. Potom
4, 2
/ r2dx = l—a:g} = 1—4.D
1 3 1 3

Example 41 Vypocitajte fog cos xdx.

Solution 42 f0§ cos zdx = [sin x]g =1-0=10

Theorem 43 Nech f : {(a,b) — R je spojitd funkcia. Potom pre kaZdu prim-
itivnu funkciu F k funkcii f plati

| 1@ =rF@-F o) = F @],

Diferencovanie a integrovanie ako inverzné procesy.
Mozeme pisat: ak f: I — R je spojitd a a € I, potom

([ roa) s

7 druhej strany ak F': I — R ma4 spojitui derivaciu, dostaneme

/IF’(t)dt:F(a:)—F(a),

t.j. derivovanie a integrovanie sui inverzné procesy.
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Neurcity integral a integracné pravidla.

Ak pocitame urcity integral fab f (z) dx pomocou hlavnej vety integralneho poctu,
potom zdkladnym problémom je ndjst’ primitivnu funkciu k funkcii f. V tejto
casti ukdzeme niektoré elementdrne pravidld, ktoré ndm pomozu pri hl'adani prim-
ittvnych funkcif.

Definition 44 Nech f : I — R je spojita (I je interval). Lubovolnd primitivna
funkcia ku f na I sa tiez nazgva neurcitym integralom k f na I a oznacuje sa

[ f (@) da.

Samozrejme, ak F' je neurcity integral funkcie f, potom pre kazdi konstantu
C € R, funkcia F'+C je tiez neur¢itym integrdlom, pretoze (F'+C) = F'+C" = f.
Preto napriklad pre neurcity integrél z funkcie f (z) = 2% piSeme

3
/x%xz%%—ﬂ

Theorem 45 (Veta o ndsobku neurcitého integrilu a sicte neurcityjch integralov)
Nech f,g: 1 — R su spojité funkcie a c € R je lubovolnd konstanta. Potom

[en@is=c [ 1@ [(r+9@do= [fans [gi)dn

Example 46 Vypocitajte integral [ (2z — 3 cosz) dx.
Solution 47 [ (2z —3cosz)dx =2 [xdx — 3 [ coszdr = 2* — 3sinx + C.O

Example 48 Vypocitajte integral fol (422 + 523 dx.
1 1
Solution 49 fol (42% + 5a3) dx = 4]01 r2dr+5 fol r3dx = 4 [2—3}0—1-5 [%]0 =30
Pre polyném dostaneme:
n+1 " 2

+ ¥t e+ C
ci—+...+cp1— +tcux .
+1 Ty 9

/ (cox” +eox" 4o+ cn) dr = cg
n

Pripomenieme niektoré neurcité integraly, ktoré uz pozname z diferencidlneho
poctu:

Ia—&-l
“dr = C -1
/x z a—|—1+ ,a F# ,
1
/—dx:1n|x|+0,
T

/exdac ="+ C,

/amdx: a4 +C
Ina




[
[
[

xdr = —cosx + C,

sxdr = sinx + C,|

1

s—dr =tgx +C,
s?x

1
/.2 dr = —cotgx + C,
sin® x

1
d
/1+x2 .

B arctgr + C'
| —arccotgx +C

1 dr — arcsinz + C
VI—22 | —arccosz+C’

/ 1
1— 22

1
—d
/ Va2 + a?

1

1
dr = —-1In T
2

1l—=x

+C,

x:ln)x—l—\/xQ—I—a?‘—I—C,

P
/f(x)dx_l (@) +C

23
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Cvicenia.
Pomocou priameho integrovania, vyuzivajic len vzorce integralov elementdrnych
funkcif, vypocitajme:

L [(32%+ 22 —4)dx. [32* + 27 — 4x].
S (5-5) a5 -5]
f(@—\%) dx. [@—2x%}.

[\

@

4. f% dzx. [sz + ZL‘2 - 21‘%] )

x2 5

5. [ —W dz.  [Inlz] — 2].

S

(Y5 ¥5) g [ 12 Va7 | 12 ”fgg].

Vs 25

Tfijm.[§+§+4.

*

[ e*a” dx. [ efa® ] .

1+Ina

9. f(5cos:v—2:v + ) dz. [5sinx—%6+3arctga:].

1+:c2
10. [ (10‘“” + izii’) dx. [—— + x + 2arctg x] :
11. [(2sinz —3cosx) dr. [—2cosz — 3sina].
12, [ ol do. [l

3.2¢—2.3% 3
13. [22-28 dx. [31‘ - m] )

1. [ s do. [%+3].

15. [ € cos20) _ gz, [—cotgr — tg x].

052.’17)8111 x
16. [*tgxde. [tgx — ).
17. [cotg’r dx. [—cotgx —x].

18. f m dz. [tg I] .

sz
19. [ % dz. [-1+arctg z].
20. [ “;fzg dr. [In|z|+ 2arctg x].
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Metody integralneho poctu.

V tejto casti sa obozndmime s roznymi metédami vypoctu urcitych aj neurcitych
integralov.

Integraénd metdda per partes.
Theorem 50 Nech f,g: I — R su spojite diferencovatelné funkcie. Potom plati

/f@MW@M=f@M@ﬂ—/f%wM@¢p

Theorem 51 Nech f,g: (a,b) — R si spojite diferencovatelné funkcie. Potom
platt

b b
[ 1@d @i = @g@l- [ 1 @)@

Vyber funkcii f (z) a ¢’ (z) sa na prvy pohl'ad moze zdat ndroény. Vécsinou je
vyber prirodzeny, ¢o znamend, Ze ani iny nie je mozny. Po prepocitani niekol’kych
prikladov uz oby¢ajne nerobi tazkosti. Dobrou zdasadou vol'by je, aby sa integrél
po aplikdcii metédy per partes zjednodusil a nie skomplikoval.

Example 52 Ndjdime [ xcoszdx.

Solution 53 Zvolme f, f', g, ¢’ nasledovne: [ xcosxzdr =

zsine — [sinazdr = xsinx + cosz + C.

Ak by sme zvolili f(x) = cosx, ¢'(z) = x, potom f'(x) = —sinzx, g(x) = % a
dostaneme vztah [ x cosxdx = —%2 cosz + [ % sin xdx,

ktory nevedie bezprostredne k ndjdeniu integrdlu.[]

Example 54 Ndjdime [ xlnzdz.

Solution 55 V tomto priklade volime f(x) =1Inz, ¢'(z) = z.
| fle)=Inz g(z)=2
fxlnxdx—‘ e

2 2

=Zlnz— [12dr =

2 2

)= gw)=%
:%Zlnx—%fxdm:§lnx—%—l—0.m

Example 56 Vypocitajme ff z1n? zdx.

Solution 57 V tomto priklade volime f(z) = In’z, ¢'(z) = . f12a:1n2 xdr =
fle) =’z  g(2)=2 22 S 22
‘ () 2 | = [71n2x}1—f1 2Inziidr =

x :21nx% g(z) =%
:21n22—f12xlnxdx:2ln22—2ln2+%.|:|
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Example 58 Ukdzeme, ze pren € N, n > 2 platia nasledujiice rekurentné vztahy:

[sin" zde = —Lsin" ' wcosx + 2L [sin"? ade,

[ cos™ xdx = % cos" txsinx + "T’I [ cos™? zdx.

Akn —2=0, potom sin" %2 = cos" 2z = 1.

Solution 59 Vysledok ukdzeme pre funkciu sinus. Odporicame Vam prepocitat’

rekurentny vztah pre funkciu kosinus. Zvolime f(x) = sin" ', ¢'(x) = sinxz. Ind
volba ani nie je moind, pretoze nepozndme primitivnu funkciu k funkcii sin™ ! x.

Potom _— / '
[sin" zdr = [sin® ' zsinazdr = f(@) = sin™ g (x)_: S

f'(x)=(n—1)sin" ?xcosz ¢(r)=—cosx
= —sin" ' xcosx + (n— 1) [sin"?z cos? xdr =
= —sin" 'zcosz + (n—1) [sin"?z (1 —sin’z) do =
= —sin" 'zcosxz + (n—1) [sin" ?xdr — (n— 1) [ sin” zdz.
Tak sme dostali rovnicu: [ sin" zdx = —sin" ' zcosz + (n — 1) [sin" ? zdx —
(n—1) [ sin" zdz,
z ktorej dostaneme: n [ sin™ zdr = —sin" ' zcosz + (n — 1) [ sin" % zdz,
odkial' vyjadrime hladand nezndmu [ sin™ zdz: [ sin™ zdr = —% sin" ' x cos -+

n-t fsin"*2 zdz.[]
n

Substitu¢nd metdda.
Zacneme s prikladom. Derivovanim zlozenej funkcie napriklad ' : R — R, F'(z) =

sin? z dostaneme:
. / .
(51112 x) = 2sinx cos .
Teda funkcia sin® x je primitivna funkcia k funkcii 2sin x cos , to znamend, ze

/2sinxcosxdx =sin?z + C.

Theorem 60 Nech I, J si intervaly, g : I — J je spojite diferencovatelnd
funkcia a f : J — R je spojitd funkcia.
a) Ak F : J — R je primitivna funkcia ku f na intervale J, potom

/ f(g(@) g (2)de = F(g(x)) + C,
b) ak a,b € I, tak
b g(b)
) (x)dr = u) du.
/af(g( ) (@) /g(a) f ()

Example 61 Vypocitajte f 3sin? z cos zdz.

u=sinx
du = cos zdx

Solution 62 Nech je u = sinx, potom f3sin2xcos rdr = ‘

3fu2du:u3+C:sin3x+C.D
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Example 63 Vypocitajte | =——dx.

5+1

_ .5
Solution 64 Nechu = (2°+1), potom [ x?—;dx = %f ;;ﬂld ’ 5uix5zjd1x =
L b -

=Inju|+C=iln|z° + 1|+ C.
Tento vijpocet podla definicie prirodzeného logaritmu platf, ak funkcia 2°+1 > 0,
alebo 2° +1 < 0.0J

Example 65 Vypocitajte f 5 3:5 —dr a f_12 x?—:ldx.

Solution 66 V prvom integrile je funkcia x® + 1 < 0, teda integrdl existuje a
plati:
-2 g4 1
_3 Pl = [5In]® + 1” = Ingp.
V druhom integrile viak funkcm 2°+1 =0 prex = —1, teda neplati 2°+1 > 0,
ani x° +1 <0 na (=2,1) preto f_12 x?—ilda: nemd zmysel. [

Example 67 Vypocitajte [ x+/2x + 1dx.

Solution 68 Nech u = 2z + 1, potom mdme

[ 222+ 1dx = u=2r+l =1 (u—1)Vudu=

= 2dx = dx = %du

:ifu\/ﬂdu— f\/_du——u2——u§+0—
_ AV (@e41)® \/(2m+1 Lo

- 10

Lemma 69 Nech I, J su intervaly, g : I — J je spojite diferencovatelnd bijekcia
a f:J— R je spojitd funkcia. Nech G : I — R je primitivna funkcia k funkcii
(fog)g : I — R. Potom Gog':J — R je primitivna funkcia k funkcii
f:J— R.

Theorem 70 Nech I, J su intervaly, g : I — J je spojite diferencovatelnd
bijekcia a f : J — R je spojitd funkcia. Potom pre kazdé a, b € J plati

Sl f @) de = [0 F g @) () dt

V342
Example 71 Vypocitajte integral [, ° ﬁdm .
3 X—IT

f+2 V3+2

+2
Solution 72 f Jidx f2 1_(9m2_6m+1)d:§ f% 17(3I71)2d:v
t=3xr—1 dt:3dx:dx:%dt L e
I R S A V- & & N S V. _éfg Jzdt =
2 2 6 2
V3
=3 [arcsmt]% =3 [arcsin <*/7§> — arcsin (%)] =:[f-2]==0

Example 73 Nech F (z) je primittvna funkcia k funkcii f (x) . Najdime [ f (ax +b) dz,
kde a, b € R, a # 0.

Solution 74 PouZijeme substiticiu u = ax + b, potom du = adr = dx = %du.
[ flaz+b)de =2 [ f(u)du=2L(F(u)+C)=2LF(ax+b)+ KO



28

Cvicenia.

Pocitajte integraly metédou per partes:
1. [zsinzde. [sinz—zcosa].

2. [xe* du. [M} )

3. [(a® —x+1)e* du. [6271(563—%4—%4—%)},

4. [(22* + 3) cos2x dx.  [7].
0

ot

JInzde. [rlnz—a].

(=2}

. [ xlogyy 2z dx. [% (logyo 22 — Tllo)] :

~

[e"sinz dr.  [S(sinz — cosz)] .

09)

. [ 5o dr. [wtg x+In|cosxl].

Ne)

. [arccotgx d. [:Earccotgx + %ln(xQ + 1)] .

10. [z In(2?+32—10) dx. [‘%2 In(z? + 32 —10) = 2 + % —2In|z — 2| — Bln|zr + 5| .

—2)
5 | -

12. [ zarctg(z + 3) d. [WT*S)arctg(x +3) — 2+ 2In(2? 4 62 + 10)| .

11. [In(a? — 42 + 6) du. [(m —2)In(x? — 4z + 6) — 2z + \%arctg .

2 2

13. [zlnz dx. [””—2 (lnx — l)} .

4. [ze®dx. [—xze ™ —e "],

15. [ e sine dr. )

16. [arctgr dz. [zarctgz — 1In(1+ 2?)].
17. [ 223" d. [% <$2 2=+ (1n3) )] :
18. [ zarccotg x dx. [%arccotg T+ %} .

19. [ a?sina de.  [n® —4].

1
20. [ zarccotg z dz. [1].
0

21. [arccotg x dv. [zarccosz — /1 —x?].



22.

23.

24.

25.

26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

i -0

[ zarctgx dz.  |2%
1

Pomocou vety o substitiicii poc¢itajme integraly:
[ 5= d. [#garctg \2/—”%} .

J 3oz dv. [% In(3 + 4x2)] .

J i do [~aam]

[ e“tge” de.  [—1n]|cose”]].

[ 252 de. [3In(2® + 42+ 5) — darctg (v 4 2)] .

[ 25 de. [In(2? + 22+ 5) — farctg £ .

[t dn [fhu(e? +20+3) - Garctg ).

2% 1
/ @rray 4 |:_61n2(21+3)6i| '

D=
w

arcsin 2—:”} .

J = da. [—3V3 —42?].

Inb5

In2

[otose gy L |izsine|]

sin? z+5sin z—6 6+sin x

cos? z+1
cos? x+cos3 x

sinz dx. [%—FZIH%} )

O — oy

/2

[ e gr ]

cos?2x—5cos x+6

2 dx. {ln e aretg (Ina — 1)}

f z(lnxf2)(ln2 z—2 1nm+2) v/ (nz—1)24+1

Va1 Y
[ jrﬁ [Rf \F+24ln 1%“]

1 241 1 1 _ 241
J =55 de [5 (Il - —70) = 55
64 oVE 5

T

3x+2 3t In |1-2¢ 33 .
fmd” [7_ 2 _4(1_2t)>t——$+\/x2+33+3]

[ e do. [Bnaz2—15) - 5 (arety & - arctg ).

29
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42. f\/x2+4:c+3da:. [—% -3 R ln|t+2| + (t+2)2,t::c— \/1‘2—1—4:6—1—3] )
43. [ \/ﬁ dx. [—2arctg (—”’3?“2’2)] .

1
4. [ A5 de. [-8,345].

0 Vitr—a2?
45. f cosx |:lIl :igti ] :
46. [ g dux. [‘[arctg (3tg (%) + 1)} .

2sinz— Cosm+5 5 2
1 tg Z41—+/2

47. fsmx cosx |:7§ n m :| )

I
___tgx 1_ 1
48. ‘({‘tg2 r+tg x4+1 dz. [ﬂ— (4 3\/5)} ’
i )
sin 2z T
49. u({‘cos‘1 z+sin? z dx. [4] :

1
50. [ —Li—cosiﬁjifl —dx.  [1,246].
0

cosx—2sinz+3

5L [ — 1 gp [1].
0

52.

5+C;i;35x dx. [07 152] .

O —

53. [cos(Inz) dx. [%(cos(Inz)+ sin(Inz))]

Vypocitajme kombindciou doterajsich metéd

54. [22eV® dx.
[(2(v2)° = 1022 + 40 (&)’ — 1202+ 240y/7 — 240 ) V7 |
55. [(32® + 20 —4)de.  [32* + 27 —4a].
6. [ (5-2) do. [5-5].
57. [ (Vat - &) do. [ - 20t

58. [ —W de.  [Inlz] — ].

o Yo—z¥z) 12 W23 | 12 W
o, [ gy [ i)

60. [ ==L da. [’%—34—%2—{—30]



61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.
70.
71.

72.

[\

73.

w

f eta® dx

[ (5cosx—2$ +

J (107 +

f (2sinz — 3cosz) dz.

J

1
V/3—322

dz.

f32l’ 2.3% dx.

J e

1+cos?x
1+cos(2x)

cos(2x)

dz.

(Cos%c)sm T

f2 tg% dzx.

[ cotg?z dx.

J

J
J

1

cos(2)+sin’x

(1+222)

(1+a2)?
z(1+x2)

dz.

dx.

[frinal -

1+:L“2

) dz. [5 sinx — %6 + 3arctg:l:] :

f;iﬂ’) dx. [ In 10 +x+2arctgx] '

[—2cosz — 3sinz].

|-

]
[33? - m
5]
[—cotgz — tg x].
[tg z — x].

[—cotg x — x].

de. [tg x].

[—1 +arctg 2] .

In|z] + 2arctg z].

31
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Specialne integratné metody.
Integrovanie raciondlnych funkcii.

Zo znalost{ z linedrnej algebry vieme, ze

a) kazdui nerydzo raciondlnu funkciu mozno vyjadrit’ ako sucet polynému a
rydzo raciondlnej funkcie,

b) kazdu rydzo raciondlnu funkciu mozno napisat’ ako kone¢ny sicet nasledu-
jucich elementarnych zlomkov:

A Mx+ N
na‘ m
(x—a)" (22 +pr+q)

kde A, M,N,p,q € R, m,n € N a p*—4q < 0. Integrovat’ raciondlnu funkciu teda
znamend integrovat’ vyrazy predchddzajiceho typu.

—A
/de: G bre n#l
(x—a)

T —a Aln|z —a|] pre n=1"

Druhy vyraz nemozno vo vSeobecnom pripade integrovat’ priamo, je potrebné ho
najskor upravit:

Mz + N M 2z+30 M 2r +p <N Mp) 1
=5 _

(@ tpr+q)” 2 (@@ +prtq) (22 +px+q)™ 2 ) (2 +pr+q"™

Prvy vyraz po substitticii u = 22 + px + ¢, vieme integrovat’ a dostaneme

-1
(22 + pr +q) s e me

Druhy vyraz je integral, ktory upravime na tvar

/ L dx—/ L dx
(22 +pz+q)" <($+§)z+#>m ,

4q—p?

1 transformujeme na integral

a pomocou substiticie z = =5 +1¢

4q—p?

4q—p?
V1o 1
- / _dt.
< > (t2+1)
4
a integrél, ktory oznacime I, = | Wdt integrujeme nasledovne:
1. =] ﬁdt = arctgt.
2. Pomocou rekurentného vztahu I,,,, = %Im + m, m &€ N.

Dokaz rekurentného vztahu: Aplikujeme metédu per partes na integral I,,,, kde
zvolime f(t) = (2 + 1), ¢'(t) = 1.

1 t t? t
I, = —dt = m+2m/ ——dt = ———+2ml,,—2ml,,,, 1
/ (£ +1) (t*+1) @2+1)" (P +1) !
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Example 75 Vypocitajme f 2”3 >dx.

Solutlon 76 Mdame f 2”3 zdz = [ 3dw — I & 3 ~dw — fﬁdw =3In|%| +

z+1)
Example 77 Vypocitajme f 2+1)2d:z:
Solution 78 Dostdvame: f 2+1) e f Ldr — [ i IQH f( ey dr =

:1n|x|—%ln(m2—l—1)+2(z2+1) +C.O

2x—1
Example 79 Vypocitajme f ol

Solution 80 Dostdvame:
2z — 1 2x + 2 3
—dz= | ———————dx— | ————dx =
/??+2x+21: /?ﬁ+2x+2ib /?ﬁ+2x+2x

:1n|x2+2x—|—2}—3/ dz =In|z® + 2z + 2| — Barctg (v 4+ 1) + C.0

(z+1)°+1
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Integrovanie iraciondlnych funkcii.

Nech a,b,c,d € R anech ad —bc # 0. Nech ky, ks, ..., ks s prirodzené ¢isla. Nech
f+ A— R je funkcia, ktord vznikne z funkcif

h:A— R, h(z) =c,

g:A— R g(x)=n=x,

g1 - A— R7 9 (I‘) = (Zzig)ﬁ )

ceey

1
gs: A— R, g, (z) = (M) ks pomocou kone¢ného poctu raciondlnych op-

cx+d
eracii, t.j. s¢itovania, od¢itovania, ndsobenia a delenia funkcii. Nech £ je spolo¢ny
nasobok c¢isel &y, ko, ..., ks. To znamend, ze ﬁ, k—";, e kis su prirodzené ¢isla. Po-
tom neurcity integral
[ tia)as
pocitame pomocou substitiicie
1
axr +b\* b — dtF ad — bc
t= r=——,dr= —thk_ldt,
cx +d cth —a (ctk — a)

podmienka ad — bc # 0 zarucuje, ze ku x existuje inverznd funkcia, pricom

t%: ar +b R t&: ar +b é
cr +d T cr +d

Po tejto substiticii dostaneme integral z raciondlnej funkcie.

Example 81 Vypocitajte [ @ +2)%3w - 2 du.

Solution 82 PouZijeme substiticiu

¢ x4+ 2
“Vaorry

potom
_2-3t?
22— 1
a
y —2tdt
r=-———->.
(22 — 1)

Integrovanim dostaneme

1 T+ 2 1
Ny dr = —2 dt = —2arctgt + C =
/(m+2)(3x+5) 2 +3 /1+t2 arctgt -+

T+ 2
2¢ + 3

+C.0O

= —2arctg
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Integrovanie trigonometrickych funkcii.

Pri integrovani trigonometrickych funkcif sa pouzivajui spravidla substiticie: u =
sinz, u = cosx a substiticie, ktoré zdvisia od tvaru integralu, alebo tzv. uni-
verzalna trigonometrickd substiticia ¢ = tg 3. Ak pouzijeme univerzalnu trigono-
metrickid substiticiu, potom vyuzivame vztahy: sinz = sin23 = 2singcos§ =

2 2
2sin £ cos £ 2tg £ ot . cos? £ —sin? £
2 2 2 _ r __ 2x _ 2z __ 2 2
ST Irco? I T TrgiT — Ti@v COST = 0823 = cos"g —sin' g = Coiand =
1—tg? % 142
I+tg2Z — 1+
Y P sinz cos
Example 83 Vypocitajte [ . 1)gdzzc.
t=tgl
. 2
Solution 84 Polozmet = tg £. Potom dostaneme: [ T pde =] v =2 arctgt =
dr = 5 +t2 —==dt
2 )
— 1~4»t2 i+§§ dt — lfj‘,i i+z§ dt —
f( 1)2 1+t2 f( 2t 71%271)2 1+t2
1+t2 1+t2 1462 1442
2t(1 t ) t(1—t)( 1+t) 2 1 t(+t)
_f (2t—2)2 1+t2 2f (t—1)2 1+t2dt_ _'f 1) 1+t2dt

— [ Adt - Htht_ —ln|t—1| —arctgt + C =
= —1n’tg5 — 1’ — arctg (tgi) +C.0O
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Trigonometrické substitiicie pre vyrazy va? — 22, Va2 + 22, V22 — a2, V+a? £ b2x2

Vyraz Substiticia Zjednodusenie
a? — x? T = asint, t€< bR §> \/&2 a?sin?t = acost
Va? + a2 z=atgt te (-%,%) Va?+a’tg?t =2
\/“2 —a’=atgt, 0 <t <3

cos? t

1'2_&2 ‘/L‘:coast’OStSﬂ-’t?ég 2
s —a? = —atgt, F<t<m
V+a? £ 222 t =bx VEa? + 12
Example 85 Vypocitajte fi) \/9 — sa?du.
Solution 86 Ak poloZime v = gx, potom dx = gdv, rT=-H=—=v=-3 x=
5 = v = 3 a po dalsej substiticii v = 3sinu, t.j. dv = 3cosudu, v = —3 =

u-—— v=23 :)>U—g dostaneme

/\/9—%33%[3:— /\/ 9 —v2dv = = / V9 — 9sin? u.3 cos udu =

15 sn2ul2 15
b
{u—i— 7 } 27T

us

2
15 [

cos udu——/ (14 cos2u)du 5
3

[VE]

INE]
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Integraly typu [ sin™ zcos” zdz.

m,n € N Substiticia Vhodn4d identita
7 - neparne u=sinx cos’r =1—sin’z
m - neparne U = COST sinz =1—cos’z

. , ” . sin”z = 1 (1 — cos 2z)
n a m - parne | redukovat’ na mensie mocniny n a m 9 3
cos® x = 5 (1 4 cos 2x)

Example 87 Vypotitajte [ sin®x cos® zdz.

Solution 88 V tomto pripade je n = 3 - nepdrne, tak polozime u = sinx, t.j. du =
cosxzdz. Potom [ sin®x cos® zdx = [ sin® x cos? z coszdr = [sin’z (1 — gin? x) cos xdr =
3

=2 -udu=% - § +O'= 85w 00

Example 89 Vypocitajte [ sin’® x cos? zdzx.

Solution 90 V tomto pripade je m,n pdrne. Podintegrdlny vyraz zredukujeme na
tvar mocniny funkcie kosinus a potom pouZijeme rekurentné vztahy: [ sin? z cos® xdx =
1/ (1 —cos2x) (1 +cos2x)de = 1 [ (1 — cos® 2z) da =

=1 [1dz — 5 [cos?2zdx = 3 — 13 [ (1 + cosda) dv =

1. 1. 11.; —1,._ 14
= 7T — g7 8481n4x+0—8x 3281n4x+C.D
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Integraly typu [ sinax cosbzdz, [ sinazsinbrdz, [ cosax cosbrdz.
V tomto pripade pouzijeme jednu z trigonometrickych identit

1
sinx cosy = 3 [sin (z — y) + sin (z 4+ y)],

1
sinzsiny = 3 [cos (x — y) — cos (z + y)],

1
cosTCosy = 5 [cos (x — y) + cos (x + y)].

Example 91 Vypocitajte [ sin 5z sin3zdz.

Solution 92 [ sin 5z sin3zdx = % | cos 2xdm—% [ cos8xdx = isin 21‘—% sin 8x+
C. Pouzili sme vysledok predchddzajiceho prikladu.
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Eulerove substitticie.

Nech g: A — B, g(x) =+Var’+br+ca f:C — R, H(g) CC=D(f)je

raciondlna funkcia. Potom
/(fog)(:c)da::/f(\/ax2—|—bx—|—c>dx

pocitame pomocou Eulerovych substiticii.

var? +br+c = Jaxr £t ak a>0
Vaz? +br +c=xt +./c ak c>0

t:\/ag, a, 3 st korene rovnice az? +bx +c=0|ak |a<0Ac<0

Po aplikdcii tychto substiticii dostaneme integraly z raciondlnych funkcif.
Example 93 Vypocitajte [ md

Solution 94 Pretoze a > 0 uvaiujme Eulerovu substiticiu: a2+ x+1=x —t,
2
potom 1 =15L=t q dp=22F220 [ {1 l=g—t= M Potom

2t+1 (2t+1)2 2+1
fﬁm mdt 11’1‘2754-1’4—0:—ln}2$—2\/1‘2+$+1+1‘—|—

Example 95 Vypotitajte | \/ﬁduﬂc

Solution 96 V tomto pripade je ¢ > 0 wvazujme Eulerovu substiticiu: /4 — 2z — ba? =
xt + \/4_1, potom x = =222 ¢

245
4(t*+t—-5) —2(t*+t—5)
= ——————dt,V4 4— 20— b2 =at+V4= .
(12 +5)° (t245)
Potom | igt—str = 2 [ gyt =~ aretg () 40 = = L arctg (V22 )

c.0

V—z2+62—8 dl‘

Example 97 Vypocitajte f (1—4)(22—3)

Solution 98 V tomto pripade je a < 0 A c < 0, korene rovnice —x% + 6x —
8 =0 suxz = 2,4. Pre x € (2,4) modzeme upravit’ vyraz /—x%+ 6x — 8 =

V-(@=2)(z—4)=(z-4)/(-1) .

Uvazujme Eulerovu substiticiu: t = \/(—1) 2= =, /22X potom z = it;jf
dx = (t2+1) sdt, /=22 + 65 —8=+/(2—x)(z —4) = (z — 4) ,/ﬁ,

9y — 3 = b+l

241 "
2216w (x—4),/2=2
Potom ‘/‘%d f (z—4) Qd = f (5t2 4t2t2+1 dt =
- f 5t2+1 + f t2+1 = arctg (\/_t) + arctgt + C =

:_TEarCtg <\/527I> + arctg (\/7) +Ccd
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Cvicenia.
Pocitajte integrédly z raciondlnych funkcif:

1. [ 52°492% 2208 (jp.  [52 + 2In|z| + 3In|z — 2| + 4In |z + 2|].

T 234z

—2z+19 |lz—2[3
2. f 2+: 5 dx. [ln \$+3I5] .
3. [ £tk dv. [2nfa|+ 1 —2In|z +1]] .
4. [ 5t gy [2In |z — 3| + 21n (2% + 22 + 2) — Barctg(x +1)] .
5. % dx. [2In|x + 5| — 3arctg (2x + 1)] .

6. [ o =1 d. [% In |z +1] - %hﬂ (2 —x+1)+ farctg*:{ (2z — 1)}

7. [Tty g, {ﬁ—xnt%lnlx(w—?)@-

z3+a2—6z 3
— bo—13 o m¥2 2t

9. [tat=s gy [ +2 4 dy 4+ In Tl 2"”]

x3—4x [z+2]

10. [ (m“”g_fg“l)g dx. [2 In|lz —3|—In|z— 1|+ ﬁ}

11. [ s 33”2_11”7 dz. [2In]z — 2|+ In|z — 3| — 5]

(—3) (22 —4dz+4)

12. f"ﬁ;rg’—ﬁﬂda: [%2+2:1:—|—1n]$\—31n]9:+1]]

13. [ 8o’ o 14 _ .. [In |z + 3|+ 2In |z — 1| + 5]

23 +22—51+3
4. [ (x+2x ?_fg;rg) dx. [ln |2+ 1]+ 1 In|2? + 2z + 3| — arctg w}l]

‘,EZ
15 f A=) aray) 4 [$In[1+ 2] — $In|l — 2| — jarctg 2]

1
42 1 8 s 1 1
16. [ sriegs do- [3Ing + 5 — jarcteg]

4
17, [ 22280 gy [in 4]

23 —T224+10x

2
18, [ £ gy (3]
1

3

2242 17

19. sz J:3—3a:2—:—3z—1 dz. |:1I12 + §j|
Pocitajme metédou per partes.

20. [In(2?* — 22 —3)dr. [vln(2? —22—3)—2z+In|z+ 1| —3In|z — 3.



21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

41

JIn(z* — 62+ 9) dr. [zrln(z* —62+9) -2z —61n|z — 3|].

[ 1In(z? + 2z + 3) dx. [(x + 1) In(z?® + 2x + 3) — 2z + \[arctg(x\ﬁ)] .

[ z*arctg (z—1) du. [% <(x3 + 2)arctg(x — 1) — %2 — 2z — In(2? — 22 + 2))] .

Pomocou viet o substitiicii poc¢itajme integrély:

f\/ﬁdﬂf [—%\/2—51’2] .

T

| e de [Faretg (3(e" - 1))].

%—;Illoodx [z —2In|e” — 2| + 31ln|e” — 5|].

[ 22— dx.  [—In(cos®z + 2cosx + 5) + arctg (=EH)] .

cos? x+2cos +5

[ Snrcoss gy, [% In|sinz — 1|+ 2 In(sinz + 2)] .

sin2 z+sinz—2

2 cosx 1 §]
0 sinZz+sinz—6 dx. [5 l:(18 :

w/2

f sin x cos « dr. [l In m] ]
0

cos2z+cosx—6

f&%dw. [2x—ln(e2x—2ex+5)+%
J

Y da. [6(%5—%+1n(%+1))].

T+
= =
— +1‘—%—2arctg( 1+x):| .

1+x

f 1+:p 5 dz. [In

[ e, 2VT+az+hn|VI+z—1-n[l+vVI+2]].

f\/ﬁﬂ de. ,[—%—4t—91n]t—3\+1n\f+1\> t:\/2w~|—3}.

V2x+3—z

O —n

lfx dx. [In9].

J e Az [5 (avesin (2 + 5)) ]

1 1 5+2v5
Jo T v [ln B42v5 } .

f—m—\/w;—T—H de. [2Inft|+iln|2t+ 1|+ 3. 2t+1’t:‘/352—$+1—1‘}-

f% 3+COS$ dx. [*/75 (arctg*/?i - arctg%gﬂ .
J et dvo [tg 5 —In(te? (5) +1)].

“—o

L dz. [% ln2} )

4—5sinx

[NIE]



44 f 7cosZm—1&—2sm§x dSC [%arctg (\/gtg'r)] .

everl gy, [4—].

In
45. Vypocitajme f o

27
46. Vypocitajme [ cos3zcosdx dx. [0].
0

Pocitajte integraly (pouzite vhodné met6dy)
L [ i de. [ farctg‘["”]

2.

do. [:In(4+ 32?)].

4+§>m2
T 1
| et o |~

/ ;f%iQ dr. [3In(z?+ 2z 4 2) — Garctg (z + 1)] .

@

=

ot

[ 252 dr. [% In(z? +4x +7) — farctg “””}2}

&

[ e*cotg e” dz.  [In|sine”|].
2 1 [3z—1]
521 4T [5 In |3m+1|} :

[ L de. [Infz] —2In|z +1]].

24

=~

0¢)

0. [Zr240 de. |5 — w4 3Infe -2~ 2o+ 1]]
10. [ 52— dr. |2lnfe—1]— 1" —2In|z+2
) 3042 AT 5In|z—1 3(z_1) sInlz+2|.

a2 g [2In|z+5| —In|z+1] -

O S s 1 P el

12. IWJ«FEMJ dx. [%ln|x—1| —2In(2®+22+7)+ arctg (@)}

13, [ 3l=be?—llet5 g [% +Injz — 2| —2In|x + 1|] .

z2—x—2
T—x |z+1] 1 z—1
14. f 2213215 dx. [ln —\/m -+ E&I'Ctg (T)] .

15, [ 2=2etet gy [Lin [(02 — 22+ 2) (a2 + 22 + 2)] — 2arctg(z + 1)]

16. [ zarctgr dv. [x’arctgr — sz + larctgz].

17. [2%¢% d [@j—;(ng — 6z + 2)} .



43
18. fog exp (2z)sinz dv.  [2e™ +1].
19. [zlnz? du. [%(lnﬁ — 1)} .
20. [In(z*+1)dzx. [zln(z? + 1) — 2z + 2arctgz] .

21. janx dx. [(e —2)]

2. [ ¢ cos(3x) dr. [~ (7 +2)].
0

23. [xIn(2® — 2z +5) du.

[% r? 4 3) In(2? —2x—|—5)—— x + darctg @Y 2)
24. [In(z? + z — 2) du.

[xIn(2z?> +2—2) =2z —In|x — 1|+ 2In|z + 2|].
25. [a?In(a® + 42 + 4) du.

[§1n($2+4x+4) -2 <”C—; —x2+4x—8ln|x+2|)] .
26. [ z?arctgl dx. [%arctg +Z —lln(a® + 1)} :
(

27. [eVodx. [2eV7(ya —1)].

H

28. [arctg-ls dv. [marctg—t: + 1ln|2? — 22 4 2| + arctg (z — 1)] .
29. Of aSIT oy {5\/1 + 244y )1 22 —4} .

30. [ (ezzx;elf% dz. [Qm —In |e*® — 2¢® + 5| + %arctg (“T_l)} .

31. f <D dg. [LIn (e*” + 1) — arctg (e”)] -

Te2rql
In5 om .
32. [ et de. [nV/5],
In3
In2 "
33. b[ %ex dr. [In2+ arctg3 — arctg?2].

34, [ —gneeosz gy

sin? z+sin z+3

[% In (sin®z + sinz + 3) — ‘ﬁarctg (\ﬁ (2sinz + 1))}

3
35. [ Boconlsine gy [—3In2].
0

S x—Ccos T—2
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36.

37

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

92.

93.

f COS T
sin® z+sin? z+sin

[ln|sina7| — sIn|sin’z +sinz + 1| — \/Lgarctg <\/lg (3 —I—sinx)ﬂ :

2z T2 da. [%\3/(9&—#2)7 - %\3/@—1—2)4}.
[ ﬁ de.  [6ln(1+ ¥/x)].
J (1+fﬁ) dz.

[g(;@_n%—a:+1+4\/a:T—41n(1+V5’3—1)}'

9
[ dz.  [T+1n4].
1

1= Yl
f 414 3/ (z+1)* du
[In|z+ 1] = 3In |z + 1+ 1] — 6arctg (Vz +1)] .
[ s do 2 (V2= 1) + |

— 4
fm+%dx. [2\/33— —ln(1+\/.r—1) —1+\3ﬁ].

27

vz .
e [8+—3*/2§ ]

=

[\
w

il ﬁ dz. [7 (arcsin (32 — %))] .

dz. [ln

—z—1+vz2+z+1 ]

1
f zVx?4z+1 1-z—Vz24z+1

2
-2

f \/3,—#7—%2 da. [—2a1rctg1§7 — @/ﬁ] '
4

| e Ao a]

[ s dr. [bm]est]).

sinx cosz+1

f 3—(:105m dz. [\/TiarCtg (\/ﬁtg %)] :

1 2.7 V7(2te(5)+1)
3+cos z+sinx dx. [T (arctg 7 * :

fg cos:c—21sin:c+3 dx. [—arctg (\/?5 - 1>:| :

3




54. f 14sinxz4cosx dr.

l—sinz—cosx

+tg“ x
(1+t§ x)2 dz. [

ot
ot
ENE] %w\:‘

56. [ searieaars-

/2

[2(In|t — 1| — In|t| — arctgt), ¢

57. [ sinbzcosz dz.
0

[ et (/21 2)].

[

D=
A

= tg %}

45
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Integrovatelnost po Castiach spojitych funkcii.

V casti ,Integralny pocet - Urcity integrdl” sme zaviedli dolné a horné integrélne
sucty, definovali sme uréity integrdl ako hodnotu fab f (z)dx taku, ze D (f, P) <
f: f(x)dx < H(f, P), VP delenie intervalu (a,b). Aj ked pre vypocet integrélov
existuje mnozstvo metéd je casto tazké ba dokonca nemozné vyjadrit’ neurcity
integrdl pomocou zndamych funkcif a tak vypocitat’ presni numericki hodnotu
odpovedajiceho urcitého integralu. Napriklad integral

1
/ V1+ z4dz.
1

Niektoré urcité integrdly vieme néjst’ napriklad

2
1

/ —dr =1In2,
LT

ale pre praktické pouzitie je vhodné vediet’ numericki hodnotu In 2 s urcitou pres-
nostou. Preto definujeme Riemannove integrilne sticty, ktoré ndm ako jedna z
aproximac¢nych metéd pomoédzu néjst’ hodnotu urcitych integralov.

Definition 99 Nech P je delenie intervalu {(a,b) a nech f : (a,b) — R je
ohranicend funkcia. Pre kazdé k € {1,2,...,n} nech ty, € (xp_1,x%) je lubovolny
bod. Sumu R (f,P)=>1_, f (tx) Az nazgvame Riemannovym integralnym suc-
tom ohranicenej funkcie f.

Akokol'vek vyberieme body t; € (zy_1,2x) vzdy plati D (f, P) < R(f,P) <
H (f,P), VP delenie intervalu (a,b). Pretoze pre riemannovsky integrovatelni
funkciu f tak D (f, P) ako aj H (f, P) aproximuju f; f (z) dx, tak aj riemannove
integrédlne sucty aproximuju tito hodnotu. Teda mozme pisat:

/ f(z)dr ~ Zf(tk) Azy,.

Tento vzorec slizi ako zdklad pre priblizny vypocet urcitych integrdlov. Nutnd
podmienka integrovatel'nosti funkcie hovori, ze kazda spojitd funkcia na uzavretom
intervale je riemannovsky integrovatelna. Najdolezitejsou vlastnostou Rieman-
novych integralnych sictov je, ze aproximujui numericki hodnotu urcitého inte-
gralu. Nasledujica veta, ktori uvddzame bez dokazu je presnou matematickou
formuldciou tohto tvrdenia.

Theorem 100 Nech f : (a,b) — R je spojitd na (a,b) . K lubovolnému e > 0 ex-
istuje 6 > 0 také, ze plati: Ak P = {xg,x1,...,x,} je nejaké delenie intervalu (a,b) ,
ktorého kaZzdy podinterval md dlzku mengiu ako & a ak Trpo1 <t < xp pre kazdé
k=1,2,...,n, potom pre odpovedajici Riemannov integralny sucet >, _, f (tx) Awxy,

je splneny odhad ‘f;f (x)dx — >, f(tr) Amk) <e.

Thito vlastnost’ casto zapisujeme v tvare:

| Pl|l—0

b n
[ r@de= Jim 3 (0) A
a k=1
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kde || P| oznacuje dizku najviicsieho podintervalu delenia P a nazgyva sa norma
delenia P. Riemannove integrilne sicty v8ak majui zmysel aj pre funkcie, ktoré nie
st nutne spojité na intervale (a,b) .

Definition 101 Nech f : (a,b) — R je spojita na {(a,b) s vgnimkou koneéného
poctu bodov, v ktorgch ma vlastné limity sprava aj zlava (okrem bodu a, v ktorom
ma iba limitu sprava a bodu b, v ktorom md iba limitu zlava). Potom f nazgvame
po castiach spojitd funkcia na {(a,b).

Nech funkcia f : (a,b) — R je po ¢astiach spojitd funkcia. Ozna¢me jej body
nespojitosti ¢y, co, ..., ¢, a < 1 < ¢ < ... < ¢, < b. Potom je funkcia f spojitd
na kazdom z intervalov (a, c1), (c1,¢2), .oy (Ca—1, Cn) , (¢n, b) . Pri vypocte integralu
fck _f(z) dz nahradime funkciu f funkcmu spojitou na intervale (cx_1, ¢x) , ktord
je totozna s funkciou f na intervale (cy_1,c;). Potom je f integrovatelna na
kazdom z intervalov (a,c1), (c1,¢2), ..., (¢n_1,Cn), {(cn,b) a plati

1 pre z €0,
x pre x € (2

Example 102 Vypocitajte fo x)dz, pricom f(z) = { gi :
Solution 103 Plati f(2—) =lim, .o f(x) =1, a f(2+) = lim,__o+ [ (z) = 2,
vidime, Ze funkcia f je spojitd s vynimkou bodu xr=2tj. ]e po castiach spoyzta
a teda mtegrovatelhd Potom f03 r)dr = fo x)dr + f2 r)dr = fo ldr +
f rdr = 2 + D
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Aplikdcie integrdlneho poctu.
Plosny obsah rovinnych tutvarov.

Definition 104 Nech f,g : {(a,b) — R su spojité funkcie. Nech R je rovinny
dtvar ohraniceny zhora a zdola grafmi f a g a zlava a sprava priamkami v = a
ax =b. Potom R nazgvame rovinngm tutvarom medzi grafmi f a g na intervale

(a,b) a jeho plocha A je definovand vztahom A = fab If () — g (z)] dx.

Example 105 Nech f,g: (-1,1) — R, f(z) = 23+ 22+ 1,g(z) = 2> + o +
1.Najdite plochu vtvaru medzi grafmi f a g na (—1,1).

Solution 106 Podla definicie mdame

1 1
AZ/ If(fv)—g(a:)ldxz/ 7% +2? +1-2® — 2 — 1] dov =

1 -1

:/_1 }xz—w’da::/o (1‘2—1’)d$—|—/01($—332)d$:1.m

1 -1

Niekedy mozeme namiesto ditvaru medzi grafmi funkcii f, g zdvislych od pre-
mennej x skimat’ aj plochu tdtvaru medzi grafmi funkcii zavislych od premennej y:

[f @) — g (v)] dy.

Objem priestorovych tutvarov.

Uvazujme trojrozmerné teleso D, ktoré mozme popisat’ nasledujiicim spoésobom:
pre kazdé = € (a, b) priesecnikom roviny kolmej na os o, v bode z s telesom D je
rovinny tdtvar s plosnym obsahom vyjadrenym funkciou A (z) .

Definition 107 Nech teleso D md plochu kolmého rezu definovani funkciou A :
(a,b) — R a predpokladdme, ze A(x) je spojitd na (a,b). Potom objem V telesa
D definujeme: V = fabA(:c) dr.

Example 108 Ukdzte, ze objem rotacného kuzela s vyskou h a polomerom zdk-
ladne r je dany vztahom V = iwrh.

Solution 109 Najskor ndjdeme plochu kolmého rezu rotacného kuzela. Je zrejmé,
ze kolmym rezom bude kruh s polomerom r(x), ak projekciu kuZela umiestnime
do kartézskeho siuradnicového systému [0,x,y] tak, Ze jeho wvrchol je v zaciatku
a os rotacného kuzela je totoZnd s kladnym smerom osi o,, potom z podobnosti
trojuholnikov dostaneme: @ =;=r(r)=712

a plocha kolmého rezu je

A(z) = 7r¥(z) = ﬂZ—iﬁ,

potom

V= thWZ—iIde = W;—z foh 2?dx = gmr?h.0

Ak graf spojitej nezépornej funkcie f : (a,b) — R rotuje okolo osi o,, vytvara
teleso s plochou kolmého rezu

Alx) = mf%(x).
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Potom z predchddzajicej definicie plynie, ze

V:/abA(x)dx:ﬂ/abe(l")dx

Definition 110 Nech f,g : (a,b) — R su spojité funkcie a 0 < g(z) < f(x), = €
(a,b) . Nech R je obrazec medzi grafmi f a g na (a,b). Potom objem V telesa, ktoré
vznikne rotdciou obrazca R okolo osi o, definujeme V =1 ff [f2 (z) — ¢* (x)] du.

Dizka krivky.

Definition 111 Nech f : (a,b) — R je spojite diferencovatelndg funkcia. Po-
tom dlZku krivky [, ktord vytvara graf funkcie f medzi bodmi (a, f (a)) a (b, f (b))

definujeme | = fab 1+ (f 7 (2))%de.

Example 112 Vypocitajte dlzku krivky danej grafom funkcie f(x) = Inz, z €

(V3.VE).

Solution 113 Funkcia f(:v) = Inx je na intervale <\/§, \/§> spojite diferenco-
vatelnd a plati f'(x) = =. Potom dlzka krivky, ktord Uytvcim graf funkcie f

na mtemale <\/_ \/_> je deﬁnovana | = fffw/l—i— \/\/1+x du
1+x
f\[ +12 dl’ =

_ :\/1+x2:>dt:\/%7dx:>dt I dr .
r=V3=t=21=V8=1t=3 2 -
- 1
f 1dt+f2 (t—1) t+1)dt 1+ [1 t+1” 1+ ln 0
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Cvicenia.
2 pre x€(0,2)

1. Vypocitajte integral f04 f(z)dz, ak f(x) = 3 pre z € (2,3) . [%}
4—1x pre x€(3,4)
W sin x pre x € (0, %)
2. Vypocitajte integral f01+5 f(z)dx, ak f(x) = x pre ze (T 1) . [S—Qx/i
cos(z—1) pre xe€(l,1+7)

3. Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohrani¢enej krivkami:

() y=alnz, z=50=2y=0 [-F+2n2].

(b) parabolou y = z* — 6z + 8 a jej doty¢nicami v bodoch A = [1,3], B =
[4,0].  [§].
(c) parabolami y = 2%,y = z. [3].

4. Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohrani¢enej krivkami:

22

(b) y=Inz, y=In*2. [3—¢].
5. Vypocitajme plosny obsah rovinnej oblasti ohranicenej krivkami:

(a) y=o—1,y*=220+1. [Y].
(b) y=2® y=1s2 y=2. [%(2—\/5)]

6. Kruh 22 + 3? = 8 je rozdeleny parabolou y = 2 na dve casti. Vypocitajme

2
plosny obsah meng$ej z nich. [27r + ‘ﬂ .

7. Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohranicenej ¢iarami yz = 4, z+y =
5. Nagrtnite obrazok! [% —2In 8}

8. Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohranic¢enej ¢iarami y = 0, y =

ze™?" na (0, 1). Nacrtnite obrazok![; — 5-]

9. Vypocitajte objem zrezaného kuzel'a, ktory vznikne rotdciou elementdrnej
oblasti okolo osi o0,. Polomery jeho podstav sir =1, R =2 a vyska v = 3.
[T7] .

10. Vypocitajme objem telesa, ktoré vznikne rotéaciou oblasti okolo osi 0,. Oblast’
je urCend Ciarami y = 2?"”, y=sinz, z > 0. [7{—;] .
11. Vypocitajme objem telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti okolo osi 0,. Oblast’

. - P : ol _ 2z w2
Je urcena Claraml y = Sz, y = —-. K

12. Zistite plochu kolmého rezu a vypocitajte objem gule s polomerom r. |A(z) = 7r?(z) = 7(



13.

14.

15.

16.

o1

Zistite plochu kolmého rezu a vypocitajte objem pravidelného stvorbokého ih-
lana so zakladiou dizky a a vyskou h. [A(x) =a*(z) = h2 V= g “2”"2

Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou rovinnej oblasti ohranicenej

¢iarami y = 1 — 22, y = 22 okolo osi o,. [@}

Vypoéitajte dizku krivky y = 2/, 1 <x <2 [\/_ V2 2+ 3 i1n 3?12}

Vypoéitajte dizku krivky y = In < ctl 2 € (In2,Inb). [Inif]

h.}
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Chapter 2 KOMPLEXNE CiSLA A
FUNKCIE KOMPLEXNEJ PREMENNE.J.

Komplexné &isla a algebraické operdcie s nimi.
Definicia komplexného ¢&isla.
V mnozine redlnych ¢isel R neexistuje ¢islo, ktoré by bolo riesenfm rovnice

> +1=0. (1)

Chceme model rozsirujici mnozinu redlnych ¢isel R, ktory by obsahoval element
(imagindrnu jednotku) i tak, ze i = —1.

Definition 114 Symbolom C oznatime mnoZzinu usporiadanych dvojic {(x,y) : z,y € R}
s nasledujicimi operdciamai:

Seitanie: (x1,y1) + (2, 92) = (T1 + T2, Y1 + ¥2)

Nasobenie: (x1,11) - (2, y2) = (T122 — Y12, T1Yy2 + Tay1)

C nazgvame mnoZina komplexnijch cisel.

Plati : (1,0)-(z,y) = (z,y), (0,1)-(z,y) = (—y,x) a teda pre i ~ (0, 1) plati
i* = (—1,0)) ~ —1. Vseobecne: (z,y) = z(1,0) + y(0,1) ~ = +iy. Komplexné
¢isla sa ndsobia ako dvojéleny s vyuzitim rovnosti i? = —1.

Terminoldgia a oznacenie z = v+1y, x,y € R, © = Re z jeredlna cast, y = Im 2
je imaginarna cast’ komplexného ¢isla z, Z = x — iy je komplexne zdruzené ¢islo,
|2| = /22 + y2 = /2 - Z je absoliitna hodnota (modul) . Pre moduly komplexnych
¢isel mame

|21 + 20| < |z1| + |22 .

Platia algebraické zakony:

R1%9 = 22771, 21(2223) = (2122)2’3,

21(20 + 23) = 2120 + 2123

Pravidla konjugécie:
i)z =z,
il) zw = zZw

(
( i
(iii) Rez = 2=
(
(

2_
iv) Im 2z = 5*
v) |z] = |z].
Komplexnd - (Gaussova) rovina
Rez = |z|cosp, Im z = |z| sinp.

Argument (pouziva sa aj ndzov amplitida) z # 0

Argz={p € R: z =|z| (cosp + isiny)}.
Hlavna hodnota argumentu: z # 0: argz € Arg z, arg: C\{0} — (—m, 7),
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argz € (—m,m) (2)

ktord nazyvame hlavna hodnota (alebo hlavnd vetva) argumentu z a |z| (cos ¢ + i sin @)
nazyvame trigonometricky tvar komplexného ¢isla z.

Pripomenme si, ze za predpokladu (2) méd hlavnd hodnota argumentu arg z
nespojitost’ na zapornej casti redlnej osi:

a) ak sa bod z ,blizi“ ku bodu na zdpornej ¢asti redlnej osi ,zhora“ potom
arg z sa ,,blizi“ k hodnote ,

b) ak sa bod z ,,blizi“ ku bodu na zdpornej ¢asti redlnej osi ,zdola“ potom arg z
sa ,,blizi“ k hodnote —m.

Pre komplexné ¢isla z = 0 a z = oo (ktoré zavedieme neskér) Arg z nie je
definovana.

Remark 115 Niektori autori zavddzaju funkciu hlavnd hodnota argumentu z takto:
arg : C\{0} — (0,27).

Ak z je rydzo redlne kladné ¢islo, potom arg z = 0. Ak z je rydzo redlne zdporné
¢islo, potom argz = w. Ak z je rydzo imagindrne ¢islo s kladnou imagindrnou
castou, potom arg z = §.Ak z je rydzo imagindrne ¢fslo so zdpornou imagindrnou
castou, potom arg z = —7. Lahko nahliadneme, Ze

T =rcosp, y=rsing, tgp = Y oak gz #0, cotgp = T ak y#0. (3)
x Y
Potom pre hlavni hodnotu argumentu arg z za predpokladov, ze

T Y T
—rnr<argz < T a ——<arctg<—>§—
2 T 2

dostavame
arctg (%) pre x>0
arg z = arctg +7 pre z<0,y>0
arctg %)—71’ pre <0, y<0

8
~—"

Lahko vidiet’, ze
Zl =1|z| a argz = —argz.

Example 116 Ndjdite trigonometricky tvar komplexného ¢isla z =1 — 1.

Solution 117 Pouzitim vztahov (2) a (3) mdme

-1
2 = VI2+ (-1)2=V2 a tgp=—=—1,

1
t.j.

arg 2 = —% o z=1—i=+2 [COS (—%) + 2 sin (—%)} .0

Example 118 Ndjdite trigonometricky tvar nasledujicich komplexnijch ¢isel: z; =
2, o = —3, 23 = 32, 24 = —2i.
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Solution 119 Priamo moéZeme pisat: pretoZe

|21] =2, argz; =0, tak 2z =2 =2(cos0+isin0),

|zo| = 3, argzo =, tak 2o =—3 =3 (cosm +isinm),
23| = 3, arg 23 = g, tak z3=3i =3 (cos (g) + isin (%)) ,
|24] = 2, argzy = —g, tak z4 = —21 =2 <COS <—g) + 7 sin (—g)) .0

Pouzitim Eulerovej formuly (ktoru dokdzeme neskor)
e = cosp +ising
mozeme definovat’ exponencidlny tvar komplexného ¢isla z
z = |z| e,

Example 120 Ndjdite exponencidlny tvar komplexnych c¢isel z predchddzajicich
prikladov.

Solution 121 Mdme
z=1—i=+2e", 2z =20, 2y = —3 =3¢,
23 = 3i =32, 24 = —2 = 2e2.[]

Je jasné, ze v mnozine komplexnych ¢isel nemozno zaviest’ usporiadanie ale je
mozné porovnavat’ moduly komplexnych ¢isel. Napriklad

|10¢| > |i| alebo |2+ 3i| < |6+ 51].

Modul rozdielu dvoch komplexnych ¢isel z1, 2o je rovny vzdialenosti bodov
(1, Y1) & (22, y2) t.J.

|21 = 2o = V(@1 — 22)2 + (1 — 12)2.
Odtial'to dostaneme, ze mnozina
S(a, p) ={z € C; |z —a| = p}

je kruznica v komplexnej rovine C so stredom v bode z = a a s polomerom p a
mnozina
K (a, p) ={z € C;|z —a| < p}

je viitro kruhu so stredom v bode z = a s polomerom p a napokon mnozina

C\K (a, p) = {z € C; |z —a[ > p}

je mnozina vsetkych vonkajsich bodov kruhu so stredom v bode z = a a s polom-
erom p.
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Zopakujme, ze ndsobenie dvoch komplexnych ¢isel z; = x1 + iy, a 20 = T9 + 1Yo
je definované
2129 = (2179 — Y1y2) + 1 (v1y2 + 2y1)

t.j. ndsobenie komplexnych ¢isel v algebrickom tvare je definované ako nasobenie
polynémov s pouzitim rovnosti

-2 -4

=1 3=—i it=1 P =i ....

Ak 21 a 29 su dané v trigonometrickom a v exponencidlnom tvare
z1 =11 (cosp, +ising,) = 1€ a 2y = ry (cosp, +ising,) = rye'?,
potom méame
z = 2129 = 11 (COS o + isin ;) 5 (coS Py + i 8in py) = 1179 (cos (1 + ©y) + isin (¢, + ¢y)),

2 = 2129 = €112 = piryetlP1tw2)
¢o implikuje
2] = |z122| = |21] |22]
Arg z = Arg(z122) = Arg 21 + Arg 2.
Pretoze —m < arg z < m pre hlavné hodnoty dostaneme
arg 21 + arg 2, pre argz; + argz € (—m, m)

arg(z122) = ¢ argz; +argz; — 2w pre argzy +argze > m
arg z, + arg 2o + 2w pre arg z; +argze < —7

Delenie dvoch komplexnych ¢isel z; = x1 + iy; a 2o = x9 + 1y # 0 definujeme

21 A7 A7 (z1 +iy1)(v2 —iy2) (2122 + y1yp) + i(@2y1 — T132)

z = —= _= =
— 2 2 .2 2, .2
Zy 2%y |z Ty + Y5 Tyt Ys

Pouzitim faktu, ze

21

—R2 =2

Z2
dostaneme

‘é _ =l

Z9 |ZQ|

a pre trigonometricky a exponencidlny tvar:

21 ri(cosg +ising;) 1

Pt = T (coslipy — o) - isin(ipy — 23)

Py .
ﬂ — ne — 261(901—502)'

29 T9eW2 Ty

Arg (ﬁ) = Arg z; \ Arg 2.
2

2

Pre hlavné hodnoty argumentu platia podobné pravidlda ako pre nésobenie a po-
zorny Citatel si ich iste odvodi aj sdm.
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Mocnina komplexného Cisla.
Ak n je prirodzené ¢islo, potom aplikdciou pravidla pre nédsobenie komplexnych
¢fsel Tahko odvodime, ze ak z = re', potom

2" = (rew)n =r"e™m?,

¢o pre trigonometricky tvar ddva
2" = 1" (cos(ny) + isin(ny)) .
Posledna rovnost’ implikuje tzv. Moivreovu formulu:
(cosp +isin)"” = cos (ny) + isin (np),
odkial’ pre n = 2 mame
cos 2 = cos? ¢ — sin® p, sin2p = 2sin ¢ cos .
a pre n = 3 dostaneme
cos 3¢ = cos® ¢ — 3cos psin’ o, sin 3¢ = 3 cos? Ysin p — sin® .

Odmocnina komplexného ¢&isla.
Nech z(# 0, o) je komplexné ¢islo a n je prirodzené ¢islo. Hl'addme vsetky riesenia

rovnice
w" =z (4)

Nech z = re’¥ a w = pe’®. Potom mdme
pneinG — Teigo7
¢o implikuje
pt=r a nO® =p+2kr, pre k=0, +1, £2, ... (5)

a (5) definuje jediné kladné riesenie p a mnozinu hodnot ©:

+ 2km

p=1r, 0=0, =21 (6)
Ak polozime k = 0, 1,2, ..., n — 1 v druhej rovnici (6) dostaneme n roéznych
hodnét Oy, :

2 4 +2(n—1

9y =2, 0 = P12 g, _ptAn g etz DT
n n n n

takych ze d’alsie hodnoty O pre k = ..., —n, —(n—1), ..., =2, =1, n, n+1, ...

sa lisia od tychto hodnot iba o ndsobok ¢isla 27. Tak rovnice (5) definuju iba n
roznych hodnot

- p+2km
wp = Yre” » , pre k=0,1,2,...,n—1,
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ktoré su rieSeniami rovnice (4). Ak komplexné &islo z zapiseme v trigonometrickom
tvare z = r (cos p + isin ), a korene rovnice (4) napiseme tiez v trigonometrickom
tvare:

2k 2k
o — w(wsummu), pre k=0,1,2,...,n—1.
n n

Formula (6) implikuje, ze kazd& z roznych hodnot wy mé ten isty modul {/|z| a
ich argumenty sa lisia iba o hodnotu 27”, ¢o znamend, ze kazdé riesenie wy, rovnice

(4) lezf na kruznici S (0, {/ |z\> . a argument prvej hodnoty (k = 0) sa rovnd £.
Tito hodnotu
wo = v/ |2 (cos £ 4 isin f)
n n

nazyvame hlavnou vetvou n-tej odmocniny z komplexného ¢&isla z.
Pre hodnoty z = 0 a z = oo definujeme jediné hodnoty odmocnin w = 0 a
w = 00.

Example 122 Ndjdite vietky riesenia rovnice 23 = 1 + i.
Solution 123 Pretoze

1+i:\/§(cos£+isin%)

dostaneme

Teda madame

k=0, 20:%<Cosi+isini>,

12 12
97 . . 97
k=1, z1 = \G/i(cosﬁ—i-zsmﬁ),

17 17
k=2, 29= \(5/5(0081—27T+isin1—2ﬂ) O
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Cvicenia.
1. N4gjdite modul, hlavni hodnotu argumentu a zobrazte v komplexnej rovine
nasledujice komplexne ¢isla:

(a) 1+ /31, [2((:08—4—28111%),26%]

(b) 2+ 24, [2V/2 (cos T +isinT) ,2v/2e'1 ]

(c) —2,[2(cosT +isinm),2e™.]

(d) —® [(cosZ +isinZ),e'2.]

(e) z=—/3 —i. [ 2(cos =% + isin =%), z=2e7i%

3. Vypocitajte a napiste v algebrickom tvare:

L\ 2004 2004
@ (H+ig) - [=3™
(e) Néjditer, s € R tak, aby platilo: (2—4¢)r+(3—5i)s = 2i. [r = —3,s5 = 2]
(f) Pre ktoré nenulové komplexné ¢isla z = x + iy plati 22 = 27

_ _ 1 /3 _ 1 /3
[21—1»22——54”7’23——5—27]

4. N3gjdite vSetky korene rovnic a zobrazte ich v komplexnej rovine

(a) 2% =1, [w1:73+%z,w = f—l——zw ——Z]
(b) 2 = —1,
-w1:72+72z,w2:—‘/7§+‘/7§i,]

(c) 2t =1—+/3i,

wp = \/§(cos (—E)—l—zsm( 1”—2

ws = \‘75((:08 (11”) + 7sin (111—2”)) , Wy
alebo wy = \4/§(C

(d) 2 =1,[w; = L, wy = i,w3 = —1,wy = —i.]
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wfS

(e) 22 =—1. [wl =148 wy = 1wy =1~ }
(f) 2% =8i. [w1 = V3 +i,wy = —V3+1i,ws = —2i.]

5. V C vyrieste rovnicu: z* — 22 +1 = 0.

3 -1 3 -1
=Ygz = Y

2 2
_ V3 -1 _ 31
3= Tl A= 5 T
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Oblasti, postupnosti a rady komplexnych &isel.

Oblasti, okolia.

Zopakujeme nasledujice pojmy, ktoré sme zaviedli uz pre redlne funkcie viacerych
premennych. Nech a € C, a # co. Mnozina

O:(a)={z€ C; |z —a| <e}
sa nazyva e-okolie bodu a. Mnozinu
OZ(a) = O:(a)\{a} ={z € C; 0 <[z —a| <&}
nazyvame ¢—prstencové okolie bodu a.

Nekonecno.

Ku mnozine vsetkych kone¢nych komplexnych ¢isel pridéme jedno nekone¢né kom-
plexné ¢islo, ktoré oznacime oo a nazyvame nekonecno. Pre oo nemd zmysel defino-
vat’ argument a modul definujeme takto: |oo| = +o00. Oznacujeme C = C' U {oo} .

Mnozinu O,(c0) = {z € C; |z| > 1} nazgvame e-okolim bodu oo, definujeme
O (00) = O2(0c0).

Nech E C C. Bod a € E sa nazyva vnitorny bod mnoziny F, ak existuje € > 0
tak, ze O (a) C E.

Bod a € C sa nazyva hrani¢cnym bodom mnoziny E ak pre kazdé ¢ > 0 O (a)
obsahuje ako body z mnoziny FE, tak aj body, ktoré nelezia v mnozine E.

Bod a € C sa nazyva vonkajsim bodom mnoziny E ak existuje ¢ > 0 tak,
7e O (a) N E = (). Mnozinu v8etkych vmitornych (hrani¢nych, vonkajsich) bodov
mnoziny F nazyvame vmitrom (hranicou, vonkajskom) mnoziny E a oznacujeme
intE (OF, extE).

Bod a € C sa nazyva hromadny bod mnoziny E ak Ve > 0 je O, (a) N E # (.

Example 124 Nech Oy (0) = {z € C; |z| < 2}. Pre Oy (0) zistite z akjch bodov
pozostdvagi mnoZiny int (O (0)), 0 (02 (0)), ext (O (0)).

Solution 125 int (05 (0)) = {z € C; |z] <2}, 0(02(0)) = {z € C; |z] =2},
ext (02(0)) ={z€ C; |z| >2}. O

Definition 126 MnoZinu bodov D C C, ktord spZﬁa nasledugjice podmienky:

a) D pozostava iba z vnitorngch bodov (D je otvorend),

b) kazdé dva body z,w € D moZzno spojit lomenou &iarou (po ¢astiach usetkou,),
ktord celkom lezi v D, (D je suvisld) nazgvame oblast. MnoZinu

D=DuaD.
nazyvame uzavretd oblast,

Example 127 Nech H = {z € C; (Rez)(Imz) > 0 A |z| < R}. Zistite, ¢i je mnoZina
H oblast?

Solution 128 H nie je oblast, pretoze 0 ¢ H, t.j. H nespZﬁa podmienku b). O

Dalsim dolezitym pojmom je rad sivislosti.
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Definition 129 Pocet navzdjom nespojenijch (neprepojenych) ¢asti, z ktorijch po-
zostdva hranica oblasti sa nazyva rdd suvislosti oblasti. Oblast’ ohranicend jednou
spojitou uzavretou Ciarou Ssa mazyva jednoducho suvisld oblast, oblast’ ohranicend
dvomi nepretinajicimi sa uzavretymi ciarami sa nazyva dvojndsobne sivisla oblast,

Definition 130 Za kladny smer obchddzania oblasti budeme povaZovat taky smer,
pri ktorom oblast’ zostdva vidy po lavej strane.

Example 131 Oblast’ ohranicend jednou spojitou, uzavretou, ohranicenou krivkou
sa nazyva jednoducho suvisld oblast, oblast’ ohranicend dvomi nepretinajicimi sa
spojitymi, uzavretymi ohranicenymi krivkamai, z ktorych jedna lezi vnitri druhej sa
nazyva dvojndsobne sidvisld oblast’ ...

Postupnosti komplexnych &isel.
Definition 132 Zobrazenie f : N — C nazgvame postupnostou komplexngch
¢isel a oznacujeme symbolom {z,} -, . Pre kazdé n € N mdme

t.j. definicia postupnosti komplexnych ¢isel je ekvivalentnd s definiciou dvoch pos-
tupnosti realnych éisel {x,} 1 a {yn} oy .

Definition 133 Hovorime, Ze postupnost'{z,} -, je ohranitend, ak existuje redlne
cislo M > 0 také, ze

|2n| = |20 +iyn| = V22 +y2 < M,Vn=1,2,...
V opatnom pripade hovorime, Ze postupnost {z,} -, je neohranitend.

Geometricky to znamend, ze mnozina vsetkych ¢lenov postupnosti {z, } ., lezi
v kruhu so stredom v zaciatku siradnicovej ststavy a s polomerom M.

Lemma 134 Postupnost’ komplexnych ¢isel {z,}.., je ohranitend vtedy a len vl-
edy ak su obe redlne postupnosti {z,} - a {yn} -, ohranitené.

Definition 135 Nech {z,},., je postupnost’ kompleznych Eisel. Komplexné Eislo
2o = To + Yo Sa nazyva limitou postupnosti {z,}.-, akV € > 0 existuje No € N
také, ze pre vSetky n > Ny plati |z, — zo| < €. Viedy piseme

lim z, = 2.

o0 .

Theorem 136 Ak {z,}, ., md konetni limitu, potom {z,}.- | je ohrani¢end.

Theorem 137 Plati: lim, . 2, = 2y vtedy a len vtedy ak lim, . x, = 2o a
liInn—»oo Yn = Yo-

Example 138 Nech

o= =i (0) )

Ndajdite lim,, . 2.
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Solution 139 Riesenie

lim z, = lLim [2”_1“(1—5)} — dim 27l i (1—§> — 240

n—- 00 n—»-0o00 n n n—- 00 n n—-0o00 n

Definition 140 Nech {z,} -, je postupnost komplexnych ¢isel. Ak pre kazdée > 0
existuje N(g) > 0 také, e pre ka%dé n > N(e) plati |z,| > L, potom hovorime, e
postupnost’'{z, } -, konverguje do nekonetna a piseme

lim z, = oo.

Citatel’ Fahko ukaze platnost’ vety: lim,, . 2, = 00 <= lim,__« |2,| = +0o0.

Rady komplexnych &isel.
Definition 141 Nech {z,} -, je postupnost komplexnych ¢isel. Definujeme pos-
tupnost' {s,} -, ¢iastoenych suctov takto:

851 = <1,

Sg = 21 + 2,

83 = 21 + 22 + 23,

n
Sp=z1+2+2z3+ - F =0 %

Definition 142 Vyraz

Zzn221+22+23+"'+2n—|—...

n=1

pouZivame na oznacenie toho, Ze ¢leny postupnosti {zn}zo:l scitavame.  Kazdy
takyto vyraz nazyvame radom komplexnyjch ¢isel. Ak postupnost’ ciastotngch suctov
{sn}o>, mad koneend limitu

lim s, =s

n—:-o0

potom s nazyvame suctom radu a oznacujeme Zzozl Z, = 8, hovorime, Ze rad
0o . s - . . 7. -

> vty Zn konverguge. Ak postupnost ¢iastotnych suctov nemd limitu, alebo konver-

guje k nekoneénu hovorime, e rad Y - | z, diverguje.

Theorem 143 Rad Y . | zn, 2n = Ty + 1y, konverguje vtedy a len vtedy ak kon-
vergujii oba rady Y 0 Tyn @Y 0 Yn.

Lemma 144 Ak rad Zf;l zn konverguge, potom lim, ., z, = 0.

Definition 145 Hovorime, %e rad Y .- | z, je absolitne konvergentny ak rad
2]+ el 4zl + =Dl
n=1

konverguge.

Pretoze absolutna konvergenciaradu )~ | z, znamend konvergenciuradu -, |z,
s redlnymi nezdpornymi clenmi, mézme pouzit’ vietky zndme kritérid konvergencie.
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Example 146 Zistite, ¢i rad ) -, % konvergugje alebo diverguje.
Solution 147 Plat?
3—in | V9+n?
2n+ 1! (2n+1)!

potom pouZitim d’ Alembertovho kritéria mdame:

1)2(2 !
lm %t = g VO E D@ DY
n—oo (@, n—s00 \/9—|—7’L2(2?’L+3)'

teda rad Y7, % je absoliutne konvergentny. [

Theorem 148 Rad )| z,, absolitne konverguje vtedy a len vtedy ak absolitne
konvergugi oba rady Y7 Ty @Y oo | Yn.

Funkcie komplexnej premenne;j.

Definition 149 Funkciou komplexznej premennej f : A(C C) — C, w = f(2)
rozumieme pravidlo, ktoré kazdému prvku z € A priradi jednu (jednoznaénd funk-
cia) alebo viac hodnét w € C (moze byt aj co) (mnohoznaénd funkcia). MnoZinu
A C C nazyjvame definicny obor funkcie f.

Example 150 Funkcia f : C — C, w = 2% je jednoznaénd funkcia, f : C —
C, w = /z, ktord kazdému z = r (cos ¢ + isin ) priradi dve hodnoty
{wi = /r(cos€ +isin€),wy = /r(cos (£+7)+isin(£+m))}

Mozné interpretdcie si: ak napiSeme komplexné ¢isla z, w € C v algebrickom
tvare z = x + 1y a w = u + v, potom mobdzeme pisat:

kde
u(z,y) = Re f(2),v(z,y) = Im f(2), u,v: R* — R.

Ak z = re*® a w = u + iv dostaneme
w = f(2) = f(r,¢) = ulr,p) +iv(r, p).

flx +1iy), f(r,¢) je dvojica redlnych funkcii teda vektorové pole. Funkciu
z +— f(z) mozno tiez chdpat’ ako nejakud transforméciu roviny.

Example 151 Ndjdite redlnu a imagindrnu ¢éast funkcie f : C — C, w = 22.
Solution 152 Ak z=x+iy aw = f(z) = f(x +iy) = u(x,y) + iv(x,y), potom
w=2"= (v +iy)* = (2* — y*) + i2ay,

odkial
u(z,y) =2 —y* v(z,y) = 2zy.0
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Limita funkcie komplexnej premenne;j.

Definition 153 Nech f : A(C C) — C, w = f(2) je funkcia komplexnej pre-
mennej. Nech zg € C je hromadny bod mnoziny A. Ak pre kaidé ¢ > 0 existuje
d > 0 také, ze pre kazdé z € A, 0 < |z — 29| < 0 mame |f(z) — a| < & hovorime,
ze funkcia f(z) md limitu a ok sa z blizi ku zy ¢o zapisujeme

lim f(z) = a.

Z2—20

Ak a=0b+ic, f(z) = f (v +1y) = u(z,y) +iv(r,y) a 20 = xo+ iyo potom plati
nasledujica veta:

Theorem 154 Limita funkcie

lim f(z)=a=0b+1ic

z—20

vtedy a len vtedy ak

lim w(x,y)=b a lim v(z,y) = c.
(w7y)—>(x07y0) ( y) (x,y)—>(ac0,yo) ( y)

Predchadzajica veta implikuje nasledujici dosledok:

Lemma 155 Ak lim, ., f(2) = a, potom lim, ., |f(2)| = |a| a ak a # 0,00,
potom aj lim,__,, arg f(z) = arga.

Vetu rozsime prirodzenym spdsobom na nasledujice limity:
Theorem 156 Nech pre f,g: A(C C) — C plati

lim f(z) =a;, lim g(z) = as.
z——20

Z2——20
Potom
lim (f +g9)(2) =a; £ as,
z——20
zli—n?zo (fg> (Z) = @103,

. f o
ak g(2) #0, a3 #0, lim (=) (2) = —.
zZ—20 g (05}

Definition 157 Hovorime, Ze

lim f(2) =a, a# oo,

ak pre kazdé € > 0 existuje N () > 0, také ze |z| > N(¢) = |f(z) —a|] < e.
Definition 158 Hovorime, Ze

lim f(z) = oo,

z—20

ak pre kazdé N > 0 existuje § > 0, také 2e 0 < |z — 2| < §d = |f(2)| > N.
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Spojitost.
Nech funkcia w = f(z) je definovand na nejakom okoli O(zp) bodu zp.

Definition 159 Hovorime, Ze funkcia f : O(z9) — C je spojitd v bode zy ak
lim f(z) = f(z0)-

z——20
Theorem 160 Funkcia kompleznej premennej f : O(zy) — C, f(z) = u(x,y) +
iv(z,y) je spojita v bode zy = wo + iyo vtedy a len vtedy ak si obe funkcie u :
O (o, Yo) (C R2) — R, v: O (x9,Yy0) (C R2) — R spojité v bode (xo,yo).

Rady funkcii komplexnej premenne;.

Rad

ur(2) +ug(2) + - Fup(z) + ..., (1)
kde u, : A — C st funkcie komplexnej premennej sa nazyva rad funkcii kom-
plexnej premennej. Pre pevni hodnotu z = 2y € A z (1) dostaneme rad kom-
plexnych ¢isel

UI(Z()) +U2(Zo) —|——i—un(z0)+ (2)
Ak je rad (2) konvergentny, potom bod z = zy nazyvame bodom konvergencie radu

(1). Mnozinu vsetkych bodov konvegrencie nazyvame obor konvergencie radu (1).
Oznaéme obor konvergencie K (K C A). Ak ozna¢ime

su(2) =) ui(2)

¢iastocny stucet radu (1), potom v kazdom bode z oboru konvergencie radu (1)
existuje

lim s,(z) = f(2)

n—auo0o

kde f : K — C nazyvame sic¢tom radu (1). Nech R,(z) je zvySok po n-tom
¢iastocnom stcte radu (1)

Ry (2) = f(2) — sn(2).
Potom v kazdom bode z oboru konvergencie radu (1) médme

lim R,(z) =0.

n—auoo

Definition 161 Nech je rad (1) konvergentny v kazZdom bode z € K(C A), t.j.
pre kazdé € > 0 ezistuje ¢islo N (e, z) také, Ze n > N = |R,(z)| < . Potom
hovorime, Ze rad (1) bodovo konverguje ku f na mnozine K.

Definition 162 Hovorime, Ze rad (1) rovnomerne konverquje k funkcii f : K —
C,w = f(z) v oblasti K C A, ak pre kazdé ¢ > 0 existuje tislo N(¢) také, ze

n>N=[f(2) = su(2)| = [Ru(2)] <,

pre kazdé z € K.
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Rovnomerni konvergenciu radu (1) mozno zistit' pomocou nasledujicej postacu-
juicej podmienky:

Theorem 163 (Weierstrassovo kritérium.) Ak
[un(2)] < an,

kde u,, : A(C C) — C, pre kazdé z € A a rad s nezdporngmi clenmi Y >, a, je
konvergentny, potom je rad (1) absolitne a rovnomerne konvergentny v oblasti A.

Theorem 164 Nech Y >, u,(z), kde u, : A(C C) — C, je rovnomerne kon-
vergentny rad v oblasti A a nech u,(z) su spojité funkcie pre kazdé n =1,2,3,....
Potom sucet radu Y7 u,(2) = f(2) je funkcia spojitd v oblasti A.

Mocninové rady.
Definition 165 Rad tvaru

(e.0)
n
g cn (2 —a) (3)
n=0
kde a,cq,cy,Ca, ... st dané pevné komplexné ¢isla a z € C nazjvame mocninovy

rad so stredom v bode a.

Pretoze (3) je zvldstnym pripadom radu (1), vSetky vysledky platné pre rady
funkcii komplexnej premennej zostdvaju v platnosti aj pre mocninové rady.
Oznac¢me:

e kruh so stredom v bode a s polomerom r

K(a,R)={2€C; |z—a| <r},

e uzavrety kruh so stredom v bode a s polomerom r

K(a,R)={2€ C;|z—a| <r}.

Theorem 166 Ak mocninovy rad Y .- ¢, (z —a)" konverguje v bode z = zy # a,
potom tento rad absolitne konverguje v kruhu K (a, |zo — a|). V kazdom uzavretom

kruhu K (a,r), r < |20 —a| rad Y .~ ¢, (2 — a)" rovnomerne konverguje.
Ak (3) diverguje v bode z = 21, potom diverguje na mnozine
C\ K (a,|z1—a|])={z€ C; |z—a| > |z —al}

Definition 167 Nech je mocninovy rad Y.~ ¢, (z — a)" konvergentnyg v K (a, R)
a divergentny v C\K (a, R), potom mnoZzinu K (a, R) nazgvame kruh konvergencie
a R polomer konvergencie radu ), c, (z —a)".

Kruh a polomer konvergencie radu (3) mézme urcit’ nasledovne: pouzijeme
vhodné kritérium konvergencie (napr. D’ Allembertovo alebo Cauchyho) pre rad

> leallz —al", (4)
n=0

ktory je radom s nezdpornymi ¢lemni a zdroven aj majorantnym radom k radu (3).
Ak rad (4) konverguje pre nejaké zy € C, potom v kruhu K (a, |29 — a|) konverguje
aj rad (3).
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oo (*1)3 o
n=1 n °

Example 168 Ndjdite kruh konvergencie radu

(=n?

Solution 169 PouZijeme D’ Allembertovo kritérium. Mame a,, = ‘ K

L (*1)3 Zn-i—l

. n-+ . n+1 o

11 = hm T = |Z| < 17
n—oo | QA n—-0o00 = on

teda rad je absolitne konvergentny v kruhu K(0,1) a rovnomerne konvergentny v
kruhu K (0, p), kde p < 1.00

Lemma 170 Mocninové rady 320 ¢, (2 —a)" @ .20 ne, (z — a)" " konvergujii
v tom istom kruhu konvergencie. (t.j. maji taky isty polomer konvergencie.)

Example 171 Ndjdite kruh konvergencie radu ) .- n!(z —a)".
Solution 172 Mdme a,, = |n!(z — a)"|.

(n+1)!(z —a)""
n!(z—a)"

Ap+1
an,

lim

n—-:o0

= lim

n—:aoo

. 0 ak z=a
:nhinoo(n+1)|z—a|:{oo ak z #a

teda rad Y>> n!(z —a)" konverguje iba v bode a. I

Example 173 Ndjdite kruh konvergencie radu ) .~ %T,L
Solution 174 Mdme a,, = }Zn—” .
Zn+1 1
lim |[D) = |z| lim |——|=0<1,
n—oo | =% n—soo | (n + 1)!

ak z € C, teda rad ), 2 absolitne konverguje v kaidom bode z € C. O

n!

2

Example 175 Ndjdite kruh konvergencie radu > oo, (%)™ (z — 1)".

n=1 n

Solution 176 Mdme a,, = (”T“)n2 |z —1]".

2
n 1 " n . 1 "
lim {/a, = lim \/(n+ ) lz—1]" = |z —1] lim (n—{— ) =
n—o0 n—-00 n n—~oo n

1
:\z—l\e<1,:>]z—1|<g,

teda rad Y7, (”T“)n2 (z — 1)" absolitne konverguje na kruhu K (1,1). O
n Z2n+1

Example 177 Ndjdite kruh konvergencie radu Y~ (—1) CTESYE
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Solution 178 PouZijeme podielové kritérium konvergencie nekonetného radu. Mdame

|Z|2n+1
Ap = V7
(2n + 1)!
2n+3 1
. An41 . 2n+3 .
lim || = lim = lim =0<1,Vze C
n—-:o00 A, n—- (;::11) | ’ n—->:o0 ‘ (27’L + 3) (2n + 2)

teda rad Y o (—1)" é%:ll, absolutne konverguje v kazZdom bode komplexnej roviny.

U
Chovanie radu (3) na kruznici
S(a,R)={2€ C; |z—a| =R}

je potrebné skimat’ v kazdom jej bode osobitne.

Veta 163 implikuje, ze rad (3) rovnomerne konverguje v kazdom uzavretom
kruhu K (a,r), kde r € (0, R) a R je polomer konvergencie radu (3).

Skimajme rady so zépornymi mocninami (z — a).

(zlj—la)+(zf2a)2+...+(,z*i—a ;z—a (5)
Ak zavedieme substitticiu .
=1 (6)
dostaneme rad -
b+ bon® 4 bt = b (7)

Nech polomer konvergencie radu (7) je p t.j. rad (7) konverguje v K (0, p) a diver-
guje na mnozine C\ K (0, p). Potom substiticia (6) implikuje, ze rad (5) konverguje
na C\ K <a, %) a diverguje v K ( a, p)

Budeme teraz uvazovat’ rad

EOO Cn (Z - a)n B + (ZC__:)TL + C_n)—:zlfl ttt + (Z,C_Tla)"_

n=-—0oo (z—a

toota(z—a)+-Fce(z—a)" + ...

(8)

Rad (8), ktory pozostava z dvoch radov je konvergentny vtedy a len vtedy ak oba
rady t.j.

co+ci(z—a)+ - +ep(z—a) ch z—a (9)
BN N e R Pieer

konverguju. Ak rad (9) konverguje v nejakom kruhu K (a, R) a (10) je konvergentny
v C\K (a,r). Ak plati r < R, potom oba rady konverguju v prstenci pozostévaju-
com z dvoch koncentrickych kruznic so stredom v bode z = a a s polomermi r, R,
ktory nazyvame medzikruzie konvergencie a oznac¢ujeme P(a,r, R), kde

P(a,r,R)={2¢€ C;r <|z—a| < R},
kde 0 <r < R < 0.
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Example 179 Ndjdite obor konvergencie radu

i e () a

n:O
Solution 180 Riesenie Nech — = 1. Potom dostaneme rad
= n+1)
1+2i)"n" 12
nzn+2 n+3)<+2)” (12)
pre ktory dostaneme: a, = |n|"|1 + 2i|”&
Y o =11 @+ 2)(n53)”
Oyl (n+2)%(n+ 3)
lim 1+2 11m = |n|V5 < 1,
n—0oo | dp = Il ’ o (n+1)(n+3)(n+4) U

teda kruh konvergencie radu (12) je K (0 \%) a rad (11) konverguje na mnoZine

C\K(z,\/g). 0
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Cvicenia.
1.

V tlohéch 1 - 5 zistite, akd mnozina je urc¢end danym vztahom. Jej obraz
nacrtnite v komplexnej rovine.

2. |z—2| =71 >0, 2 jepevny bod. [Kruznica so stredom z, a polomerom 7]
3. |z 41|+ |z —id < 4 [Vm’ltro elipsy ””—32 + % = 1]

4. |z + 2| > 1. [Vonkajsok kruznice so stredom S = (—2;0) a polomerom r = 1]
5. |z — 2] < |z|]. [Polrovina Rez > 1]

6. Im (%) =2 [z # 0, kruznica so stredom S = (0, —%) a polomerom r = ﬂ

7. Zistite, ¢i si nasledujice mnoziny oblasti. (Nacrtnite ich v komplexnej
rovine):

1<|z—1| <3, |ni€]
(c) 2 <argz <3 [nie]

(a) 20 = (14 )" + 2L, [Ye+ 14
(b) 2z, =2nsini + 4”“2, [2 + 24

)
(

5n—1
zo=ntg L+ (14+2)", [L+ie!]

n

d) z, =sing; + i57;13;31’ 0]

(e) zn =21 +icos(nm), [im ooz, F]
(f) 2z, =+/n+iarctg(n), [lim, 2, = o]
9. Zistite, ¢irady Y -, 2, konverguju, alebo diverguju

(a) z, = Srticosn [absolitne konverguje]

(b) z, = n(nlJrl) + tg 5571, [absolitne konverguje]

(C) Zn = n+1 + 37L 7

[diverguje, ndvod rad Y 7, "T“ nespliia nutni podmienku konvergencie]

(d) z, = sin & +i"Z*L [rad(abs.)konverguje]

10. Vyjadrite redlnu a imagindrnu ¢ast’ funkcie:
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(a) f(z)=2"—2+1,
Ref(z)=a2?—y*—z+1,Im [ (2) = 2zy — 9]
(b) f(2) =1,
[Re f (2) = i Im f (2) = — ']
(¢) f(2)=]z| + Rez.
[Ref — /2yt Imf(z ]
V 1tlohdch 10 a 11 néjdite definicny obor funkcie f :
10. f(2) = 82722 D (f) = C\ { V265, Y26 |

1. [(2) = wmrs
D(f) = C\({z€ Cs ol = 3pU {52 + i, 835402, iy}

V dlohéch 12 - 14 vypocitajte funkéni hodnotu funkcie f v &isle 2 :
12. f(2) = (z3—2i)z(|z\—3)’ 2 =1i. [—g]
13. f(2) =2+72% —Re(2z) —Im(22), 20 = 8 — 6i. [—64 + 90i]
14. f(z) =argz

(a) zo =8 — 61. [— arctg (%)}
(b) zo = —1+2i. [r — arctg?2]

(¢) 20 =—1—i. [-F]

V 1lohéch 15 - 20 vypocitajte limity:

15. lim, .o #5-. [—

22420z

22 —iztz—i [_w]

16. lim, ; =5 ol 3

. . 3iz—6i+3 6—3i
17. lim, oy 555 [ 10 }
. 224(2—i)2—2i 1 .

3

19. lim, . Z5. [0]

. .2 Névod:vyjadrite redlnu a imaginarnu cast’ funkcie,
20. lim,__ o Z5. ot o 1e .
|| potom ukdzte, ze limita neexistuje.

V dlohdch 21 - 23 vySetrite spojitost’ funkcie f :
21. f(z2) =

22. f(2) = 5= [Spojita v C\ {—i,i}]

——. [Spojitd v C\ {1}]
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Rez
23. f(z):{ ; jfg . [Spojita v C\ {0}]

V tlohéch 24 - 25 zistite, ¢i je mozné dodefinovat’ funkciu f v bode z; tak, aby
bola spojitd v tomto bode:

2. f:C\{0,1+i} — C, f(z) = £=2524midl 0] 4,

[Je mozné, ak f(1+4) =3 (1+1i)]
25. f: C\{4+i} — C, f(z) = Z-CEM=0T 0 gy,

arcsin [Nie je mozné, lebo flim, 4., f (2) = o0
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Elementdrne funkcie komplexnej premenne;j.

V tejto casti budeme definovat’ elementédrne funkcie komplexnej premennej tak aby
boli rozsirenim elementarnych funkcif redlnej premennej. Ak by sme v definiciach
elementdarnych redlnych funkcii zamenili iba = za z, predoglé definicie by stratili
zmysel. Preto mocninovi, exponencidlnu a trigonometrické funkcie v komplexne;j
premennej definujeme inak:

Mocninova funkcia s prirodzenym exponentom.
Definition 181 Nech n € N. Funkciu f : C — C, f(z) = 2" nazgvame mocni-
novou funkciou komplexnej premennej s prirodzenym exponentom.

Mocninova funkcia je pre n = 1 identita t.j. bijektivna funkcia. Ukdzeme, ze
pre n > 2 mocninovd funkcia nie je injektivna funkcia a ndjdeme mnozinu, na
ktorej bude funkcia f(z) = 2™ injektivnou funkciou. Nech z; # 2o

21 = |z1] (cos @ +ising,) a 2o = |29| (cos @y + ising,),
potom
20 = |z1]" (cosnpy +isinng,) a 23 = |23]" (cosnpy + isinng,) .

Nech by

21 = 2y,
plati to vtedy a len vtedy, ak
|21]" = |22|" a np; =np, +2n, 1€ Z

l=mn+k,kdem e Z ak €{0,1,...,n— 1}. Tak implikicia z; # zo = 2] = 2¥
je pravdiva vtedy a len vtedy ak

2k
|21] = |22] a g02:g01+—7r+2m7r, k=0,1,2,....,.n—1 a me Z.
n
Tak sme ukdzali, ze f(z) = 2™ nie je injektivna funkcia. Z predoslych tdvah vidime,
ze f(z) = 2™ bude injektivnou funkciou na kazdej mnozine, ktori dostaneme tak,

ze C rozdelime na vyseky s vrcholom v bode 0, ramend ktorych zvieraji uhly 27”
Jednou z tychto mnozin je napriklad mnozina:

Voz{zeC\{O};—g<argz§g}u{0}.

Nech w € C je I'ubovolné ¢islo. Ak w = 0, potom mu odpovedd ¢islo z = 0 € Vj.
Ak w # 0 potom z rovnice z" = w dostdvame ¢isla

a + 2k . a + 2k
o = 3/l (COSMHSIHM>, pre k=0,1,2,....n—1
n n
a pre k = 0 potom méme
20 = {/|w| (cos aew + ¢sin argw> )
n n

Pretoze je w # 0, tak —m < argw < 7 t.j. =2 < #B2 < T tj 2 € Vp. Ukdzali
sme, ze funkcia fo: Vo — C, fo(2) = 2" je bijekcia a fp mé inverzni funkciu.
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Hlavna vetva n-tej odmocniny.
Definition 182 Nech n > 2 je prirodzené ¢islo. Potom inverzni funkciu k funkcii
fo: Vo — C, fo(2) = 2" nazgvame hlavnou vetvou n-tej odmocniny a oznatujeme

fom'(2) = (¥/2)g, 2 € C.

Remark 183 Niektori autori mnoZinu vsetkych rieSent rovnice w"™ = z oznacuju
symbolom

vi-{s

2k 2k
z| <COS—argz+ 7T+isin—argz+ 7T),k—O,l,Q,...,n—l}
n n

a nazyvaji ju n-tou odmocninou z komplexného cisla z, ktord uvaZuji ako viacz-
nacni funkciu. My budeme tito mnoZinu nazyjvat’ mnoZinou vsetkyjch riesent rovnice

w" = z.

Definition 184 Funkciu
Pn . C — C, Pn(Z) = Cozn+clzn_1 _|_022n_2 + .. +Cn,

kde cy, c1, ..., ¢, € C si komplexné ¢isla an € N nazijvame polynom n-tého stupna
komplexnej premennej z.

Podiel dvoch polynémov nazyvame raciondlna funkcia.

Exponencidlna funkcia, funkcie sinus a kosinus.
Definition 185 Definujeme funkcie exp, cos,sin : C — C,

2 n S )

F_ LS N

esz:ef1+1!+2!—|— +n!+ ;n! (1)

23 25 22n+1 o 22n+1
1 = _—— _ e _17’L . — _ n 2
sinz=z— oot (<) TSI nz;( ) BT (2)

22 24 ZQn 00 Z2n
:]_—— —_ o _17’1 “ e — _17l 3
e D Bl oy B

Rady (1), (2), (3) konverguju absolitne v K (0, 00) = C. Ziadame ¢itatel'a aby
sa o tom presvedcil. Pozri priklad 170. Ak si uvedomime, Ze pre absolitne kon-
vergentné rady l'ubovolné prerovnanie takéhoto radu mé ten isty sicet skiimanim
e dostaneme formulu

e _ 14 ¥ i22* 2" B
e = +ﬂ T‘f— + n' + -
22 2,4 ZZn
= (1 4+ 4. (=1
< SRR S oy )+
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ktori nazyvame Eulerova formula.

€ = cosz +isinz (4)
Ak zamenime z za —z dostaneme

e =cosz —isinz (5)

a nakoniec pouzitim (4) a (5) dostdvame

e'lZ _I_ e—’LZ . eZZ _ e—ZZ
cosz=————,8inz=——
27

2
Uvedieme niektoré zndme identity (bez dokazu):
et — 1?2 Yo e C
cos(z1 & 2z3) = €oS 21 COS 29 F sin z; sin 2o
sin(z; & 25) = sin z; cos 23 £ cos z; sin 2.

Vlastnosti exponencialnej funkcie.
Ukdzeme, ze ¢* # 0 pre kazdé z € C, z =z + iy, =,y € R. Plati

eF = " = e%e" = " (cosy + isiny) .
Nech by existovalo z € C také, ze e* = 0. To znamen4:
e“cosy=0ANe"siny =0

a pretoze e” # 0, tak
cosy =0 Asiny =0,

odkial’ plynie, ze také redlne ¢islo y neexistuje. To znamend, Ze obor hodnot je

R(exp) = C\ {0}.
Ukédzeme za akych predpokladov je funkcia exp bijekcia.
Exponencidlna funkcia nie je injekcia, méa periodu 27 :
e TR — 72k — % (cos 2km 4 i sin 2km) = €*, pre kazdé z € C.
T.j. definiény obor exponencidlnej funkcie D(exp) = C mozme rozdelit' na ,pésy“
Po={z€C; 2k—1)n<Imz< 2k+ )7}, ke Z (7)
pre kazdé k € Z je funkcia
expy : P — C\ {0}, expy (2) = €7 (8)

injekcia.
Nech z =z + iy € Py, w=u+iv € C\ {0} a ¢ = w. Tak dostaneme

e“cosy =uANe’siny =v
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odkial .
T = §1n(u2 +0?), y = arccotgg, ak v#0
v
alebo 1
xr = iln(u2 +0?), y = arctgg, ak u #0
u
t.

r=In|w|, y=argw, ak w#0 (9)

Teda exp,, je surjekcia.
To znamend, ze pre kazdé k € Z je funkcia

exp, : P — C\ {0}, exp, (2) = ¢* (10)
bijekcia.
Logaritmicka funkcia.
Definition 186 [nverzni funkciu k bijekcii

expy : Po — C\ {0}, exp, (2) = ¢€*
nazyvame hlavnou vetvou logaritmu a oznacujeme

In: C\ {0} — Py,Inz=w & z = expy(w) =e".
Remark 187 Ak
Inz=w<=w=Inz=In|z|+iargz Vz € C\ {0} (11)

Logaritmicka funkcia sa dd definovat’ ako inverzia ku kazdej bijekcii (10). Niektori
autori namiesto hlavnej vetvy logaritmu definuji viacznacéni funkciu

Ln(2) ={lnz+ 2kmi,k € Z}, (12)

ktord je mnoZzinou vietkijch rieseni rovnice e = w. KaZdd z tychto hodnét lezi na
priamke w = In |z| a lisi sa od ostatniych hodnét iba aditivnou konstantou 2kmi.

Example 188 Ndjdite In(—3).
Solution 189 Pretoze |—3| = 3 a arg(—3) = m, potom
In(—3) =1In3 + mi.
Ak by sme hladali mnoZinu vsetkych riesent rovnice e = —3, potom dostaneme
Ln(=3) ={ln3+i(2k+ 1)m, k=0,£1,£2,...} .0
Example 190 Ngjdite In(1 + i) a mnoZinu vsetkyjch rieseni rovnice e* =1 + 1.

Solution 191 Pretoze |14 i| = /2 a arg(1 +i) = T, potom

I
N1 T
In(1+1) = 51112—}—21

1
Ln(l—i—z’):{§ln2—|—i<£+2kw),k:O,il,iQ,...}.D
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Vlastnosti funkcii sinus a kosinus.
Podobnym spésobom ako pre exponencidlnu funkciu sa dd ukazat’, ze plati

sinz=0<«<=z=kn,keZ (13)

™

cosz:0<:>z:(2k:+1)2,k:€Z (14)

t.j. ako v redlnej analyze. Ukdzeme, ze pre kazdé komplexné cislo z = x + 1y,
x,y € R, y # 0 plati

sinz #0Acosz#0 (15)
Maéme
cos z = cos(x + 1y) = cos x cos (iy) — sin z sin (iy)
sin z = sin(x + iy) = sin z cos (iy) + cos x sin (iy)
Pretoze
cos (iy) = # # 0, sin (iy) = % #0 (16)

a sinz a cosx nemozu byt rovné nule naraz pre to isté ¢islo z € R tak plati (15).
Funkcie sin z a cos z s periodické s periodou 2w. Chceme zistit), ¢i pre z; # 23
je
Sin z; = sin 2y, COS 21 = COS 2
Ak plati prvéd z rovnosti, potom

. . . . R Rl )) 21+ 29
Sin z; = Sin 29 = sin z; — sin 29 = 0 = 2sin 5 cos 5 =0

£.j.
sinz; = sinzy <= 23 — 2o = 2k alebo 2z + 2o = 2k + )7

podobne sa dé ukazat’, ze
COS 2] = COS 29 <= 21 — 25 = (2k + 1)7 alebo 2z + 20 = (2k + )7
Teda funkcie sin a cos nie st injektivne funkcie. Sformulujume vetu:

Theorem 192 Nech

Qk:{zeC;—E+k7r<Rez§z—l—k‘7r},k€Z (17)
2 2
Sy={2€C;kr<Rez< (k+1)r}, ke Z (18)

potom zizené funkcie:

7 _ iz

sinlg, : Qr — C, sin|g, () = 5 (19)
cos|s, : Sy — C, cos s, (z) = % (20)

su bijekcie pre kazdé k € Z.
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Podobne ako pre redlne premenné mozme definovat’ ostatné trigonometrické
funkcie. My sa v krdtkosti zmienime o funkcidch tg a cotg.

tg: C\{(2k+1)2, ke Z} — C, tgz = 3z, ”
cotg: C\ {km,k € Z} — C,cotgz = &2 = L (21)

sinz  tgz
Pouzitim vztahov (6) a (21) dostaneme
sin? z + cos’z = 1, tg zcotg z = 1.
Podobne ako pre funkcie sin a cos sa d& ukdzat:
tgz=0<=z=km, k€ Z,cotgz=0<=2=02k+1)m, ke Z
tg z = tg(z + m), cotg z = cotg(z + )
tgzy =tgn <= z1=2+kn, ke Z

cotgzy =cotgey <= 21 =2+ km, ke Z

Ak oznac¢ime

ng{zec; —g+k7r<Rez<g+k7r},keZ

S)={2€C;kr<Rez< (k+1)r}, k€ Z

potom podobne ako vo vete 189 mozme dokazat), ze funkcie

sin 2z
t QY — C, ¢t z) = ,
g|Q2 Qy g|Qg( ) COS 2
cos 2
cot :SY — C, cot z) =
glso Sk scotg lsp(2) = — —
st bijekcie pre kazdé k € Z.
Hyperbolické funkcie.
Definujeme funkcie:
. 62 z eZ _l_ 6*2
sinh z = , cosh z = 5
pre ktoré plat{
eiiz + e—iiz e? + e ?
cos(iz) = = = cosh z
( ) 2 2 Y
eiiz e—iiz e — e ?
sin(1z) = =1 = ¢sinh 2z
(iz) 21 2 ’
» eiz + efiz
cosh(iz) = —y = o8z,
eiz - efiz
sinh(iz) = ————— = isin z.
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Inverzné funkcie k trigonometrickym a hyperbolickym funkciam.
Inverzné funkcie k trigonometrickym a hyperbolickym funkcidm komplexnej pre-
mennej su definované podl’a tych istych pravidiel ako odpovedajice inverzné funkcie
k trigonometrickym a hyperbolickym funkcidm pre redlnu premenni. Nebudeme
sa im venovat’ podrobnejsie. Tak dostaneme:

- bijekcia sin |, m4 inverzni funkciu

. ™ ™ . .
arcsin : C — Qg = {z e C; ) < Rez < 5} , arcsin z = w <= z = sinw,
- bijekcia cos |, ma inverzni funkciu

arccos : C — Sg={2€ C; 0 <Rez <7}, arccos z = w <= z = cosw,

- bijekcia tg |Q8 mé inverznu funkciu

arctg : C—>Q8:{z€ C; — <Rez< 2},arctgz:w<:>z:tgw,
- bijekcia cotg |go md inverzni funkciu
arccotg : C — Sy = {z € C;0 < Rez < 7}, arccotg z = w <= z = cotg w.

Pre tieto funkcie dostaneme

arcsin z = —iln <zz +Vv1- z2> pre kazdé z € C,

arccosz = —tln (2 + ) , pre kazdé z € C,

31112,”, pre kazdé z € C,
2 11—z

1, z2—1
arccotg z = = In -, pre kazdé z € C.
2 z+41

Mocninova funkcia so vieobecnym exponentom.

Definition 193 Nech a,z # 0 si komplezné ¢isla. Funkciu f : C\ {0} —
C, f(z) = expy (aln 2) nazyvame hlavnd vetva (hodnota) mocniny so vseobecnym
exponentom.

Example 194 Ndajdite 1v2,

Solution 195 Mdme

1V2 —V2Inl _ 0 _ 1O

Example 196 Ndjdite 2.
Solution 197 Mdame

21t — (=02 — 9(cos(In 2) — isin(In 2)).00



Cvicenia.
1. Vyjadrite redlnu a imagindrnu cast’ funkcie:

(@) £(2) =,
Re f (z) = ¥ cos 2zy,Im f (2) = ¢*" ¥ sin 2:1:3/}
(b) f(z) = 2?sinz,

[ Ref(2) = (2% — y?)sinz cosh y — 2y cos zsinh y,

| Im f (2) = (2zysinz coshy + (2* — y?) coswsinh y) .
© £6)= 5=

[ sinz cosx
Re f <Z) cos?  cosh? y+sin? xsinh? g’
Im f (Z) _ smhycoshy

cos?  cosh? y+sin? z sinh? y

2. Najdite obor konvergencie mocninového radu:

(a) >opminz”. [K(0,1)={z € C; |z[ < 1}]
(b) >>>°  n"z". [konverguje len v strede a = 0]
(c) ooty w2 [K(0,¢) = {z € C; [2] < e}]
(@) T Tz [KO.1) = {z € G o < 1
(€) 20y aw2" [K(0,2) = {z € C; [2] < 2}]
(f) S0 ,27m2 [K (0,v2) = {2 € C; |2] < V2}]
(2) Zn ocos (in) 2" [K (0,1) ={z € C; |2] < 1}]
() S50, 2 (o= 1+0)"
[K(1—4,3)={2€C; |z—1+i| < 1}]
() S0 (1-2)" (= 20)".
(K (2i,€%) = {z € C; |z — 2i| < €*}]
() Xonso B (2 +0)" . [K (=i,2) = {2 € C; |2 + ] < 2}]
(k) 3o2o (554)" [K(1,5) ={z € C: |z — 1] < 5}]
() X0 s (230",
[K( 32,\[) {ze C:|z+3i < }]
(m) 02 e (550)"
[K(1-i,v10) ={z€ C: |z —1+i| < V10}]
(n) 302 (551)" [K(1,5) ={z € C: [ — 1| < 5}]

3. Vypocitajte funkéné hodnoty:

83
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2 +2i) [In (v/8) +iZ]
—2+2i) [In(v/8) +43]
—2-2i) [in (vV8) +i(-%)
2 —2i) [In(v/8) —iZ]
3+4i) [In5+ iarctg (3)]
—3—4i) [In5+i(arctg (3) — )]
3 —4i) [In5 —iarctg (5)]
1—2‘) [3In2— %]

— i) [In2— %]
z‘\/§) [In2—Z]
+154) [In17 + i (7 — arctg 22)]
) [i5]
%) [ln\/_+z uy

4. Néajdite vsetky riesenia z rovnic:

/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/‘\

-8

n (3
(1+

(a) e =—1, [{im(1+2k), ke Z}]
(b) e* = —i, [{ir (—3+2k), ke Z}]
(c) e =1—+3i. [{$Ind— Lir+2kni, k€ Z}]

5. Vypocitajte hodnoty:

5, lie?]

‘", [e*cos1 +ie?sinl]

i [COS( )+zsm(38)]
1_22+ [2648111(11( ))—iCOS(ln(\/ﬁ))}

) (
() (1+4) [V2(cos (§) +isin (5))]
) (1+iv3)"" [4¢5 (cos (% —In2) +isin (% — n2))]

6. Vypocitajte hodnoty:



(a) sini, [isinh1]
(b) cos(1—14). [coslcoshl+ isinlsinhl]
(c) sin (2 — 31)

sin2(e34e~3 cos2(e3—e3 . . .
[ (2 )—z (2 >zsm2008h3—2008281nh3

(d) cosi [6_1% = cosh 1}
(e) cos(44 1) [cos4coshl — isin4dsinh 1]

. e2sind+i(1—e2 cos4
(f) tg (2 - Z) |: e? cos4+<1+i62 Sin4>:|

(g) cotg (% —4¢1n 2) [%]

85
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Derivacia funkcie komplexnej premenne;.

Definition 198 Nech f: A(C C) — C je jednoznaénd funkcia komplexnej pre-
mennej, A je otvorend, a € A. Ak existuje kone¢nd limita lim,_ ., W, potom
tito limitu nazgvame derivdcia funkcie f v bode a, oznacujeme f'(a) a hovorime,
ze funkcia f je diferencovatelnd v bode a. Ak je funkcia f diferencovatelnd v kazdom

bode z A, hovorime, %e [ je diferencovatelnd funkcia a funkciu
f/1A(C C)— C, f'(a) = lim —f<22:§<“)
nazyvame derivdciou funkcie f.

Pretoze definicia derivécie funkcie komplexnej premennej v bode je takd istd ako
pre funkciu redlnej premennej, platia vsetky pravidld, ktoré platili pre derivovanie
funkcii redlnej premennej, ako aj vsetky vety o diferencovatelnosti, napriklad difer-
encovatelnost’ funkcie komplexnej premennej f (z) v nejakom bode z definiéného
oboru implikuje spojitost’ funkcie f v tomto bode.

Example 199 Ndjdite derivdiciu funkcie

4 — 9
f:C\{gz} O, f(2) = ;Z,Hl.

Solution 200 Pretoze funkcia f je spojitd na celom definicnom obore, tak mdme
st —ore - L0
. = — ) - *
3 (3iz +4)?
Example 201 Ndjdite derivdciu funkcie

f:C\{—2;ri} O f(5) = (24i+32).

Solution 202 Pretoze funkcia In z nie je spojitd pre redlne zdporné ¢isla, derivdcia
f'(2) pre tieto hodnoty neexistuje. Ak z = x + iy, potom

2+i+32=2+3z+i(1+3y)

a toto ¢islo je redlne zdporné vtedy a len vtedy ak y = —% ax < —%, to znamend,
ze f mie je spojitd na mnoZine

2 1
Alz{zeC'; Rez<—§/\Imz:—§},

teda f je diferencovatelnd na mnoZine

241 2 1
M:C\<{— —H}UAl):C\{ZGC;Rezg—g/\Imz:—g},

3
a jej derivdcia je
3

M- C. f' ()= —2 [
/ — C @ =53
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Cauchyho - Riemannove rovnice.
V tejto casti budeme formulovat’ nutné a postacujice podmienky pre diferencov-
atelnost’ funkcie komplexnej premennej, ktori vyjadrime v tvare:

f(z)=f(z+iy) = u(z,y) +iv(z,y).

Theorem 203 Funkcia f : A(C C) — C, f(z) = u(x,y)+iv(z,y), (A je otvorend)
je diferencovatelnd v bode a = a1 + ia o vtedy a len vtedy ak si funkcie u(z,y) a
v (x,y) diferencovatelné v bode a = (a1,a2) a platia podmienky

Ou (a) _ Ov(a) OJu(a) _ v (a) *)
Ox oy = Oy Ox

potom

_ Ou (a) jLZ,81}(a) _ Jv (a) _iau(a).

1) ox ox oy oy

Rovnice (*) nazyvame Cauchyho - Riemannove rovnice.

Example 204 Ndjdite deriviciv funkcie f : C — C, f(z) = 23 — 3zy* +
i (3z%y — v°) .
Solution 205 Mdme

ou ou ov ov
=322 -3 — =—-6 — =6 — =322 — 3.

Parcidlne derivdcie si spojité pre kazdé (x,y) € R* a sthasz Cauchyho - Rieman-
nove rovnice. Teda f md derivdiciu v kazdom bode z € C a

f':C— C, f'(2) =32 -3y +ibxy.
Ak chceme funkciu f zapisat’ ako funkciu premennej z musime pouZit’ vztahy

zZ+z Z2—Z
5 a y=Imz =

r=Rez=

Aplikdciu tychto vztahov dostaneme
f'(z) =320

Example 206 Vysetrite, v ktorych bodoch je funkcia f : C — C, f(z) = |2
diferencovatelnd.

Solution 207 Nech z = x + iy, potom f (z) = |z +iy|* = 22 + % a

ou ou ov ov
20, — =

Odtial plynie, 2e Cauchyho - Riemannove rovnice si splnené v jedinom bode (z,y) =
(0,0), teda f je diferencovatelnd iba v bode 0 a f'(0) = 0.0
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Analytické funkcie.
Definition 208 Nech f : A(C C) — C, (A otvorend) je funkcia komplexnej
premennej. Hovorime, Ze f je

a) analytickd v oblasti M C A ak f'(2) existuje v katdom bode z € M,

b) analytickd v bode a € A ak existuje okolie O (a) C A také, Ze v kazdom bode
z € O (a) ezistuje f'(2).

Remark 209 Diferencovatelnost a analytickost’ funkcie v oblasti si zhodné pogmy.

Analytickost’ funkcie v bode je silnejsia vlastnost nez diferencovatelnost funkcie v
bode.

Remark 210 Napriklad funkcia f : C — C, f(z) = |2*| z prikladu 203 md
deriwdciu v bode a = 0, ale nie je analytickd v tomto bode, pretoZe jej derivicia
f'(2) neexistuje v Ziadnom bode z lubovolného okolia bodu a = 0.

Remark 211 Niektori autori namiesto pojmu analytickd funkcia pouZivaji pojem
holomorfnd funkcia.

Definition 212 Body komplexnej roviny C v ktoriych je funkcia analytickd nazy-
vame requldrne body tejto funkcie. Body v ktorych funkcia nie je analytickd (teda
aj tie, v ktorych funkcia nie je definovand) nazgvame jej singuldrne body.

Example 213 Ukd¥te, %e funkcia f : C\{0,i} — C, f (2) = == je analytickd.

Solution 214 Vypocitajme deriviciu funkcie v bode a

2a — 1

(a2 —ia)®

o) = -

ezistuje v kazdom bode a € C\ {0,:}. O

Z predchadzajicej kapitoly o elementarnych funkcidch plynie, ze

mocninova funkcia s prirodzenym exponentom,

polynomicka funkcia,

exponencidlna funkcia,

trigonometrické a hyperbolické funkcie si analytické funkcie. Hlavnd hodnota
(vetva) logaritmu a vSeobecnej mocniny, st analytické na mnozine vsetkych kom-
plexnych ¢isel s vynimkou nuly a zdpornych redlnych ¢isel. Je to z toho dovodu,
ze tieto funkcie su definované pomocou logaritmickej funkcie.

Pouzitim vety 200 vieme n&jst’ analyticki funkciu, ak je dand iba jej redlna cast’
alebo iba jej imagindrna cast’.

Example 215 Ndjdite analyticki funkciu f : A(C C) — C, f(2) = u(z,y) +
iv(z,y) ak je dand v : R®> — R, v (z,y) = 22y + 3.

Solution 216 Pretoze hladdme analyticki funkciu f, mala by byt diferencovatelnd
v katdom bode oblasti A, t.7. podla vety funkcie u, v musia byt diferencovatelné v
oblasti A a musia splnat’ Cauchyho - Riemannove rovnice:

8u_ ov
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ou ov

Prvd rovnica implikuje

u(x,y):/Qxd:L’::L‘2+<I>(y),

teda 5
U
— =’ =2y —3
3y (y) y — 3,
co ddva
®(y)=—y*—-3y+k kcR.
a

u(z,y) =2 —y* -3y + k.
Funkcie u, v st diferencovatelné v A = R?, teda

2 =2

FiA(=C)—C, f(z)=a%— 2 —3y+k+i(2zy+3z) = = 4 3iz 4k

je analytickd funkcia. O

Remark 217 V dalsej casti ukdZeme, Ze analytickd funkcia md v oblasti, v ktorej
je analytickd derivdcie vsetkych radov.

Remark 218 Okrem pouZitia Cauchyho - Riemannovyjch vztohov ezistuje aj ing
sposob rekonstrukcie analytickej funkcie, ak pozndme iba jej redlnu alebo imag-
ndrnu zlozku.

Tento sposob nevyzaduje riesenie dvoch parcidlnych diferencidlnych rovnic, jeho
hlavnou myslienkou je metdéda reflexie analytickej funkcie od redlnej osi. Ak je
definovana funkcia

f:C—C,w=f(2),
jej reflexia od redlnej osi je definovana:
fic—c f2)=70.

Remark 219 Ak je funkcia f (z) analytickd (holomorfnd) na otvorenej mnoZine
U C C, potom je f(z) analytickd (holomorfnd) na otvorenej mnozine U' C C,
ktord je reflexiou U od redlnej osi.

Theorem 220 Nech f (z) je analytickd (holomorfnd) na okoli zatiatku C takd, Ze
f2) = [z +ay) =u(zy) +iv(zy).

Potom

Example 221 Rekonstruujte analyticki funkciu f : A(C C) — C, f(z) =
u(x,y) +iv(z,y) ak je dand v : R* — R, u(z,y) = 2% — 2.
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Solution 222 Podla predchddzajicej vety mdame:
[ G-
ra=2|G) - (3)]-7@

f(z)=2"=f(0).

t.j.

V bode z = 0 dostaneme:

f(0) =0~ F(0) = £(0) + [ (0) = 0= Re f (0) =0.

Potom

f(z)=2*+iB, e RO

Ak je funkcia f (z) analytickd v okoli nejakého bodu a € C, potom plati nasle-
dujica veta:

Theorem 223 Nech f(z) = f(z+iy) = u(x,y) + w(x,y) je analytickd (holo-
morfnd) v okoli bodu a € C. Potom

F(2) =2u (Z;a’z;f) —T{a) = 2iv (’Ha,'z_.a) +fa).

Harmonické a harmonicky zdruzené funkcie.
Definition 224 Redlna funkcia v : A (C Rz) — R sa nazyva harmonickd funk-
cia ak
a) u md spojité parcidlne derivicie druhého radu v oblasti A,
2 2 .1,
b) % + 273 =0, pre kazdé (x,y) € A

Posledni rovnicu nazyvame Laplaceova rovnica, ktord sa ¢asto zapisuje v nasle-
dujucej forme

Au =0,
kde o o9
A=02 T ap

je Laplaceov operétor.

Theorem 225 Nech f : A — C, f(z) = f(z+iy) = u(zr,y) +iv(zr,y) je
analytickd funkcia a funkcie u a v su dvakrdt spojite diferencovatelné. Potom u, v
st harmonické funkcie v oblasti A.

Remark 226 Opacné turdenie k predchddzajiicej vete neplati, pretoZze dve harmon-
ické funkcie v oblasti A nemusia byt castami analytickej funkcie (nemusia splhat
Cauchyho - Riemannove rovnice).

Definition 227 Nech u,v : A (C R2) — R su harmonické funkcie. Ak u, v

splnaji Cauchyho - Riemannove rovnice v oblasti A, potom hovorime, e u, v si
harmonicky zdruzené funkcie.
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Lemma 228 Redlna aj imagindrna cast’ kazdej analytickej funkcie f : A — C,
f=u-+iv, AC C,si harmonicky zdruZené funkcie v oblasti A, pricom funkcie u
a v su dva razy spojite diferencovatelné.

Remark 229 Pouzitim Cauchyho - Riemannovych rovnic na lubovolnid harmon-
ickid funkciv u : A (C R2) — R, mozZme ndgst harmonicky zdruzeni funkciu
v:A (C R2) — R tak, Ze funkcie f = u + 1 alebo g = v + tu su analytické v
oblasti A.

Example 230 Nech v : R* — R, u(x,y) = 2* — y?. Ndjdite harmonicky
zdruzenti funkciv v : R* — R taki, %e v (0,0) = 0.

Solution 231 Pretoze plati Au = 0, u je harmonickd funkcia v A = R*. Plati

ou ou

T 9 T gy
ar D oy Y

Pouzitim Cauchyho - Riemannovych rovnic dostaneme

ov ov
gy, =9
oy S P

odkial
v(z,y) = /%dy =2y + ¢ (2)
co implikuge
v
—— =9 !

teda
20 =2y + ¢ () alebo ¢ (2) =0 = p(x) =k,

kde k € R je lubovolnd konstanta. Potom
v(z,y)=2xy+k
a pretoze
v(0,0)=0, potom k=0 a v(z,y)=2xy a f(2)=2>—1y*+1i2zy
je analytickd funkcia a u, v si harmonicky zdruzené funkcie. [

Example 232 Nechu: A — R, u(z,y) = 2arctg S—2z—y, A={(z,y); y >0,z > 0}.
Ndjdite harmonicky zdruzeni funkciu v : A — R taku, 2e v (1,1) = —1.

Solution 233 Pretoze plati Au = 0, u je harmonickd funkcia v A. Plati
ou 2y ou 2x

%:x2+y2_ Oy a2

Pouzitim Cauchyho - Riemannovych rovnic dostaneme

ov 2y ov 2x

_— = —_ —_— — ]_
dy 1%+ 9y? " Ox x2+y2+
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odkial

v(a:,y):/< 2y —2)dy:1n(x2+y2)—2y+g0(x)

co implikuge
ov 2z ,
o iy +¢' (),
teda
¢ (@)=1 = p(z) =2 +k,

kde k € R je lubovolnd konstanta. Potom
v(x,y) :ln(x2+y2) —2y+ax+k

a pretoze
—1=v(1,1)=In2—-2+1+k,

potom
k=-I2 a v(z,y)=In(2*+y’) —2y+z—In2,

f(z):2arctg§—2x—y+i[ln(x2+y2)—2y+a:—ln2]

je analytickd funkcia a u, v su harmonicky zdruzené funkcie na A. [
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Cvicenia.
1. Pre funkcie
2. [(2) = Z#5. Ndjdite:
(a) definiény obor; [C\ {\4/56%”, {4/56117””
(b) £/ f7(0) |f7(2) = ST £ () = —4+ ]

3. f(z)= 21.3’;. Najdite:

(a) definiény obor; [C\ {2i}]
() £ 17 [f1() = 5 £ (6) = —3]

Zistite, ¢i sd nasledujice funkcie diferencovatelné a ak ano, vypocitajte ich

derivécie.
4. f(z) =L, [D(f) = C\ {0}, f je diferencovatelnd D(f /) = D(f) = C\ {0}, f '(z) = — ]
5. f(2) = 22—2iz, [D(f) = C, f je diferencovatelng D(f /) = D(f) = C, f (z) = 2z — 2i]
6. f(2) = &=, [D(f) = C, f je diferencovatelna D(f ') = D(f) = C, f '(z) = ie*"]
7. f(2) = |2|.[D(f) = C, f nie je diferencovatelnd v ziadnom bode z C]
8. f(2) =7 [D(f) = C, f nie je diferencovatelng v ziadnom bode z C]

V nasledujiicich dlohéch pre funkciu funkciu f a) zistite, kde existuje de-
rivdcia, b) ndjdite f ' v bodoch, kde existuje, ¢) vysetrite, kde je f analyticka
(holomorfna).

a. f'existujena M ={z€ C:Imz=Rez},

9. f(z) = a2+ iy> b. f'(z) = f'(z+iy) = 2z,
c. nie je analytickd v ziadnom bode

a. f ' neexistuje v ziadnom bode,
10. f(z) = [2]. b. f'(2) 3,

c. nie je analytickd v ziadnom bode.

a. f/ existuje na C,
11. f(2) =22+ 2. b. f'(2)=322+1,
c. je analytickd na C.

a. [ ' existuje len v bode z = 0,
12. f(z) = zRez. b. f'(0) =0,
c. nie je analytickd v ziadnom bode

13. f(2)=fle+iy) = ey +2z—1)+i(y? — 2>+ 2y).

a. f ' existuje na C,

b. f(z)=f"(z+iy) = (2y+2) —i(2),
c. je analytickd na C.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

a. [ ' neexistuje v ziadnom bode,

F(2) = (e*cosy) — i (7 siny) b f'(2) %

c. nie je analytickd v ziadnom bode.
V nasledujucich dlohéch 15 - 22 n4jdite na A C C analytickd (holomorfnu)
funkciu f(z) = f (v +iy) = u(z,y) +iv (x,y), ak je dand jej jedna zlozka a
pripadne funkénd hodnota v jednom bode:
u(z,y) =2* = 3xy?, f (i) = 0.
[f (2) = [ (z +1iy) = (2 = Bay?®) + i (32%y — y* + 1)]
u(z,y) =2° -y’ +uay, f(0)=0.

f(z):f(x+z'y)z(xQ—y2+wy)+i(2wy+§—%2)]

U(:U,y)sz—yz—Serny, u(2,1) =0.
[u(z,y) = 2% — y* — 22y + 3y — 2]

v(x,y) = 2xy + 3z.

_ u(w,y) = a® —y* = 3y + k;

| f(2) = flx+iy) = (2® —y* = 3y + k) +i(2xy + 3z)

u(z,y) = 2® + 622y — 3xy? — 293 £(0) = 0.

| v(z,y) = —22% — y® + 3Py 4 6xy?;

| f(2) = fz +iy) = (2 + 62°y — 3ay® — 2¢°) +i(—22° — y* + 32%y + 6xy?)
v(z,y) = 2€e"siny, f(0) = 1.

[f(2) = f(x+iy) = (2¢"cosy — 1) + i (2e” siny)]

v(z,y) =In(2? +y?) +z — 2y.
u(z,y) = —2arctg (£) —y — 2z + k, alebo
u(x,y) = 2arctg <§> —y—2r+ K

u(x,y) =e" (xcosy —ysiny), pricom f(0) =0.[f: C — C, f(z) = z¢e?|

Ukézte, ze u (x,y) = zy je harmonickd funkcia a ndjdite harmonicky zdruzenu
funkciu.

[/ R*— R, v(z,y) = —5 (2* —y*) + C]

Ukazte, ze u (x,y) = 22 —y?+xy je harmonicks funkcia a ndjdite harmonicky
zdruzend funkciu. [f: R® — R, v (z,y) = 2zy — & (#* — y?) + C]

Ukazte, ze u (z,y) = 23 + 622y — 3xy* — 29> je harmonickd funkcia a ngjdite
harmonicky zdruzend funkciu. [f : R> — R, v(z,y) = —22° + 322y + 629> — ¢° + C.]

Ukdzte, ze u (z,y) = x* — 62%y* + y* —  je harmonickd funkcia a néjdite har-
monicky zdruzeni funkciu. [f 'R? — R, v (x,y) = 4%y — day® — y + C’}
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28.
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Ukazte, ze u(z,y) = je harmonicka funkcia a ndjdite harmonicky

zdruzenu funkciu.

[ RE{(0,0)} — R, v(w,y) = — ¥ + C]

T _
272+y2

24y

Ukézte, ze u (x,y) = xe® cosy —ye”’ siny je harmonicka funkcia a najdite har-
monicky zdruzend funkciu. [f : R> — R, v(z,y) = ye®cosy + xe®siny + C]
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Integral funkcie komplexnej premenne;.
Formalne je integral funkcie komplexnej premennej definovany takym istym spo-
sobom ako krivkovy integral vektorovej funkcie.

Komplexni funkciu redlnej premennej

¢:{a,p) — C

mozme vyjadrit’ v tvare

p(t)==z(t)+iy (),
kde z, y : (o, B) — R su redlne funkcie redlnej premennej t € («, 5) . Hovorime,
ze funkcia ¢ : (o, 5) — C je spojita ak su funkcie z,y : (o, 5) — R spojiteé.

Definition 234 Nech ¢ : (a, 5) — C je spojita funkcia. MnoZina C = ¢ ((«, 3))
sa nazyva krivka v komplexnej rovine.

e funkciu ¢ : (a,8) — C,p(t) = z(t) + iy (t) nazyvame parametrizéciou
(parametrickou rovnicou) krivky C.

e dand krivka moze mat’ viac (aj nekone¢ne mnoho) parametrizacii.

e bod ¢ (a) sa nazyva zaciatoény bod a ¢ () koncovy bod krivky C.

e ak ¢ : (a, ) — C jeinjektivna, potom hovorime, ze krivka C je jednoducha.
e ak p (o) = ¢ (), potom krivku C' nazyvame uzavreta.

e ak je krivka C' s parametriziciou ¢ : (o, 3) — C jednoduchd a uzavretd,
nazyvame ju Jordanova krivka.

Remark 235 Jordanova veta hovori, Ze jednoduchd uzavretd krivka C deli kom-
plexznid rovinu na dve sivislé mnoZiny, ktoré sa nepretinaji: ohranicentd (vnaitro
krivky - IntC' ) a neohraniceni (vonkajsok krivky - ExtC ). Dékaz tejto vety je
ndrocngj, preto ho nebudeme uvddzat, ale vetu budeme pouZivat.

Example 236 Funkcia

a) p: (1,10) — C, ¢ (t) =t + it?, je parametriziciou oblika paraboly C; :
y =22, pre xz € (1,10),

b) ¢ : (=1,1) — C, p(t) = t — 2it, je parametrizdciou usecky Cy : y =
—2z,x € (—1,1),

c) p:(0,m) — C, p(t) = cos2t + 2isint, je parametrizicia ¢asti paraboly
Cy:y?=—-2w+2 prexe(-1,1).

Plati napriklad ¢ (%) = (?jf) , teda krivka Cs nie je jednoduchd. [

Example 237 Nech a,b € C, potom ¢ : (0,1) — C, ¢(t) = a+t(b—a) je
parametrizdaciou jednoduchej krivky C' - usecky spdjajicej body a a b. [

Example 238 Funkcia ¢ : (0,21) — C, ¢ (t) = cost + isint je parametriza-
cia jednoduchej uzavretej krivky C - jednotkovej kruZnice so stredom v zaciatku
stradnicovej sustavy. Vimnime si, Ze p (0) = ¢ (2m). O
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Example 239 Funkcia ¢ : (0,41) — C, ¢ (t) = 2cost + 2isint je tieZ parame-
trizaciou kruznice s polomerom 2 so stredom v zaciatku siradnicovej sustavy. Tdato
krivka je tiez uzavretd ¢ (0) = ¢ (4m), nie je vsak jednoduchd, pretoze napriklad

s om
o(3)=¢ (7) =
Definition 240 Ak funkcia ¢ : {a, ) — C je takd, ze Vt € {(a, ) je funkcia
' (t) spojitd a ¢’ (t) # 0, tak krivku C' nazgvame hladkd krivka.

Delenie krivky.

Nech ¢ : (a, 8) — C je parametrizédciou krivky C. Nech @ je delenie intervalu
(a,0), Q@ ={a=ty<t; <ty <---<t,=p}. Potom kazdému bodu ¢ € (o, )
odpovedd bod ¢ (t;) = 2z € C. Potom P = {z;; k =0,1,2,...,p} je delenie krivky
C. Funkcie ¢y, : (tp—1,tx) — C o, (t) = ¢ (t), k = 1,2,3,...,p si parametriza-
ciami ¢iastocnych kriviek Cy so zaciatoénymi bodmi ¢, (t5_1) a koncovymi bodmi
o (te), k=1,...,p krivky C.

Definition 241 Nech ¢ : {a, 3) — C je po castiach hladkd funkcia. Ak existuje
delenie intervalu (o, ) - P ={a =1ty <ty <ty <---<t,=p} tak, Ze Ciastocné
krivky Cy s parametrizdciamsi

P - <tk—17tk> — C7g0k (t) = ¢<t>7 k= 172737"'7p
st hladké funkcie, potom sa krivka C' nazgva po castiach hladkd krivka.

Nech ¢ : (a,8) — C, ¢ (t) = z(t) + iy (t) je parametrizdcia hladkej krivky.
Definujeme ¢islo d (C') , ktoré nazyvame dlzka krivky C

B8 B8
1(C) = / V@ 07 + & (0)dt = / 1 (1)) dt.

ak C' je po castiach hladkd krivka potom

d(C)=>_d(Cy).

Definicia integralu.

Definition 242 Nech ¢ : («, 5) — C je parametrizicia hladkej krivky C' a nech
f:A(C C) — C je spojitd funkcia, ktorej defini¢ny obor obsahuje C (C C A).
Potom integrdl z funkcie f po krivke C' je definovany

B
/C f(z)dz = / £ (1) (1) dt.

Ak C je po castiach hladkd krivka a f : A(C C) — C je spojitd funkcia, ktorej
defini¢ny obor obsahuje C (C' C A), potom integrdl z funkcie f po krivke C je

definovany o
Lr@a=3 [ remd o
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Vlastnosti integralu.
1. Ak ¢y, ¢y € C su l'ubovolné komplexné ¢isla, C' je po castiach hladké krivka
a f1, fo su funkcie spojité na C'. Potom

/C[clfl(z)—l—wfz(z)]dz:cl/Cfl(z)dzjtcg/cfQ(z)dz,

2. Nech ¢, : (a,5) — C, ¢, : (,7) — C st parametrizédcie po ¢astiach
hladkych kriviek C; a Cy, pricom plati ¢, (8) = ¢, (8) a ak definujeme
parametrizaciu

() ak te(a,p
sor<a,7>—>c790(t):{ 2228 ak teiﬁ,’yi

krivky C' = C} 4+ Cs, potom ak f je funkcia spojitd na C
/ f()dz= | f(2)dz+ | f(2)dz.
C C1 Ca

3. Nech C je po castiach hladks krivka a f je spojité funkcia na C'. Nech d (C)
je dlzka krivky C. Potom

/Cf(z)dz

4. Ak ¢ : (a, ) — C je po castiach hladkd parametrizédcia krivky C' a funkcia
¢~ 1 (—f,—a) — C, takd, ze ¢~ (t) = ¢ (—t), potom hovorime, ze krivka
C~ je opacnd ku krivke C. Ak f je spojitd na C. Potom

Cf(z)dz:—/cf(z)dz.

sd(C)igcp\f(Z)!-

Example 243 Vypotitagte integral |, c (7)2 dz ak parametrizicia krivky C je dand:
a) p:{0,1) — C, ¢(t) =t(1+1),
' B o1 (1) =2t ak te€(0,1)
b)¢:(0,1) = C olt) _{ po () =1+ (2t —1)i ak te (1) "
Solution 244 a) Pre krivku C ¢ : (0,1) — C, ¢ (t) = t(1 +1i) mdme ¢ (t) =
1+ ¢ odkial’ potom dostaneme

1 1 371
/(E)de:/ [t(l—z’)]2(1+i)dt:(1—2’)2(1+z’)/ 2dt = 2(1— ) H ~ 20—y,
C 0 0 3 0 3

b) Teraz mdme C = Cy + Ca, kde oy : (0,1) — C, ¢, (1) =2t a ¢} (t) = 2,
01 (3,1) — C, @, (t) =144 (2t — 1) a ¢4 (t) = 2i, potom

/O(?)de:/c (E)de+/c (z)2dz:/jsﬁdw/1(1—¢(2t—1))22¢dt:

1
372 1 4 2
:[8—} —H'/ (1—-2i) (2t —1)— (2t —1)%dt = = 4+ =i.0
31, 1 3 3

D=
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Remark 245 Pretoze jedna krivka moze mat viac parametrizacit, napriklad:

p1:(0,1) — C, @1 (t) =t + it

Oy - <O,g> — C, ¢, (t) =sint +i (1 — cos®t)

st parametrizdcie tej istej krivky C' - ¢asti grafu paraboly y = x*, v € (0,1).
Prirodzend otdzka je & integral [, f(z)dz nezdvisi od parametrizicie (t.j. od
funkcie ¢)? Aj pre vseobecné predpoklady odpoved znie: integrdl nezdvisi od para-
metrizdcie krivky. Keby sme chceli urobit’ dokaz, musime sa obrdtit’ na casti matem-
atiky, ktoré pojedndvaji o krivkovijch integrdloch a Greenovej funkcii.

Example 246 Vypocitajte integral fC Im 2dz kde C' je obvod trojuholnika s vr-
cholmi z1 =0, 20 =241, 23 =1 od bodu z1 cez zo a z3 spit’ do bodu z;.

Solution 247 Mame C = Cy + Cy + Cs, kde
01:(0,1) — C, o, (t) =2+t ay)(t)=2+1,
©2:(0,1) — C, 0y (8) = (2 —2t) +1i a ¥y (t) = =2,
03:(0,1) — C,p,(t) =i (1 —1t) a ¥} (t) = —i, potom

/Imzdz:/ Imzdz+/ Imzdz+/ Im zdz =
C Cq Co C3

— 3 @+t + ) (=2 1d+ [) (1= 0) (=i} dt = —1.0
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Cauchyho integralna veta.

Hovorime, ze oblast’ ohrani¢end jednou jednoduchou, spojitou, uzavretou krivkou
sa nazyva jednoducho sivisla oblast. Oblast’ ohrani¢end dvomi jednoduchymi, spo-
jitymi, uzavretymi a nepretinajicimi sa krivkami nazyvame dvojnédsobne suivisld
oblast) .... Hovorfme, Ze hranica oblasti je kladne orientovand, ak pri pohybe po
hranici v smere jej orientdcie vnitro oblasti zostdva po nasej l'avej ruke. Je mozné
dokézat’ nasledujicu vetu:

Theorem 248 (Cauchyho integrdlna veta) Nech f je analytickd funkcia v jednodu-
cho suvislej oblasti D. Ak C' je jednoduchda, po castiach hladkd uzavretd krivka v D,

potom
/ f(z)dz=
c

Example 249 Vypocitajte integral

/22’2—32'—1-4
S e
C Z+1

ak ¢ : (0,21) — C, ¢ (t) = 1 cost + i sint.

Solution 250 Krivka C je uzavretd, hladkd krivka, C = {z €C;lz| = %} . Nech
D={z€C;|z|=32}.Dje jednoducho stvisld a C C D. Funkcia f (z) = =344

z+1
je analytickd v oblasti D, teda fc 2 ’f’f“dz =0. 0O

Cauchyho integralna veta implikuje skutocnost’, Ze integral z analytickej funkcie
v jednoducho suvislej oblasti D nezévisi od integrac¢nej cesty. Nech C7, Cs st dve
jednoduché, po castiach hladké, nepretinajiice sa krivky s rovnakym zaciatoénym
bodom z; aj rovnakym koncovym bodom z;. Nech C; C D a Cy C D. Potom
C = C1 4+ 05, kde C; mé opacnu orientaciu ako Cs, je jednoduchd uzavretd, po
castiach hladks krivka, ktors splia predpoklady Cauchyho integrélnej vety, teda

Oz/cf(z)dz: Cf(z)dz—l— O,f(2>d’2: Cf(z)dz— Cf(z)dz

teda
f()dz= [ f(z)d=
Cl C2

Tak sme dokdzali tvrdenie.

Lemma 251 Ak je f: D (C C) — C analytickd funkcia definovand v jednodu-
cho suwislej oblasti D, potom [, f o [ (2)dz v oblasti D nezdvist od cesty.

Ak z1 je zaciatoény bod a zy koncovy bod krivky C', potom namiesto zdpisu
Jo f () dz mézme pouzit’ zdpis f f(2)dz.
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Remark 252 Nech f : D (C C) — C je analytickd funkcia v jednoducho sivislej
oblasti D a nech z, zo € D. Nech pre kazdé z € D plati F'(z) = f(z), potom
funkciu F' nazyvame primitivnou funkciou k funkcii f na D. Ak md analytickd
funkcia f primitivnu funkciu F, potom

/sz(z) dz. = F(z3) — F (21).

Example 253 Vypocitajte integrdl

/ 22dz
C
kde

a) C je usecka spajajica bod zy =0 s bodom zp = 1+ 1,
b) C je krivka zloZend z dvoch useciek spajajucich body z; = 0, z9 = 1, z3 = 1+1.

Solution 254 a) Krivka C' sa dd parametrizovat takto ¢ : (0,1) — C, ¢ (t) =
t(141). Potom ¢ (t) = 1+ 1, odkial potom mdme

/01+iz2dz=/Ol[t(1+i)]2(1+z')dt:(1+z')3 E]l:%(—ﬂm).

0

Pouzitim pozndmky tento vysledok dostaneme priamo: pretoze je z primitivna

3
funkcia ku funkcii 22, mdme

144 B
/ 2dz = {—} =_-(—2+2).
) 35/, 3

b) Teraz mame C = Cy + Cs, kde
Cr:p:(0,1) — C, o, ()=t a ¢ (t) =1,

02:()02:<071>—>C7 902(t):1+?‘t a(p/(t):ia

1 1
/z%zz:/ z2dz+/ szz:/ t2dt+/ (14 it)*ddt =
C Cq Co 0 0

1

potom

(1 +it)®
3

1
5 (—2+2).

W
+

0

Porovnanim a) a b) vidime, Ze nds integral nezdvisi od cesty. Ale tento vysledok
sme ocakdvali, pretoze funkcia f(z) = 2% je analytickd funkcia v celej komplexnej
rovine C'. UJ

Treba si uvedomit), ze funkcia f (z) = () z uvedeného prikladu nie je analyticks
funkcia a preto [ () dz zévist od integracnej cesty.
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Cauchyho integralna veta vo viacnasobne stvislych oblastiach.
Theorem 255 Nechje f: A(C C) — C je analytickd funkcia a Cy, Cy,Cs, ..., Cy
st jednoduché, po castiach hladké, uzavreté krivky orientované v jednom smere,
ktoré spZﬁasz podmienky:

a) IntC; C IntCy, prei=1,2,...,n

b) IntC; N IntC; =0, pre kazdé i # j, 1,7 =1,2,...,n

c) IntCy \ ., IntC; C A. Potom

Cof(z)dz:;/af(z)dz.

Theorem 256 (Veta o deformdcii integra¢nej krivky.) Nech Cyi, Co si dve uza-
vreté, po castiach hladké rovnako orientované krivky, ktoré sa mnepretinaji a Coy C

IntCy. Nech tieto krivky a mnoZina bodov leZiacich medzi nimi leZia v oblasti D.
Ak f: D(C C) — C je analytickd funkcia, tak

f(z)dz= | f(z)dz.
C1 Ca

1
/ dz,
crR—a

kde C' je jednoduchd, uzavretd, po castiach hladkd, kladne orientovand krivka kom-
plikovaného tvaru, ktord vo svojom vnitri obsahuje singuldrny bod z = a funkcie

f2) =

Example 257 Vypocitajte

Solution 258 Aplikujeme vetu o deformdcii integracnej krivky a dostaneme, Ze ak
C1 je krivka jednoduchého tvaru, jednoduchd, uzavretd, po castiach hladkd, kladne
ortentovand napriklad kruznica so stredom v bode z = a a s polomerom R, krord
lezi v IntC, tak dostaneme

Pretoze

potom

1 1 T iRe
/ dz—/ dz—/ — T dt = i[f)2" = 2. O]
cZ—a o, Z—a 0 a+ Re'—a

Example 259 Vypocitajte

1
/—ndz,n#l,nez,
c(z—a)

kde C je jednoduchd, uzavretd, po castiach hladka, kladne orientovand krivka, ktord
vo svojom vnitri obsahugje bod z = a.
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Solution 260 Aplikujeme ti isti metddu ako v predchddzajicom priklade a dostaneme

27 . it
/;ndz:/ ;ndz:/ T g
o (z—a) o (z—a) o (a+ Re't —a)

; 2m ; i(1—n)t 727
Rr=1t Jy Rt 1i(1—n)],

pricom sme pouzili

emmM2™ = cos (1 —n) 27) +isin ((1 — n) 27) = 1,

tak dostaneme

1 2wt pre n=1
/C(z—a)"dz_{ 0 pre n=0,—1,+£2,... o

Cauchyho integrélna formula.
Theorem 261 Nech C' je jednoduchd, uzavretd, po castiach hladkd, kladne ori-
entovand krivka o f : IntC U C — C je analytickd funkcia. Potom pre kaZdé

a € IntC .
f(a)= 37 c%dz.

Nasledujicu vetu uvedieme bez ddkazu. Dokidzeme ju neskor.

Theorem 262 Kazdd funkcia f (z) analytickd v uzavretej oblasti D md v tejto
oblasti derivdcie vsetkych radov a plati

n! a
f(n)(a)__./c(zf(—)wdz,n—l,l...

2T — a)

kde C' je uzavretd, kladne orientovand, po Castiach hladkd krivka, ktord lezi so
svojim vnitrom v D.

Example 263 Vypocitajte integrdl |, o s dz, kde C je kruznica so stredom v bode

z(z—1)

z =1 a s polomerom %

Solution 264 Pretoze funkcia f(z) = % je analytickd vo vnitri kruhu C a bod
z =1 € IntC, potom

z

/e—_dz:/ =z -dz = 2mi [6—] =2me’. [0
cz(z—1) oz =1 Z ]

(z—)*
castiach hladkd, kladne orientovand krivka obsahujica bod 1.

Example 265 Vypocitajte integral fc dz, kde C' je jednoduchd, uzavretd, po

Solution 266 Funkcia sin z je analytickd funkcia v C. Bod z =i € IntC, potom

/ Sm%4dzzﬂ {—(8122)} = T osi= —Zcosh1.00
c(z—1) 3! dz 2=i 3 3
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Cvicenia.
Vypocitajte integraly: (& je kladnd orientdcia, © je zdporna orientdcia krivky C.)

1.

2.

©w

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Jo zsinzdz, C' je tsecka od bodu 0 po bod 4. [—ie™"]
JoRe zdz, C je tisecka

(a) od bodu 0 po bod 1+i. [1+ ]
(b) od bodu —1 po bod 1 +i. [0]

Je (2)dz, C: 2z (t) =t + i+, t € (0,3) orientovand siihlasne s parametrickym

vyjadrenim. [@]

. fC %dz, C' je usecka od bodu 1 po bod 1 + . [ln (\/5) + zﬂ

/. o e“dz, C je lomend krivka, ktord sa skladd z dvoch useciek: prva so zaci-
atoénym bodom 0 a koncovym bodom i, druhd so zac¢iatoénym bodom i a
koncovym bodom 1+ . [1 4 (e —2) (cos1 —isin1)]

Jo2dz, C:]z| =2, Imz < 0 od bodu —2 po bod 2. [i7]

Jo 12| dz, kde

(a) C:|z|=1,Imz >0 od bodu —1 po bod 1. [2]
(b) C:|z] =2, Rez <0 od bodu —2i po bod 2i. [8i]

JoZ|z|dz,kde C : |z] = 1, Rez > 0 od bodu i po bod —i a tsecka od bodu
—i po bod i. [—i7]

JoRezdz kde C': |2| = 1, ©. [—in]

JozImzdz, kde C': |z| =2, Im z > 0 od bodu —2 po bod 2. [%}

Jo 2dz,kde C : |z| = 2, Im z > 0 od bodu 2 po bod —2 a tisecka od bodu —2
pobod —1 a |z =1, Imz > 0 od bodu —1 po bod 1 a tsecka od bodu 1 po

bod 2. [4]

V nasledujuicich prikladoch pomocou Cauchyho integralnej vety vypocitajte
integrély po jednoduchych, po castiach hladkych, uzavretych, kladne orien-
tovanych krivkach:

Jo #7dz, C={zeC: (Rez2)* +4(Imz)* =1}. [0]

-2 _dz, C:|z| = 1. [0]

C 2242245

fcz 842, C={z€ C: 4(Rez)” +16 (Imz)* = 1}. [0]

2+1

fC’ ez—tzldz C ‘ | % [O]

Cz22_522+2dz C:lz+1=1.[0]



17.

18.

19.
20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
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fC’(le sz gy C |z —2—i| = /2. [0]

+22)sin z

Jos2dz Cc |z —i| = 1. [0]

Z+1

Jo 2dz, O - |z| = 1. [2m]

fC(z 2) z+2zdz C: |Z|_1 []
Jo By e = L (0]

Jo Zf—;dz, C:|z| =3. [-8ni]

Jo BBy, O 2] = 2. [18ni]
Jo %dz, C:lz—2i| =3 [Z]

Joz5dz, C |z —al=a,a € R, a>1. [if]

Jo B2y, O |z + 1] = 1. (1871

Jo &Etdz, Otz +id] = 2. [2msin 1 + 24w (1 + cos 1))

fcmdz C:lz—1+i|=2. [-2 +4iZ]

JoS22dz, Ot |z +i] = 1. [iwsinh 1]

J. o é‘j,; dz, C' : je kladne orientovany obvod $tvorca s vrcholmi v bodoch

1,14 2i,—1+ 2i,—1. [—imcosh 1]
Jo $5dz, C 1z —2i] = 3. [Z]

e
z+2
C 22— 2z+2dz

(@) C:ilz—1—2i] =2 [7(3+1)]
(b) C:lz—1+2i] =2 [r(=3+1)]

oigdz, C |z —1—1i] = V2. [W]

Vypocitajte fc ﬁdz,ak C je jednoduchd, po castiach hladkd, uzavrets,
kladne orientovand krivka, na ktorej nelezia korene menovatel’a. Vypocitajte
korene menovatela: zp = @ (1+41), 21 = —\/75 (1+1).

a. 2o € IntC, z, ¢ IntC [”—\/5 (1+ z)}
vsetky moznosti. b. 2z & IntC, z; € IntC [ T2 (1 4 z)]

c. 2o, 21 € IntC [0]
d. zo, z1 ¢ IntC [0]
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Taylorove rady.

Analytickost' st¢tu mocninového radu.

Theorem 267 Ak mocninovy rad )" ", ¢, (2 — a)" md polomer konvergencie R >
0. Potom jeho sicet

fiE(a,R)— C, f(2) =) cn(z—a)
n=0
je analytickd funkcia a plati
f':K(a,R)— C, f'( chnz—a )yt

Theorem 268 Ak md mocninovy rad )"~ ¢, (z — a)" polomer konvergencie R >
0, potom jeho siucet

K (@R) — Cf ()= (= —a)"
n=0
mda derivdcie vsetkych radov a plati
f®:K(a,R) — C, f® f:n n—1)...(n—k+1)c,(z—a)"".
n=Fk
' 1% (a)

f® (a) = Kley, alebo ¢, =

k!

Theorem 269 Nech funkciondlny rad funkcii komplexnej premennej

> fal2)

rovnomerne konverguje na C, kde C : ¢ : (o, ) — C je jednoduchd, po ¢astiach
hladkd krivka. Ak si funkcie f,(z),n = 1,2,3,... spojité na C a ak f : C —
C, f(2) =302, [n(2) jeich sucet, potom

[e o]

/Cf(z)dz:z fn(2)dz

c

Taylorove rady.

7, predchadzajiceho odseku vieme, Ze sticet mocninového radu, ktory je konver-
gentny v kruhu K (a, R) je analytickd funkcia v tomto kruhu. Ukdzeme, ze plati
aj obratené tvrdenie.

Definition 270 Nech ma funkcia komplexnej premennej f v bode a € C derivicie
vietkyjch radov. Potom mocninovy rad

"(a (n)a > (")a
f_()(z_a)+...+f ( )(z—a)nJr---sz n!( )(Z—G)n (1)

1!
n=0

fla) +

nazyvame Taylorovym radom funkcie f v bode a.
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Theorem 271 Nech f je analytickd funkcia v oblasti D. Necha € D a K (a, R) C
D. Potom existuje mocninovy rad

o.)
ch (z—a)"
n=0
taky, Ze
o
ch z—a)", pre kaidé z € K (a,R),

1 f (&)
= omi /c (€ —a)™™ 4,

kde C je jednoduchd, po castiach hladkd, uzavretd krivka, kladne orientovand, ktord
lezi v K (a, R) tak, Ze a € IntC.

pricom

Poslednd veta a veta 265 implikuji nasledujicu vetu:

Theorem 272 Ak f je analytickd funkcia v oblasti D, potom f md v kaZdom bode
z D derivdcie vSetkyjch radov. Ak K (a, R) C D, potom

:Zf ‘a (z—a)", pre kazdé z € K (a, R).
n!
Example 273 Ndjdite Taylorov rozvoj funkcie f : C \ {-1} — C, f(z) =
In(1+ z) v bode a = 0 a jeho oblast’ konvergencie.

Solution 274 Funkcia f je analytickd funkcia v C\ {z € C; Rez < —1 AImz =0},
teda aj v bode a = 0 a plat?

f/(z):zi17f//<z):_

FO)=0,f"(0)=1, f"(0)=~1,..., [ (0) = (=1)"(n - 1)!

Potom Taylorov rad ma tvar

-1 n+1z_n
;( )=
a podla wvety 266 konverguje v kruhu K (0,1) a plati
In (1 — Sy 2 kazdé =z € K (0,1).0
(1 2) = S b £ € K (0.1)

Example 275 Ndjdite Taylorov rozvoj funkcie exp : C — C, f (z) = e* v bode
a=0.
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Solution 276 Riesenie Funkcia [ je analytickd funkcia v C a plati
()= ¢

a my dostaneme rad

2

z z 2" 2,
1+ﬂ+§+...+m+...zzom7

ktory konverguje v kruhu K (0, co) = C a teda plati

o0 n

expz:Z%,‘v’zEC.D

n=0
Podobnym spésobom moézeme dostat’ Taylorove rady
o0 2n+1

sin z = Z(—l) CEER Vze C,

e 2n

n 2
Cosz:Z(—l) 2n)’ Vze C,

(5)

¢o si citatel iste overi. Ak sa d& derivdcia funkcie f vyjadrit’ rekurentnym vzta-
hom, potom pre takito funkciu moézme néjst’ Taylorov rad ihned. Ak to nie je
mozné, pouzijeme na najdenie Taylorovho radu danej funkcie f algebrické rovnosti

a Taylorove rady znamych funkcii. Napriklad:

Example 277 Ndjdite Taylorov rozvoj funkcie f: C \ {—1} — C, f(z) =

v bode a = 1.

Solution 278 Mdame
1 1 1 1 1 1

Itz z—iti+tl 1+ilt 0 1+il— (—=)

1+i
Ak budeme predpokladat, Ze

zZ—1

<1 = |z—i| < V2,
141

zZ—1
1+

potom pomocou zndmeho Taylorovho radu (5) dostaneme

_|_

— wlz—1\" = n (z2—=0)"
10= X0 () =X e -

n n=0

:i%<z—i)”,vzeK(i,ﬂ).D

n=0 (1

1

1+z



Example 279 Ndjdite Taylorov rozvoj funkcie f: C \ {3} — C, f(z) = —=2
v bode a = 0.

Solution 280 Mdme
z 1

(z—3° (z-3)

SRS
G-1° (-3

Z Taylorovho radu (5) funkcie 7~ = 3" 2", Vz € K (0,1), derwovanim dostaneme:

| N

NeR RN

=Y nz"1 Vze K(0,1),
(1—2)° ;

potom ak [|2| <1 <= |z| < 3] dostdvame

S( Zzzgz:n()1:Zn3i%,‘v’z€l((0,3).lj
3 n=1

n=1

Example 281 Ndjdite Taylorov rozvoj funkcie f : C — C, f (z) = ze~* v bode
a=0.

Solution 282 Funkcia f je analytickd funkcia v C a s pouZitim radu (2) plati
fR)y=ze" =[ak |-2°|< 00 <= |z]< 0| =

” 2n+1

,Vze C.1
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Cvicenia.
V dlohéch 1 - 2 pomocou definicie néjdite Taylorov rad funkcie f so stredom v
bode a a vySetrite jeho konvergenciu:

1. f(2) =sin’z, a = 0.

( 1)’Vl+122n71

[Zzo:l _(T)!ZQ", konverguje na M = C
2. f(2)=In(iz+2),a=1+2i.

[T+ 5000 (—=1)"" 1 (2 —1—2i)", konverguje na M = {z € C: [z — 1 — 2i| < 1}]

V dlohéch 3 - 9 vypocitajte Taylorov rad funkcie f so stredom v bode a a
vysetrite jeho konvergenciu:

3. f(2)=F5,a=1

[ +2>7, 3n+1 (z—l)",konvergujenaM:{zeC:|z—1|<3}}

4. f(z) =22, a=0.

z+1)
[—1+2>, (=1)""" 2", konverguje na M = {z € C: |z| < 1}]
5. f(Z) = #—‘L, a=1.

AT sG]

| konverguje na M ={z € C: |z — 1] <2}

6. f(2) = mrig a=2.

S, (3 st 3y (2 - 2)", ]

| konvergujena M ={z € C: |z —2| < 3}

7. f(z)= ZQf;riS, a=1i.

3 (R ()T = B (1= 30) T ) (2 )",
konverguje na M = {z € C: |z —i| < V2}

22+
8. f(2)= s a=1

244 oo (=1)" (147) 1447 n
T + anl 3 |:(1_l-)n+1 - (1+2Z~)n+1:| (z - 1) y
konverguje na M = {z € C: |z — 1| < v/2}

9. f(z)=e*%a=1 [eX % (2 —1)", konverguje na M = C]
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Laurentove rady a singuldrne body funkcii.

Laurentove rady.

Definition 283 Nech...,c_,,...,c_9,¢_1,C0,C1,Co,...,Cp,...,a st komplexné ¢isla.
Potom rad
S o ez—a)'= -t (z—a) "+ dca(z—a) e (z—a) "+

t+cote(z—a)+-+e(z—a)" +...

(1)

nazyvame Laurentov rad v bode a.

Rad
1
Z cn(z—a)" = Fcp(z—a) "+ Fcalz—a) P+ (z—a)

n=—oo

sa nazyva hlavnd cast’ radu (1),

ch(z—a)”:co—i-cl(z—a)—|—~~+cn(z—a)"+...

n=0

sa nazyva analytickd (reguldrna) cast radu (1).

Definition 284 Hovorime, e Laurentov rad (1) konverguje (rovnomerne) na mnoZine
M C C ak jeho hlavnd ¢ast aj jeho analytickd cast’ konverguje (rovnomerne) na
mnoZzine M. Siuctom Laurentovho radu rozumieme sicet hlavnej a analytickej casti
radu.

Theorem 285 Pre kazdy Laurentov rad (1) existuji ¢isla (jediné) r, R (0 <r <
00, 0 < R < o0) take, Ze:

a) analytickd ¢ast radu (1) absolitne konverguje na otvorenom kruhu K (a, R) ,
rovnomerne konverquje na kazdom uzavretom kruhu K (a, Ry), kde Ry < R a di-

verguje na C \ K (a, R).

b) hlavnd ¢ast radu (1) absolitne konverguje na C \ K (a,r), rovnomerne kon-
verguje na katdej C \ K (a,m1), kde r1 > r a diverguje na K (a,r) .

c) Akr < R, potom Laurentov rad (1) absolitne konverguje v mnoZine P (a,r, R)
- medzikruzi ohranicenom dvomi koncentrickymi kruZnicami s polomermi r, R,
rovnomerne konverguje na P (a,ri, Ry), kde r < r; < Ry < R a diverguje na

C\ P(a,m R).
Theorem 286 Nech

o0

Z Co(z—a)"

je konvergentny na P (a,r, R). Potom jeho sucet

oo

f:P(a,r,R) — C, f(2) = Z e (z—a)"

n=—oo

je analytickd funkcia.
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Theorem 287 Nech f: P(a,r,R) — C je analytickd funkcia. Potom existuje
jeding Laurentov rad, ktory na P (a,r, R) konverguje ku funkcii f (2). Koeficienty
Laurentovho radu maji tvar

1

cn:—,/L)ldz,n:(),:tl,:I:Q,... 2)
27 C (z — a)n+

kde C' je lubovolnd jednoduchd, po castiach hladkd, kladne orientovand krivka, ktord

lezi v P (a,r, R) tak, Ze a € IntC.

Remark 288 Rozvoj funkcie f (z) do Laurentovho radu ma jednu vijhodu: f mézeme
rozvinit’ do nekoneéného radu v takom bode z = a, v ktorom f nie je analytickd (v
tomto pripade rozklad funkcie do Taylorovho radu v bode z = a nie je mozny).

Vypocet koeficientov Laurentovho radu pouzitim vztahov (2) je neprakticky.
Pri rozvoji funkcie do Laurentovho radu je vyhodnejsie aplikovat’ znalosti Tay-
lorovych rozvojov znamych funkcii.

Example 289 Ndjdite Laurentov rad funkcie f : C\{—1,1} — C, f(2) = 11:2;
na P(1,0,2).

Solution 290 Funkcia je analytickd na P (1,0,2) a plati

£(2) 1—2z2 1 1 +3 1 1 1 +3 1
Z) = = — — = — — =
1—22 2z—-1 2z+41 2z2—-1 2z—1+2

11 3 1 -1
= R — hOo<|——|<1|=
22-1 41— (50 {"60 ‘ 2 ’ }

11 3 z—1\"
— — z —1)"
22—1+4z%( ) ( 2 )

Tak pre 0 < |z — 1| < 2 mdme

—2z 1 -
fR) == s+ 2 () g (e = 1)

a hlavnd cast radu vypocitaného Laurentovho radu md iba jeden clen %ﬁ, ktory
Jkonverguje“ na C \ {1}. Analytickd tast' Y, (—1)" 525 (z — 1)" konverguje
na K (1,2). Teda (a) konverguje na P(1,0,2).0

Example 291 Ndjdite Laurentov rad funkcie f : C \ {0} — C, f(2) = 5 v
bode z = 0.

Solution 292 Funkcia je analytickd na P (0,0, co) = C\ {0} a plati

ez ]‘ z ]_ > Zn
s n* 1 & Zn72 0 n
2:; :_+_+n§ I +n2; n+2)!

a rad konverguje na P (0,0, co) .
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Example 293 Ndjdite Laurentov rad funkcie f : C \ {0} — C, f (z) = z%¢* na
P (0,0, c0).

Solution 294 Funkcia je analytickd na P (0,0, co) = C\ {0} a plati

1 1
f(2) = P> {nech ‘—‘ < o0 = |z2| >0} =
z

1 z 2"
:Z5Zn!z":; nl Z_:mm'm
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Cvicenia.
V tlohéch 1 - 20 néjdite Laurentov rad funkcie f so stredom v bode a pre medzikruzie
P(a,r,R)={2€ C:r<|z—a|l <R}.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

f(2)=2%z,a=0, P(0,0,00). (3200, L257n]

F2) = e a =i, P (i.v5.00). [T, @Hbiy]

f(z)= Z(ZQ—IH), a=0,P(0,0,1). [ =3 (-1)"22*1]

[ () = sy a =i, P(0,0,1) . |0, (—1)" 5 (2 — i)

f(2) = g, a =0, P(0,1,00). [0, (—1)" 27

[ (2) = ;a5 @ =0, P(0,0,1). > 2"

f(2) =y, a=1,P(1,0,1). 20—+ ()" (2= 1)

f(2) = o, a = —2i, P(=2i,3,00). [, o (3) 7" (2 +2i)" "]

22+iz+27 N——00

CF(2) = s a =20, P(2i,1,00). [S0L (=) it (2 — 20)" ]

f(z) = leﬁ’ a=1, P<1707 1)' [(_D Z;:O:—l (Z - l)n]
f(Z) = Wiﬁ’ a=1, P(17 1700)‘ [Z;i—oo (Z - 1)“}

f(z) =2 a=—1, P(-1,0,2). [3(z+ D7 (D)2 (2 + 1)

flz)=20 a=—1 P(~1,2,00). [6(z+ 1)+ 3.2 (1) 27" (2 +1)"]

22442437 n=—o00

F) = 25 0= =3, P(-3,0,2). (48~ §55027 (24 3)']
F(2) = 25 0= =3, P(=3,2,00). [2(:+8) 4350 2" (- +3)"
F(2) = =g, e =0, P(0,1,2). [(—15) Xnlo 42" = 3 3002027
f(z)= % a=2,P(2,0,V5).

n+1_(2_i)n+1

(7= 2)7 iy ()" BT (o 0y

f(2) = iy a=0, P(0,1,2). [2 S (—D)t e = 9]

f(z)=2sin (%) a =0, P(0,0,00). [ -1 (—1)14; L2nl _ z]

n=—oo (1-2n)

f (Z) = 22+2§—1, a=0, P (0, 0, OO) . [ T_Li—oo —(IHZ)&(—n)!zn 4 220:0 (In2)" Zn]

n!
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Izolované singularne body.
Definition 295 Nech f(z) je analytickd funkcia v oblasti D (f (z) #0). Nech
pre bod a € D plat?

fla)= 1" (@)= f"(@) == 5 (@) =0 a ¥ () £0.

Potom hovorime, Ze bod z = a je nulovy bod k-teho rddu funkcie f(z). Ak k =1
hovorime, %e bod a je jednoduchy nulovy bod funkcie f.

Nech bod z = a je nulovy bod k-teho rddu analytickej funkcie f (z), potom
plati

co=f(a)=0,c1=f"(a)=0,...,c4_1= H 00 = f(k;!(a) £0
a Taylorov rozvoj funkcie f (z) v bode z = a mé tvar
f(z) = Ck(Z—a)k—i-CkH(Z—a)kH—i-'--: (Z—a)k[ck+ck+1(z—a)+...] =
= (z-0a)"®(2)
kde @ (a) # 0.

Example 296 Ndjdite nulové body funkcie cosz a urcte ich druh.

Solution 297 Ak pouZijeme znalosti elementdrnej funkcie kosinus - cos z, dostaneme,
Ze jej nulové body siu

zk:(2k—i—1)g, k=0,41,42, ...

PretoZe -
cos 'z|,, = — sin ((Qk + 1)§> = (-1 £o0,

teda kazdyj nulovy bod zy, je jednoduchy. [

V predchddzajiicej casti sme definovali reguldrny a singuldrny bod. Body, v
ktorych funkcia f (z) nie je analytickd, sa nazyvaji singuldrne body alebo singu-
larity funkcie f(z).

Definition 298 Nech f je analytickd funkcia v prstencovém okoli bodu a € C .
Bod a ¢ D (f). Bod a nazgvame izolovany singuldrny bod (singularita) funkcie f.

Funkciu f (2) moézme rozvinit do Laurentovho radu v bode z = a na O (a) :

o0

Z Cn(z—a)".

n=—0oo

Definition 299 Nech z = a € C je izolovany singuldrny bod funkcie f : O° (a) —
C. Potom ak

a) existuje koneénd limita lim,__., f (2), tento bod nazyvame odstranitelny sin-
guldrny bod;

b) aklim, ., f (z) = oo, potom bod z = a nazgvame pdl;

c) ak lim, ., f (z) neexistuje, bod z = a nazgvame podstatne singuldrny bod.
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Example 300 a) Funkcia f : C \ {0} — C, f(z) = ®% md odstrdnitelny
singuldrny bod z = 0, pretoze

lim = = 1.
z—0 Zz

b) Funkcia f : C \ {5i} — C, f(2) = == md pdl v

z—51

bode z = bi, pretoze
1
li = o0.
s B
¢) Funkcia f : C \ {0} — C, f(2) = e md podstatny singuldrny bod z = 0,
pretoze ak z € R plati

1 1
lim ez = oo, lim ez =0,
z—07F z—0—
teda
. 1
lim e>
z—0

neexistuje. [

Ukdzeme, ze existuje vztah medzi izolovanymi singuldrnymi bodmi funkcie f a
jej Laurentovym radom v tychto bodoch.

Theorem 301 Nech f(z) je analytickd v prstencovom okoli O° (a) bodu z = a.
Bod z = a je odstranitelny singuldrny bod funkcie f vtedy a len vtedy ak jej Lau-

rentov rad md tvar
o0

na O° (a) .

Remark 302 Ak funkciu f, ktord md v bode z = a odstranitelny singuldrny bod
dodefinujeme podla predchdadzajicej vety v tomto bode hodnotou f (a) = co, potom
dostaneme funkciu analyticki na O° (a).

Example 303 Ak definujeme funkciu f : C \ {0} — C, f(z) = % z pred-
chddzagiceho prikladu, potom ju moZno dodefinovat v bode z = 0 (odstranitelnom
singuldrnom bode), dostaneme analytickid funkciu:

Sz pre 2 £ 0
f:C—)C’f(Z):{ i ]I;Te ziO

0

Theorem 304 Nech f je analytickd funkcia definovand na nejakom prstencovom
okoli bodu z = a, O°(a). Bod z = a je pdl funkcie [ vtedy a len vtedy ak pre
Laurentov rad funkcie f v bode z = a definovany na O°(a) existuje koeficient
c_m #0,m>0 apre kazdé n >m, c_, = 0.

Definition 305 Nech f je analytickd funkcia definovand v prstencovom okoli bodu

a— O°(a) a md Laurentov rad tvaru

oo

f(R)=cmiz—a) "+ mu(z—a) "+t (z—a) " + Z o (2 —a)"

n=0

kde c_,, # 0. Bod z = a nazgvame pélom m-tého radu funkcie f.
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Example 306 Ndjdite pdly funkcie f: C \ {1} — C, f(z2) = —=

=D

Solution 307 Pretoze na P (1,0, co) Laurentov rad funkcie f bude:

z 1 1
L o sl PO I P

tak vidime, Ze bod z =1 je pdl tretieho radu. [

Theorem 308 Nech je funkcia f analytickd na prstencovom okoli bodu a, O° (a) .
Bod z = a je pol m-tého radu funkcie f vtedy a len vtedy ak

lim (z —a)™ f(z) #0.

z—a

Theorem 309 Nech z = a je nulovy bod m-tého radu funkcie g (z), t.j. g(z) =
(z—a)"®(2), ®(a) # 0 a @ je analytickd funkcia definovand na nejakom okoli
bodu a — O (a) . Potom z = a je pdl m-tého radu funkcie f = %, kde h je analytickd
funkcia definovand na O (a) a h(a) # 0.

Example 310 Ndjdite singuldrne body a urcte ich typ ak je funkcia dand predpi-
som f: C\{-1,2i} — C, f(z) L

= —202(z11)"

Solution 311 Pretoze funkcia g (z) = (z — 2i)* (z 4+ 1) md v bode z = 2i dvojnd-
sobny nulovy bod a v bode z = —1 jednoduchy nulovy bod, tak bod z = 21 je pol
druhého radu a bod z = —1 je jednoduchy pol funkcie f. [

Veta o odstranitelnom singuldrnom bode spolu s vetou o péle m-tého radu
implikujui nasledujicu vetu:

Theorem 312 Bod z = a je podstatnym singuldrnym bodom analytickej funkcie
f:0°(a) — C vtedy a len vtedy, ak hlavnd ¢ast jej Laurentovho radu na O° (a)
ma nekonecne mnoho ¢lenow.

Example 313 Uréte typ singuldrneho bodu z = 0 pre funkciu f : C \ {0} — C,
f(z)=e=.

Solution 314 Pretoze plati:

o0

:ZZ_' Yz € P (0,0, 00), (2] >0),
n'

n=0

teda hlavnd ¢ast’ Laurentovho radu md nekonecne mnoho ¢lenov, ¢o implikuje, Ze
bod z = 0 je podstatny singuldrny bod. [
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Rezidua.

Pojem rezidua je jednym z najdoélezitejsich pojmov v tedrii funkcii komplexnej
premennej s mnohymi praktickymi aplikdciami. Vieme, ze ak je funkcia f(z)
definovana v jednoducho sivislej oblasti D analytickd, potom podl'a Cauchyho

integrédlnej vety
| 1=
c

pre kazdi jednoduchi, uzavretd, po castiach hladkud krivku leziacu v oblasti D.
Ak funkcia f(z) mé izolovany singuldrny bod z = a € IntC, potom [, f (2)dz
vo vSeobecnosti nemusi byt’ rovny nule. Veta o nezdvislosti krivkového integralu z
analytickej funkcie hovori, Zze hodnota [ f (z) dz nezavisi od C.

Definition 315 Nech f : D(C C) — C je analytickd s vynimkou izolovaného
singuldrneho bodu z = a. Potom hodnotu

=IRCE

kde C je jednoduchd, po castiach hladkd uzavretd kladne orientovand krivka, takd
ze a € IntC, nazyvame reziduum funkcie f (z) v bode z = a a oznacujeme

res f(2) zm/f

Ak rozvinieme funkciu f na prstencovom okoli O° (a) do Laurentovho radu v
bode z = a, potom l'ahko vidiet’, ze

res .—qf (2 =5 / f(z

kde c_; je koeficient v Laurentovom rade funkcie f (z) pri (z —a) "

Vypocet rezidui.
Aby sme mohli rezidua pouzivat’ v praktickych aplikdcidch, musime vediet’ ako
rezidud pocitat.

Remark 316 Nech z = a je podstatny singuldrny bod funkcie f, potomres .—,f (z) =
c_1 mozme urcit’ iba z rozvoja funkcie f do Laurentovho radu v bode z = a na ne-
jakom prstencovom okoli P (a,0, R) .

1

Example 317 Ndjdite reziduum funkcie f : C\{0} — C, f(z) =€ =.
Solution 318 Bod z = 0 je podstatny singuldrny bod funkcie f. Laurentov rad
funkcie f v bode z =0 je

1 1 1 1
JE ==l 4o gt

odkial



119

Theorem 319 Nech z = a je pdl m-tého ridu funkcie f. Potom

1 ) dmfl
(m — 1)! z—a dzm~1

res .—.f (2) = [(z = a)™ f(2)].

Lemma 320 Ak je bod z = a jednoduchy pdl funkcie f, potom
res ,—.f (z) = lim [(z —a) f(2)].

Theorem 321 Nech si funkcie g, h analytické v bode z = a. Nech h(a) #
0,g9(a) =0 ag’'(a) # 0. Potom je bod z = a jednoduchy pdl funkcie f = %
a

res —.f (2) =

Example 322 Ndjdite rezidud funkcie f : C\{0,1} — C, f (z) = 2242,

T 2(z—1)2

Solution 323 Body z; = 0 a 25 = 1 s1 izolované singuldrne body funkcie f(z).
Bod z; = 0 je jednoduchy pdl a bod zo = 1 je pdl druhého ridu funkcie f, potom

res f (z) = lim

2=0 z—0 2(2—1)2
@ 3 2
d 9 242742
= lim — |[(z—1)>- —"—~| =10
()=t |- S

Example 324 Ndjdite reziduum funkcie f : C\ {(Qk +1)%, ke Z} — C, f(z) =
tgz v bode a = 7.

Solution 325 Riesenie Mdame

sin z s
2) =tgz = a cos—=0,cos’(2)|,er = —sin— = —1,
1) & cos z 2 (2)] 2 2
potom aplikdciou 7?7 dostaneme
sin =
res f (2) = res tgz = —2- = —1.00
=% 2=% —Sln§

Cauchyho veta o reziduach.

Theorem 326 Nech D C C je jednoducho sivisld oblast' a C' uzavretd, jednoduchd,
po castiach hladkd, kladne orientovand krivka takd, 2e C' C D. Nech f : D (C C) —
C je analytickd funkcia s vynimkou konetného poctu izolovanych singuldrnych
bodov. Oznactme z1, 22, . .., 2z, Singuldrne body leZiace vo vnitr: krivky C'. Potom

n

/cf (2)dz = ZWiZZr:ezsk f(z).

k=1
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Example 327 Vypocitajte

1
/ 5 dz,
cGo1P (1)
kde C: ¢ :(0,21) — C, ¢ (t) =1+ 2cost +i(1l + 2sint) je kladne orientovand.

Solution 328 C' je kruznica so stredom v bode 1 + i a s polomerom 2. Singuldrne
body z1 =1 a 25 =1 lezia v IntC, potom

res / (2) = lim, % [(z )2 - 1)21(Z2 . 1)} ~ lim {_2_2} _ 1

e/ (2) = fim, [<2_i) (2—1)2(21—1—2')(2—1')] :zhi»ni{ ; ] :i

dz = 2mi {—1 n 1] --"n

1
/(;(2—1)2(z2+1) 2 4 2

1
/ 22ezdz,
c

kde C : |z| =1 je kladne orientovand.

Example 329 Vypocitajte

Solution 330 C' je kruznica so stredom v zaciatku a s polomerom 1. Singuldrny
bod z = 0 je podstatny singuldrny bod, pricom plati

i 22 1 1
= a4 C1 == =-.
| IR

=

226

potom .
/ Perdy = 27?1'1 -0
c 6 3

Vypocet nevlastnych integrdlov pouZzitim rezidui.

Theorem 331 Nech je f: A\ {z1,22,...,2,} (C C) — C analytickd funkcia a
a) A je takd oblast’v komplexnej rovine C, 2e Ct C A, kde CT = {z € C; Im z > 0}.
b) z1,29,. .., 2, st izolované singuldrne body funkcie f také, Ze Imz, > 0, k =

1,2,...,n.
¢) Ezistuji kladné redlne ¢isla M, p, 0 tak, Ze |f (2)] < Iz\% pre kazdé z €

A, |z| > p. Potom nevlastny integrdl

/oo F(t)dt = 2mi Zzl":ezsk f(z).

k=

Example 332 Vypocitajte

00 t2
—dt
/_oo (12 + 2t + 2)?
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Solution 333 Pretoze f : C\{z1,22} — C, f(2) = m je analytickd funk-
cia s 1zolovanymi singuldrnymsi bodmsi - pélma druhého radu zy = —1+1, 29 = —1—1.
Pretoze

lim 2'*°f (2) =0, Vo > 0,

Z—00

potom existugi M, p také, Ze

M
1f(2)] < W;VZG C,lz[ >4

potom

———————dt =27i res f(z) = 7.0
—oo (1242t + 2) z=z1
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Cvicenia.
V prikladoch 1 - 14 zistite druh izolovanych singuldarnych bodov funkcie f a urcte
reziduum funkcie f v tychto bodoch:

2

L f(2) = £5. [» = -3, pdl 1. stupiia res.— 3[f (2)] = 9]

z = 2i, pol 1. stupiia res._o; [f (z)] = —Sn2tes2

2. f(2) = z2(z62+4_)' z = —2i, pol 1. stupna res,—_o; [f (2)
z =0, pdl 2. stupna res,_o [f (2)] =

] — —sm2 zcos?

o z =1, pol 3. stupnia res,—; [f (z)] = _1_“
3. f (Z) T (22413 |: 2z = —i, pél 3. stupiia res,__; [f (Z)] _ lg_é
z =1, pdl 2. stupna res,_; [f (z)] = _%
1 f(2) = 2558 | 2= —1, pol 2. stuptia res.— . [f (2)] = =3

z =0, pol 1. stupna res,—o [f (2)] =2

5 f(z) = 243 z =2, pol 2. stupna res,—s [f (2)] = 2231‘ |
) T (27420 | z = —24, pdl 1. stupiia res.,—_o; [f (2)] = —28—31

— 442%2—2zsinz

= . [ =0, pdl 3. stupna res,—q [f (2)] = —1]

__ sinz
22

. [z =10, pdl 1. stupna res,— [f (2)] = 1]

1
z+1

(2)
(2)
8. f(z) =2%sin (%) . [z =0, podstatne singuldrny bod res._o [f ()] = a_; = 0]
(2) ) . [z = —1, podstatne singuldrny bod res,—_; [f (z)] = a_1 = —1]
10. f(z) =22 [z =0, odstrénitelny singuldrny bod res._q [f ()] = 0]
11. f(2) =22 (e% — 2) i [z = 0, podstatne singularny bod res,—q [f (2)] =a_1 = l}

12. f(z) = z%cos (2£1) . [z = 0, podstatne singuldrny bod res.—o [f ()] = a_; = % sin1]

13. f(z)=tgz. [z =Z+knm k €Z, pdl 1. stupiia res.=x i [f (2)] = —1]

V prikladoch 14 - 26 pomocou Cauchyho vety o rezidudch vypocitajte inte-
graly po jednoduchych, po ¢astiach hladkych, uzavretych

orientovanych krivkdch C kde & je kladnd orientdcia, © je zdpornd orienticia
krivky C.

. o o apde kde Ci |z —1—i] =2, &. [-Z]

16. [, (3+11)3dz kde C': |z| = 2, @. [27i]

I

17. /., Z%Hdz,kde C:{z(t) = (1 +cost) +isint, t € (0,2m)}, ©. [

ir|

18. [, =%22dz, kde C: |z| = 1, &. [mi]



19.
20.
21.

22.

23.

24.

25.
26.

16.

17.

18.

19.
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Je 22exdz, kde C : |2| = Lo [Z]

Jo €22dz,kde C: |z] = 1, ©. [—2mi]
Jo 2P cos (5) dz,kde C' 1 |z — 2| = 3, @. [2mi (§; — 6)]

Josin® (1) dz,kde C': |2| = 1, ©. [2i]

Jo(z—=1)%sin (L) dz,kde C : |z| = 3, ©. [-2]
Jocos (Z5) dz,kde C: [z +i| = §, @. [~27sin]
Jotgzdzkde C : |z — Z| =3, ©. [27]

Jo (555 —cos (%)) dz,kde C : |z — 3| =1, ®. [2mi (3 + 3sin1)]
V prikladoch 27 - 30 vypocitajte nevlastné integraly

Vypocitajte nevlastny integral f —t—=dz, a > 0. [%]

2+ 2)
Vypocitajte nevlastny integral [ - 2+ e dz, a > 0. [8—”}
Vypocitajte nevlastny integral fo mdm [g}

Qda: a> 0. [ﬁ“]

Vypocitajte nevlastny integral [ = 164

+
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Obycajné diferencidlne rovnice druhého radu.

Modelovanie v mechanickych a elektrickych systémoch

Modelovanie v mechanickych a elektrickych systémoch, ktoré vedie na ODR 2. radu.
Mechanické systémy, elektrické systémy a systémy riadenia mozu mat’ oscilatorické
chovanie, t.j. po zaciatotnom impulze pomaly klesaji ku nule. Proces, ktory pro-
dukuje slabnutie je disipativny a odcerpava energiu zo systému, sa nazyva tlmenie.

Prototypom rovnice, ktory popisuje tento jav, je nasledujici iikaz z mechaniky:
hmotnost’ M umiestnend na horizontélnej ploche (podlozke) je pritahovand strunou
zanedbatel'nej hodnosti ku pevnému bodu. Systém hmota - struna za¢ne oscilovat’
okolo ur¢itého bodu, ked’ hmotnost’ vychylime z jej rovnovazneho stavu a potom
pustime.

Ak t je ¢as, potom zrychlenie hmoty je 3273’, preto sila pohybu hmoty je M ‘2272”3.
Sily posobiace proti pohybu s sily struny timerné posunu x z rovnovéazneho stavu
a sily trenia, ktoré si imerné rychlosti ‘fl—f hmotnosti M. Ak je konstanta imernosti
struny p a konstanta trenia k, potom dve proti sebe pdsobiace sily su: k‘fl—f - sila
trenia a px sila struny.

dx dx
M = kS -
a2 a7t
alebo )
d°x dx k p

Ak na strunu posobi este vonkajsia sila M f (¢) , potom rovnica prejde na tvar

d*r  dx

— +a— +bxr=f(1). 2

o as b= £ (1) ()
Podobna rovnica ako rovnica (1) riadi oscildciu ndboja ¢ v R — L — C elektrickom
okruhu.

Otvoreny okruh a) s platiiami kondenzatora C' nesu zaciatotny ndboj @ a
—(@, zatial' ¢o v okruhu s uzavretym spinacom S tento sposobi, ze prud 7 pretekd
okruhom vd’aka ndboju ¢ v ¢ase t. Odpovedajice ibytky napitia v smere sipky
cez odpor R, indukciu L a kapacitu C' st:

dqg _di q
V=1R, kde 1=—,L— a —.
dt’ dt C
Aplikdciou Kirchhoffovho zdkona, ktory hovori, ze suma 1ibytkov napétia v okruhu
je nula, dostdvame: L% + Ri + & = 0. Elimindciou 4 a pouzitim vztahu i = Z—?
dostaneme homogénnu diferencidlnu rovnicu druhého radu pre ¢ :

d*q dg
LO—L L ig=0.
C’dt2+RCdt—|—q 0

To je rovnica tvaru (1).
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Linedrne ODR druhého radu s konstantnymi koeficientami homogénne
Linedrne obycajné diferencidlne rovnice druhého rdadu s konstantnymi koeficientami
druhého radu homogénne.

Podobné rovnice, ako sme odvodili v predchadzajicej casti pre pohyb systému
hmotnost’ - struna, na ktori posobi trenie, alebo zmena ndaboja v elektrickom R-
L-C okruhu. Rovica tohto typu popisuje tiez kyvadlovy pohyb zdvazia zavesenom
na zeriave, ktoré je uvedené do pohybu, ked’ sa zeriav pootoc¢i do novej pozicie a
ihned’ zastane. Pohyb zavazia sa d4 modelovat’ tak, ako je zndzornené na obrazku,
kde [ je dizka lana zeriavu, m je hmotnost’ zdvazia, F' je vyslednd sila odporu vz-
duchu posobiaca proti pohybu zévazia a © je uhlova odchylka kdabla od rovnovaznej
polohy. Uhlovy moment zdvazia okolo priamky spédjajicej bod upevnenia kdbla O
so zavazim kolmej na rovinu pohybu je mi? (d@) teda miera zmeny uhlového mo-

mentu okolo O je ml? < . Momenty posobia tak, ze zdvazie je v rovnoviaznej

dt?
polohe udrziavané silou odporu vzduchu F' posobiacou proti pohybu zdvazia a kri-
tiacim momentom gravita¢nej sily mg okolo bodu O. Ak je odpor vzduchu imerny
rychlosti pohybu zdvazia a konstanta timernosti je 4 potom sila trenia je F=ul
(Cil?) teda restoring moment vynalozeny silou F' okolo O je IF = ul 2 ( ) Kri-
tiaci moment vynalozeny gravita¢nou silou mg okolo O je mglsin ©, teda zmena
miery uhlovych momentov sa rovnd sic¢tu obnovujiicich momentov a tak dostdvame

pohybovi rovnicu:

d*© ,dO
gz = —pul o mgl sin ©.

Ak je uhol kyvu (pohybu) maly, potom hodnotu sin © aproximujeme hodnotou ©
a pohybova rovnica sa zjednoduSuje na tvar:

mi?——

Je vidiet, ze linedrne diferencidlne rovnice maju siroké uplatnenie v problémoch
z praxe. Budeme analyzovat’ ich vlastnosti.

Skimame homogénnu linedrnu obycajni diferencidlnu rovnicu druhého réadu s
kongtantnymi koeficientami

d*y dy
A— 4+ By = 1
Tz tAT + By =0. ((1))

Lineiarna superpozicia rieSeni, linedrna zavislost’ a nezavislost’ rieseni.

Nech y; (x) ay2 (z) si dve rozne riesenia rovnice (1), potom ich linedrna kombindcia
y () = cry1 () + coy2 () , kde ¢1, ¢ € R st I'ubovolné konstanty, je tiez riesenim
rovnice (1).

d*y dy d2 [c1y1 + cayo] d ey + coyo)
— + A=+ By A B —
T TAT T + T + B [c1yh + c2y0]
d*y dy, d?y, dys
= C1 W—FA%—FByl —I-CQ d2+Ad +By2 =0

Teda pre ODR typu (1) plati princip linedrnej superpozicie.
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Definition 334 Funkcie y;1 (z) a yo (x) su linedrne nezdvislé na intervale {a,b),
ak pre kazdé x € (a,b) rovnost

a1t (2) + ey () =0

platt iba v pripade ¢ = ¢y = 0. Ak funkcie y; (z) a y2 (x) nie su linedrne nezdvislé,
nazyvame ich linedrne zdvislé.

Example 335 Zistite, ¢i su funkcie linedrne nezdvislé, alebo linedrne zdvislé na
svojom definicnom obore:

a) e® ae*

a) Inz? alna?

a) sinh 2z a sinh z cosh x.

Solution 336 a) Podiel eei; = e # const, teda funkcie su linedrne nezdvislé.

. 3 . s o7 < I .
b) Podiel 2% = 32 — 3 tedq funkcie si linedrne zdvislé a plati Ina® =
Inx 2Inzx 27

%ln 22, Yz > 0.
¢) PretoZze sinh 2z = 2sinh x cosh x, Vo € R, si funkcie linedrne zdvislé. [

Ak st funkcie y; (x), yo (z) diferencovatelné, potom urcovat’ linedrnu nezévis-
lost’ tychto funkcif mézeme aj inym sposobom. Podl’a definicie linedrnej nezédvislosti
dvoch funkcif rovnost’

c1y1 (z) + oy (x) = 0 pre kazdé z € (a,b)
plati iba v pripade ¢; = ¢, = 0. Diferencujme tiito rovnicu a dostaneme rovnost’
c1yy () + coyh (£) =0 pre kazdé z= € (a,b).

Potom homogénny systém rovnic ma iba trividlne riesenie ak determinant W rovny
W= @ )|,
y1 (2) ys (2)
Determinant W nazyvame Wronského determinat, alebo wronskidn podla pol'ského

matematika Jozefa Maria Wronského (1778-1853), ktory prvy zaviedol tito pod-
mienku.

Definition 337 Ak y; (x) a y2 (x) su linedrne nezdvislé riesenia rovnice (1), a ¢
a cg su lubovolné konstanty, potom funkciu y (z) = c1y; (x) + cayo () nazgvame
vSeobecnym rieSenim rovnice (1).

Example 338 Ukdzme, Ze obycajna diferencidlna rovnica iy +4y = 0 ma linedrne
nezavislé riesenia y; (v) = cos2x, ys (z) = sin2x. Ndjdime jej vieobecné rieSenie.

Solution 339 Dosadenim do rovnice dostaneme: y{+4y, = —4 cos2x+4 cos2x =
0 ayy+4ys = —4sin2x +4sin2zx = 0. Teda y; (x) = cos2x a a Yy (x) = sin 2z su
riesenia rovnice. RieSenia su linedrne nezdvislé

| cos2x sin2r | 2 . 9 -
W = 9¢in2r 2 cos o —2[005 2x + sin Zx] =2+#0
Riesenia si teda linedrne nezdvislé. Potom y (x) = ¢1 cos 2x+cy sin 2x je vieobecné

rieSenie diferencidlnej rovnice y" + 4y = 0. O
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3 3 . 2
Vseobecné riesenie rovnice 37% + Ag—g + By = 0.

Je zrejmé, ze trividlne riesenie y () = 0 je riesenim diferencidlnej rovnice (1).
Teraz najdeme netrividlne vseobecné riesenie rovnice (1). Riesenie hl'adajme v
tvare:

y (@) = ce, ((2))

kde ¢ a A si konstanty. Dosad'me (2) do rovnice (1) a dostaneme rovnicu:
¢ (N + AN+ B) &M = 0.

Pretoze hl'addme netrividlne riesenie uvedenej rovnice, musi platit’ ¢ # 0, pretoze
e £ 0, dostaneme:

N+ AN+ B =0. ((3))

Definition 340 Rowvnicu (3) nazgvame charakteristickou rovnicou diferencidlnej
rovnice (1).

Kvadraticka rovnica (3) mé tieto tri moznosti riesent:

I Dva reédlne rozne korene. V tomto pripade je diskriminant kvadratickej
rovnice (3) A% —4B > 0 a jej rieSenfm su dva rozne redlne korene

_—A+VAIB | -A-VF 1B _
- 2 y N2 — 2 .

At

Pretoze \; # )\, tak eM? a 2% s linedrne nezdvislé riegenia diferencidlnej rovnice
6A1$

(1) (Platf: S5z = e172)7 o const. ) Potom

y (7) = c1eM” + cpe™,

kde ¢;, ¢2 sd I'ubovolné redlne konstanty, je vSeobecné riesenie rovnice (1).

II Dva komplexne zdruzené korene. V tomto pripade je diskriminant
kvadratickej rovnice (3) A? —4B < 0 a jej rieenim st dva komplexne zdruzené

korene
B —A++VA%2 - 4B N = —A—+A2 - 4B cC
- 2 y N2 — 2 .

Aj v tomto pripade su rieSenia linedrne nezdvislé. Pretoze hladané vseobecné
rieSenie by malo byt redlne, dosiahneme to tak, ze konStanty c; a co volime tiez

A

komplexne zdruzené. Ak teda \y = a+ i a Ay = a — i, kde a = —é, g =
@7 tak zodpovedajice linedrne nezévislé riesenia diferencidlnej rovnice (1) su

y1 (z) = e* cos fx, Yo (z) = e** sin Sz. Potom
y (z) = e [c1 cos Sz + cosin B .

kde ¢, co si Iubovolné redlne konstanty, je vSeobecné riesenie rovnice (1).
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IIT Dva rovnaké redlne korene. V tomto pripade je diskriminant kvadrat-
ickej rovnice (3) A% — 4B =0 a jej riegenim je
A
19:)\1:>\2:—§€R.
V tomto pripade sme vypocitali iba jedno exponencidlne riesenie y; (r) = et*.
Ak polozime yo (x) = ze** a dosadime do rovnice (1), dostaneme, ze aj ys () je
riesenim. Potom y; () a ys (x) s nezavislé riesenia diferencidlnej rovnice (1) a jej
vSeobecné riesenie m4 tvar:

y(z) = (c1 + cox) ",

Definition 341 Linedrne nezdvislé rieSeniayy (), yo () sa nazyvaji biza priestoru
riesent rovnice (1).

Dosial’ sme dostali vseobecné riesenie diferencidlnej rovnice (1). Teraz pre
diferencidlnu rovnicu (1) sformulujeme vhodné zac¢iatoéné podmienky. Pretoze (1)
je linedrna diferencidlna rovnica druhého radu, si v nej vo vzdjomnom vztahu
y(z),y (z) a y"(z),teda vhodnou za¢iatotnou podmienkou bude specifikdcia
y (z) a ¢ (z) v niektorom bode = = a. Potom hodnota y” (a) nebude I'ubovol'n4, ale
ju dostaneme z diferencidlnej rovnice (1) pouzitim hodnét y (a) a 3’ (a). Riesenie
rovnice (1), ktoré spiﬁa zaciatocné podmienky, dostaneme z vSeobecného rieSenia
y () = c1yp (x) + ey (x) , ked vyriesime systém nasledujiicich rovnic (t.j. ndjdeme
konstanty ¢y, ¢o.):

Zaciatotnd podmienka pre y (z) :

y(a) = ey (a) + a2 (a),
Zaciatotnd podmienka pre 3 () :
y' (a) = c1yy (a) + cayy (a) .

Systém ma4 riesenie ak je determinant

Overenie pre v8etky tri predchdadzajice pripady ponechdvame na c¢itatel’a.

Zaciatoc¢na tloha.

Definition 342 Diferencidlnu rovnicu 32732/ + A% + By = 0, so zaciatotnymi pod-
mienkami y (a) = yo, ¥ (a) = y1, kde yo, 11 € R nazjvame zaciatoénd uloha (ZU)
pre rovnicu (1).

Example 343 Vypocitajme riesenie ZU 3" +y' — 2y =0, y (0) = 1, ¢/ (0) = 2.
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Solution 344 Charakteristickd rovnica je NAA—2=0= )\ = 1, Ay = —2.
Je to pripad I, teda vieobecné riesenie ZU je dané: y(x) = c1€” + coe™**. PouZitim
zaciatocnyjch podmienok dostaneme siustavu:

c, + Co =1
T — 262 = 27
ktorej riesenim je ¢, = 2, ¢y = —L, teda riesenie ZU je y (x) = 2e* — le=2*.0
) J 1 3y 02 39 Jey 3 3 :

Example 345 Vypocitajme riesenie ZU 3" + 2y + 4y =0, y (0) = 2, ¢/ (0) = 1.

Solution 346 Charakteristickd rovnica je A +2\+4 = 0 = A\ = —1 +
iV3, Ay = —1 — iv/3. Je to pripad I, teda vseobecné riesenie ZU je dané: y () =
cre % cos 3z + cee % sin/3z. Pouitim zaciatocnyjch podmienok dostaneme sis-
tavu:

C1 = 2

—c + \/§C2 = 1’

ktorej riesenim je ¢, = 2, ¢ = /3, teda riesenie ZU je y(x) = 2e " cosv/3z +

V3e tsiny/3r =e* [2 cos v/3x + v/3sin \/§x} .0
Example 347 Vypocitajme riesenie ZU 3" + 4y + 4y =0, y (0) = 3, v/ (0) = 1.

Solution 348 Charakteristickd rovnica je NAdA+4=0= A\ = \y = —2.
Je to pripad III, teda vieobecné riesenie ZU je dané: y(x) = cre?® + cywe 2.
Pouzitim zaciatocnijch podmienok dostaneme siustavu:

C1 = 3
—261 + Cy = ]_7

ktorej riesenim je ¢, = 3, ¢y = 7, teda riesenie ZU je y (x) = 3e~2* + Twe 2*.00

Theorem 349 (O ezistencii a jednoznacnosti rieSeni homogénnej rovnice druhého
radu s konstantnymi koeficientami) Nech diferencidlna rovnica (1) md dve linedrne
nezavislé riesenia vy, (x) a yo (x). Potom pre kadé x = a a ¢isla yo a y; existuje
jediné riesenie rovnice (1), ktoré spliva zaciatotné podmienky y(a) = yo, v (a) =
Yi1-

Dokaz: Existenciu sme ukazali pri analyze pripadov I, II, IIT a jednoznac¢nost’
ponechdvame na ¢itatel'a. (Overit ze A # 0 v kazdom z pripadov I, 1T, IIL.).H

Okrajova tloha (dvojbodovy problém).

Iny typ problémov stvisiacich s oby¢ajnymi diferencidlnymi rovnicami druhého
radu sa vyskytuje v pripade, ked’ pozadujeme, aby riesenie diferencidlnej rovnice
druhého rédu splialo podmienky v dvoch réznych bodoch z = a a y = b namiesto
toho, aby sme pozadovali splnenie dvoch zaciato¢nych podmienok. Problémy tohto
typu sa nazyvaji dvojbodové okrajové tlohy (OU), pretoze body a a b chépeme
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ako hranice, medzi ktorymi hl'addme riesenie, ktoré musi spiflat dané okrajové pod-
mienky. Typicky dvojbodovy problém je iiloha najst’ riesenie diferencidlnej rovnice

y'+ Ay + By=0prea <z <b, ((5))
ktoré splia okrajové podmieny v bodoch

r=a:ay(a)+ By (a) = p,
x=>b:yy(b)+ 9y (b) =R, ((6))

kde a, 3, v, 6, i, £ si dané konstanty.

Example 350 Riesme dvojbodovi okrajovi dlohu 3"+ 2y + 17y = 0 s okrajovymi
podmienkami y (0) =1,y (3) = 0.

Solution 351 Charakteristickd rovnica je N +2\+ 17 = 0 = A\, = —1 +
4i, Ay = —1—4i. Teda vseobecné riesenie OU je: y (x) = cre”® cosdx+coe " sindz.
Pouzitim okrajovej podmienky y (0) =1 dostaneme ¢y = 1, z okrajovej podmienky
Y (%) = 0 dostaneme —e™ 1 +4dcye™i = 0 tj. ¢y = i. Teda riesenie OU je

y(z) = e (cosda + Lsindz) pre 0 <z < 2.0

Linedrne ODR druhého rddu s konstantnymi koeficientami nehomogénne
Nehomogénne linearne obycajné diferencidlne rovnice druhého radu s konstantnymi
koeficientami.

Nehomogénna linedrna diferencidlna rovnica druhého radu s konstantnymi koefi-
cientami je rovnica:

2
a0 Y gy = £ (1), (™)
kde ¢ povazujeme za Cas a funkcia f () je vonkajsi vstup systému. Je to naj-
jednoduchsi matematicky model schopny reprezentovat’ oscilatorické chovanie fyzikdl-
nych systémov.

V predchéddzajiicej ¢asti sme ukdzali, ze jeden typ takychto rovnic nastava, ked’
popisujeme pohyb sustavy hmotnost’ - struna, v ktorej sa hmotnost’ pohybuje po
nerovnom horizontdlnom povrchu, ked’ proti pohybu hmotnosti pésobf sila trenia,
ktord je imernd rychlosti pohybujicej sa hmotnosti. Trenie rozptyl'uje energiu, ¢o
sposobuje zénik pohybu ku nule s rastom casu, aj ked’ v systéme posobi externy
zdroj energie v tvare silovej funkcie, ktora je v (7) reprezentovand vyrazom f (t).
Rozptylovanie energie pésobenim trenia alebo podobného javu sa nazyva tlmenie.
V druhom priklade R-L-C okruhu kde ndboj ¢ na kondenzatore splna homogénnu
rovnicu (7), kde ag = LC, a; = RC a az = 1, tlmenie sposobuje disipativny
¢len a; = RC. Iny model, ktory je popisany rovnicou (7), sa realizuje v pripade,
ked’ cylindricki hmotnost’ s momentom zotrvacnosti [ skricame okolo jej osi s
odporom voci torzii, ktory je imerny uhlu natocenia © a tlmenie, imerné s uhlovou
rychlostou % okolo hriadela. Rovnica popisujica torzné oscildcie O (t) ako funkciu
Casu je

d*e doe

I—— + = —
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kde k a p si konstanty a f (¢) je silova funkcia.

Mnoho inych fyzikdlnych situdcii mozno reprezentovat’ rovnicou podobnou so
(7). Predokladsame, ze ag # 0 a rovnicu (7) preformulujeme do nasledujiceho
tvaru:

d? d
S ta fay = f (@), ((®))

Riesit’ nehomogénnu linedrnu diferencidlnu rovnicu druhého radu s konstant-
nymi koeficientami (8) znamend ndjst’ partikuldrne riesenie y, () nehomogénnej
rovnice (8) t.j.

Py (x) | dyp (2)

dx? T dz
a vSeobecné riesenie y;, (r) homogénnej diferenciélnej rovnice (8),
Py (x) | dyn(2)

da? t o dx

Partikuldrne riesenie y;, () neobsahuje ziadne neurcité konstanty. Vseobecné
riesenie nehomogénnej linedrnej diferencidlnej rovnice druhého radu (8) je potom
ich sictom: y (z) = yp, (x) + yp ().

+agy, (v) = f(2),

+ asyy () = 0.

T 0 W gy = T () A D 2y 2]y, () 1y () =
= T o B0y gy, )+ T 4 ) o ) = f @),

Ako néjst’ vseobecné riesenie homogénnej linedrnej diferenciglnej rovnice druhého
radu sme vysvetlili v predchddzajiicej kapitole. Tak mame:

yn (z) = cryr () + oy () -

Zameriame sa na vypocet partikuldarneho riesenia nehomogénnej linedrnej difer-
encidlnej rovnice druhého radu. Na jej rieSenie pouzijeme metddu varidcie konstént.
Najskor ndjdeme dve linedrne nezévislé riesenia homogénnej rovnice. Potom par-
tikuldrne riesenie nehomogénnej rovnice budeme hl'adat'v tvare y, () = uy () y1 (z)+
us () yo (z), kde uy () a ug(x) si nezndme funkcie, ktoré musime vypocitat.
Potrebujeme dve rovnice, aby sme nasli nezndme funkcie u; () a us (z) . Najskor
nijdeme prvi rovnicu. Zderivujeme funkciu y;, () :

Yp (@) = w1 (2) gy () + vz () y5 (x) + vy (2) Y1 () + uh () 12 (2) .-
Budeme pozadovat’, aby
ui (2) y1 (2) + uy (2) y2 (x) = 0,

potom
Yp (x) = w1 () 1y () + uz (2) 3 ().
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!/

Zderivujeme funkciu y, () este raz: y; (z) = uy (z) vy (v)+uz (z) vy (v)+u) (z) vy (2)+
ub () ¥ (z) a dosadime do rovnice (8). Dostaneme:

ur () 9y () +uz (2) vy (2)+uy (2) vy (2)4us () v (2)Far (un (2) 9 (@) + v () v (7)) +
+ag (ur () y1 () + g (2) 2 (2)) = f(2),

rovnicu preformulujeme do tvaru:

ur (z) [yi' (2) + aryy (2) + agyn (2)] + ua (7) [y5 () + any (2) + asya (2)]+

- > >4
g g

=0 =0

+uy (2) yy (z) +us (z) yh () = f (x),

Pretoze y; (x), yo () si rieSenia homogénnej tlohy, dostaneme druhi rovnicu:

uy (#) yy (x) + g (2) v () = £ (7).

Tak hl'addme riesenie ststavy:

@ 9@ | e
W)= | %0 0 | 00— () £ 0
Potom
t wy o @@ L n @)W
: Wit YT W
odkial

Potom dostaneme

R e A e )

Example 352 Ndjdite vieobecné riesenie obycajnej diferencidlnej rovnice 1" +

2y +y =ze .
Solution 353 Charakteristickd rovnica je N +2X+1 =0 = A\ = \y = —1,
teda vSeobecné riesenie homogénnej rovnice je dané: yp(xr) = cre® + cowe ",
Bdza rieseni homogénnej ilohy (dve linedrne nezdvislé riesenia) su: 1y (xr) =
e~ ", yo (x) = we~®. Potom wronskidn je dany vztahom:

W(l‘) — ’ hn (.CI?) Y2 (37) 2m.

=e (e —ze ) +e FreF =e"
% (1) () ‘ ( )

Dosadenim do vztahu (9) dostaneme:

@) = <o) [P o) [P 0
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1
—e_w/x2dx + xe‘m/xdx = gx?’e_“’.

Potom hladané vseobecné riesenie danej diferencidlnej rovnice bude: yp (x) =
Cre™™ + Coze™ 4 zade .0
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Cvicenia.
1. Zistite, ¢i su nasledujice dvojice funkcif linedrne nezavislé, alebo linedrne
zavislé:
(a) sinh®z, cosh®z, pre kazdé = € R,
(b) cosz, sinz, pre kazdé r € R,
(c) 1+, 1+x pre kazdé x € R,
(d) e * pre kazdé x € R,
(e) sinz, tgz, v € (—F,%),
(f) sinz, [sinz|, x € (m,27),
(g) z|x|, 22, x> 0.

2. Vypocitajte vseobecné riesenie diferencidlnej rovnice:

(a) ¥ +3y —4y=0. [y(z) = Cie” + Cre™ "]
(b) ¥" =2y +2y=0. [y(z) =e"(Cicosx + Cysinx)]
(c) v"+6y +9y=0. [y(z)=Cre > + Come 3|

3. Vyrieste zaciato¢né tlohy:

Y Se 2 — 437
[y () = e (3cosx + 4sinz) |

_ 6, —x 1 4z7 .
=€ +5€ }

S
I

(a) y" + 5y +6y =0,y (0) =1,
(b) ¥ +2y +2y=0,y(0)=3,y(0) =
(C) y” - Sy/ _4y = 07 ’y(O) - _]-7 Y

—
@)

=
[\

—

<

—~~
8

~
I

4. Vypocitajte vseobecné riesenie diferencidlnej rovnice:

(a) " +2) — 3y =4+ x+ 4™
(0) = Crer 1 Cae b+ 400 3
(b) y' + 4y +4y =2 —sin 3.
[y( ) = Ce™2 + Chwe 2 4 22 169 cos3r + 2 169 sin3x + = ]
(c) " + 2y — 8y = 3z cos 4.
[y( ) = C1e2® 4 Che™4 4 2o 200 cosdxr + =L 1600 sindx — %x cos4xr + —x sin 4x }

5. Vyrieste zaciato¢né ilohy:

(a) y"+ 2y + 5y = 2sinz, y(0) =1, ¢’ (0) = 0.
5
i 5
(b) 4"+ 2y +y =sinz, y(0) =1,y (0) —0
Vieobecné riesenie D.R. : y (z) = Cie™™ — 5 cosx + Coxe™™
Riegenie ZU: y (z) = 37 + 3ze™ — Lcosz }

(c) y' + 3y +2y =sin3x, y(0) =0,y (0) =1.

gonie 717 _ 3w 3,2 1 9
Riesenie ZU: y (z) = 57" + 53¢ T35 SiN 3T — 135 08 3T

Riesenie ZU: y (z) = Zsinz — fcosx + 2 (cos2z)e ™ + 2 (sin2z)e

[ Vgeobecné riesenie D.R. : y () = Zsinz — £ cosz + C (cos 2z) e + Cy (sin 22)

—x

[ Vgeobecné riesenie D.R. : y () = Cre™ — 155 sin 3z — 135 cos 3z + Coe ™" ]

e ]
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