Prednaska z M3E - Calculus
Komplexna premenna.

L Marko
FEI STU

1 Komplexné c¢isla a funkcie komplexnej premen-
nej.
1.1 Definicia komplexného ¢isla. Komplexné cisla
a algebraické operacie s nimi.
V mnozine redlnych ¢isel R neexistuje ¢islo, ktoré by bolo riesenim

rovnice
7 +1=0. (1))

Aby sme odstrénili tento defekt v systéme realnych ¢isel zavedieme novy
¢iselny systém.
Definition 1 Symbolom C oznatime mnoZinu {z =z + 1y : x,y € R}
s nasledujicimi operdciami:

1. s¢itanie: 21 + 29 = (v1 + 22) +i(y1 + Y2),

2. nésobenie: 2129 = (X122 — Y1y2) + i (T1y2 + T2y1), pre z; =z +
11, 22 = Tg +1y2 € C.

Cisla tvaru
z =z +1y,

kde x, y € R sa nazyvaji komplexné ¢isla. Takyto tvar komplexnych
¢isel sa nazyva algebricky alebo kartézsky tvar komplexného ¢isla z.
Symbol, ktory oznac¢ime i nazyvame imagindrna jednotka. Toto kom-
plexné &islo 4 = 0 4 1i spliia zdkladné zékony algebry: asociativny, ko-
mutativny a distributivny zdkon a okrem toho rovnost’

P2 = —1.



Potom rovnica (1) ma v C dva korene i a —i.
Nésobenie komplexnych ¢isel v algebrickom tvare je definované ako

nésobenie polynémov s pouzitim rovnosti 2 = —1, (i = —i, ' =1, i® =4, ....

Terminoldgia: redlne ¢islo x sa nazyva redlna ¢ast’ komplexného ¢isla
z, redlne ¢islo y imagindrna ¢ast’ komplexného ¢isla z, ¢o budeme oznaco-
vat z = Rez, y = Imz. Ak y = 0 ¢islo z nazyvame rydzo redlne ¢islo,
ak x = 0 ¢fslo z nazyvame rydzo imagindrne ¢islo. Geometricky kom-
plexné ¢islo z = x + iy odpovedd bodu so stradnicami (x, y) v rovine
Ozxy alebo vektoru r = (z, y),kde rydzo redlne &isla lezia na osi oy,
ktord nazyvame redlna os a rydzo imagindrne ¢isla lezia na osi o,, ktord

nazyvame imagindrna os.

Dve komplexné ¢isla x + 1y a x — iy s rovnakymi redlnymi castami a
opacnymi imagindrnymi ¢astami sa nazyvajui komplexne zdruzené cisla.
Komplexne zdruzené ¢islo k ¢islu 2 = x + iy budeme oznacovat’ z =
x — 1y a v rovine Oxy su to ¢isla symetrické podl'a redlnej osi a plati
z-Z = (x +iy)(x — 1y) = 2* 4+ y*. Pravidla konjugovania:

Mnozinu vsetkych komplexnych ¢isel oznacime C a mnozinu vSetkych
bodov (x, y) v rovine Ozy, ktoré odpovedaji komplexnym ¢islam x + iy
nazyvame komplexnd rovina. Existuje jednoznacéné priradenie medzi C
a mnozinou vsetkych komplexnych bodov v komplexnej rovine a odteraz
nebudeme rozlisovat’ medzi tymito mnozinami.

Poloha komplexného ¢isla z = x+1y sa dé urcit’ aj pouzitim poldrnych
suradnic 7, ¢. Kladné reélne ¢islo r rovné vzdialenosti bodu (z, y) odpoveda-
juceho bodu z = x + iy od stredu sturadnicového systému nazyvame
modul alebo absolitna hodnota komplexného ¢isla 2 a definujeme:

|+ C—(0,00), 1=z = Va2 + 2

tak mdme |z|=|z-Z|2 = [7] = |2|, |21 + 22| < |21] + |20] .

Uhol medzi kladnym smerom reélnej osi a vektorom (x, y) nazyvame
argument komplexného ¢isla z = x+iy. (Pouziva sa aj ndzov amplitida).

p = Arg z.

Modul komplexného ¢isla z je definovany jednoznacne, ale pre argument
mame
Arg z = {argz + 2km, k=0, £1, £2, ...},

¢o chiapeme tak, ze pre dané komplexné ¢islo z € C vieme ngjst’
nekonecne mnoho hodnot jeho argumentu, preto zavddzame funkciu

arg : C\ {0} — (=7, 7), ((2))
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ktort nazyvame hlavnou hodnotou (alebo hlavnou vetvou) argumentu
z.

Pripomenme si, ze za predpokladu (2) ma hlavna hodnota argumentu
arg z nespojitost’ na zapornej casti redlnej osi:

a) ak sa bod z ,blizi“ ku bodu na zdpornej casti redlnej osi ,zhora*
potom arg z sa ,,blizi* k hodnote 7,

b) ak sa bod z ,blizi“ ku bodu na zdpornej ¢asti redlnej osi ,zdola “
potom arg z sa ,,blizi“ k hodnote —.

Pre komplexné ¢isla z = 0 a z = oo (ktoré zavedieme neskor) Arg z
nie je definovand.

Remark 2 Niektori autori zavddzaju funkciu hlavnd hodnota argumentu
z takto: arg: C\ {0} — (0,27).

Ak z je rydzo redlne kladné cislo, potom arg z = 0. Ak z je rydzo
redlne zdporné ¢islo, potom arg z = w. Ak z je rydzo imagindrne &islo
s kladnou imagindrnou ¢astou, potom argz = §.Ak z je rydzo imag-
indrne ¢islo so zdpornou imagindrnou castou, potom arg z = —7. Lahko
nahliadneme, ze

T =7rCcosp, y=rsingp, tngy ak = # 0, Cotg<,0:E ak y # 0.
Zz Y
((3))

Example 3 Ndjdime vztahy pre vijpocet hlavnej hodnoty argumentu arg z.

Solution 4 Dostdvame

arctg (%) pre x>0
arg z = arctg(y) +7 pre x<0,y>0
arctg()—w pre x <0, y<O0

828 |

ak predpokladdme, ze —m < argz <7 a —% < arctg (y) <7

z
Lahko vidiet’, ze
|z| = |zZ| a argz= —argz.

Ak predpokladdme, ze ¢ = arg z, mozme definovat’ trigonometricky (go-
niometricky) tvar komplexného ¢isla z

z=z+iy=r(cosp+isiny).

Example 5 Ndjdime trigonometricky tvar komplexného ¢isla z = 1 —1.



Solution 6 PouZitim vztahov (2) a (8) mdme

-1
A=V +(-12=V2 a tgp=—=-1,
t.j.
argz:—g a zzl—izﬁ[(:os(—%)—i—z’sin(—%)] 0

Example 7 Ndjdime trigonometricky tvar nasledugjicich komplexnijch
cisel: 21 =2, 2o = =3, 23 = 31, 24 = —21.

Solution 8 Priamo mozeme pisat:

|z1] =2, argz; =0, tak 2z =2 =2(cos0+isin0),

|zo| = 3, argze = m, tak zp=—3 =3 (cosm+isinm),
|Z3| =3, argz;),:g, tak 23:3i=3(COS (g) + 7 sin (g)) ,
24| = 2, arg zy = —g, tak z4 = —21=2 (cos (—g) + ¢ sin (—%)) .d

Pouzitim Eulerovej formuly (ktorti dokdzeme neskor)
e = cosp +ising
mozeme definovat’ exponencidlny tvar komplexného ¢isla z
z=|z| €.

Example 9 Ndjdime exponencidlny tvar komplexnijch ¢isel z predchddza-
Jucich prikladov.

Solution 10 Mdme
z=1—-1i= \/5671%, zZ1 = 2€i0, 29 = —3 = 3eiwa
2= 3i =365, 2 = —2i =250

Je jasné, ze v mnozine komplexnych ¢isel nemozno zaviest’ uspori-
adanie ale je mozné porovnavat’ moduly komplexnych ¢isel. Napriklad
10| > |i| alebo |24 3i| < |6 + 5.

Ak 2, a 2 st dané v trigonometrickom a v exponencidlnom tvare
21 =711 (cospy +ising;) =rie¥ a zp =1y (cospy + isinpy) = ree'?2,
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potom méme
2 = 2129 = 11 (COS oy + isin ;) ra (COS py + i sin py) = 1179 (cos (v + py) +isin (@, + ¥s))

2 = 2129 = 1€P1rye¥2 = pryetlP11%2)
¢o implikuje
2] = |z122| = [21] |22]
Arg z = Arg(z122) = Arg 21 + Arg 2.
Pretoze —m < arg z < 7 pre hlavné hodnoty dostaneme
arg z1 + arg z» pre argz +argz € (—m, m)

arg(z129) = ¢ argz; +argz, — 2w pre argz; +argzg >
arg z; + arg 2o + 2w  pre arg z; + arg zg < —m

Delenie dvoch komplexnych ¢isel z; = 1 +1y; a 20 = x5 + iys # 0
definujeme

21 A1Z2  Z1Z2 (z1 4+ iy1) (w2 —iy2) (2122 + y13p) + i(T2y1 — T13)

z = = = = = .
— 2 2 2 2 2
Zy  ZZa |z Ty + Y3 Tyt Ys
Pouzitim p
1
—Z29 =21
zZ2
dostaneme
21 . ‘21‘
Z9 |2’2‘

a pre trigonometricky a exponencidlny tvar:

21 ri(cosgy +ising;) g

22 - 79 (COS g + i 8in ©s) - r_2 (cos(ipy — ¢y) +isin(py — ¥y))

21 7“16“01 T

ei(@l—ﬁ%) .

29 ToeW2 Ty

Arg <é> = Arg 21 \ Arg 2.
22

Pre hlavné hodnoty argumentu platia podobné pravidld ako pre ndasobe-
nie a Citatel’ si ich iste odvodi aj sam.

Geometricky vyznam

1. sc¢itanie: z,a € C, potom 2z+a reprezentuje posun bodu z o vektor
a?



2. ndsobenia: za = |z| (cos + isin ) |a| (cos + isin) = |z||a| (cos (¢ + 1) + isin (¢ + ¥))
znamend pootocenie o uhol ¢» a rovnol'ahlost’so stredom v zaciatku
s koeficientom |al,

3. delenia: odporicame odvodit’ ¢itatel'ovi.

Example 11 Dany je trojuholnik s vrcholmi 1 + i, 1, —1 + 2i. Otocte
tento trojiholnik o pravy uhol vzhladom k pociatku.

Solution 12 Pootocené vrcholy: i(14i) = —1+1, i = —1, i(—142i) =
—2—1, alebo dalsia moznost: (—1) (1+i) =1—1, (—1)i=1, (—i)(—1+
2) =2 +i

Modul rozdielu dvoch komplexnych ¢isel 21, z5 je rovny vzdialenosti
bodov (z1, y1) a (zg, y2) t.j.

|21 — 2o = /(w1 — 32)2 + (41 — 12)>.

Overte platnost’ nasledujicich nerovnosti:

1. [Rez|,|Imz| < |z],
2. |z +w| < |z| + |w]| (trojuholnikovd nerovnost))
3. |z +wl = [|2] = |wl],

4. |z| < |Rez| + [Imz|.

Example 13 Aké geometrické ttvary v rovine reprezentujiu nasledujice
POPILSY:

{z€eC:|z—a|=71r} = S5(a, 1), r > 0,a € C je krutnica v kom-
plexnej rovine C so stredom v bode z = a a s polomerom r,

{zeC:|lz—a|<r}=K(a,7), r>0,a € C je vnitro kruhu so
stredom v bode z = a s polomerom r,

{zeC:|z—a|>r} = C\ K(a,p), 7 > 0,a € C je mnozina
vsetkych vonkajsich bodov kruhu so stredom v bode z = a a s polomerom
717
[21,20] = {21+ t(za —21) : t € (0, 1)} je usecka,

{z €C : Rez > 5} je polrovina,
{z €C: T <argz < 3“} je uhol s vrcholom v bode 0 a s ramenams

ENE]

’T
{z€C: |z—a|l=|z—0bl},a #b, je os usetky [a,].



1.2 Mocnina komplexného ¢isla.

Ak n je prirodzené ¢islo, potom aplikdciou pravidla pre ndsobenie kom-
plexnych &fsel 'ahko odvodime, Ze ak z = re®, potom

2" = (rew)n = e,

¢o pre trigonometricky tvar dava

2" = 1" (cos(ny) + isin(ny)) .
Poslednd rovnost’ implikuje tzv. Moivreovu formulu:

(cos + isin )" = cos (ny) + isin (ny),
odkial’ napriklad pre n = 2 mame
cos 2¢ = cos? ¢ — sin? @, sin2p = 2sin ¢ cos @
a pre n = 3 dostaneme
cos 3 = cos® ¢ — 3cos psin’ o, sin3p = 3cos® psinp — sin®

1.3 Odmocnina komplexného ¢isla.

Nech z(# 0, 00) je komplexné ¢islo a n je prirodzené &islo. Hl'addme
vSetky rieSenia binomickej rovnice

w" =z ((4))
Nech z = re?? a w = pe’®. Potom mame
p”em@ =re'?,
¢o implikuje
pPt=r a n® =¢+2kr, pre k=0, +1, £2, ... ((5))

a (5) definuje jediné kladné riesenie p a mnozinu hodnot ©:

+ 2k
p=/r O =0 = T8 ((6))
Ak polozime k = 0, 1,2, ..., n — 1 v druhej rovnici (6) dostaneme n
roznych hodnot Oy :
2 4 2(n—1
@O:£7®1:g0+ ﬂ-v@?:gp_'_ ﬂ-v"')@n—lzgp—i_ (n )ﬂ-7
n n n
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takych ze d’alsie hodnoty O prek = ..., —n, —(n—1), ..., =2, —1, n, n+
1, ... salisia od tychto hodnot iba o ndsobok ¢&isla 27. Tak rovnice (5)
definujui iba n roznych hodnoét

7;<p+2k7\'

Wi = /T no,opre k=0,1,2,...,n—1, ((7))

ktoré st rieseniami rovnice (4). Ak komplexné ¢islo z zapiSeme v trigono-
metrickom tvare z = r(cos @ + isiny), a korene rovnice (4) napiSeme
tiez v trigonometrickom tvare:

, pre k=0,1,2,....,n—1.

((8))

Formula (6) implikuje, ze kazda z roznych hodnot wy ma ten isty modul

{/]#| a ich argumenty sa lfsia iba o hodnotu 2%, ¢o znamend, ze kazdé

2k 2k
wk:{’/F(cos—SD—i_ 7T—i—isin—sp—ip W)
n

riesenie wy, rovnice (4) lezi na kruznici S (O, Y/ |z]> . a argument prvej

hodnoty (k = 0) sa rovnd £. Tiito hodnotu

wo = /2] (cos ? 4 isin f)
n n

nazyvame hlavnou vetvou n-tej odmocniny z komplexného ¢isla z.
Pre hodnoty z = 0 a 2z = oo definujeme jediné hodnoty odmocnin
w=0aw=o0.

Example 14 Ndjdime vietky riesenia rovnice 23 = 1 + 1.

Pretoze

1+i:\/§<cos%+ismg)

dostaneme
T+ 2k T+ 2k
2k = %(cos%—l—isin‘*—gﬂ) , k=0,1,2

Teda mame - -
k=0, zg= w(cosﬁ—kisin—) ,

12
9r .. 9«
k=1, zlz\ﬁ/ﬁ(cosﬁj%smﬁ),

17 17
k=2, z29= %(Cosl—g—iﬂ'sinl—;) .0



2 Cvicenia.

1.

Ngjdite modul, hlavni hodnotu argumentu a zobrazte v kom-
plexnej rovine nasledujice komplexne ¢isla:

(a) 1—v3i,[2, %]
(b) —2+2i, [2v2, 3]
(c) —4,[4, .
(d) . [1,% ]

Zapiste nasledujice c¢isla v trigonometrickom a exponencidlnom
tvare:
(a) 1+/3i,[2(cos % +isinE),2
(b) 2+ 21, [2\/_ (cos T+ isin %)
) - "]
) -

%)

.Ma
[

(c
(d

2,[2(cosm +isinm),2

[(cos +1sin 5 ) 62.]

. Vypocitajte a napiste v algebrickom tvare:

(@) (1++v3i)°, 8]

(b) O (-1

. N§jdite vsetky korene rovnic a zobrazte ich v komplexnej rovine

(a) 23 =1, [wl

(b) 2% = -1, [wl = 72#—*/752',102 = —ﬁ+ﬁi,QU3:—ﬁ—ﬁ’é,w4: —2——2i.]

= f"’ z,w2 ‘f—i—§z,w3 Zi|

2 2 2 2

wy = 4\4/§(COS (1:%) +ZSIH1(1_1_7T2)) y W2 = . V2 (cos (12) +isin (13)) .
w3:\/§(cos(1—;)+zsin(1—§)),w4=\/5(005( ) +isin (=13))

alebo wy = 2(005(17“) +7,sm(1172“)
(d) 24:].,[UJ1—1,w2—7/,’IU3——]_,TU4:—’[,]
(e) 2 =—-1 {wlz%—i—i%g,wz_—l,wg:%—z??’]



3 Zakladné pojmy analyzy v C.
3.1 Okolia, oblasti.

Zdékladom analyzy je pojem limity, preto zopakujeme pojem okolia bodu,
ktoré sme zaviedli uz pre redlne funkcie viacerych premennych. Nech
a € C, a # co. Mnozina

O:.(a)={z€C: |z—a|<e}
sa nazyva e-okolie bodu a. Mnozinu
02 (a) =0:(a)\{a} ={z€ C:0<|z—a|] <e}
nazyvame e-prstencovym okolim bodu a.

3.2 Nekonecéno.

Ku mnozine v8etkych kone¢nych komplexnych ¢isel priddme jedno nekonecné
komplexné ¢islo, ktoré oznac¢ime oo a nazyvame nekonecno. Pre co nemé
zmysel definovat’ argument a modul definujeme takto: |oo| = +o0. Oz-
nac¢ime C = C U {o0} .

Rozsirend aritmetika: Va € C : —oc0o = o0, a £ 00 = 00, a.00 =
00, = =0, g=ocopre a#0.
Mnozinu O.(c) = {z € C;|z| > 1} nazyvame e-okolim bodu

00, definujeme O, (00) = O2(00).

Definition 15 Nech £ C C. Bod a € E sa nazijva vnitorny bod mnoZiny
E, ak 3 ¢ >0 tak, 2e O. (a) C E.

Bod a € C sa nazyva hranicnym bodom mnoZiny E ak pre kazdé
e >0 O. (a) obsahuje ako body z mnoZiny E, tak aj body, ktoré neleZia v
mnoZine E, teda VO, (a) plati O.(a)NE #DOANO.(a)N(C N E) # 0,

Bod a € C sa nazijva vonkajsim bodom mnoZiny E ak 3 ¢ > 0 tak,
ze O, (a) N E = 0.

MnoZzinu vSetkych vnitornych (hraniénych, vonkajsich) bodov mnoZiny
E nazgvame vnitrom (hranicou, vonkajskom) mnoZiny E a oznatujeme
intE (OF,extE).

Bod a € C sa nazyva hromadny bod mnoziny E ak Ve > 0 je O2 (a)N
E #10.

MnoZ%ina E sa nazjva otvorend, ak E = intE, uzdverom E mnoZiny
E nazgvame E = EUOE. Mno¥inu nazjvame uzavretd, ak plati E = F
(E je uzavreta <= C \ E je otvorend < OF C E), 0 je otvorend
mnozina.

Definition 16 MnoZina D C C takd, Ze
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1. D obsahuge len vnitorné body (je otvorend),

2. lubovolné dva body z D mozno spojit’ spojitou Ciarou, ktord celd
leziv D,

sa nazyva oblast. MnoZinu bodov pozostdvajicu z oblasti D a jej
hranice 0D nazveme uzavretou oblastou a znatime D = D U dD.

Example 17 MnoZiny bodov Nech{z € C: |z —a| <e} a{z€ C: |z —a| >¢c}.
st oblasti, ale {z € C: |z —a|l =¢} oblastou nie je, pretoze nie je
otvorend.

Example 18 Nech H = {z € C: (Rez)(Imz) > 0A |z| < R}. Zistite,
¢i je mnozina H oblast?

Solution 19 H nie je oblast, pretoze 0 ¢ H, t.j. H nestha podmienku
2. 0

Dalsim dolezitym pojmom je rad sivislosti.

Definition 20 Pocet navzdjom nespojenijch (neprepojenych) casti, z ktorgch
pozostdva hranica oblasti sa nazyva rad suvislosti oblasti. Oblast’ ohranicend
jednou spojitou uzavretou ciarou sa nazyva jednoducho suvisld oblast,
oblast’ ohranicend dvomi nepretinajicimi sa uzavretymsi ciaramsi sa nazyva
dvojndsobne suvisld oblast, ...

Definition 21 Za kladny smer obchddzania oblasti budeme povaZovat
taky smer, pri ktorom oblast’ zostdva vidy po lavej strane.

3.3 Postupnosti komplexnych cisel.

Definition 22 Zobrazenie f : N — C nazgvame postupnostou kom-
plezngjch Eisel a oznatujeme symbolom {z,} - | . Pre kazdé n € N mame

Zn = Tp + WYn,

t.7. definicia postupnosti komplexnijch ¢isel je ekvivalentnd s definiciou
dojice postupnosti redlnych ¢isel {x,} | a {yn}, ;.

Dolezité nerovnice: pre z, = x, + iy, mame: |z,| = |z, + iy,| =

V2 + 12 <zl + ynl s [0l < |20l lynl < |2al .-

Definition 23 Postupnost {z,} -, C C je ohranitend, ak pre kazdé
n € N plati |z,| < M, kde M > 0.
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Theorem 24 Postupnost{z,},., C C je ohranicend <= ak {x,} -, C
R, {yn}.~, C R su ohranicené.

Definition 25 Postupnost' {z,}>-, C C md limitu z € C, ak pre kazdé
okolie O. (z) plati, Ze iba konetne mnoho élenov postupnosti {z,} -,
nelezi v O, (2) .

Theorem 26 1. lim, . z,=2¢€ C <= aklim,__Rez, =RezA
lim,_ . Imz, =Imz.
2. lim, o0 2, = 00 <= lim,,_, o |2,,| = 00.

Tvrdenie plati:
lim, oo 2p =2 € C <= lim,, ., |20 — 2| = 0A|Re (2, — 2)|, [Im (2, — 2)| <
<|zn — 2| < |Re(z, — 2)| + |Im (2, — 2)|

Example 27 Nech {z,},. | = {2"_1 +14 (1 — %)}20:1 Néjdime lim,,__, 2.

n

Solution 28 Riesenie

lim z, = lim {2”_1”(1—%)} ~ him 2P m (1—§) — 9+i.0

n—o0 n—-~oo n n n—oo n n—oo n

Example 29 Nech {z,} - = {(1 + %)n + i cos %}:;1 Ndjdime lim,, o 2.

Solution 30

: : NN 1 , " 1 ,
lim z, = lim 1+—) +2cos—| = lim [(1+—) +¢ lim (cos— | =e+i.0
n—-00 n—->00 n n n—->00 n n—->00 n

Remark 31 lim, _...(—1)"n = oco. Pozor! Tdto limita v R neeristuje.

3.4 Rady komplexnych ¢isel.

Definition 32 Nech {z,} -, je postupnost komplexnych ¢isel. Definu-
jeme postupnost’' {s,} -, Ciastoénych suctov takto:

S1 = 21,

S9g = 21 + 29,

S3 = 21 + 22 + 23,

n
Sn:Zl+22‘|‘2’3+“‘+znzzkzlzk-
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Definition 33 Viyraz

Y =ntmtatotat...

n=1

pouZivame na oznacenie toho, Ze cleny postupnosti {zn}zozl seitavame.
Kazdy takyto viraz nazgvame radom komplexnijch ¢isel. Ak postupnost’
ciastotnych suctov {s,} -, md konetni limitu

lim s, =s
n——aoQo

potom s nazyvame suctom radu a oznacujeme Zzozl Z, = 8, hovorime, Ze
rad Y > | z, konverguje. Ak postupnost ¢iastotnych suctov nemd limitu,
alebo konverguje k nekonetnu hovorime, %e rad > -, z, diverguje

gug ; n=1%n guje.

Theorem 34 Rad > " | 2y, zn = Ty, + iy, konverguje vtedy a len vtedy
ak konverguji oba rady > 07 Ty @Y o0 Yn.

Lemma 35 Ak rad Zf;l Zn konverguje, potom lim,, ., 2z, = 0.

Definition 36 Hovorime, ze rad ) | 2, je absolitne konvergentny ak
rad

2] + 2ol + ozl o= Lzl
n=1

konverguje.

Pretoze absolitna konvergencia radu | z, znamend konvergenciu
radu Y 7 |2,| s redlnymi nezdpornymi ¢lenmi, mozme pouzit’ vsetky
zndme kritérid konvergencie.

Example 37 Zistite, ¢i rad )y -, % konvergugje alebo diverguje.

Solution 38 Plat7

3—in | V9+n?
2n+ 1! (2n+1)!

potom pouZitim d’ Alembertovho kritéria mdme:

n 9 1)2 (2 !
limaJrl lim +(n+)(n+):0<1

oy nee /91220 + 3)!

teda rad Y7, % je absolitne konvergentny. [

Theorem 39 Rad ) " | z,, absolitne konverguje vtedy a len vtedy ak
absolitne konverguji oba rady Y2 | Ty @Y 0| Yn.
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4 Cvicenia.

1. V tlohéch 1 - 5 zistite, akd mnozina je ur¢end danym vztahom.
Jej obraz nacrtnite v komplexnej rovine.

2. |z—2| =7, r>0, 2z jepevny bod. [Kruznica so stredom zy a polomerom ]|
3. |z +il+ |z —i <4 [Vnutro elipsy % ® y = 1}
4. |z + 2| > 1. [Vonkajsok kruznice so stredom S = (—2;0) a polomerom r = 1]

5. |z — 2| < |z|. [Polrovina Rez > 1]

6. Im () = 2. [z # 0, kruznica so stredom S = (0,—3) a polomerom r = %]

7. Zistite, ¢i su nasledujice mnoziny oblasti. (Nacrtnite ich v kom-
plexnej rovine):

8. Ngjdite limity postupnosti {z,}

(a) z, :(1—|—i)n atly [Ye+ 4]
(b) 2z, =2nsini + 4"“1, [2 + 24]

() zn =ntgs+ (1+4)"i, [L+ie!]

9. Zistite, ¢irady Y .-, 2, konverguju, alebo diverguju

(a) z, = Sm”:w, [absolitne konverguje]

(b) z, = n(n+1) + tg 5571, [absoliitne konverguje]
— n+l n

(€) zn = /™= + 3i1,

[diverguje, navod rad Y oo, "T“ nesplia nutni podmienku konvergencie]
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5 Funkcie komplexnej premennej.

Definition 40 Funkciou komplexnej premennej f : A(C C) — C, w =
f (2) rozumieme pravidlo, ktoré kazdému prvku z € A priradi jednu (jed-
noznatnd funkcia) alebo viac hodnot w € C (moze byt aj oo) (mnohoz-
naénd funkcia) . MnoZinu A C C nazgvame definié¢ny obor funkcie f.

Example 41 Funkcia f : C — C, w = 2% je jednoznactnd funkcia,
f:C — C, w = +/z, ktord kazdému z = r (cos ¢ + isin ) priradi dve
hodnoty

{wy = /r (cos€ +isin€),wy = /1 (cos (£ +7) +isin(£+7))}

Mozné interpretdacie si: ak napiSseme komplexné ¢isla z, w € C v
algebrickom tvare z = x + iy a w = u + iv, potom mdzeme pisat:

w=[f(2) = [z +iy) = u(z,y) + w(z,y),
kde
u(z,y) = Re f(2),v(z,y) = Im f(2), u,v: R* — R.

Ak z = re*® a w = u + iv dostaneme

w = f(z) = f(r,¢) =ulr,¢) +iv(r, o).

f(xz +1dy), f(r,¢) je dvojica redlnych funkcii teda vektorové pole.
Funkciu z — f(z) mozno tiez chdpat’ ako nejaku transformaciu roviny.

Example 42 Ndjdite redlnu a imagindrnu cast funkcie f : C — C, w =

22,

Solution 43 Akz=xz+iy aw = f(z) = f (z +iy) = u(x,y) +iv(z,y),
potom
w=2%=(z+iy)? = (2* — y°) + 2y,

odkial’
u(z,y) = 2> —y*,v(z,y) = 22y.0
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5.0.1 Limita funkcie komplexnej premennej.
Definition 44 Nech f : A(C C) — C,w = f(z) je funkcia kom-
plexnej premennej. Nech zy € C je hromadny bod mnoZiny A. Ak pre
kazdé € > 0 existuje § > 0 také, Ze pre kazdé z € A, 0 < |z — 2z < ¢
mame |f(z) — a|] < e hovorime, %e funkcia f(z) mad limitu a ak sa z blizi
ku zy ¢o zapisujeme

lim f(z) =a.

z—20

Ak a =b+ic, f(z) = f(z+1y) = u(z,y) + v(z,y) a 20 = o + Yo

potom plati nasledujica veta:

Theorem 45 Limita funkcie

lim f(z)=a=0b+ic

Z—20
vtedy a len vtedy ak
lim u(z,y) =b a lim v(z,y) = c.
(#,y)—(x0,y0) (#,9) (z,y)—(z0,90) (@9)

Predchadzajica veta implikuje nasledujici dosledok:

Lemma 46 Ak lim, .., f(z) = a, potom lim, ., |f(2)] = |a| a ak
a # 0,00, potom ajlim, ., arg f(z) = arga.

Vety o limitdch rozsime prirodzenym sposobom na nasledujice lim-
ity:

Theorem 47 Nech pre f,g: A(C C) — C plati

lim f(z) =a;, lim g(z) = as.
z—20

z—20
Potom
lim (f+g)(z) =a1 % as,
z——20
zh—%o (fg) (Z) = a10a3,

. f _a
ak g(z) #0, as #0, lim | =) (2) = —.
220\ 9 az

Definition 48 Hovorime, Ze

lim f(2) =a, a # oo,

Z—00

ak pre kazdé e > 0 ezistuje N (€) > 0, také ze |z| > N(e) = |f(2) —a| <
E.
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Definition 49 Hovorime, Ze

lim f(z) = oo,

z—20

ak pre kazdé N > 0 existuje 6 > 0, také 2e 0 < |z — 29| < 0 = |f(2)| >
N.

Example 50 Vypocitajme: lim ZHOE, lim,_ ., 22, limzHO% .

. . z . . . $2_y2 . _23;y
Solution 51 lim ., o% neexistuje, lim (w)ﬂ(oyo)ﬂ—ﬂﬁ/\hm (zmﬂ(oyo)miﬂ
lim,_,o 22 = 00,
limzqoé = 00, na rozdiel od limity v redlnom obore !!!

5.0.2 Spojitost’ funkcie komplexnej premennej.

Nech funkcia w = f(z) je definovand na nejakom okoli O(zp) bodu z.

Definition 52 Hovorime, Ze funkcia f : O(zg) — C je spojitd v bode
2o ak

i f(2) = f(z), pricom f(z0) # o
Theorem 53 Funkcia komplexnej premennej f : O(zy) — C, f(z) =
u(zx,y) +iv(z,y) je spojitd v bode zy = xo + iy vtedy a len vtedy ak si
obe funkcie u : O (xq,yo) (C R2) — R, v : O(xg,y0) (C R2) — R
spojité v bode (o, Yo)-

Example 54 Funkcia f(z) = arg z je spojita v {C ~ {0}} ~ R™. Pre-
chodom cez zdporni cast’ redlnej osi dostdvame skok 27.
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6 Cvicenia.

1.

2.

3.

10.

11.

12.

V dlohéch 1 a 2 néjdite defini¢ny obor funkcie f :
Py =t [pu) = o {3, 3 ]

f(2) = g
D(f)=C\({z€ C; s =3y u {¥28 42, 328 1382 i Y3}
V 1lohéach 3 - 5 vypocitajte funkéni hodnotu funkcie f v ¢isle zg :
f(z) = (23721)2(|z|73)= 20 = 0. [_%}
f(z)=2+7%*—Re(2z) —Im(22), 20 = 8 — 6i. [—64 + 901]
f(z) =argz
(a) z0=8—6i. [—arctg (2)]
(b) 2o =—142i. |7 — arctg2]
(c) z0=—1—i. [-7F]
Vyjadrite redlnu a imagindrnu cast’ funkcie:
(@) f(2)=2"—z+1,
Re f(z) =2 -y =2+ 1,Im f (2) = 22y — y
(b) f(2) =1,
[Re f(2) = ¥ I [ () = — %5
(c¢) f(2)=|z| +Rez.
[Ref(z) =22+ y?+a,Im f (2) :O} .

V dlohéch 7 - 12 vypocitajte limity:

. 243 342
' hmZ"% 22424z " [_ 8 :|

: 22 —iz+z—i 144
lim, s SR [ 3 ]

. . 3iz-6i+3 6—3i

e —o4i 55 m g5 [ 10 }

. 224(2—i)2—24 1 .
lim,_ ; ZH(2-0)am2 [ - z}

z2+1

lim, o ﬁ [0]
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

2
3 z
lim,_ o ik

[Névod:vyjadrite redlnu a imagindrnu cast’ funkcie, potom ukézte, ze limita neexistuje. |

V 1lohéch 13 - 15 vySetrite spojitost’ funkcie f :
f(z) = 1= [Spojita v C\ {1}]

f(z)= ﬁ [Spojita v C\ {—i,i}]

e ={ 5 270 - swoitav €\ (o)

V tlohéach 16 - 17 zistite, ¢i je mozné dodefinovat’ funkciu f v bode
2o tak, aby bola spojitd v tomto bode:

f . C\ {0’ 1 + Z} SN C, f (Z) _ z3_z2_i22+iz—i+1’ 20 = 1 + i

22—z—iz

[Je mozné, ak f(141) = % (1+ Z)]

FiO\{d+i} — C, f(z) = Z=CE20=64T 0 gy

z—4—1i

[Nie je mozné, lebo flim, .4.; f(2) = o]
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6.1 Rady funkcii komplexnej premennej.

Rad
ur(2) +uz(z) + - +un(z) + . (1)
kde uy : A — C st funkcie komplexnej premennej sa nazyva rad funkcif

komplexnej premennej. Pre pevni hodnotu z = 2y € A z (1) dostaneme
rad komplexnych ¢isel

u1(20) + u2(20) + -+ - + un(20) + . .. ((2))

Ak je rad (2) konvergentny, potom bod z = zy nazyvame bodom konver-
gencie radu (1). Mnozinu v8etkych bodov konvegrencie nazyvame obor
konvergencie radu (1). Ozna¢me obor konvergencie K (K C A). Ak
oznacime

sn(2) = Z ug(2)

¢iastocny sucet radu (1), potom v kazdom bode z oboru konvergencie
radu (1) existuje

lim s,(z) = f(2)

n—-auoo

kde f: K — C nazyvame sic¢tom radu (1). Nech R,(z) je zvysok po
n-tom ¢iasto¢nom sucte radu (1)

R (2) = f(2) = sa(2).
Potom v kazdom bode z oboru konvergencie radu (1) mame

lim R,(z)=0.

n—-m:u;o

Definition 55 Nech je rad (1) konvergentny v katdom bode z € K(C
A), tj. pre kazdé ¢ > 0 existuje ¢islo N(e,z) také, 2e n > N —
|R.(z)| < e. Potom hovorime, %e rad (1) bodovo konverguje ku f na
mnozine K.

Definition 56 Hovorime, Ze rad (1) rovnomerne konverquje k funkcii
f: K — C,w= f(2) voblasti K C A, ak pre kazdé ¢ > 0 existuje
¢islo N(e) takeé, Zze

n>N=|f(z) = su(z)] = |[Ru(2)] <,
pre kazdé z € K.

Rovnomerni konvergenciu radu (1) mozno zistit’ pomocou nasledu-
jucej postacujicej podmienky:
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Theorem 57 (Weierstrassovo kritérium.) Ak
un(2)] < an,

kde u, : A(C C) — C, pre kazdé z € A a rad s nezaporngmi tlenmi
Yoo | an je konvergentny, potom je rad (1) absolitne a rovnomerne kon-
vergentny v oblasti A.

Theorem 58 Nech Y >, u,(z), kde u,, : A(C C) — C, je rovnomerne
konvergentny rad v oblasti A a nech u,(z) si spojité funkcie pre kazdé
n=1,2,3,.... Potom sicet radu Y - u,(z) = f(2) je funkcia spojitd
v oblasti A.

6.2 Mocninové rady.
Definition 59 Rad tvaru

o0
Yoealz—a) ((3))
n=0

kde a,cy,c1,ca,... su dané pevné komplexné ¢isla a z € C nazgvame

mocninovy rad so stredom v bode a.

Pretoze (3) je zvlastnym pripadom radu (1), vsetky vysledky platné
pre rady funkcif komplexnej premennej zostavajui v platnosti aj pre moc-
ninové rady.

Oznacme:

e kruh so stredom v bode a s polomerom r

K(a,R)={2€ C; |z —a| <r},

e uzavrety kruh so stredom v bode a s polomerom r

K(a,R)={z€ C;|z—a| <r}.

Theorem 60 (Abelova) Ak mocninovy rad Y ", c, (2 — a)" konverguje
v bode z = zy # a, potom tento rad absolitne konverguje v kruhu
K(a,|zo — al). V kazdom wuzavretom kruhu K (a,r), r < |20 — a| rad
> ocn (2 —a)" rouvnomerne konverguge.

Ak (3) diverguje v bode z = z1, potom diverguje na mnozine

C\ K (a,|z1—a|])={z€ C; |z—a| > |z —al}
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Definition 61 Nech je mocninovy rad > ¢, (z — a)" konvergentny v
K (a, R) a divergentng v C\K (a, R), potom mnoZinu K (a, R) nazgvame
kruh konvergencie a R polomer konvergencie radu . ¢, (z —a)".

Kruh a polomer konvergencie radu (3) mozme urcit' nasledovne: pouzi-
jeme vhodné kritérium konvergencie (napr. D’ Allembertovo alebo Cauchyho)
pre rad

> leallz—al™, ((4))

ktory je radom s nezdpornymi ¢lemni a zdroven aj majorantnym radom
k radu (3). Ak rad (4) konverguje pre nejaké z; € C,potom v kruhu
K (a,|z0 — a|) konverguje aj rad (3).

o (-1)% n

Example 62 Ndjdite kruh konvergencie radu )~ ~—~z".

Solution 63 PouzZijeme D’ Allembertovo kritérium. Mdme a,, = ‘% "

2]

(=D* n+1
n+1

e

ARY N T = |z| < 1,

n—-auoOo

Qn

teda rad je absolitne konvergentny v kruhu K(0,1) a rovnomerne kon-
vergentny v kruhu K (0, p), kde p < 1.00

Lemma 64 Mocninové rady Y20 ¢, (z —a)" a 3. ney (2 — )" kon-

verguji v tom istom kruhu konvergencie. (t.j. maju taky isty polomer
konvergencie. )

Example 65 Ndjdite kruh konvergencie radu Y > n!(z —a)" .
Solution 66 Mdme a,, = |n!(z —a)"|.

(n+ 1! (z—a)"*!
n!(z —a)"

Ap+1
Qn

lim

n—~aoQ

= lim

n—=aoR

= lim (n—|—1)|z—a|:{ 0 ak

n—-00 o0 ak

teda rad Y~ n!(z —a)" konverguje iba v bode a. ]

[e’e} zn
n=0 n!"

Example 67 Ndjdite kruh konvergencie radu
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Solution 68 Mdme a, = |Zn—” .

zn+1

(n+1)!
zn
nl

lim

n—:uoo

= |z| lim =0<1,

i ‘m

ak z € C, teda rad Y7, fl—r,b absolitne konverguje v kazdom bode z € C.
O

n=1 n

Example 69 Ndjdite kruh konvergencie radu y - (”—H)n2 (z—1)".

Solution 70 Mdme a,, = (”T“)n2 |z —1|".

. 1 n2 1 n
lim {/a, = lim \/(n—|— ) |z —1" =]z —1] lim (n—i— ) =
n—oo n—-~o0 n n—-~o0 n

1
=lz—-1lle<l, = |z-1| < -,
e

teda rad 7, (”T“)n2 (z — 1)" absolitne konverguje na kruhu K (1,2).
0

00 (_1)71 22n+1

Example 71 Ndjdite kruh konvergencie radu ) >~ G-

Solution 72 PouZijeme podielové kritérium konvergencie nekonetného
radu. Mdame

|Z‘2n+1
Uy = ——
(2n +1)!
22n+3 1
. Any1 . (2n+3)! 2 .
lim = lim |-5—~|=|z]" lim =0<1,Vze C
teda rad Y ", (—1)" % absolitne konverguje v kazdom bode kom-

plexnej roviny. [J
Chovanie radu (3) na kruznici
S(a,R)={z€ C; |z —a| = R}

je potrebné skimat’ v kazdom jej bode osobitne.

Abelova veta implikuje, ze rad (3) rovnomerne konverguje v kazdom
uzavretom kruhu K (a,r), kde r € (0, R) a R je polomer konvergencie
radu (3).
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Skumajme rady so zadpornymi mocninami (z — a).

b b b
1 2 Ly k

c—a)  (z—ap (-

Ak zavedieme substiticiu

I
[M]8
e

= (z—a)"

dostaneme rad
1O + 0% -+ 4 5O - = b, 0", (7))

Nech polomer konvergencie radu (7) je p t.j. rad (7) konverguje v K (0, p)

a diverguje na mnozine C\ K (0, p). Potom substiticia (6) implikuje, ze

a diverguje v K ( a, p)

rad (5) konverguje na C \ K (a

Budeme teraz uvazovat rad

1
T p

Yoo Cn(z— @) = g SRS oy T

(z—a

t+oota(z—a)+-Fce(z—a)" + ...

Rad (8), ktory pozostdva z dvoch radov je konvergentny vtedy a len
vtedy ak oba rady t.j.

cotcalz—a)+ - +c(z—a) ch z—a)" ((9))
H+(z—_a)n+(z—_a)n1+ +(Z:a):;(2:a)n (1)

konverguji. Ak rad (9) konverguje v nejakom kruhu K (a, R) a (10)
je konvergentny v C\K (a,r). Ak plati r < R, potom oba rady kon-
vergujui v prstenci pozostdvajicom z dvoch koncentrickych kruznic so
stredom v bode z = a a s polomermi r, R, ktory nazyvame medzikruzie
konvergencie a oznac¢ujeme P(a,r, R), kde

P(a,r,R)={z€ C;r <|z—a| < R},
kde 0 <r < R < 0.
Example 73 Ndjdite obor konvergencie radu

i n+n2+nl+ 3) (1;_212)" ((11))

n:0
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Solution 74 Riesenie Nech ZL_Z = O. Potom dostaneme rad

i 41D 4 oien, ((12))

— (n+2)( n+3)

pre ktory dostaneme: a,, = |©]"|1 + 2i|"—2

(n+2)(n+3)°
. Ap41 (n+ 2)2(n + 3)
1 O1+2 l =|0|vh <1
| = Bl 2 i e e ) VE<1,

teda kruh konvergencie radu (12) je K (0, \}) a rad (11) konverguje na
mnozine C \ K (i,+/5). O
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7 Cvicenia.

1. N4jdite obor konvergencie mocninového radu:

(a) 2oazynz" [K(0,1) = {z € C; |2| < 1}]
(b) > n™z". [konverguje len v strede a = 0]
(c) ooy s [K(0,e) = {z € C; [z] <e}]

nln”

)
)
)

(d) Yooy 2rem [K(0,1) = {z € G 2] < 1}]
)
)
)
)

(€) Xne1 w2 [K(0,2) ={z € C; |2 <2}]

() o0, 27z [K(,\/i):{zéC; \z|<\/§}]

(8) dongcos(in)z". [K(0,1) ={z€ C; |z| < 1}]

() S0, 2 (o= 1+0)"
[K(1—-i,3)={2€C;|z—1+i] < i}]

() S, (1-2)" (= - 20)".
(K (2i,e?) = {z € C; |z — 2i| < *}]

() Xno B (2 +4)" . [K (=i,2) ={z € C; |2 + ] < 2}]

(k) Yool (557)" [K(1,5) = {2 € C: |z~ 1] < 5}]
(D) 302 i (2 430",

[K( 3i, f> {ze C:|z+3i < }]
(m) S0, ot ()"

[K(1-i,v10) ={z€ C: |z —1+i| < V10}]
(n) 302, (554)" [K(1,5) = {z € C: ]z — 1] < 5}]
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8 Elementarne funkcie komplexnej premennej.

V predchadzajicich castiach matematiky sme definovali funkcie €7,

cosx, sinz, Inx, arctgx, sinhz, coshz, ... Ak miesto = zavedieme
komplexni premenni z potom definicie tychto funkcii stracaji zmysel.
Budeme preto znova definovat’ elementarne funkcie komplexnej premen-
nej tak aby boli rozsirenim elementarnych funkcif redlnej premenne;j.

8.1 Mocninova funkcia s prirodzenym exponentom.

Definition 75 Nech n € N. Funkciu f : C — C, f(z) = 2" nazy-
vame mocninovou funkciou komplexnej premennej s prirodzenym expo-
nentom.

Mocninova funkcia je pre n = 1 identita t.j. bijektivna funkcia.
Ukéazeme, ze pre n > 2 mocninova funkcia nie je injektivna funkcia a
najdeme mnozinu, na ktorej bude funkcia f(z) = 2™ injektivnou funkciou.
Nech z; # 2

21 = |z1] (cos @y +ising,) a zg = |zo| (cos @y + isiny,),
potom
2 =|z1|" (cosnp, +isinng;) a z5 = |z|" (cosnyy + isinnp,) .

Nech by

n__.n
1 = %9,

plati to vtedy a len vtedy, ak
121" = |22|" a np; =npy+2r, 1€ Z

l=mn+k kdem e Z ake {0,1,...,n—1}. Tak implikdcia z; #
29 = 2] = 2 je pravdiva vtedy a len vtedy ak

2k
|21] = |22 a g02:<p1+—7r+2m7r,k:0,1,2,...,n—1 a méeZ.
n

Tak sme ukdzali, ze f(z) = 2" nie je injektivna funkcia. Z predoslych
uvah vidime, ze f(z) = 2" bude injektivnou funkciou na kazdej mnozine,
ktori dostaneme tak, ze C rozdelime na vyseky s vrcholom v bode 0,
ramend ktorych zvieraju uhly 27” Jednou z tychto mnozin je napriklad
mnozina:

Voz{zEC\{O};—%<argz§%}u{0}.
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Nech w € C je I'ubovolné ¢islo. Ak w = 0, potom mu odpovedd ¢islo
z=0¢€ V. Ak w # 0 potom z rovnice 2" = w dostdvame ¢isla

arg w + 2k .. argw + 2k
n n
a pre k = 0 potom m&ame
arg w arg w
20 = v/ |w| (cos 80 4 isin 28 )
n n

Pretoze je w # 0, tak —m < argw < 7 t.j. =2 < #B2 Tt 2 € 1.
Ukézali sme, ze funkcia fo : Vo — C, fo(2) =

z" je bijekcia a fy m&
inverznu funkciu.

8.2 Hlavna vetva n-tej odmocniny.

Definition 76 Nech n > 2 je prirodzené ¢islo. Potom inverzni funkciu
k funkcii fo : Vo — C, fo(z2) = 2™ nazgvame hlavnou vetvou n-tej
odmocniny a oznatujeme fo*(z) = (/z),, 2z € C.

Remark 77 Niektori autori mnoZinu vsetkych rieSeni rovnice w" = z
oznacuju symbolom

2k 2k
f:{ B (Coswmmw)7,{:071,2,,,,,”_1}
n

n

a nazyvaji ju n-tou odmocninou z komplexného cisla z, ktord uvaZuji
ako viacznacéni funkciu.

Definition 78 Funkciu
P,:C— C, Pn(z) = CoZn + Clznfl + 02,2”72 + it ey,

kde cq, cy, ..., c, € C su komplexné ¢isla an € N nazgvame polynom n-
tého stupna komplexnej premennej z.Podiel dvoch polynémov nazijvame
racitondlna funkcia.

8.3 Exponencidlna funkcia, funkcie sinus a kosinus.

Definition 79 Definujeme funkcie exp, cos,sin : C — C,

. z 22 2" S
JERN L2n+l o0 2+l
M=z e (—]) 4= B
sinz=z- gttt U gyt ;( Va1
((2))
L2 A on % on

T T G A =N () 3
cos z 5 +4! +---+(=1) (2n)!+ %( ) (2n)! ((3))



Rady (1), (2), (3) konverguju absoliitne v K(0,00) = C. Citatel sa
iste o tom presvedéi. Ak si uvedomime, Ze pre absolitne konvergentné
rady I'ubovolné prerovnanie takéhoto radu mé ten isty sicet skimanim

e”* dostaneme formulu

a1, 2 222 i"2" B
A TR TR T
22 A 22"
e ]_ _— i _1 "
( TR i )+
JERN- L2+

ktori nazyvame Eulerova formula.

e” =cosz+isinz

Ak zamenime z za —z dostaneme

e ¥ =cosz —isinz

a nakoniec pouzitim (4) a (5) dostdvame

B’LZ ef’LZ . e/Lz — e
cos z = sz = ((6))

Uvedieme niektoré zndme identity (bez dokazu):

1T = eMe? V2,29 € C
cos(z1 £ 2z3) = €Os 21 €OS 29 F sin 21 sin 29
sin(z; & 25) = sin z; cos 23 £ cos z; sin 2.

8.4 Vlastnosti exponencialnej funkcie.
Ukdzeme, ze e* # 0 pre kazdé z € C, z =z + iy, z,y € R. Plati

e” =" = e"e" = e” (cosy +isiny).

Nech by existovalo z € C také, ze e = 0. To znamen4:

e“cosy=0ANe"siny =0

a pretoze e” # 0, tak
cosy =0 Asiny =0,
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odkial’ plynie, Ze také redlne ¢islo y neexistuje. To znamend, Ze obor
hodnét je R(exp) = C\ {0}.

Ukdzeme za akych predpokladov je funkcia exp bijekcia.
Exponencidlna funkcia nie je injekcia, ma periodu 277 :

e T — 22 — o7 (cos 2km + isin 2kT) = €7, pre kazdé z € C.

T.j. defini¢ny obor exponencidlnej funkcie D(exp) = C moézme rozdelit’
na ,,pasy

Po={z€C; 2k—1)r<Imz< (2k+ 1)1}, ke Z (7))
pre kazdé k € Z je funkcia
expy, : Pr — C\ {0}, expy (2) = € ((8))

injekcia.
Nech z = z+iy € P, w =u+iv € C\ {0} a e* = w. Tak dostaneme

e'cosy =uANe’siny=v

odkial .
x = §ln(u2 +0?), y = arccotgg, ak v#0
v
alebo ]
T = §1n(u2 +0?), y = arctgg, ak u#0
u
£.j.

r=1In|w|, y=argw+ 2km, ak w#0 ((9))

Teda exp,, je surjekcia.
To znamend, ze pre kazdé k € Z je funkcia

expy : P — C\ {0}, exp;, (2) = €* ((10))
bijekcia
8.4.1 Logaritmicka funkcia.

Definition 80 Inverzni funkciu k bijekcii
expy : Py — C\ {0}, exp, (2) = €*
nazyvame hlavnou vetvou logaritmu a oznacujeme

In: C\ {0} — Fy,Inz =w < z = expy(w) = e".
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Ak
Ihz=w<=w=lnz=In|z|+iargz Vz € C\ {0} ((11))

Remark 81 Logaritmickd funkcia sa dd definovat’ ako inverzia ku kazdej
bijekcii (10). Niektori autori namiesto hlavnej vetvy logaritmu definuji
viacznainid funkciu

Ln(z) ={lnz+2kmi,k € Z},

ktord je mnoZinou vietkijch rieSent rovnice e = w. Kazdd z tychto hodnot
lezt na priamke u = In|z| a ligi sa od ostatnych hodnét iba aditivnou
konstantou 2kmi.

Example 82 Ndjdime Ln(—3).

Solution 83 Pretoze |-3| =3 a arg(—3) = w, potom
Ln(—3) = {In3+i(2k + 1)m, k= 0,£1,+2,...}
a hlavnd hodnota In(—3) = In3 + 7i.0]

Example 84 Najdite vsetky riesenia rovnice e* = 1 + 1.

Solution 85 Pretoze |1+ i| = V2 a arg(1+14) = %, potom

1
Ln(1+i):{§In2+i<%+2lm),k:O,il,i2,...}.D

8.4.2 Vlastnosti funkcii sinus a kosinus.

Podobnym sposobom ako pre exponencidlnu funkciu sa dd ukdzat, ze
plati
sinz=0<=z=km,keZ ((13))
Cosz:O:)z:(quLl)g,k‘EZ ((14))
t.j. ako v redlnej analyze. Ukdzeme, Ze pre kazdé komplexné ¢islo z =
r+1y, x,y € R, y # 0 plati

sinz #0Acosz #0 ((15))

Maéme

cos z = cos(z + iy) = cos x cos (1y) — sin x sin (iy)

sin z = sin(x + iy) = sinz cos (iy) + cos z sin (iy)
Pretoze

-y Yy Y _pY
cos(iy) = -5 £0,siniy) = = %0 ((16))
i
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a sinx a cosx nemdzu byt rovné nule naraz pre to isté ¢islo x € R tak
plati (15).
Funkcie sin z a cos z su periodické s periodou 27w. Chceme zistit!, ¢i
pre 21 # 23 je
sin 21 = sin 2y, COS 21 = COS 29

Ak plati prvéd z rovnosti, potom

. . . . . Rl — %9 21+ 29
Sin z; = Sin 29 = sin z; —sin 29 = 0 = 2sin 2 Cos 5 =0

t.j.
sinz; = sinzy <= 21 — 23 = 2km alebo z; + 2o = 2k + )7
podobne sa da ukézat, ze
COS 2] = COS29 <= 21 — 25 = (2k+ 1)m alebo z; + 20 = 2k + )7
Teda funkcie sin a cos nie si injektivne funkcie. Sformulujume vetu:
Theorem 86 Nech
Qk:{zeC;—g+k7r<Rez§g+lm},k€Z ((17))
Sy={2€C;kr<Rez< (k+1)n}, ke Z ((18))

potom zuzené funkcie:

12 —1z

) . e¥ —e

sinlg, : Qr — C, sin|g, (2) = Y ((19))
eiz +e—iz

cos|g, : Sy — C, cos|g, (2) = — ((20))

su bijekcie pre kazdé k € Z.

Podobne ako pre redlne premenné moézme definovat’ ostatné trigono-
metrické funkcie. My sa v kratkosti zmienime o funkcidch tg a cotg.

tg: C\{(2k+ 1), ke Z} — C, tgz = 512, .
cotg : C\ {km k € Z} — C,cotgz = <2 = L ((21))

sin z tg 2z
Pouzitim vztahov (6) a (21) dostaneme
sin® z 4+ cos®> 2z = 1, tg z cotg 2z = 1.

Podobne ako pre funkcie sin a cos sa dd ukazat:

tgz=0<=z=km k€ Z cotgz=0<=2=02k+1)m, ke Z
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tgz = tg(z + m), cotg z = cotg(z + )
tgzy =tgn <<= 2 =2xn+kn, ke Z
cotgzy =cotgzy <= 21 =2+ kn, ke Z

Ak oznacime

2:{260; —g+k7r<Rez<g+k‘7r},k€Z

S)y={2€C;kr<Rez< (k+ 1)1}, ke Z

potom podobne ako pre sin a cos moézme dokazat, ze funkcie

sin 2
t QY — C, t z) = ,
g’Qg Qy g\Qg( ) COS 2
w0 _ cosz
cotg [g0 : Sy — C, cotg|go(z) = o2
su bijekcie pre kazdé k € Z.
8.4.3 Hyperbolické funkcie.
Definujeme funkcie:
e —e’” ef+e*
sinhz = ———— coshz = ——,
2 2
pre ktoré plati
eiiz e—iiz e? e~ ?
cos(iz) = +2 _or = cosh z,
eiiz e—iiz e — e *
sin(iz) = , =1 = isinh z,
21 2
ez’z e—iz
cosh(iz) = +T = CoS 2,
eiz _ e—iz
sinh(iz) = — = isin z.
8.4.4 Inverzné funkcie k trigonometrickym a hyperbolickym

funkciam.

Inverzné funkcie k trigonometrickym a hyperbolickym funkcidam kom-
plexnej premennej si definované podl’a tych istych pravidiel ako odpoveda-
jice inverzné funkcie k trigonometrickym a hyperbolickym funkcidm
pre redlnu premennid. Nebudeme sa im venovat’ podrobnejsie. Tak
dostaneme:
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- bijekcia sin |, md inverznu funkciu

' T s , .
arcsin : C — @y =< z € C; —§<Rez§ 5 , arcsin z = w <= z = sinw,

- bijekcia cos|s, mé inverznu funkciu

arccos : C — Sy ={2€ C; 0 < Rez <7}, arccos z = w <= z = cosw,

- bijekcia tg [ md inverzmid funkciu

arctg:C—>Q8:{z€C; —g<Rez<g},arctgz:w<:>z:tgw,

- bijekcia cotg | 59 Mé inverzni funkciu
arccotg : C — S§ = {z € C;0 < Rez < 7}, arccotg z = w <= z = cotg w.
Pre tieto funkcie dostaneme

arcsin z = —i1In (zz +V1- 22> , pre kazdé z € C,

arccos z = —iln (z + V22— 1) , pre kazdé z € C,

1. 1+ 2
arctg z = §ln , , pre kazdé z € C,
11—z

)
arccotg z = —In ——, pre kazdé z € C.
2 z+4+1

8.4.5 Mocninova funkcia so vieobecnym exponentom.

Definition 87 Nech a,z # 0 si komplexné ¢isla. Funkciu f : C\
{0} — C, f(2) = exp, (aln z) nazyvame hlavnd vetva (hodnota) moc-
niny so vSeobecnym exponentom..

Example 88 Ndjdite 1V2.
Solution 89 Mdme
V2 =eV2inl — 0 - 1O
Example 90 Ndjdite 2'7°.
Solution 91 Mdme

2171 = (1702 — 9(cos(In 2) — isin(In 2)).0
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9 Cvicenia.

1. Vypocitajte funkéné hodnoty:

1—+/3i). [3Ind— ir]

~2i) [n(V8) — 1]

2
3+ 4i) [In5+ iarctg (3)]
3

n(e's) [i%
n (1 + ei%) [ln\/g—l— @%]
2. Ngjdite vsetky rieSenia z rovnic:

(a) e*=—1, [Ln(-1)={in (1+2k), k€ Z}]

(b) e* = —i, [Ln(—i)= {ir (—1+2k), k€ Z}]

(c) e* =1-v3i. [Ln (1 —iV3) = {iIn4d — Lir + 2kmi, k € Z }]
3. Vypocitajte hodnoty:

(a) e*Fiz) [ie?]

(b) e**i) [e*cos1 + ie?sinl]
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.
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—
=
Nej
Pt

4. Vypocitajte hodnoty:

(a) sini, [isinhl1]
(b) cos(1—14). [cos1coshl + isin1sinhl]
(c) sin (2 — 3i)
sin2(e3+e3 cos2(e3—e3
{ 2 +e7?) oos2fe—e?)

=sin2cosh3 —7cos2sinh 3

2 - 2

2

(d) cosi [671“ = cosh 1}
(e) cos (44 1) [cos4coshl —isin4sinh 1]

. e? sin4+i(1—e? cos4
(f) tg (2 - Z) |: e2 cos4—|—(1—|—ie2 Sin4):|

(g) cotg (% —1ln 2) [%—5’1}
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10 Diferencidlny pocet funkcii komplexnej premen-
nej.

10.1 Derivacia funkcie komplexnej premennej.

Definition 92 Nech f : A(C C) — C je jednoznacnd funkcia kom-
plexnej premennej, A je otvorend, a € A. Ak existuje konecnd limita
lim, ., w, potom tito limitu nazyvame deriwdcia funkcie f v bode
a, oznacujeme f'(a) a hovorime, Ze funkcia f je diferencovatelnd v bode
a. Ak je funkcia f diferencovatelnd v kazdom bode z A, hovorime, Ze f

je diferencovatelnd funkcia a funkciu

£ A(CC)— O, f'(a) = lim L =@

zZ—a Z — Q

nazyvame derivdciou funkcie f.

Pretoze definicia derivacie funkcie komplexnej premennej v bode je
takd ista ako pre funkciu redlnej premennej, platia vsetky pravidlé, ktoré
platili pre derivovanie funkcii redlnej premennej, ako aj vsetky vety
o diferencovatelnosti, napriklad diferencovatelnost’ funkcie komplexne;j
premennej f (z) v nejakom bode z definiéného oboru implikuje spojitost’
funkcie f v tomto bode.

Example 93 Ndjdite deriviciu funkcie

B z—0
C 3iz 44

4
ezt — e
Solution 94 Funkcia f je spojitd na celom definicnom obore a mdme

Fvel {%z} G, () = ﬁ.m

Example 95 Ndjdite deriviciu funkcie

f:C\{—Q;”}—>C,f(z):1n(2+z'+32).

Solution 96 Pretoze funkcia Inz mie je spojitd na mnoZine redlnych
zapornych tisel, derivicia f'(z) pre tieto hodnoty neexistuje. Ak z =
x + 1y, potom

24+i+32=2+3x+1i(1+3y)
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~ . 7 z z —_— _l _2
a toto ¢islo je reql@e zaporné vtedy a l‘en vtedy aky = —3 ax < —3, to
znamend, ze f nie je spojitd na mnoZine

2 1
Alz{zeC’;Rez<—§/\Imz:—§},

teda f je diferencovatelnd na mnoZine

M:C\[A1U{_2;'Z}} :C\{z€C; Rezg—g/\lmz:—%}7

a jej derivdcia je

3
"M C,f'(z)=———.0

10.2 Cauchyho - Riemannove rovnice.

V tejto casti budeme formulovat’ nutné a postacujice podmienky pre
diferencovatelnost’ funkcie komplexnej premennej, ktord vyjadrime v
tvare:

f()=[f(z+iy) = u(z,y) +iv(z,y).

Theorem 97 (Nutnd a postatujica podmienka) Funkcia f : A(C C) —
C, f(z) = u(z,y)+iv(z,y), (A je otvorend) je diferencovatelnd v bode
a=aq+iay vtedy a len vtedy ak su funkcie u(x,y) a v (x,y) diferen-
covatelné v bode a = (a1,a2) a platia podmienky

ou (a) _ dv(a) Ou(a)  Ov(a)

Ox dy = Oy Ox (1)

e (@, (@ _ vl dula
y oy Ou(a Ov(a)  Ov(a Ou(a
fila) = Ox i or Oy ! oy

Rovnice (1) nazyvame Cauchyho - Riemannove rovnice.

Example 98 Ndjdite derivdiciu funkcie f : C — C, f(z) = 2° —
3zy? + 1 (32%y — 1°).

Solution 99 Mdme

0 9,
2o 6zy, T = 3 - 32
z Yy
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Parcidlne derivicie si spojité pre kazdé (z,y) € R?* a spZﬁasz Cauchyho
- Riemannove rovnice. Teda f md derivdciu v kazdom bode z € C a

f':C— C, f'(2)=32"—3y* +ibay.

Ak chceme funkciu f zapisat’ ako funkciu premennej z musime pouZit’
vztahy

z2+z I zZ—Z
a = 1mz =
2 y %

Aplikdciu tychto vztahov dostaneme

z=Rez=

f'(z) =320

Example 100 Vysetrite, v ktorych bodoch je funkcia f : C — C, f(z) =
22| diferencovatelnd.

Solution 101 Nech z = x + iy, potom f (z) = |z +iy|> = 2> + 4 a
ou ou ov ov

20, — =

Odtial plynie, 2e Cauchyho - Riemannove rovnice siu splnené v jedinom
bode (x,y) = (0,0), teda f je diferencovatelnd iba v bode 0 a f'(0) = 0.0

10.3 Analytické funkcie.

Definition 102 Nech f : A(C C) — C, (A otvorend) je funkcia kom-
plexnej premennej. Hovorime, Ze f je

a) analyticka v oblasti M C A ak f'(z) existuje v kaZdom bode
ze M,

b) analytickd v bode a € A ak existuje okolie O (a) C A také, ze vV
bode z € O (a) existuje f'(z).

Remark 103 Diferencovatelnost a analytickost funkcie v oblasti si zhodné
pogmy. Analytickost’ funkcie v bode je silnejsia vlastnost nez diferencov-
atelnost’ funkcie v bode.

Example 104 Napriklad funkcia f : C — C, f(2) = |22 = |2|* =2
prikladu 100 md derivdciu v bode a = 0, ale nie je analytickd v tomto
bode, pretoze jej derivdcia f'(z) neezistuje v Ziadnom bode z lubovolného
okolia bodu a = 0.

Remark 105 Niektori autori namiesto pojmu analytickd funkcia pouZi-
vaji pojem holomorfnd funkcia.
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Definition 106 Body komplexnej roviny C v ktorych je funkcia ana-
lytickd nazyvame requldrne body funkcie. Body v ktorych funkcia nie je
analytickd (teda aj tie, v ktorych funkcia nie je definovand) nazjvame
singuldrne body.

Example 107 Ukd%te, e funkcia f : C\ {0,i} — C, f(2) = = je
analyticka.

Solution 108 Vypocitajme deriviciu funkcie v bode a

20 — 1

(a2 —ia)”

f'(a) = -

existuje v kazdom bode a € C\ {0,i}. O
7 predchdadzajicej kapitoly o elementdrnych funkcidch plynie, ze
mocninova funkcia s prirodzenym exponentom,
polynomicka funkcia,

exponencidlna funkcia, goniometrické a hyperbolické funkcie si analyt-
ické funkcie,

hlavng hodnota argumentu komplexného ¢isla, hlavna hodnota (vetva)
logaritmu a vSeobecnej mocniny, s analytické na mnozine vsetkych
komplexnych ¢isel s vynimkou nuly a zdpornych redlnych ¢isel. Je
to z toho dévodu, ze tieto funkcie si definované pomocou hlavnej
hodnoty argumentu.

Pouzitim vety 97 vieme néjst’ analytickd funkciu, ak je dand iba jej
redlna cast’ alebo iba jej imagindrna cast.

Example 109 Ndjdite analyticki funkciu f : A(C C) — C, f(z) =
u(z,y) +iv(z,y) ak je dand v : R* — R, v (z,y) = 22y + 3.

Solution 110 Pretoze hladdme analytickd funkciu f, mala by byt difer-
encovatelnd v kazdom bode oblasti A, t.j. podla vety 97 funkcie u, v musia
byt diferencovatelné v oblasti A a musia spliat’ Cauchyho - Riemannove

rovnice: 9 P
gu_ 9v _ — R2
e = oy 22,V (z,y) € A (= R?) ((3))
ou ov
a_y_—a_—2y—3,V(x,y)€A ((4)
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Rowvnica (8) implikuge

u(m,y)z/?a:da::ﬁ—i-cb(y),

teda P
U
— =@’ = 2y—3
3y (y) y— 3,
¢o ddva
®(y)=—y*-3y+k kcR.
a

u(z,y) =2 —y* -3y + k.
Funkcie u, v su diferencovatelné v A = R?, teda

2 =2

f:A(=C) — C, f(2)=2>—y*-3y+k+i(2vy + 32) = +3iz+k

je analytickd funkcia. [

Remark 111 V dalsej kapitole ukdzeme, Ze analytickd funkcia md v
oblasti, v ktorej je analytickd derivdcie vsetkych rdadov.

Remark 112 Okrem pouZitia Cauchyho - Riemannovych vztahov exis-
tuje aj ingy sposob rekonstrukcie analytickej funkcie, ak pozndme iba jej
redlnu alebo imagindrnu zlozku.

Tento spdsob nevyzaduje riesenie dvoch parcidlnych diferencidlnych
rovnic, jeho hlavnou myslienkou je metéda reflexie analytickej funkcie
od redlnej osi. Ak je definovand funkcia

f:C— C,w=f(2),
jej reflexia od redlnej osi je definovana:
f:C—C f()=f()

Remark 113 Ak je funkcia f (z) analytickd (holomorfnd) na otvorenej

mnozine U C C, potom je f(z) analytickd (holomorfnd) na otvorenej
mnozine U' C C, ktord je reflexiou U od redlnej osi.

Theorem 114 Nech f (z) je analytickd (holomorfnd) na okoli zatiatku
C takd, ze
fz)=f(z+iy) =u(z,y) +iv(zy).

Potom
z z

f)=2u(55;) ~TO =200 (5, 5:) + T0)
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Example 115 Rekonstruujte analytickd funkciu f : A(C C) — C,
f(2) = u(z,y) +iv(x,y) akje dandv: R* — R, u(z,y) = 2% — 3>

Solution 116 Podla predchddzajicej vety mdame:

=2 - (3] 7o

f(z)=2"=f(0).

t.j.

V bode z = 0 dostaneme:

f(0)=0%=f(0) = f(0) + f(0) =0 =>Re f(0) = 0.

Potom
f(z)=2*+iB, € RO

Ak je funkcia f (z) analytickd v okoli nejakého bodu a € C, potom
plati nasledujica veta:

Theorem 117 Nech f(z) = f(z+1y) = u(z,y) +iv(z,y) je analyt-
ickd (holomorfnd) v okoli bodu a € C. Potom

F(2)=2u (z—;—ﬁz;@&) ~ T (a) = 2iv (’Ha,z_.a) +fa)

10.4 Harmonické a harmonicky zdruzené funkcie.

Definition 118 Redlna funkcia u : A (C R2) — R sa nazyva har-
monickd funkcia ak

a) u ma spojité parcidlne derivacie druhého radu v oblasti A,

b) % + 22772‘ =0, pre kazdé (z,y) € A

Posledni rovnicu nazyvame Laplaceova rovnica, ktord sa casto za-
pisuje v nasledujticej forme

Au =0,
kde o o
Ae = o4 =
0x? * 0y?

je Laplaceov operétor.

42



Theorem 119 Nech f : A — C, f(2) = f(z+iy) = u(z,y) +
iv(x,y) je analytickd funkcia a funkcie u a v su dvakrdt spojite diferen-
covatelné. Potom u, v si harmonické funkcie v oblasti A.

Remark 120 Opacné tuvrdenie k predchddzajicej vete neplati, pretoze
dve harmonické funkcie v oblasti A memusia byt castami analytickej
funkcie (nemusia splhat’ Cauchyho - Riemannove rovnice).

Definition 121 Nech u,v : A (C R2) — R su harmonické funkcie.

Ak u, v spliaji Cauchyho - Riemannove rovnice v oblasti A, potom hov-
orime, Ze u, v su harmonicky zdruzené funkcie.

Lemma 122 Redlna aj imagindrna cast’ kaidej analytickej funkcie f :
A— C, f=u+1iv, AC C,siu harmonicky zdrutené funkcie v oblasti
A, pricom funkcie u a v su dva razy spojite diferencovatelné.

Remark 123 Pouzitim Cauchyho - Riemannovijch rovnic na lubovolni
harmonicki funkciu u : A(C R2) — R, moézZme ndjst’ harmonicky
zdruzeni funkciu v : A (C RZ) — R tak, Ze funkcie f = u + iv alebo
g = v +iu su analytické v oblasti A.

Example 124 Nechu: R*> — R, u(z,y) = 2® — 2. Ndjdite harmon-
icky zdruzeni funkciu v : R* — R taki, e v (0,0) = 0.

Solution 125 Pretoze plati Au = 0, u je harmonickd funkcia v A = R?.
Plati

Ju ou
— =2z, — = —2y.
o D oy 4
Pouzitim Cauchyho - Riemannovych rovnic dostaneme
ov v
— =2, — =2
oy o Y
odkial

v(z,y) = /Qxdy =22y + ¢ ()
co implikuge
ov
— =9 !
5y~ e (@),
teda
20 =2y + ¢ (x) alebo ¢ (r) =0 = ¢ (x) =k,

kde k € R je lubovolnd konstanta. Potom
v(z,y) =2zy+k
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a pretoze v (0,0) =0, potom k=0 a v:R* — R,v(x,y) =22y je
harmonicky zdruzend funkcia k u (z,y) splivagica podmienku v (0,0)=0
a [:C— C, f(2)=f(x+iy) = (2% — y*)+i2zxy = 2% je analytickd
funkcia a u, v su harmonicky zdruzené funkcie. [

Example 126 Nech v : A — R, u(z,y) = 2arctg§ —2r—y, A=
{(z,y); y >0, > 0}. Ndgjdite harmonicky zdruzeni funkciuv v : A —
R takd, ze v (1,1) = —1.

Solution 127 Pretoze plati Au = 0, u je harmonickd funkcia v A. Plati
ou 2y ou 2x

or  22+y2 Oy a2+y?

Pouzitim Cauchyho - Riemannovych rovnic dostaneme

dv 2y ov 2z 1
oy  x2+y2 7 O 242
odkial
2y 2 2
v(z,y) = W—Q dy:ln(x +y)—2y—|—g0(a:)
co implikuge
ov 2x
e 24P +¢' (),

teda
¢ (r)=1 = p(z) =2 +Fk,

kde k € R je lubovolnd konstanta. Potom
v(x,y) zln(:p2+y2) —2y+ax+k

a pretoze
—1=v(1,1)=ln2-2+1+k,

potom

k=-I2 a v(z,y)=In(2*+y’) —2y+z—In2,

f(z):2arctg§—2x—y+i[ln(w2+y2)—2y—|—x—1n2]

je analytickd funkcia a u, v su harmonicky zdruzené funkcie na A. O
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10.5 Geometricky vyznam derivacie.

Nech w = f(z) je analytickd funkcia v oblasti D C C, ktord zobrazuje
D dooblasti G C C.Nech z¢g € Dawy= f(z) € Ganech f'(z) #0.
Nech [ je 'ubovol'nd krivka prechdadzajiica bodom zj, ktord mé dotycnicu
v bode zy. Funkcia f zobrazi krivku [ na krivku L € G. Potom

w — Wo

f'(20)) = lim

z2—20 Z — 20

¢o implikuje

arg f ' (z0) = ZILHLO larg (w — wg) — arg (z — 20)]
If " ()| = lim |0
z—20 | £ — 20

Ak arg (z — z0) = a1 a arg (w — wp) = 1, potom pre z — 2z je v —
a a 1 — [ a my dostaneme

arg f ' (z) = B — «a alebo B =argf'(2)+a.

Teda arg f ' (z0) je uhol o ktory musime pootocit’ dotyénicu k [ v bode
2o aby sme dostali dotyc¢nicu ku L v bode wy. Pretoze

w — Wy

f, (ZQ) = lim

zZ2—20 2 — ZO

nezavisi od sposobu aproximécie z ku zg, teda arg f ' (z9) bude taky isty
pre kazdu krivku prechddzajicu bodom zy a arg f ' (29) sa nazyva uhol
pootocenia doty¢nice v bode zy vzhl'adom k zobrazeniu w = f (z).
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11 Cvicenia.

1. Dand je funkcia f (2) = ZZZQZJ:llﬂ Najdite:

(a) defini¢ény obor; [C\{{‘/ﬁe‘%’i’ {4/5611?”}]
REREA [f/(z):%’f/(i)=—4+i]

2. Zistite, ¢i su nasledujice funkcie diferencovatelné, ak dno vypoci-
tajte ich derivécie:

=1 [f :C\{0} — C, f(2) = % je analytickd, f'(z)= —

- ]

L.
=22-2iz,[f: C — C, f(z) = 22 — 2iz je analytickd, f'(z) =2z = 2i.]

=Z.[f: C— C, f(2) =% nie je analytickd, f'(z) = 7]

3. Vypotitajte derivdciu funkcie f (2) = ;2. |D(f) = C\{2i} =D (f '), f'(2) = (Zii)g
V tlohéach 4. - 9. pre funkciu f
a. zistite, kde existuje derivdcia,
b. najdite f ' v bodoch, kde existuje
c. vySetrite, kde je f analytickd (holomorfn4)
a. f'existujena M ={z¢€ C:Imz=Rez},

4. f(z) = 22 +iy* b. f'(z) = f'(z+iy) =2z,
c. nie je analytickd v ziadnom bode

a. f ' neexistuje v ziadnom bode,

5. f(2) =|7]. b. f'(2)3,

c. nie je analytickd v ziadnom bode.

a. f ' existuje na C,
6. f(z)=22+2. | b. f'(2)=322+1,
c. je analytickd na C.

a. [ existuje len v bode z = 0,

7. f(z) =zRez. b. f'(0) =0,
c. nie je analytickd v ziadnom bode
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.
20.

21.

fR)=f(z+iy) = oy +2z—1)+i(y> — 22+ 2y).

a. [ existuje na C,

b. f(z)=f"(z+iy) = (2y +2) —i(27),
c. je analytickd na C.

a. [ neexistuje v ziadnom bode,

f(2) = (" cosy)—i (e"siny) . b. f'(2)%,

c. nie je analytickd v ziadnom bode.

V dlohédch 10 - 33 n4djdite na A C C analyticki (holomorfni)
funkciu f(z) = f(z+1y) = u(z,y) +iv(z,y), ak je dand jej
jedna zlozka a pripadne funkénd hodnota v jednom bode:

u(z,y) =2® — 3zy?, f (i) = 0.

[f (2) = [ (v +1iy) = (2° — 3wy?) +i (32°y — y° + 1)]
u(z,y) =2*—y*>+xy, f(0)=0.
f(z):f(x—f—iy):(x2—y2+xy)+i(2xy+%—%2>]
v (
[u(z,y) = 2* — y* — 22y + 3y — 2]

v(x,y) =2e"siny, f(0)=1.

[ (2) = f (e 4 ig) = (26" cosy — 1) + 1 (2 siny)
v(z,y) =In(2? +y?) +z — 2y.

u(z,y) = —2arctg (£) —y — 2z + k, alebo
u(z,y) = 2arctg (%) —y—2r+ K

y) = 2% —y? — 3z + 22y, u(2,1) = 0.

8

u(z,y) =e" (xcosy —ysiny) , pricom f (0) =0.[f : C — C, f(z) = z€”]

u(z,y) =222 — 2y? — 6zy + x — y + 3, pricom f (i) = 1.
f:C—C,(2)=2+3i) 22+ (14+14) 2+ 3+ 3i.]

v(z,y) =22y +3z.[f: C— C, f(2) =22+ 3iz+C|]
u(x,y) = 2>—y*+ay, pricom f (0) = 0. [f : C — C, [ (z) = 22 ]
U(xay):wszyz_%J- [fiC\{O}—>C,f(z):%+2iz+0.}

v (z,y) = ¥, pricom f(2) = 0. [f : C\ {0} — C, f(2) = —1 + 3]

u(z,y) = ¥3+622y—3zy*—2y3, pricom f (0) = 0.[f : C — C, (1 — 2i) 23]
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22. u
23.
24.
25.
26.
27. u

28.

29.

30.

31.

32.

33.
34.

35.

36.

37.

38.

39.

u(z,y) =€" (rcosy —ysiny), pricom f (0) =0.[f : C — C, f(z) = ze”]
u(z,y) = x cosx cosh y+y sin z sinh y, pricom f (2) =0.[f : C — C, f(z) = zcos z]
v (x,y) = ycosy cosh z+z sin y sinh z, pricom f (0) =0.[f : C — C, f (2) = z cosh 2]

dry (y* — 2%).

(z,y) =
(z,y) =
(z,y) =
v(z,y) =In(2? +y?).[f: C\{0} — C, f(2)=2ilnz+ C]
(z,y) =
(z,y) =

u(z,y) = e”cosy.

X
— 24,2 Y
u(w,y) = e=*+* cos .

u(z,y) = (22 + y2)% cos (5 arctg (4)) .

22 g2
u (ZL’, y) = (x2+yZ/2)2 :

x2—y? 2z
u (x7 y) = eXp ((x2+;2)2> COS (.1‘2+ny)2 .

3 a2
u(oy) = EE3
u(z,y) = (2% + yz)i cos [ arctg ()], ne Z.

Ukazte, ze u (x,y) = zy je harmonickd funkcia a ndjdite harmon-
icky zdruzeni funkciu.

[ R* — R, v(r,y) =4 (2® —y*) + C]

Ukdzte, ze u (x,y) = 2% — y* + 2y je harmonickd funkcia a ndjdite
harmonicky zdruzend funkciu. [f: R* — R, v (z,y) = 2zy — 1 (22 — y?) + C]

Ukézte, ze u (z,y) = 23 + 622y — 3zy* — 23> je harmonickd funkcia
a najdite harmonicky zdruzenu funkciu.
[f:R* — R, v(z,y) = —22% 4 32y + 62y — y* + C.]

Ukézte, ze u (z,y) = 2* — 62%y* + y* — 2 je harmonickd funkcia a
nsjdite harmonicky zdruzemi funkeiu. [ f:R* — R, v(zr,y) =423y — 4oy —y + C’]

Ukézte, ze u(x,y) = 721,z Je harmonickd funkcia a néjdite har-
monicky zdruzeni funkciu.

FR*\A{(0,0} — R, v(z,y) =

T 24y

2+C]

Ukézte, ze u (x,y) = xe® cosy — ye® siny je harmonicks funkcia a
ngjdite harmonicky zdruzeni funkciu. [ f:R* — R, v(x,y) =ye"cosy + ze”siny + C’}
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12 Integralny pocet funkcii komplexnej premennej.

12.1 Integral funkcie komplexnej premennej.

Formilne je integral funkcie komplexnej premennej definovany takym
istym sposobom ako krivkovy integrél vektorovej funkcie (orientovany
krivkovy integral ).

Komplexni funkciu redlnej premennej

¢:{a,p) — C

mozme vyjadrit’ v tvare

p () =2 (t)+iy(t),

kde x, y : (a, f) — R st redlne funkcie redlnej premennej t € (o, () .
Hovorime, ze funkcia ¢ : (o, ) — C je spojita ak su funkcie z,y :
(o, B) — R spojite.

Definition 128 Nech ¢ : (o, 3) — C je spojitd funkcia. MnoZina
C =y¢({a,)) sa nazyva krivka v komplexnej rovine.

e funkciu ¢ : (o, 5) — C,p(t) = z (t) + iy (t) nazyvame parame-
trizdciou (parametrickou rovnicou) krivky C.

e dand krivka moze mat’ viac (aj nekoneéne mnoho) parametrizacii.

e bod ¢ (a) sa nazyva zaciatoény bod a ¢ () koncovy bod krivky
C.

e ak ¢ : (o, f) — C je injektivna, potom hovorime, ze krivka C' je
jednoduchs.

e ak ¢ (a) = ¢ (B), potom krivku C' nazyvame uzavreta.

e ak je krivka C' s parametrizdciou ¢ : (a, ) — C jednoduchd a
uzavretd, nazyvame ju Jordanova krivka.

Remark 129 Jordanova veta hovort, ze jednoduchd uzavretd krivka C
deli komplexni rovinu na dve suvislé mnoziny, ktoré sa nepretinaji:
ohranicend (vnitro krivky - IntC' ) a neohranicend (vonkajsok krivky
- ExtC' ). Doékaz tejto vety je narotny, preto ho nebudeme uvddzat, ale
vetu budeme pouZivat.
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Example 130 Funkcia

a) ¢ : (1,10) — C, ¢(t) = t + it?, je parametrizdciou oblika
paraboly

Cy:y=2% prex e (1,10),

b) p: (—=1,1) — C, ¢ (t) =t — 2it, je parametrizdaciou usecky

Cy:y=—2z,x€(-11),

c) p:(0,m) — C, p(t) = cos2t + 2isint, je parametrizicia ¢asti
paraboly

Cs:y?>=—-2w0+2 prex € (—1,1).

Platt napriklad ¢ (%) = (?jfr) , teda krivka Cs nie je jednoduchd. [

Example 131 Nech a,b € C, potom ¢ : (0,1) — C, ¢(t) = a +
t (b — a) je parametriziciou jednoduchej krivky C' - dsecky spdjajicej body
aab U

Example 132 Funkcia ¢ : (0,21) — C, ¢ (t) = cost +isint je para-
metrizdcia jednoduchej uzavretej krivky C' - jednotkovej kruznice so stre-
dom v zatiatku suradnicovej sustavy. Vsimnime si, Ze ¢ (0) = ¢ (27).
[l

Example 133 Funkcia ¢ : (0,47) — C, ¢ (t) = 2cost+2isint je tiez
parametrizaciou kruznice s polomerom 2 so stredom v zaciatku siuradni-
covej sustavy. Tato krivka je tiez uzavretd ¢ (0) = ¢ (4m), nie je viak
jednoduchd, pretoze napriklad

T o
—) = — .0
v <2> 4 ( 2 )
Definition 134 Ak funkcia ¢ : (o, ) — C je takd, ze Vt € (o, 3) je
funkcia ' (t) spojitd a ¢’ (t) # 0, tak krivku C' nazgvame hladkd krivka.

Delenie krivky. Nech ¢ : (o, ) — C je parametrizaciou krivky C.
Nech @ je delenie intervalu (o, ) , Q = {a =1ty <ty <ty <--- <t,=f}.
Potom kazdému bodu t; € (a,f) odpovedd bod ¢ (tx) = 2z, € C.
Potom P = {z; k=0,1,2,...,p} je delenie krivky C. Funkcie ¢, :
(th—1,tx) — Coo,(t) = ¢ (t), k = 1,2,3,...,p si parametrizdciami
c¢iastocnych kriviek Cj so zaciatotnymi bodmi ¢, (tx—1) a koncovymi
bodmi ¢, (tx), k=1,...,p krivky C.

Definition 135 Nech ¢ : (a, ) — C je po castiach hladkd funkcia.
Ak existuje delenie intervalu (o, 5) - P ={a =1ty <t; <ty <---<t, =}
tak, Ze ¢iastoéné krivky Cy s parametrizdciami

Pk - <tk—1at/€> E— Ca(pk(t>:90(t)v k:1a2737---ap

st hladké funkcie, potom sa krivka C nazyva po Castiach hladkd krivka.
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Nech ¢ : (o, ) — C, ¢ (t) = x (t) + 1y (t) je parametrizacia hladkej
krivky. Definujeme ¢islo d (C') , ktoré nazyvame dlzka krivky C'

jKWMW+WW%=fW@W

ak C' je po castiach hladka krivka potom

= d(Cy).

12.2 Definicia integralu.

Definition 136 Nech ¢ : (o, B) — C je parametrizacia hladkej krivky
C anech f: A(C C) — C je spojitd funkcia, ktorej defini¢ny obor ob-
sahuje C' (C' C A). Potom integrdl z funkcie f po krivke C je definovany

B8
Lﬂ@wz/fWMM%Mt

Ak C je po castiach hladkad krivka a f : A(C C) — C je spojitd funkcia,
ktorej defini¢ny obor obsahuje C' (C' C A), potom integrdl z funkcie f po
krivke C' je definovany

/f dz—z tkl ) ' () dt.

12.2.1 Vlastnosti integralu.

1. Ak ¢1,c5 € C si lI'ubovolné komplexné ¢isla, C' je po castiach
hladks krivka a f7, fo su funkcie spojité na C. Potom

/C[le (2) +caf2(z /fl d2+02/f2

2. Nech ¢ : (o, 8) — C, ¢, : (3,7) — C st parametrizacie po
castiach hladkych kriviek C; a Cy, pricom plati ¢, (5) = ¢, (6) a
ak definujeme parametrizéaciu

. l(t) ak t€<aa6>
ot — 0= 20 126

krivky C' = C} + Cs, potom ak f je funkcia spojitd na C

/f(z)dz: f)ydz+ | f(2)d=
c e Ca
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3. Nech C' je po castiach hladka krivka a f je spojitd funkcia na C'.
Nech d (C) je dlzka krivky C. Potom

2)dz| < d(C)sup|f (2)].

zeC

4. Ak ¢ : (o, ) — C je po castiach hladkd parametrizécia krivky C'
a funkcia ¢~ : (=, —a) — C, takd, ze ¢~ (t) = ¢ (—t), potom
hovorime, ze krivka C~ je opacnéa ku krivke C. Ak f je spojitd na

C. Potom
= —/ f(z)dz
c

Example 137 Vypocitajte integral fc dz ak parametrizacia krivky
C je dand:

a)p:(0,1) — C, p(t) =t( ,

. <p t—2t ak te (0,3
b)e: (01— C o) { — 14 (2t—1)i ak tegé,l

Solution 138 a) Pre krivku C ¢ : (0,1) — C, ¢ (t) =t (1 +1i) mame
' (t) =141 odkial potom dostaneme

/C(E)2d2‘:/Ol[t(l—i)]Q(l—H')dt:(1—i)2(1+i)/01t2dt:

b) Teraz mdame C = Cy + Cy, kde ¢y : (0,3) — C, ¢, (t) =2t a
S =2 0y (3, 1) — C, 9y (1) = 14+1 (2%~ 1) a g} (t) = 2i, potom

/O(?fdz:/c (E)zdz+/02 (Z)de:/oé&?dw/l (1 (2t —1))*2idt =

2

Jun

2

e ! 2 4
:{8—} +z'/ (1—2i)(2t—1)— (2t — 1)°dt = -~ + 2i.0
3], 33

Remark 139 PretoZe jedna krivka moze mat’ viac parametrizdcii, naprik-

lad:
¢, :{0,1) — C, ¢ (t) =t + it?

Pyt <O, g> — C, p,y (t) = sint+z’(1 — cosZt)
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st parametrizdcie tej istej krivky C - ¢asti grafu paraboly y = 22, x €
(0,1) . Prirodzend otdzka je ¢i integrdl [, f(z)dz nezdvisi od parame-
trizacie (t.j. od funkcie p). Aj pre vSeobecné predpoklady odpoved znie:
integral nezdvist od parametrizacie krivky. Keby sme chceeli urobit’ dokaz,
musime sa obrdatit’ na casti matematiky, ktoré pojedndvaji o krivkovich
integrdloch a Greenovej funkcii.

Example 140 Vypocitajte integrdl fc Im zdz kde C' je obvod trojuhol-
nika s vrcholmi z; = 0, 29 = 2+ 14, 23 = 1 od bodu z, cez zo a z3 spdt do
bodu z;.

Solution 141 Mdame C = C; + Cy + Cs, kde
Cr:91:(0,1) — C, ¢ (1) = (2+10)t a ¢ (t) =2 +1,
Cripp:(0,1) — C, 9y (t) = (2—2t) +i a py(t) = =2,
C3:93:(0,1) — C 5 (t) =i (1 —1t) a ¢y (t) = —i, potom
JoIm zdz = fCl Imzdz—l—fc2 Imzdz+f03 Im zdz =
= [L2+ai)tdt+ [} (=2)1dt + [, (1 —t) (=) dt = —1.00
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13 Cvicenia.

1. Nagrtnite krivku C| ktora je dand parametrizdciou:

(a) p:(-2,2) — C, p(t)=14+t(1+1),
[Useéka z bodu — 1 — 2¢ do bodu 3 + 2@'.]
(b) ¢:(0,m) — C, ¢(t) =i+ 3e”,
[Polkruinica so stredom v bode 7 a s polomerom % od bodu % + 7 po bod — % + z}

—\/2e ak te <0 1>
: (0,1 C,p(t) = . , 4 )
() ¢:{0,1) — C, 0 (?) {(—1+z)+(t—§)(1+z) ak te (T T4+1)
[Stvrtina kruznice so stredom v bode 0 a polomerom /2]
od bodu — v2po bod — 1 + i a priamka

od bodu — 1+ po bod 2i.

2. N§jdite parametrizaciu nasledujticich kriviek:

(a) C={z€C:|z—1+4+1i=3}D.
[C je kruznica so stredom v bode 1 — i a s polomerom 3

C:p:(0,2r) — C, o (t) =1 —1i+ 3e™.

(b) C ={z€Crargz=0Vargz=—Vargz =2,|2| <2, zaciatoény bod —1—i }
C je tsecka od bodu—1—17 pobod 141

C:o:(=1,1) — C, p(t)=(1+1)t.

(c) C jeXkladne orientovand hranica oblasti {z € C : |z +1i| < 2, Rez > 0}, &

[ C' je cast’ kruznice so stredom v bode — 4, s

polomerom 2 od bodu v/2 po bod — v/2,

| Cip: (53,58 — C, p(t) = —i+ 2.

(d) C je kladne orientovana krivka zlozend z tsecky so zacia-
toénym bodom 1, koncovym bodom 1 + ¢ a tsecka so za-
¢iatotnym bodom 1 + i, koncovym bodom i a stvrtkruznica

|z —1—1| = 1 so zaciatoénym bodom i a koncovym bodom
C =C1+ Cy+ (5, pricom
1. 014,01<0,1>—>C,Q01(t):1+2t,

Coipy:(0,1) — C,pp(t)=1+i—1,
Cy :3:(0,5) — Cp5(t) =1 +i+e".

Vypocitajte integraly: (& je kladnd orientdcia, © je zapornd ori-
entdcia krivky C.)
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3. fc zsin zdz, kde

(a) C je tsecka od bodu 0 po bod i. [—ie™!]
(b) oblik paraboly C': ¢ : (0,1) — C, ¢ (t) = t*> —t +it so zadi-
atoénym bodom 0 a koncovym bodom 4. [i (sinh 1 — cosh 1) .]

4. [ Rezdz, C je usecka

(a) od bodu 0 po bod 1+i. [1+ 1]
(b) od bodu —1 po bod 1 +i. [0]

(c) polkruzmica |z| =1, 0 < argz < 7 so zadiato¢nym bodom 1
a koncovym bodom —1, [%ﬂ

adne orientovand kruznica |z| = a, a > 0. za*m.
(d) kladne ori i kruznica |2 = a, a > 0. [ian |

5. [ (2)dz, C : z(t) =t + it, t € (0,3) orientovand sihlasne s

10(34)}

parametrickym vyjadrenim. [ 3

6. [ 2dz, C je usetka od bodu 1 po bod 1+ . [In (\/5) +47]

7. f o e*dz, C je lomend krivka, ktora sa skladd z dvoch tseciek: prva
so zaciatotnym bodom 0 a koncovym bodom i, druhd so zacia-
toénym bodom i a koncovym bodom 1+i. [1 + (e — 2) (cos 1 — isin 1)]

8. [,%dz, C:|z| =2, Imz <0 od bodu —2 po bod 2. [in]
9. [, |z|dz kde

a) tsecka so zaciatocnym bodom 0 a koncovym bodom 2—1, [\/5 — Y5 }

) 2
b) C:|z| =1, Imz >0 od bodu —1 po bod 1. [2.]
(c) C:]z] =2, Rez <0 od bodu —2i po bod 2i. [8i.]
)

(d) polkruznica |z| = 1, Imz > 0 so zaiatoénym bodom —1 a
koncovym bodom 1, [2.]

(
(

(e) polkruzmica |z| = 1, Rez < 0 so zaciatotnym bodom —i a
koncovym bodom i, [2i.]

(f) kladne orientovand kruznica |z| = a, a > 0.[0.]

10. [, Z|z|dz,kde C : |z| = 1, Rez > 0 od bodu i po bod —i a tisecka
od bodu —i po bod i. [—i]

11. [ Rezdz,kde C:|z| =1, ©. [—i7]
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12. [, zImzdz, kde C: |z| =2, Imz > 0 od bodu —2 po bod 2. [1]

13. [, Zdz,kde C : |z| = 2, Imz > 0 od bodu 2 po bod —2 a tsecka
od bodu —2 po bod —1 a |z| =1, Im z > 0 od bodu —1 po bod 1
a tsecka od bodu 1 po bod 2. [g]

14. Vypocitajte fc zdz,kde C je tsecka so zaciatocnym bodom 0 a
koncovym bodom 3 + 4. [—% + 12@'.]

15. Vypocitajte [, 2dz,kde C' je kladne orientovand kruznica |z| =
a, a > 0.[2ir.]

16. Vypocitajte [, zdz, kde C je:

(a) kladne orientovand kruznica |z| = 2.[0.]

(b) kladne orientovand elipsa C' : ¢ : (0,21) — C, ¢ (t) =
cost + ¢32L.[0.]

17. Vypocitajte [, (z —a)"dz, n € Z,kde C je:

(a) polkruznica |z — a| = R, Im z > 0 so zaciato¢nym bodom a +

n+1{/_q1\yn+1_
{% pre n%—l]

R a koncovym bodom a— R,
m pre n=-—1

(b) kladne orientovand kruznica |z| = a, a > 0.[0.]

(c) kladne orientovany obvod stvorca so stredom v bode a a
. £ vt S . S . 0 pre n # —1
stranami, ktoré si rovnobezné so siradnicovymi osami. . :
2mi pre n=—1
18. Vypocitajte . o €°dz, kde C je krivka zlozend z dvoch tseciek, ktord
mé zaciatoény bod 0 a koncovy bod 1 + i ak spolo¢nym bodom
oboch tseciek je:

[ C=C1+ 0y
Cr:¢7:(0,1) — C, p, (t) =1t,
Cy @y :(0,1) — C, o, (t) = 1+ it,
Jo€fdz = fcl e*dz + f02 efdz =
= fol etdt + 1 fol el=dt =2 — 1 —ecosl+iesinl =
=2 —1—el

(b) bod i.[1 —2e™" + ']

(a) bod 1,
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13.1 Cauchyho integrilna veta.

Hovorime, zZe oblast’ ohrani¢end jednou jednoduchou, spojitou, uzavretou
krivkou sa nazyva jednoducho sivisld oblast. Oblast’ ohranicend dvomi
jednoduchymi, spojitymi, uzavretymi a nepretinajicimi sa krivkami nazy-
vame dvojndsobne sivisla oblast, .... Hovorime, ze hranica oblasti je
kladne orientovand, ak pri pohybe po hranici v smere jej orienticie
vnutro oblasti zostdva po nasej l'avej ruke. Je mozné dokdzat’ nasle-
dujicu vetu:

Theorem 142 Nech f je analytickd funkcia v jednoducho siuvislej oblasti
D. Ak C je jednoduchd, po castiach hladkd uzavretd krivka v D, potom

/Cf(Z)dz:

Example 143 Vypocitajte integral

/222—3Z+4
TR
C Z+1

ak ¢ : (0,21) — C, ¢ (t) = L cost + i3 sint.

Solution 144 Krivka C je uzavretd, hladkd krivka, C = {z €C; |z = %} )
Nech D = {z €C;lz| = 3} D je jednoducho sivisld a C C D. Funkcia

f(2) = M je analytickd v oblasti D, teda [, 22 _3Z+4dz —0. O

Cauchyho integralna veta implikuje skuto¢nost) ze integral z ana-
lytickej funkcie v jednoducho sivislej oblasti D nezévisi od integracnej
cesty. Nech (', (5 su dve jednoduché, po ¢astiach hladké, nepretinajice
sa krivky s rovnakym zaciatoétnym bodom z; aj rovnakym koncovym
bodom z;. Nech Cy € D a Cy C D. Potom C = Cy 4+ C5, kde C; mé
opacnu orientdciu ako Cy,je jednoduchd uzavretd, po castiach hladka
krivka, ktord spliia predpoklady vety 142, teda

Oz/cf(z)dz: le(z)dz—l—/%f(z)dz: le(z)dz— CQf(z)dz
teda

; f(z)dz= | f(2)dz.

Co
Tak sme dokdzali tvrdenie.
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Lemma 145 Ak je f: D (C C) — C analytickd funkcia definovand v
jednoducho siuwvislej oblasti D, potom fo f(2)dz v oblasti D nezdvist od
cesty.

Ak z; je zaCiatoCny bod a z5 koncovy bod krivky C', potom namiesto
zépisu [, f () dz mézme pouzit’ zdpis f;f f(z)dz.

Remark 146 Nech f : D (C C) — C je analyticka funkcia v jednodu-
cho suvislej oblasti D a nech z1, zo € D. Nech pre kazdé z € D plati
F'(z) = f(2), potom funkciu F' nazgvame primitivnou funkciou k funkcii
f na D. Ak ma analytickd funkcia f primitivnu funkciu F, potom

/Z2f(z) dz. = F(z) — F (z1).

Example 147 Vypocitajte integral

/ 22dz
c
kde

a) C je usecka spdjajica bod z; = 0 s bodom zo = 1 + i,

b) C je krivka zloZend z dvoch useciek spdjajicich body z; = 0, z5 =
1, 25 =141.
Solution 148 a) Krivka C' sa dd parametrizovat takto ¢ : (0,1) —
C, o(t) =t(1+1). Potom ¢ (t) =1+ i, odkial’ potom mdme

/01+Z'Z2dz:/01 [t (1+4)]% (1+14)dt = (1+1)° EI=%(—2+2¢).

PouZzitim poznamky tento vijsledok dostaneme priamo: pretoze je % pTIMm-
ittvna funkcia ku funkcii 22, mdme

1+1 37 144
1
2z = || =2 (=2+2i).
/0 22dz [3 i 3( + 2i)

b) Teraz mame C' = Cy + Cy, kde
Cr:p:(0,1) — C, o, ()=t a ¢ (t) =1,

Co:py:{0,1) — C, ¢y (t) =1+t a ¢ (t) =1,

potom

1 1
/zzdz:/ szz—i-/ z2dz:/ t2dt—|-/ (14 it)*idt =
c o Co 0 0
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1
(14 it)’
3

= -+ =—-(—-2+2i).

1
3

W

0

Porovnanim a) a b) vidime, Ze nas integral nezdvisi od cesty. Ale tento
vijsledok sme otakdvali, pretoze funkcia f (z) = 2% je analytickd funkcia
v celej komplexnej rovine C'. [

Treba si uvedomit, ze funkcia f(z) = (2)* z prikladu 137 nie je
analytickd funkcia a preto |[ o (2)2 dz zavisi od integracnej cesty.

13.2 Cauchyho integralna veta vo viacndsobne sivis-
Iych oblastiach.

Theorem 149 Nech je f : A(C C) — C je analytickd funkcia a
Co, C1,Cs, ..., C, s jednoduché, po castiach hladké, uzavreté krivky ori-
entované v jednom smere, ktoré spZﬁasz podmienky:

a) IntC; C IntCy, prei=1,2,....n

b) IntC; N IntC; = 0, pre kazdé i # j,i,j =1,2,...,n

¢) IntCy \ U;—, IntC; C A. Potom

; f(z)dz-Z/Cf(z)dz

Theorem 150 (Veta o deformdacii integracnej krivky.) Nech Cy, Cy si
dve jednoduché uzavreté, po castiach hladké rovnako orientované krivky,
ktoré sa nepretinaji a Cy C IntCy. Nech tieto krivky a mnoZina bodov
leziacich medzi nimi leZia v oblasti D. Ak f : D (C C) — C je analyt-
ickd funkcia, tak

f(z)dz = f(2)dz.
C1 Co

1
/ dz,
cR—a

kde C' je jednoduchd, uzavretd, po castiach hladkd, kladne orientovand

krivka komplikovaného tvaru, ktord vo svojom vnitri obsahuje singuldrny
bod z = a funkcie f (z) 1

T z—a’

Example 151 Vypocitajte

Solution 152 Aplikujeme vetu 150 a dostaneme, 2e ak Cy je krivka
jednoduchého tvaru, jednoduchd, uzavretd, po castiach hladkd, kladne
orientovand napriklad kruznica so stredom v bode z = a a s polomerom
R, ktord lezi v IntC, tak dostaneme

1 1
/ dz:/ dz.
CZ—CL Clz—a,
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Pretoze
Cy: @ :(0,2m) — C, ¢, () = a+ Re”, @) (t) = iRe",

potom

1 1 27 R it
/ dz:/ dz:/ M g =2 = 2O
cZ—a o, %—a 0 a+ Ret—a

Example 153 Vypocitajte

1
/—ndz,naél,nez,
c(z—a)

kde C' je jednoduchd, uzavretd, po castiach hladkd, kladne orientovand
krivka, ktord vo svojom wvnitri obsahuje bod z = a.

Solution 154 Aplikujeme tu isti metdédu ako v predchddzajicom prik-
lade a dostaneme

2 . it
/—1 ndz:/ o ndZZ/ ZR? mdt =
c(z—a) o (z—a) o (a+ Re'—a)

. 2T . i l—n)t 2w
_ 1/ pil-mt gy — " : {.e( } o,
Rr=1 Jy Rt 1i(1—n)],

pricom sme pouZili

e = cos (1 — n) 2m) +isin ((1 — n) 27) = 1,

tak dostaneme

1 | 2mi pre n=1
/C(z—a)"dz_{ 0 pre n=0,-1,%2,... =
13.3 Cauchyho integralna formula.

Theorem 155 Nech C' je jednoduchd, uzavretd, po castiach hladkd, kladne
orientovand krivka a f : IntC U C — C je analytickd funkcia. Potom
pre kazdé a € IntC
1
fla) ==— /(z) dz.

2m Joz —a

Nasledujicu vetu uvedieme bez dokazu.
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Theorem 156 Kazdd funkcia f (z) analytickd v uzavretej oblasti D md
v tejto oblasti derivdcie vsetkiych radov a plati

f(n)(a):n—!,/%dz,nzlﬂ,...
o (z

21 —Q

kde C' je uzavretd, kladne orientovand, po castiach hladkd krivka, ktord
lezi so svojim vnitrom v D.

Example 157 Vypocitajte integrdl fc dz kde C' je kladne orien-

1

tovand kruZnica so stredom v bode z =1 a s polomemm 2

Solution 158 Pretoze funkcia f(z) = % je analytickd vo vnitri kruhu
C a bod z =1 € IntC, potom

/e—,dz:/ =z = 2mi [6—} =2ne’. 0
cz(z—1) cz—1 Z .

Example 159 Vypocitajte integrdl fc sz dz, kde C' je jednoduchd,

uzavretd, po castiach hladkd, kladne omentovana krivka obsahujiica bod
1.

Solution 160 Funkcia sin z je analytickd funkcia v C. Bod z = i €
IntC', potom

/ Sm%4dz:ﬂ { (SH;Z)} :_ﬂcosz__ﬁ—zcoshl 0J
c(z—1) 3! dz z=i s ’
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14

Cvicenia.

V prikladoch 1 - 5 pomocou Cauchyho integralnej vety vypocitajte in-
tegrdly po jednoduchych, po ¢astiach hladkych, uzavretych, kladne ori-
entovanych krivkach:

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Jo =mdz, C = {zeC: (Rez)2+4(1mz)2:1}. [0.]

Jo 7z O l-l =1 [0]
Jo ZQfI’dz, C={z€C:4(Re 2)? +16 (Im 2)* = 1}. 0]

. Jo St dz, C |zl = 4. (0]

z+1

o7ty O lz+1] =1 0]

V prikladoch 6 - 14 pomocou Cauchyho integrdlnej vety, alebo
Cauchyho integralnej formuly vypocitajte integraly po jednoduchych,
po castiach hladkych, uzavretych, kladne orientovanych krivkach:

Jo (1iz‘2")’ssfnzdz, C:lz—2—i|=+2 [0]

Jo22dz, C |z —i| = 1. [0.]

. fcmdz C:lz|=1.1]0]
Jo B dz, O 1|2 = §. 0]
fc 2Zg_%dz C: |z|:% [187ri.]

Jo Z%;dz, C:lz—2i|=3 [Z]

e

Joo5dz, Cilz—al=a,a€ R, a>1. [i]

fo 2z2;§1z+4dz C:lz+1|=1. [187i.]

Jo SHdz, C: |z +i] = 2. [2wsin1 4 2im (14 cos1) ]

fCM—QHdZ C: |Z—1+Z|—2 [—%—i—l%]

JoSr2dz, C |2+ = 1. [iwsinh1]

_z+2
C 22-2z42 dZ

(a) C:|lz—1-2i|=2. [7(3+1).]
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

(b) Crlz —1+2i[ =2. [r (=3 +1) ]
Jo iz, C 2= 1— i) = V2. |27 ]

Vypocitajte fC ﬁdz,ak C je jednoduchd, po castiach hladks,
uzavretd, kladne orientovana krivka, na ktorej nelezia korene men-
ovatela. Vypocitajte vsetky moznosti.

[ korene menovatela: zy = ‘/5 (1+14), 2 = —ﬁ (1414). ]
a. 2o € IntC, 21¢IntC [ (1—1—2)]
b. 29 ¢ IntC, z, € IntC [—% (1+414) }

c. 29, 21 € IntC [0.]
i d. zo, z1 ¢ IntC [0.]

Pouzitim Cauchyho integralnej formuly vypocitajte integraly:

*22dz,kde C je kladne orientovand kruznica |z| =

Vypocitajte |,
1.10.]

€2dz,kde C' je kladne orientovand kruznica |z| =

Vypocitajte [,
1. [2mi]

Vypocitajte fc “5-dz, kde C je:

(a) |z| =3, @, [-8mi.]
(b) 2| =1, @. [0]

Vypocitajte [, 51:2(_71) dz, kde C je kladne orientovand kruznica |z — 1| =

Vypoéitajte |, o 22 25507, kde C je jednoduchd, uzavretd, po castiach
hladka kladne orientovand krivka, pricom:

(a) body 3i € IntC, —3i € ExtC, [%.]

(b) body —3i € IntC, 3i € ExtC, [—%.]

(c) body —3i, 3i € IntC. [0.]

Vypocitajte [ o (zcisgg dz, kde C' je kladne orientovany obvod §tvorca

s vrcholmi v bodoch 1, 1+ 2¢, —1 + 2i, —1. [—micosh 1.]

Vypocitajte fc ( dz kde C' je jednoduchd, uzavretd, po casti-
ach hladka kladne orlentovana krivka, pricom:
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(a) body 0 € IntC, 1 € ExtC, [2mi.]
(b) body 1 € IntC, 0 € ExtC, [—mie.]
(c) body 0, 1 € IntC. [7i (2 —e) ]
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15 Taylorove a Laurentove rady.

15.1 Analytickost’ si¢tu mocninového radu.

Theorem 161 Ak mocninovy rad ., ¢, (2 — a)" md polomer konver-
gencie R > 0. Potom jeho sucet

f:K(a,R)— C, f(z chz—a
je analytickd funkcia a plati
f':K(a,R)— C, f'( chnz—a

Theorem 162 Ak md mocninovy rad ), ¢, (z — a)" polomer konver-
gencie R > 0, potom jeho sicet

f:K(a,R)— C, f(z chz—a
mda derivdcie vsetkyjch radov a plati

f®:K(a,R) — C, f®(z in n—1)...(n—k+1)c, (z—a)" ",
n=~k

f* (a)
Kl

f® (a) = kley, alebo ¢, =

Theorem 163 Nech funkciondlny rad funkcii komplexnej premennej

> fa2)

rovnomerne konverguje na C, kde C : ¢ : {(a, ) — C je jednoduchd,
po castiach hladka krivka. Ak si funkcie f, (z),n = 1,2,3,... spojité
naC aak f:C— C, f(z) =", fn(2) je ich sucet, potom

/Cf(z)dz:g/ofn(z)dz
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15.2 Taylorove rady.

7, predchadzajiceho odseku vieme, ze sicet mocninového radu, ktory
je konvergentny v kruhu K (a, R) je analytickd funkcia v tomto kruhu.
Ukazeme, ze plati aj obratené tvrdenie.

Definition 164 Nech md funkcia komplexnej premennej f v bode a € C
deriwacie vietkijch radov. Potom mocninovy rad

» ™) (4 © ) (4
f(a)—i—f—() (2 —a)+~--+fT!() (z—a)'+-- = Z / n!( ) (z—a)"

nazyvame Taylorovym radom funkcie f v bode a.

Theorem 165 Nech f je analytickd funkcia v oblasti D. Nech a € D a
K (a,R) C D. Potom existuje mocninovy rad

o
E en(z—a)"

n=0

taky, ze

ch z—a)", pre kaidé z € K (a, R),

n=0
pricom
IRANIG
210 Jo (€ —a)™ ™
kde C' je jednoduchd, po castiach hladkd, uzavretd krivka, kladne orien-
tovand, ktord lezi v K (a, R) tak, %e a € IntC.

Veta 196 a veta 199 implikuji nasledujicu vetu:

Theorem 166 Ak f je analytickd funkcia v oblasti D, potom f md v
kazdom bode z D derivacie vsetkijch radov. Ak K (a, R) C D, potom

© ) (4
f(z)zzf n'( )(z—a)",pre katdé z € K (a,R).
n=0 ’

Example 167 Ndjdite Taylorov rozvoj funkcie f : C \ {—1} — C,
f(z)=In(1+ z) v bode a = 0 a jeho oblast’ konvergencie.
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Solution 168 Funkcia f je analytickad funkcia v C\{z € C:Rez < -1 AImz =0},
teda aj v bode a = 0 a plat?

/ o 1 "(y) = — 1
&= 1@ =

z+1
odkial

FO)=0,f(0)=1, f" (0) = —1,..., f™ (0) = (=1)"(n —1)!

Potom Taylorov rad md tvar

oo

Sy

n=1
a jednoduchou aplikaciou riesenia prikladu 96 konverguje v kruhu K (0, 1)
a plati

o0 n

In(1+2) =3 (=1)"" 2=, pre kazdé » € K (0,1).00
n(l+ 2) Z( ) — pre kazdé 2 € (0,1)

n=1
Example 169 Ndjdite Taylorov rozvoj funkcie exp : C — C, f (z) =

e* v bode a = 0.

Solution 170 RieSenie Funkcia [ je analytickd funkcia v C a plati
F(z) = ¢
a my dostaneme rad
2

z z " 2,
1+ﬁ+5+.”+m+“.zzoﬁ’

ktory konverguje v kruhu K (0, 0o) = C a teda plati

o0 n

expz:Z%,Vzec.D ((2))

n=0

Podobnym spésobom moézeme dostat’ Taylorove rady

simz =3 (=1)" @Zn—:w VzeC, ((3))
cosz:Z(—l)”(;—;)!, VzeC, ((4))
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= ,Vze K(0,1 5
— Z ). ((5)
co si citatel iste overi. Ak sa dé derlva(:la funkcie f vyjadrit rekurentnym
vztahom, potom pre takito funkciu mozme néjst’ Taylorov rad ihned’.
Ak to nie je mozné, pouzijeme na ndjdenie Taylorovho radu danej funkcie
f algebrické rovnosti a Taylorove rady zndmych funkcii. Napriklad:

Example 171 Ndjdite Taylorov rozvoj funkcie f : C \ {—1} — C,
f(z):1—+z v bode a = i.

Solution 172 Oc¢akdvame, Ze hladany TR dostaneme v tvare: f(z) =

1 00 "
. 1T 11 1 _ 1 :
Mdme = = 57 = = S TH L ( = Ak budeme pred
1

pokladat, Ze

Z—1

<1 <= [z—1i] < V2,
141

z—1 B
1+id|

potom pomocou zndmeho Taylorovho radu (5) dostaneme

LS R AN n (z=0)"
f(z)—lﬂ.nzzo(—l) () -2 ta-

n=0

_Z n+1 c—i)" ¥z e K (i,v2) .0
Example 173 Ndjdite Taylorov rozvoj funkcie f : C \ {3} — C,
f(z)= @ v bode a = 0.

Solution 174 Ocakdvame, Ze hladany TR dostaneme v tvare: f(z) =
(z_Z?))2 =2 o Cn (2 —0)".
Mame

z 1

z 1
(z—3)° (z—3)2 9 (§_1)2 (1-2)"
Z Taylorovho radu (5) funkcie = = Y " 2", Vz € K(0,1), derivo-

vanim dostaneme:

@IN

Z S Vze K(0,1),
=1
3]

potom ak H | <l <= !Z| dostdvame
Z z > z B on
5(1 52252" (g) ;nﬁ,vzeff(o,z@).m
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Example 175 Ndjdite Taylorov rozvoj funkcie f : C — C, f(z) =
ze= % v bode a = 0.

Solution 176 Oc¢akdvame, Ze hladany TR dostaneme v tvare: f(z) =
zem =372 e,

Funkcia f je analytickd funkcia v C a s pouZitim radu (2) plati

2

f()=ze " =[ak |-7°| < 00 <= |2| < o0 | =

© 9
-2y =
n!

n=0

)n 00 Z2n+1
=> (-1)" > ¥2€C.0

n=0
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16 Cvicenia.

V dlohach 1 - 2 pomocou definicie najdite Taylorov rad funkcie f so
stredom v bode a a vySetrite jeho konvergenciu:

1. f(2)=sin*z, a=0.

(_1)n+122n71

[ZZO:I Wz%, konverguje na M = C

2. f(z)=In(iz+2),a=1+2i.
[T+ 5200 (1) 1 (2 — 1 —2i)", konverguje na M = {z € C: [z — 1 — 2i| < 1}]

V dlohéch 3 - 9 vypocitajte Taylorov rad funkcie f so stredom v
bode a a vySetrite jeho konvergenciu:

3. f(2)=+5,a=1
[% +23 (_3173—::1 (z—1)", konvergujena M = {2z € C: |z —1]| < 3}}

4. f(z) =%, a=0.

T o241
[—1+2>, (=1)"' 2", konvergujena M = {z € C: |z| < 1}]

5. f(z):#f%,azl.

3 2o ()25 27 ) (2 - 1),
| konvergujena M = {z € C: |z — 1] <2}

6. f(2) = mig a=2.

[ S SBT3 (2 -2,
| konverguje na M ={z € C: |z —2| <3}

7. f(2) = 22~ a=.

22—2z+5"

S (25 (1) - 2 (13 (5 )
konverguje na M = {z € C: [z —i| < V2}

224
8. f(2)= s a=1

24 oo (=1)" (1+4) 1+44 n
T + ZTLZ]. 3 |:(1_Z~)n+1 - (1+;)n+1:| (Z - 1) 5
konverguje na M = {z € C: |z — 1| < v/2}

9. f(z) =€ a=1 [ed> 2 % (—1)", konverguje na M = C|

n=0 n!
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16.1 Laurentove rady a singuldarne body funkcii.

Definition 177 Nech...,c_,,...,c_2,¢_1,C0,C1,Co,y...,Cpn,...,a SUkom-
plexné c¢isla. Potom rad

S e(z—a) =t (z—a) "+ tea(z—a) e (z—a) +

‘oot c(z—a)+-+en(z—a)" +...

(1)

nazyvame Laurentov rad v bode a.

Rad
—1
Z Cn(z—a)" = dc,(z—a) "+ Fca(z—a) Pt (z—a)!

n=—0o0

sa nazyva hlavna ¢ast radu (1),

ch(z—a)":co—i—cl(z—a)+---+cn(2—a)"+...

n=0

sa nazyva analytickd (reguldrna) ¢ast radu (1).

Definition 178 Hovorime, Ze Laurentov rad (1) konverguje (rovnomerne)
na mnozine M C C ak jeho hlavnd cast’ aj jeho analytickd cast’ konver-
guge (rovnomerne) na mnozine M. Suctom Laurentovho radu rozumieme
sucet hlavnej a analytickej casti radu.

Theorem 179 Pre kazdy Laurentov rad (1) existuji ¢isla (jediné) r, R
(0 <r <00,0 <R < ) také, ze:

a) analyticka ¢ast radu (1) absolitne konverguje na otvorenom kruhu
K (a, R), rovnomerne konverguje na katdom uzavretom kruhu K (a, Ry),
kde Ry < R a diverguje na C \ K (a, R).

b) hlavnd ¢ast radu (1) absolitne konverquje na C\K (a, ), rovnomerne
konverguje na kazdej C \ K (a,r1), kde 11 > r a diverguje na K (a,r) .

c) Akr < R, potom Laurentov rad (1) absolitne konverguje v mnoZine
P (a,r, R) - medzikruzi ohranicenom dvomi koncentrickymi kruinicami
s polomermi r, R, rovnomerne konverguje na P (a,r1, Ry), kde r < r; <

Ry < R a diverguje na C \ P (a,r, R).
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Theorem 180 Nech

o0

Z Cn(z—a)"

je konvergentny na P (a,r, R). Potom jeho sucet

o0

f:Pa,r,R) — C, f(z) = Z e (2 —a)"

n=—oo

je analytickd funkcia.

Theorem 181 Nech [ : P (a,r, R) — C je analytickd funkcia. Potom
existuje jeding Laurentov rad, ktory na P (a,r, R) konverguje ku funkcii
f (2). Koeficienty Laurentovho radu maji tvar

1 f(z)

= — d =0, £1,£2,... 2
i o T g m =0 L2 (@)

n

kde C' je lubovolnd jednoduchd, po castiach hladkd, kladne orientovand
krivka, ktord lezi v P (a,r, R) tak, e a € IntC.

Remark 182 Rozvoj funkcie f (2) do Laurentovho radu md jednu vijhodu:
f moézeme rozvinit do nekonecného radu v takom bode z = a, v ktorom
f mie je analytickd (v tomto pripade rozklad funkcie do Taylorovho radu
v bode z = a nie je mozny).

Vypocet koeficientov Laurentovho radu pouzitim vztahov (2) je neprak-
ticky. Pri rozvoji funkcie do Laurentovho radu je vyhodnejsie aplikovat’
znalosti Taylorovych rozvojov znamych funkcif.

Example 183 Ndjdite Laurentov rad funkcie f : C \ {-1,1} —
C, f(z)zl:—ii na P(1,0,2).

1

Solution 184 Oc¢akdvame, %e hladany LR dostaneme v tvare: f(z) =
) DM R D

Funkcia je analytickd na P (1,0,2) a plati

f() 1—2z 1 1 +3 1 1 1 +3 1
Z) = = — — = — — =
1—22 22—-1 2z+41 2z2—-1 2z—-1+2
1 1 3 1 z—1
= . h0<|z—1|A <1l|=
22-1 41— (51 {nec Z= 1A= ' }

[e o]

11 3 z—1\"
== 2N (- .
22—1+4nz;( ) ( 2 )
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Tak pre 0 < |z — 1| < 2 mdme

1-2z 1 1 3
_ _ = E : —1 n -1 n

a hlavnd c¢ast’ radu vypocitaného Laurentovho radu mda iba jeden ¢len
11

22-1°

konverguje na K (1,2). Teda (a) konverguje na P(1,0,2).0

Example 185 Ndjdite Laurentov rad funkcie f : C\ {0} — C, f(z) =
z—z v bode z = 0.

Solution 186 Ocakdvame, %e hladany LR dostaneme v tvare: f(z) =

z_; = Zzoz—oo ann.
Funkcia je analytickd na P (0,0, co) = C\ {0} a plati

f@:e_:?ez [nech 0 < |z] < OO]ZQZ%:

n=0
iy S T R R T B
B PR E R Dhr el R D D ]

a rad konverguje na P (0,0, co).O

Example 187 Ndjdite Laurentov rad funkcie f : C\{0} — C, f (2) =
ZPez na P (0,0, o).

Solution 188 Oc¢akdvame, %e hladany LR dostaneme v tvare: f(z) =

Per = Yo 2™
Funkcia je analytickd na P (0,0, co) = C\ {0} a plati

1
f(2) = 2ex {nech ‘— < 00 :>|z|>0} =
2

x©  _5-n 5 n

=1 z z
R Sl B ey

n=0 n=-—oo
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17 Cvicenia.

V dlohéach 1 - 20 ndjdite Laurentov rad funkcie f so stredom v bode a
pre medzikruzie P (a,7, R) ={z € C:r < |z —a| < R}.

1. f(2)=2%%, a=0, P(0,0,00). Y00, 42°"]

2. f(Z):ﬁ,a:Z,P(Z,\/g,OO) [Z?:O%]

(z—1

3. f(2) ===, a=0, P(0,0,1). [L =% (=1)"22+1]

e
4 f(2) = s a =i P(,0,1). [0 (1) 525 (2 — i)
5. 1 (2) = sy a =0, P(0,1,00). [£02, (—1)" 272

6. f(2) = z5=55, @ =0, P(0,0,1). [322 , 2"]

T f(z) =7 a=1P(1,0,1). 2-D7" + 3 (-D)" (2 =1)"]

= o1, a=-2i, P(~2i,3,00). [2.1 . (3) 7" (2 +2i)" "]

22402427 n=—00

=l =2 P(2i,1,00). [ (1) it (2 — 20

22—3iz—27 n=-—00

— ol a=1,P(1,0,1). [(F)EZ (= 1)"]

=l a=1P(1,1,00). [X2 (2= 1)"]

22-32+427 n=-—00

10. f(z
11. f(z

)
)
)
)
12. f(2) =24 a=—1,P(-1,0,2). [3(z+ 1) + 30 (-1)"27" (2 +1)"]
)
)
)
)

= 225_,*2_1-;51_137 a = _1’ P(_LQ’OO)' [5 (Z + 1> + Z;—foo( )n—i-l 27" (’Z + 1) ]

13. f(z
4. f(z

= 325_7_;1_%_3, a= -3, P(-3,0,2). [2 (z+ 3)_1 — %ZZOZO 27" (2 + 3)n}

15. f(z
16. f(z

= 22l 0 =-3 P(-3,2,00). [2(z+3) +33,__ 27" (2 +3)"]

=== =0, P (0,1,2). [(—5) 2052, a2t — Ly om2nm1]

)n+1

2_9, Hntt n
17, f(2) = Zpiy, a =2, P(2,0,V5). [(z=2)7" +i 305, (—1)" S (o -9y

18. f(2) = F5adln, a=0,P(0,1,2). [25 1 (=1)" 22" =30 27 1en]

19. f(z) = 2%sin (Z), a =0, P(0,0,00). [ -1 (*1)1_’: L2nt+l _ Z]

n=—o00 (1-2n)!

2 1 - n oo In2)" n
20 f(Z) = 2 —|—2z—1, a = 0, P(0,0, OO) . [Zni—oo mz +Zn:0( n2') V4 ]
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17.1 Izolované singularne body.

V predchéddzajicej casti sme definovali reguldrne a singuldrne body funkcie.

Definition 189 Body komplexnej roviny C v ktoriyjch je funkcia f ana-
lytickd nazyvame reguldrne body funkcie. Body v ktorych funkcia nie je
analytickd (teda aj tie, v ktorych funkcia nie je definovand) nazyjvame
singuldrne body.

Definition 190 Nech [ je analytickd funkcia definovand v prstencovom
okoli bodu a € C, a ¢ D (f). Bod a nazjvame izolovany singuldrny bod
(singularita) funkcie f.

Funkciu f (z) mozme rozvimit’ do Laurentovho radu v bode z = @ na

02 (a) :

o0

Z cn(z—a)".

n=—oo

Definition 191 Nech z = a € C je izolovany singuldrny bod funkcie
f:0°(a) — C. Potom ak

a) existuje koneénd limita lim, ., f (z), tento bod nazgvame odstranitelny
singuldrny bod;

b) ak lim,_., f (2) = oo, potom bod z = a nazgvame pdl;

¢) ak lim,_,, f (2) neexistuje, bod z = a nazgvame podstatne sin-
guldrny bod.

Example 192 o) Funkcia f : C\{0} —C, f (z) = 222 md odstrdnitelny
singuldrny bod z = 0, pretoze

lim " = 1.
z—0 ZzZ
b) Funkcia f : C \ {5i} — C, f(2) = =
md pol v bode z = 51, pretoze
) 1
lim - = 00.
z—5i 2 — D1

¢) Funkcia f : C \ {0} — C, f(z) = e+ md podstatny singuldrny bod
z =0, pretoze ak z € R plat?
lim e: = 00, lim s = 0,
z—0t z—0~
teda
1
lime=
z—0

neexistuje. [
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Ukédzeme, ze existuje vztah medzi izolovanymi singuldrnymi bodmi
funkcie f a Laurentovym radom funkcie f v tychto bodoch.

Theorem 193 Nech f (z) je analytickd v prstencovom okoli O° (a) bodu
2z = a. Bod z = a je odstranitelny singuldrny bod funkcie f vtedy a len
vtedy ak jej Laurentov rad ma tvar

ch (z—a)"

n=0

na O° (a) .

Remark 194 Ak funkciu f, ktord md v bode z = a odstrdanitelng sin-
guldrny bod dodefinujeme podla predchddzajicej vety v tomto bode hod-
notou f (a) = co, potom dostaneme funkciu analyticki na O (a).
Example 195 Ak definujeme funkciu f : C \ {0} — C, f(z) = 522
z predchddzagiceho prikladu, potom ju moino dodefinovat’ v bode z = 0
(odstranitelnom singuldrnom bode), dostaneme analyticki funkciu:

sin z

re z#0
f:C—>C,f(z):{ : gm zfo 0

Theorem 196 Nech f je analytickd funkcia definovand na nejakom prs-
tencovom okoli bodu z = a, O° (a). Bod z = a je pdl funkcie f vtedy a
len vtedy ak pre Laurentov rad funkcie f v bode z = a definovany na
0° (a) existuje koeficient c_,, # 0, m > 0 a pre kazdé n > m, c_, =0,

Definition 197 Nech f je analytickd funkcia definovand v prstencovom
okoli bodu a— O° (a) a mda Laurentov rad tvaru

f(2)=cm(z—a) " cmir (z—a) "+t (2 — a)_l—l—z en(z—a)"

n=0

kde c_,, # 0. Bod z = a nazgvame pélom m-tého radu funkcie f.

Example 198 Ndjdite poly funkcie f: C \ {1} — C, f(z) = (Z_Zl)g.

Solution 199 Pretoze na P (1,0, co) Laurentov rad funkcie f bude:

z _ 1 + 1
-1 (z=1° (z-1)7%

f(z) =

tak vidime, Ze bod z = 1 je pdl tretieho radu. [
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Theorem 200 Nech je funkcia f analytickd na prstencovom okoli bodu
a, O°(a). Bod z = a je pdl m-tého radu funkcie f vtedy a len vtedy ak

lim (z —a)™ f(2) # 0.

z—a

Definition 201 Nech f (z) je analytickd funkcia v oblasti D (f (z) # 0).
Nech pre bod a € D plati

fla)=f'(a)=f"(@)=-=f"Y(@)=0 a fP()#0.

Potom hovorime, Ze bod z = a je nulovy bod k-teho radu funkcie f(z).
Ak k =1 hovorime, Ze bod a je jednoduchy nulovy bod funkcie f.

Nech bod z = a je nulovy bod k-teho rddu analytickej funkcie f (z),
potom plati

(kil) a (k) a
co=f(a)=0,c1= f’(a)ZO,...,cklzjzkfl()!):O,ck— / k:!( ) #0
a Taylorov rozvoj funkcie f (z) v bode z = a mé tvar
f@)=cz—a)f+amnz—a) "+ =G—a) ot am(z—a)+...]=(z—a)"®(2)

kde @ (a) # 0.
Example 202 Ndjdite nulové body funkcie cosz a urcte ich druh.

Solution 203 Ak pouZijeme znalosti elementdrnej funkcie kosinus - cos z,
dostaneme, Ze jej nulové body si

zk:(2k+1)g,k:0,i1,i2,...

Pretoze -
cos 'z|,, = — sin ((Qk + 1)§> = (=1)"* £ 0,

teda kazdy nulovy bod z. je jednoduchyy. [J

Theorem 204 Nech z = a je nulovy bod m-tého rddu funkcie g (z), t.j.
g(z2)=(z—a)"®(2), ®(a) # 0 a D je analytickd funkcia definovand
na nejakom okoli bodu a—O (a) . Potom z = a je pél m-tého radu funkcie
f= %, kde h je analytickd funkcia definovand na O (a) a h(a) # 0.
Example 205 Ndjdite singuldrne body a wurcte ich typ ak je funkcia
dand predpisom f: C \{—1,2i} — C, f(z) = C

(2—2i)%(2+1) "
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Solution 206 Pretoze funkcia g (z) = (z — 2i)* (2 4+ 1) md v bode z =
2t dvogndasobny nulovy bod a v bode z = —1 jednoduchy nulovy bod, tak
bod z = 21 je pdl druhého ridu a bod z = —1 je jednoduchy pol funkcie
f- O

Veta 193 o odstranitelnom singuldrnom bode spolu s vetou 196 o
pdéle m-tého radu implikujui nasledujicu vetu:

Theorem 207 Bod z = a je podstatnym singuldrnym bodom analytickej
funkcie f : O° (a) — C vtedy a len vtedy, ak hlavnd cast’ jej Laurentovho
radu na O° (a) md nekoneéne mnoho clenov.

Example 208 Urécte typ singuldrneho bodu z = 0 pre funkciu f : C \
{0} = C, f(s)=c!.

Solution 209 Pretoze plati:

—n

:Zzn_', Vz € P (0,0, 00), (|2 >0),
n=0 ’

W=

flz)=e

teda hlavnd cast’ Laurentovho radu md nekonecne mnoho ¢lenov, ¢o im-
plikuge, Ze bod z = 0 je podstatny singuldrny bod. [

17.2 Rezidua.

Pojem rezidua je jednym z najdolezitejsich pojmov v tedrii funkcii kom-
plexnej premennej s mnohymi praktickymi aplikdciami. Vieme, ze ak
je funkcia f (z) definovand v jednoducho suvislej oblasti D analytick,
potom podl’a Cauchyho integrédlnej vety

/Cf(Z)dZ=0,

pre kazdd jednoduchi, uzavretd, po castiach hladkd krivku leziacu v
oblasti D. Ak funkcia f (2) m4 izolovany singuldrny bod z = a € IntC,
potom [, f () dz vo vseobecnosti nemusi byt rovny nule. Lema 145 o
nezavislosti krivkového integrélu z analytickej funkcie hovori, ze hodnota
Jo f (2) dz nezévisi od C.
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Definition 210 Nech f : D (C C) — C je analytickad s viynimkou izolo-
vaného singuldrneho bodu z = a. Potom hodnotu

1
— d
57 S ()

kde C' je jednoduchd, po castiach hladkd uzavretd kladne orientovand
krivka, takd Ze a € IntC, nazijvame reziduum funkcie f (z) v bode z = a
a oznacujeme

res f (z) = QLm/Cf(z) dz. ((1))

zZ=a

Ak rozvinieme funkciu f na prstencovom okoli O° (a) do Laurentovho
radu v bode z = a, potom l'ahko vidiet’, ze

res ,—f (2) = QLm /c f(z)dz=c ((2))

kde c_; je koeficient v Laurentovom rade funkcie f (z) pri (z —a) .

17.3 Vypocet rezidui.

Aby sme mohli rezidud pouzivat’ v praktickych aplikdcidch, musime vediet’
ako rezidud pocitat.

Remark 211 Nech z = a je podstatny singuldrny bod funkcie f, potom
res .—.f (2) = c_1 moézme urcit iba z rozvoja funkcie f do Laurentovho
radu v bode z = a na nejakom prstencovom okoli P (a,0, R).

1
z

Example 212 Ndjdite reziduum funkcie f : C\ {0} — C, f(z) = e~

Solution 213 Bod z = 0 je podstatny singuldrny bod funkcie f. Lauren-
tov rad funkcie f v bode z =0 je

odkial

Theorem 214 Nech z = a je pol m-tého radu funkcie f. Potom

1 . odmt m
tesmaf (3) = o s (G =0 F G (@)

m—l)!z
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Lemma 215 Ak je bod z = a jednoduchij pdl funkcie f, potom
res ,—of (2) =lim [(z —a) f (2)].

Theorem 216 Nech su funkcie g, h analytické v bode z = a. Nech
h(a) #0,g(a) =0 a g'(a) # 0. Potom je bod z = a jednoduchy pdl
funkcie f = % a

h (a)

9'(a)

Example 217 Ndjdite rezidud funkcie f : C\{0,1} — C, f(z) =
2342242
2(z—1)% °

res.—.f (z) =

Solution 218 Body z1 = 0 a 2o = 1 si izolované singuldrne body
funkcie f(2). Bod zy = 0 je jednoduchy pdl a bod zo = 1 je pdl druhého
radu funkcie f, potom

3 2 92
{Z.u}zz

gggf (2) = lim S

z—0

d (2—12-—Z3+Z2+2
=1 z—1 dz

res f (z) = lim — = 1.0
= /) z(z— 1)2 }
Example 219 Ndjdite reziduum funkcie f: C\{(2k +1)3, k€ Z} —
C, f(z) =tgz v bode a = 7.
Solution 220 Riesenie Mdme
sin z

7r
g t —= —_ = 0 ! Y=
f(z)=tgz s, & 083 , cos ' (2) |o=x 5

potom aplikdciou vety 216 dostaneme

3 ™

sin Z
res f (2) = restgz = —2 = —1.00
-z Z=x —sin%

17.4 Cauchyho veta o reziduach.

Theorem 221 Nech D C C je jednoducho siuvisld oblast’ a C uzavretd,
jednoduchd, po tastiach hladkd, kladne orientovand krivka takd, ze C C
D. Nech f : D(C C)—C je analytickd funkcia s vynimkou konetného
poctu izolovanych singuldrnych bodov. Oznacéme zq, 2o, . . ., 2, Singuldrne
body leZiace vo vnitri krivky C. Potom

/cf (2)dz = 27rizzrzezsk f(z).

k=

80



Example 222 Vypocitajte

/ 21 dz,
c(z=1)"(2241)

kde C' : ¢ : (0,2m) — C, ¢ (t) = 1+ 2cost + i(1 + 2sint) je kladne
orientovand.

Solution 223 C' je kruznica so stredom v bode 1 41 a s polomerom 2.
Singuldrne body z1 = 1 a zo =1 leZia v IntC, potom

o e R I rr

(9= [0 e i e ) -

1 1 1 m
dz =2mi |-+ —| = ——=.U
/c (z—1)" (22 +1) [ 2 4} 2

Example 224 Vypocitajte
/ zzeidz,
c

kde C : |z| =1 je kladne orientovand.

Solution 225 C' je kruZnica so stredom v zaciatku a s polomerom 1.
Singuldarny bod z = 0 je podstatny singuldrny bod, pricom plati

0 2—n
2 1 _\"7 _ 11
=e _Zn_o T T

potom

1 )
/ z2e%dz = 27— = ﬂ.[l
C 6 3

17.5 Vypocet nevlastnych integralov pouzitim rezi-
dui.
Theorem 226 Nech je f: A\ {z1,29,...,2,} (C C) — C analyticka
funkcia a
a) A je takd oblast' v komplexnej rovine C, e C* C A, kde C* =
{z€e C:Imz>0}.

b) 21, 22, . . ., 2y SU 1zolované singuldrne body funkcie f také, zZe Im z, >
0, k=1,2,...,n.
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c¢) Ezxistuji kladné redlne ¢isla M, o, § tak, ze |f(z)] < ‘le\lﬁé pre
kazdé z € A, |z| > 0. Potom nevlastny integral

/OO ft)dt = QWiin_es f(z).
o Pt =z

Example 227 Vypocitajte

—dt
/_oo (12 + 2t + 2)°
7 je ana-

Solution 228 Pretoze f : C\{z1,20} — C, f(z) = ﬁ
lytickd funkcia s izolovanymi singuldrnymi bodmi - pélmi druhého rdadu
z1 = —141, 20 = —1 —i. Pretoze

lim 2™ f (2) =0, ¥§ > 0,

potom existuji M, o také, Ze
M
f(2)] < |z|—1+57 Vze C,lz[ >0
potom

o) t2
——————dt =2mites f(2) =7.0
—00 (t2 + 2t + 2) 2=Z21
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18

Cvicenia.

V prikladoch 1 - 19 zistite druh izolovanych singuldrnych bodov funkcie
f a urcte reziduum funkcie f v tychto bodoch:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

N IC R [

f(z)= Z+3 [z = =3, pdl 1. stupna res,—_3[f (2)] =9

z = 2i, pol 1. stupnia res,_y; [f (2)] = =22 sin 2+4i cos 2
f(z)= m. z = —2i, pol 1. stupna res.—_o; [f (2)] = —*Sm21*6%cos2
z =0, pdl 2. stupiia res.—o [f (2)] = 1

g
SIW

z =1, pol 3. stupna res,—; [f (z)] =
z = —i, pol 3. stupna res.—_; [f (z)] = 3—6

z =1, pél 2. stupna res,—; [f (z)] = %
3 2 , o
f(z)= 'z(;—j)g z=—1, pdl 2. stupnia res,—_; [f ()] = =2
z =0, pdl 1. stupna res,—o[f (z)] = 2
F2) = — 233 z =2, pol 2. stupia res,_ [f (2)] = 2
T 2P | = —2i, pol 1. stupiia res,— o [f (2)] = %
flz) =228z [ — 0 p6l 3. stupiia res,—o [f (2)] = —1]
f(z) =22 [z =0, odstrénitelny singuldrny bod res._o [f (z)] = 0]
f(z) =222 [z =0, pdl 1. stupiia res.o [f (z)] = 1]
f(z) =2%sin (&) . [z =0, podstatne singulsrny bod res.—o [f ()] = a_; = 0]
f(2) = zsin (Z5) . [z = —1, podstatne singulérny bod res.—_; [f (z)] = a_y = —1]
f(z)=22 (e% - 2)

]

=

[z = 0, podstatne singuldrny bod res._o [f (z)] = a_; =

f(z) =2%cos (1)
[# =0, podstatne singulérny bod res._q [f (2)] = a_; = £sin1]

f(z) =tgz
[Z =5 +km ke Z, pdl 1l stupna res,—zgx [f ()] = _1]

flz) =2 [z — 2, jednoduchy pél, res ,_s [f_ﬂ} - 5,}

z—2 2

2

2

[z = —i, z = 1, poly druhého riadu, res Z:_i(ZQZT)Q = 1, TS . |:(22ZT)2:| = —%.]
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.
30.

31.

f(2) = &

(z+1

f(Z) = sirllz'

= jednoduchy pdl, res .—pr5 [ ey

f(z) =sin m
z=—1,sin 5 = Hz}r1| <oo=|z+1|>0|=
—> podstatny singuldrny bod, res.__; [sm

f(z)= ex. [z = 0, podstatny singuldrny bod, res,_q [e%} = 1.}

[z =k, 140, sin (kr) = 0,sin ’ ( = os(km)

oo
nO

z+1:|

z = —1,po6l n — tého radu, res,—_, [Ln)n] = (—1)”Jrl (ffl).]

V prikladoch 20 - 32 pomocou Cauchyho vety o rezidudch vypoci-
tajte integrdly po jednoduchych, po castiach hladkych, uzavretych

orientovanych krivkich C| kde & je kladnd orientécia, & je zdporna

orientdcia krivky C.

Je TP

Jo %d%kde C:lzl =3, 0. [0]
Jo £tksdzkde O |2 =2, &. [27i

f 1
C (22-1)*(2—3)°

gl

fC Z%Hdz,kdec :{z(t) = (14 cost) +isint, t € (0,27)}, ©. [

Jo =522dz kde C': |z| = 1, @. [ri]
Jo BEdz, kde C': |2| = 2, @. [—mi ]

Jo 22exdz kde C : |2| = Lo [Z2]

3
[, 2exdz,kde O |2 =2, @. [2]

Jo ©2dz kde C': |2] =1, ©. [—2mi ]

fcz?’cos( )dz kde C': |z —2| =3, &. [27Ti(%

Josin® (1) dz,kde C : 2| =1, ©. [2mi.]
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dz,kde C: |z —1—i| =2, @. [-T

2

]

—6) ]

dz,kde C : ¢ : (0,27) = C, ¢ (t) = 2cos® t+2isin’t.

o

ir |




32.
33.

34.

35.

36.

37.
38.

39.

40.

41.

42.

JoSrdz,kde C - 2| =1, &. [—2mi ]
Josin®1dz kde C: |z| =7, 7> 0, ®. [0]
Jo(z—1)%sin (-55) dz,kde C : |2| = 3, ©. [-22]

3

Jocos (&) dz kde C: |z +i] = 5, ®. [~27sinl]

z3exp( ) 2m
Jo dz,kde C': |z| =2, @. [-%*]
Jotg zdz,kde C : }z — Il =1 0. [2ni]
Jo (55 —cos (%5)) dz,kde C : |z = 3| =1, ®. [27i (% + 3sin1)]
V prikladoch 33 - 36 vypocitajte nevlastné integrély

Vypocitajte nevlastny integral f sdx, a > 0. [Z’T—a}

~ LR
Vypocitajte nevlastny integrél f - (de a > 0. [8—”]
Vypocitajte nevlastny integral f[;° W;Hgd - [E]

2d:l: a > 0. [‘f’r}

Vypocitajte nevlastny integrél fo e

4+
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