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Matematika je univerzalny jazyk pre fyzikdlne a technické vedy. Preto je nutné
aby studenti FEI STU Bratislava rozumeli zdkladnym matematickym pojmom z
matematickej analyzy funkcii jednej a komplexnej premennej. Tento ucebny text
z matematickej analyzy som vytvoril po novej akreditédcii pre studijné odbory RK,
EL, TLK pocas letného semestra skolského roku 2017/2018. Nemozno ho povazovat
za konec¢nu verziu. Pretoze predmet "Matematika 2" sa vyucuje prvy krat, budem
text dopliiat’ a adaptovat’ v priebehu letného semestra gkolského roku 2018 /19. 1.

Marko
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Chapter 1 INTEGRALNY POCET
FUNKCIi JEDNEJ REALNEJ
PREMENNEJ.

Mnohé fyzikalne a technické aplikdcie si vyzaduji, aby sme vedeli vypocitat’ naprik-
lad pracu premennej sily po urcitej drédhe, dizky kriviek v rovine, plogné obsahy
roznych rovinnych tvarov, objemy priestorovych telies. Vhodnym apardtom vo
v8etkych predoslych pripadoch je znalost’ integralneho poctu. V tejto casti aj v
d’alsich castiach sa budeme venovat’ integralnemu poctu.

Urcity integral.

Predpokladajme, ze chceme ndjst’ plosny obsah obrazca R ohrani¢eného osou o,,
priamkami x = a, x = b a grafom spojitej funkcie f : (a,b) — R, (f (x) > 0).
Nagsa snaha bude ngjst’ obsah pomocou obdlznikov opisanych a vpisanych grafu
funkcie.

Delenie intervalu.
Definition 1 Delenim intervalu {(a,b) budeme nazyvat koneéni mnoZinu bodov
P ={xg,z1,22,....;x,}, takych, Zea = 19 < 11 < T3 < ... < T, = b.

Delenie P deli interval {(a, b) na podintervaly (zo, 1) , (z1,x2), (o, 3) ..., (Tn_1, Tpn).
Ak dizku podintervalu (xp_1,x) OzZnacime Axy = xy — 1, k = 1,2,...,n, potom
dizka intervalu (a,b) je rovnd b — a = (x1 — x0) + (¥2 — 1) + oo + (T — Tp_y) =
Az + Axg + ... + Ax,,.

Definition 2 Nech P je delenie intervalu (a,b) a nech f : (a,b) — R je ohrani¢end
funkcia. Sumu

= imkAxk, , ZMkAl'k
k=1

nazyvame dolngm, respektive horngm integrdlnym suctom ohranicenej funkcie f
pre delenie P, kde mj, = inf,cp, | 20 [ (), My = SUDye(up_yap) (x).

Example 3 Ndgjdime D (f, ) H(f,P),D(f,T), H(f,T) ak f : (0,2) —
R, f(z)=2>aP={0,3132}aT= {o}lg .32}

)99 )9

Solution 4 Pre delenie P mdme

9 1 9
m1:0,m2:z,m 1m4 ZMI:Z7M2:17M3:Z7M4:4’
1
AZL‘l AIQ Al’g A[E4 = 5
Potom D( P) = 1 a H(f,P) = 1. Podobne dostaneme D (f,T) = 2 a

H(f,T)=2l0
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Z definicie delenia uzavretého intervalu je jasné, ze VP plati: D (f, P) <
H (f,P). Okrem toho, ak f(z) > 0,Vx € (a,b) pre plochu obrazca R medzi
grafom funkcie f osou o, a priamkami x = a, x = b mdme:

D(f,P)<R<H(f,P).

Definition 5 Delenie P intervalu (a,b), ktoré vznikne z delenia P pridanim konetného
poctu bodov sa nazyva zjemnenie delenia P.

Example 6 Delenie T' v predchddzajicom priklade je zjemnenim delenia P inter-
valu (0,2).

Theorem 7 Ak T je zjemnenim delenia P intervalu (a,b), potom D (f,P) <
D(f,T) a H(f,T)<H(f,P).

Theorem 8 Nech P a Q) su dve lubovolné rézne delenia intervalu {(a,b). Potom
pre kazdi ohranicend funkciu f : (a,b) — R plati D (f, P) < H (f, Q).

Definition 9 Ohranicend funkcia f : (a,b) — R sa nazgva (riemannovsky) inte-
grovatelnd ak ku kazdému e > 0 existuge delenie P. také, 2e H (f, P.)— D (f, P.) <
e. Definicia je ekvivalentnd s podmienkou, Ze existuje cislo I, také Ze

I =sup{D(f,P): P je delenie {(a,b)} =inf{H (f,T) :T je delenie {(a,b)}.

Hodnota I, ktord vyhovuje podmienke sa nazgva urcity integrdl z funkcie f na {(a, b)

a oznacujeme jJu
b
[ @i

¢itame integrdl od a po b z funkcie f.

Tak fab f (x) dz je jediné reélne ¢islo I takeé, ze

D(f,P)<I<H(f,P), VP delenie (a,b).

Majme dand spojiti funkciu f : (a,b) — R, pre ktori pozndme
hodnotu f; f (z) dxz. Plosny obsah obrazca ohrani¢eného osou o,, pri-
amkami x = a, © = b a grafom spojitej funkcie f : (a,b) — R
vytvara geometricki interpretdciu urcitého integralu. Urcity integréal
f: f () dx je ¢islo, ktoré zavisi iba od f, a, b. Premennd z, ktord sa
objavuje v integréle je ,nema”, mozeme ju zamenit’ za ini. Tak naprik-

lad [ f(z)de = [V f(t)dt = [’ [ (u)du.

Remark 10 Symbol [ je oznatenim integralu, ¢islo a nazyvame dolnou hranicou
urcitého integralu, cislo b nazyjvame hornou hranicou urcitého integralu.

Example 11 Ukdzeme, Ze funkcia f : {(a,b) — R, f(x) = k je integrovatelnd
funkcia.

Solution 12 Plati D (f,P) =k (b—a) = H (f, P), VP. Odkial dostdvame fabf (x)dx =
k(b—a).O0
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Example 13 Ukdzeme, Ze funkcia f : (a,b) — R, f(x) = x je riemannovsky
integrovatelnd funkcia a plat?
b 2 _ 2
p2 —

Solution 14 Nech P = {a = xq, x1, T3, ..., x, = b}, je delenie intervalu {(a,b). Po-
Tp—1+Tk

tom my, = Tp_1, My = a1 a plati: vy < =% < xp. Potom D (f,P) =

> The1 (T — 1) <D py mk*lgﬂk (Tr — Th—1) < Dopoq T (0 — 231) = H (f, P),

2k xk712+xk (zh — wpa) = %ZZ:I (l’i - J’%fl) = % (b* —a?) ,t.j.

D(f,P) <%(b2—a2) < H(f P),VP,

b
/ f(x)de = bz_aQ.D

odkial mame

2

Example 15 Ukdzeme, e funkcia f : (a,b) — R, f(z) = 2%, a > 0 je rieman-
novsky integrovatelnd funkcia a plati

b B — g3
/Qf(x)dx— T

Solution 16 Nech P je ako v predchddzagicom priklade, potom my, = x2_,, My =
72 a Vg1, 7x € R plati:

) R S A

Potom pouZitim postupu z predchddzajiceho prikladu dostaneme visledok. ]

Vlastnosti a existencia urcitého integralu.
Theorem 17 (Veta o vlastnostiach urcitého integrdlu) Nech f, g su integrovatelné
funkcie na {a,b) a nech k € R. Potom plati

1) kf + g je integrovatelnd a plati

b b b
/ (kf+9)(x)de = k‘/ f(z)dx +/ g (x)dx (linedrnost).
2) Ak f(z) > 0, pre kazdé x € (a,b), potom fabf (z)dz > 0; ak f(z) > g(x),

pre kazdé x € (a,b), potom fabf (x)dx > fabg (x)dx.
3) Ak m < f(x) < M, pre kazdé x € {(a,b), potom

b
m(b—a)g/ f(z)de < M(b—a).

4) Ak f je integrovatelnd, potom aj | f| je integrovatelnd a plati

/abf(x)dx

< [Nwe.
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Example 18 Ukdzme, %e plati 2 < f_ll V1+aide < 8.
Solution 19 Plati nerovnica

1<1+2* <1+22% +2* = (14272,

teda

1 <V14z4 <1422

s vyuzitim predchddzagicej vety a prikladov 7?7 a ??  dostdvame

1 1 1 13_(_1)3 ]
2=/ 1da:§/ \/1+:c4da:§/ (1+x2)dx:2+T:§,D
-1 -1 -1

Doteraz sme predpokladali, ze funkcia f je ohrani¢end a integrovatelna. Teraz
sa budeme zaujimat’ o podmienky za akych je funkcia integrovatelna. Nie kazdd
ohranicend funkcia musi byt’ integrovatelna ako ukazuje nasledujici priklad.

Example 20 Dand je funkcia

1 pre x traciondlne
0 pre x raciondlne -

f:<0,1>—>R,f(.CL‘>:{

Ukdzme, Ze [ nie je riemannovsky integrovatelnd.

Solution 21 Kazdy horny sicet H (f, P) = 1 a kazdy dolny sucet D (f, P) = 0, pre
lubovolné delenie P intervalu (0,1), pretoZe kazdy jeho podinterval vidy obsahuje
raciondlne aj iraciondlne ¢islo. Mdame:

sup{D (f, P) : P je delenie (0,1)} =0, inf{H (f,T) : T je delenie (0,1)} =1,
neexistuje teda c¢islo I, také aby
I =sup{D (f,P): P je delenie {(a,b)} =inf{H (f,T) : T je delenie {(a,b)},

funkcia f nie je riemannovsky integrovatelnd. Okrem toho nie je spojitd v kaidom
bode z (0,1) .0

D4 sa dokdzat’ veta: kazdd spojitd funkcia definovand na uzavretom intervale
je rovnomerne spojitd. Teraz modzeme sformulovat’ postacujicu podmienku inte-
grovatelnosti.

Postacujiica podmienka integrovatelnosti funkcie.
Theorem 22 (Postacujica podmienka integrovatelnosti funkcie) Ak f : (a,b) —
R je spojitd funkcia, potom je na {(a,b) riemannovsky integrovatelnd.

Theorem 23 (Veta o aditivnosti urcitého integrdlu) Nech f : (a,b) — R je
spojitd funkcia a nech ¢ € (a,b). Potom

/abf(x)dx:/acf(x)der/cbf(x)dx.
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Example 24 Vypocitajte f_21 || dx.

Solution 25 Funkcia f (z) = |z| je spojitd na intervale (—1,2), ked vyuZijeme
vetu o aditivnosti urcitého integrdlu a vysledok prikladu dostaneme:

2 0 2 0 2
/ ]a:|d3::/ \x]dx—ir/ \x!d:ﬁ:/ (—x)dm+/ xdr =
-1 -1 0 -1 0

0 2 2 2 2 2
02— (-1 22-0% 1
/1x$ /owx 2 * 2 2

O

N | Ot

Veta o strednej hodnote pre integraly.
Theorem 26 (Veta o strednej hodnote pre integrdly). Nech f : (a,b) — R je
spojitd funkcia. Potom existuje bod ¢ € (a,b) taky, Ze

/f [ (b-a).

Hodnota f (c f f (z)dz sa nazyva strednd hodnota funkcie f
na intervale ( b).

Example 27 Ndjdime stredni hodnotu funkcie f: (1,3) — R, f (z) =

Solution 28 Mdme fl zdr = 222 = 4. Podla vety o strednej hodnote existuje

2
c € (1,3) taky, Ze f1 zdr = f(c)(3—1).V naSom pripade strednou hodnotou
funkcie f (x) = x na intervale (1,3) je hodnota
f(2)=2
pretoze

Pomocné definicie.

V definicii fab f (z) dx sme explicitne predpokladali, ze a < b. Ale pre teoretické
dovody v d’alsich aplikdcidch je vhodné definovat’

Definition 29 Nech f: (a,b) — R,a < b je spojitd funkcia. Potom definujeme

/aaf(x)dxzo, /baf(x)dx:—/abf(:z:)dx

Hlavnd veta integrdlneho poctu.

V tejto casti rozvinieme metédy pre vypocet fba f (z) dx bez pocitania hornych a
dolnych integrélnych sictov.
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Urcity integrdl ako funkcia hornej hranice a primitivna funkcia.

Nech f : (a,b) — R je spojitd funkcia a ¢ € (a, b) je 'ubovol'né pevné ¢islo, potom
pre kazdé = € (a,b) je funkcia f spojita na intervale (c,z), alebo (x,c). Teda Vx
existuje integrdl [T f (t)dt. Takto dostaneme funkciu G : (a,b) — R, G (z) =
ff f(t)dt, pre a <z <b. Ak napriklad f : (0,10) — R, f (z) = x, ¢ = 1, potom

G(O):/ tdt:—/ tdt = —= (1* = 0%) = —<,
1 0 2 2

G(l):/lltdt:O

a pre kazdé = € (0,10) méme

G(x):/lxtdt:%(ﬁ—l).

Vsimnime si, ze G = f na (0, 10). Skutoc¢ne, pre kazdi spojitu funkciu na intervale
(a,b), ak G(z) = [T f (t) dt, potom G'(z) = f(z).

Theorem 30 (O diferencovatelnosti urcitého integralu ako funkcie hornej hranice)
Nech f : {(a,b) — R je spojitd funkcia a nech ¢ € {(a,b). Definujeme funkciu
G:(a,b) — R, G (z) = [ f (t)dt. Potom G je diferencovatelnd na (a,b) a plati
G'(x) = f(x) pre x € {(a,b).

My sme predpokladali, ze f je definovand na (a,b). Ale jediny fakt o (a,b),
ktory sme pouzili v predchadzajicej vete bol, ze interval (z,y) (alebo (y,z)) lezi
v {(a,b). Tvrdenie vety vSak zostane v platnosti, ak interval (a,b) zamenime za
nejaky iny l'ubovolny interval I (napriklad aj neohranic¢eny). Tak sme vlastne
dokdzali vetu:

Theorem 31 Nech f: I — R je spojitd funkcia (I je interval) a nech ¢ € I je
lubovolny bod. Definujeme G : I — R, G (x) = fff(t) dt, x € I. Potom G je
diferencovatelnd na I a plati G'(z) = f(z), Va € I.

Definition 32 Nech I je interval a f : I — R, F' : I — R su také funkcie,
ze F'(z) = f(z), Yo € 1. Potom hovorime, Ze funkcia F je primitivna funkcia k
funkcii f na I.

Example 33 Zistite, ¢i funkcie 2%, x*> +1, 2> —m, 22+ 1000 st primitivne funkcie
k funkcii 2z na lubovolhom intervale I.

Solution 34 Ak C je lubovolnd konstanta, potom x> + C je primitivna funkcia k
funkcii 2x na I, pretoze (% + C) = 2z, Vo € 1.0

Theorem 35 (Veta o primitivnej funkcii) a) Nech G : I — R je primitivna
funkcia k funkcii f : I — R. Potom funkcia F : I — R, F (z) = G (z)+ C, kde
C je lubovolnd konstanta, je tiez primitivna funkcia k funkcii f.

b) Ak F (x) a G (x) si dve rozne primitivne funkcie k
funkcii f, potom F (z) = G (x) + C.
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Hlavna veta integrdlneho poctu.
Theorem 36 (Hlavnd veta integrdlneho pottu) Nech f : (a,b) — R je spojitd
funkcia.

a) Potom f md primitivnu funkciu na (a,b).
b) Ak F je nejakd primitivna funkcia k funkcii f na {(a,b), potom

/f<a:>d:c — F(O)-F(a)=[F@).

Posledny vztah sa nazijva Newtonov - Leibnizov vzorec.
Example 37 Vypocitajte f02 2?dx.

Solution 38 V tomto pripade primitivnou funkciou ku f (x) = x? je napriklad
funkcia F(x) = I—; Potom

/02x2dx:F(2)—F(0): {%3]2:%(8—0)225

Example 39 Vypocitajte f14 z3dz.

Solution 40 Primitivnou funkciou ku f(x) = r7 je napriklad funkcia F(x) =
2

Zx

3

3. Potom
4, 2
/ r2dx = l—a:g} = 1—4.D
1 3 1 3

Example 41 Vypocitajte fog cos xdx.

Solution 42 f0§ cos zdx = [sin x]g =1-0=10

Theorem 43 Nech f : {(a,b) — R je spojitd funkcia. Potom pre kaZdu prim-
itivnu funkciu F k funkcii f plati

| 1@ =rF@-F o) = F @],

Diferencovanie a integrovanie ako inverzné procesy.
Mozeme pisat: ak f: I — R je spojitd a a € I, potom

([ roa) s

7 druhej strany ak F': I — R ma4 spojitui derivaciu, dostaneme

/IF’(t)dt:F(a:)—F(a),

t.j. derivovanie a integrovanie sui inverzné procesy.
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Neurcity integral a integracné pravidla.

Ak pocitame urcity integral fab f (z) dx pomocou hlavnej vety integralneho poctu,
potom zdkladnym problémom je ndjst’ primitivnu funkciu k funkcii f. V tejto
casti ukdzeme niektoré elementdrne pravidld, ktoré ndm pomozu pri hl'adani prim-
ittvnych funkcif.

Definition 44 Nech f : I — R je spojita (I je interval). Lubovolnd primitivna
funkcia ku f na I sa tiez nazgva neurcitym integralom k f na I a oznacuje sa

[ f (@) da.

Samozrejme, ak F' je neurcity integral funkcie f, potom pre kazdi konstantu
C € R, funkcia F'+C je tiez neur¢itym integrdlom, pretoze (F'+C) = F'+C" = f.
Preto napriklad pre neurcity integrél z funkcie f (z) = 2% piSeme

3
/x%xz%%—ﬂ

Theorem 45 (Veta o ndsobku neurcitého integrilu a sicte neurcityjch integralov)
Nech f,g: 1 — R su spojité funkcie a c € R je lubovolnd konstanta. Potom

[en@is=c [ 1@ [(r+9@do= [fans [gi)dn

Example 46 Vypocitajte integral [ (2z — 3 cosz) dx.
Solution 47 [ (2z —3cosz)dx =2 [xdx — 3 [ coszdr = 2* — 3sinx + C.O

Example 48 Vypocitajte integral fol (422 + 523 dx.
1 1
Solution 49 fol (42% + 5a3) dx = 4]01 r2dr+5 fol r3dx = 4 [2—3}0—1-5 [%]0 =30
Pre polyném dostaneme:
n+1 " 2

+ ¥t e+ C
ci—+...+cp1— +tcux .
+1 Ty 9

/ (cox” +eox" 4o+ cn) dr = cg
n

Pripomenieme niektoré neurcité integraly, ktoré uz pozname z diferencidlneho
poctu:

Ia—&-l
“dr = C -1
/x z a—|—1+ ,a F# ,
1
/—dx:1n|x|+0,
T

/exdac ="+ C,

/amdx: a4 +C
Ina




[
[
[

xdr = —cosx + C,

sxdr = sinx + C,|

1

s—dr =tgx +C,
s?x

1
/.2 dr = —cotgx + C,
sin® x

1
d
/1+x2 .

B arctgr + C'
| —arccotgx +C

1 dr — arcsinz + C
VI—22 | —arccosz+C’

/ 1
1— 22

1
—d
/ Va2 + a?

1

1
dr = —-1In T
2

1l—=x

+C,

x:ln)x—l—\/xQ—I—a?‘—I—C,

P
/f(x)dx_l (@) +C

23
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Cvicenia.
Pomocou priameho integrovania, vyuzivajic len vzorce integralov elementdrnych
funkcif, vypocitajme:

L [(32%+ 22 —4)dx. [32* + 27 — 4x].
S (5-5) a5 -5]
f(@—\%) dx. [@—2x%}.

[\

@

4. f% dzx. [sz + ZL‘2 - 21‘%] )

x2 5

5. [ —W dz.  [Inlz] — 2].

S

(Y5 ¥5) g [ 12 Va7 | 12 ”fgg].

Vs 25

Tfijm.[§+§+4.

*

[ e*a” dx. [ efa® ] .

1+Ina

9. f(5cos:v—2:v + ) dz. [5sinx—%6+3arctga:].

1+:c2
10. [ (10‘“” + izii’) dx. [—— + x + 2arctg x] :
11. [(2sinz —3cosx) dr. [—2cosz — 3sina].
12, [ ol do. [l

3.2¢—2.3% 3
13. [22-28 dx. [31‘ - m] )

1. [ s do. [%+3].

15. [ € cos20) _ gz, [—cotgr — tg x].

052.’17)8111 x
16. [*tgxde. [tgx — ).
17. [cotg’r dx. [—cotgx —x].

18. f m dz. [tg I] .

sz
19. [ % dz. [-1+arctg z].
20. [ “;fzg dr. [In|z|+ 2arctg x].
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Metody integralneho poctu.

V tejto casti sa obozndmime s roznymi metédami vypoctu urcitych aj neurcitych
integralov.

Integraénd metdda per partes.
Theorem 50 Nech f,g: I — R su spojite diferencovatelné funkcie. Potom plati

/f@MW@M=f@M@ﬂ—/f%wM@¢p

Theorem 51 Nech f,g: (a,b) — R si spojite diferencovatelné funkcie. Potom
platt

b b
[ 1@d @i = @g@l- [ 1 @)@

Vyber funkcii f (z) a ¢’ (z) sa na prvy pohl'ad moze zdat ndroény. Vécsinou je
vyber prirodzeny, ¢o znamend, Ze ani iny nie je mozny. Po prepocitani niekol’kych
prikladov uz oby¢ajne nerobi tazkosti. Dobrou zdasadou vol'by je, aby sa integrél
po aplikdcii metédy per partes zjednodusil a nie skomplikoval.

Example 52 Ndjdime [ xcoszdx.

Solution 53 Zvolme f, f', g, ¢’ nasledovne: [ xcosxzdr =

zsine — [sinazdr = xsinx + cosz + C.

Ak by sme zvolili f(x) = cosx, ¢'(z) = x, potom f'(x) = —sinzx, g(x) = % a
dostaneme vztah [ x cosxdx = —%2 cosz + [ % sin xdx,

ktory nevedie bezprostredne k ndjdeniu integrdlu.[]

Example 54 Ndjdime [ xlnzdz.

Solution 55 V tomto priklade volime f(x) =1Inz, ¢'(z) = z.
| fle)=Inz g(z)=2
fxlnxdx—‘ e

2 2

=Zlnz— [12dr =

2 2

)= gw)=%
:%Zlnx—%fxdm:§lnx—%—l—0.m

Example 56 Vypocitajme ff z1n? zdx.

Solution 57 V tomto priklade volime f(z) = In’z, ¢'(z) = . f12a:1n2 xdr =
fle) =’z  g(2)=2 22 S 22
‘ () 2 | = [71n2x}1—f1 2Inziidr =

x :21nx% g(z) =%
:21n22—f12xlnxdx:2ln22—2ln2+%.|:|
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Example 58 Ukdzeme, ze pren € N, n > 2 platia nasledujiice rekurentné vztahy:

[sin" zde = —Lsin" ' wcosx + 2L [sin"? ade,

[ cos™ xdx = % cos" txsinx + "T’I [ cos™? zdx.

Akn —2=0, potom sin" %2 = cos" 2z = 1.

Solution 59 Vysledok ukdzeme pre funkciu sinus. Odporicame Vam prepocitat’

rekurentny vztah pre funkciu kosinus. Zvolime f(x) = sin" ', ¢'(x) = sinxz. Ind
volba ani nie je moind, pretoze nepozndme primitivnu funkciu k funkcii sin™ ! x.

Potom _— / '
[sin" zdr = [sin® ' zsinazdr = f(@) = sin™ g (x)_: S

f'(x)=(n—1)sin" ?xcosz ¢(r)=—cosx
= —sin" ' xcosx + (n— 1) [sin"?z cos? xdr =
= —sin" 'zcosz + (n—1) [sin"?z (1 —sin’z) do =
= —sin" 'zcosxz + (n—1) [sin" ?xdr — (n— 1) [ sin” zdz.
Tak sme dostali rovnicu: [ sin" zdx = —sin" ' zcosz + (n — 1) [sin" ? zdx —
(n—1) [ sin" zdz,
z ktorej dostaneme: n [ sin™ zdr = —sin" ' zcosz + (n — 1) [ sin" % zdz,
odkial' vyjadrime hladand nezndmu [ sin™ zdz: [ sin™ zdr = —% sin" ' x cos -+

n-t fsin"*2 zdz.[]
n

Substitu¢nd metdda.
Zacneme s prikladom. Derivovanim zlozenej funkcie napriklad ' : R — R, F'(z) =

sin? z dostaneme:
. / .
(51112 x) = 2sinx cos .
Teda funkcia sin® x je primitivna funkcia k funkcii 2sin x cos , to znamend, ze

/2sinxcosxdx =sin?z + C.

Theorem 60 Nech I, J si intervaly, g : I — J je spojite diferencovatelnd
funkcia a f : J — R je spojitd funkcia.
a) Ak F : J — R je primitivna funkcia ku f na intervale J, potom

/ f(g(@) g (2)de = F(g(x)) + C,
b) ak a,b € I, tak
b g(b)
) (x)dr = u) du.
/af(g( ) (@) /g(a) f ()

Example 61 Vypocitajte f 3sin? z cos zdz.

u=sinx
du = cos zdx

Solution 62 Nech je u = sinx, potom f3sin2xcos rdr = ‘

3fu2du:u3+C:sin3x+C.D
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Example 63 Vypocitajte | =——dx.

5+1

_ .5
Solution 64 Nechu = (2°+1), potom [ x?—;dx = %f ;;ﬂld ’ 5uix5zjd1x =
L b -

=Inju|+C=iln|z° + 1|+ C.
Tento vijpocet podla definicie prirodzeného logaritmu platf, ak funkcia 2°+1 > 0,
alebo 2° +1 < 0.0J

Example 65 Vypocitajte f 5 3:5 —dr a f_12 x?—:ldx.

Solution 66 V prvom integrile je funkcia x® + 1 < 0, teda integrdl existuje a
plati:
-2 g4 1
_3 Pl = [5In]® + 1” = Ingp.
V druhom integrile viak funkcm 2°+1 =0 prex = —1, teda neplati 2°+1 > 0,
ani x° +1 <0 na (=2,1) preto f_12 x?—ilda: nemd zmysel. [

Example 67 Vypocitajte [ x+/2x + 1dx.

Solution 68 Nech u = 2z + 1, potom mdme

[ 222+ 1dx = u=2r+l =1 (u—1)Vudu=

= 2dx = dx = %du

:ifu\/ﬂdu— f\/_du——u2——u§+0—
_ AV (@e41)® \/(2m+1 Lo

- 10

Lemma 69 Nech I, J su intervaly, g : I — J je spojite diferencovatelnd bijekcia
a f:J— R je spojitd funkcia. Nech G : I — R je primitivna funkcia k funkcii
(fog)g : I — R. Potom Gog':J — R je primitivna funkcia k funkcii
f:J— R.

Theorem 70 Nech I, J su intervaly, g : I — J je spojite diferencovatelnd
bijekcia a f : J — R je spojitd funkcia. Potom pre kazdé a, b € J plati

Sl f @) de = [0 F g @) () dt

V342
Example 71 Vypocitajte integral [, ° ﬁdm .
3 X—IT

f+2 V3+2

+2
Solution 72 f Jidx f2 1_(9m2_6m+1)d:§ f% 17(3I71)2d:v
t=3xr—1 dt:3dx:dx:%dt L e
I R S A V- & & N S V. _éfg Jzdt =
2 2 6 2
V3
=3 [arcsmt]% =3 [arcsin <*/7§> — arcsin (%)] =:[f-2]==0

Example 73 Nech F (z) je primittvna funkcia k funkcii f (x) . Najdime [ f (ax +b) dz,
kde a, b € R, a # 0.

Solution 74 PouZijeme substiticiu u = ax + b, potom du = adr = dx = %du.
[ flaz+b)de =2 [ f(u)du=2L(F(u)+C)=2LF(ax+b)+ KO
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Cvicenia.

Pocitajte integraly metédou per partes:
1. [zsinzde. [sinz—zcosa].

2. [xe* du. [M} )

3. [(a® —x+1)e* du. [6271(563—%4—%4—%)},

4. [(22* + 3) cos2x dx.  [7].
0

ot

JInzde. [rlnz—a].

(=2}

. [ xlogyy 2z dx. [% (logyo 22 — Tllo)] :

~

[e"sinz dr.  [S(sinz — cosz)] .

09)

. [ 5o dr. [wtg x+In|cosxl].

Ne)

. [arccotgx d. [:Earccotgx + %ln(xQ + 1)] .

10. [z In(2?+32—10) dx. [‘%2 In(z? + 32 —10) = 2 + % —2In|z — 2| — Bln|zr + 5| .

—2)
5 | -

12. [ zarctg(z + 3) d. [WT*S)arctg(x +3) — 2+ 2In(2? 4 62 + 10)| .

11. [In(a? — 42 + 6) du. [(m —2)In(x? — 4z + 6) — 2z + \%arctg .

2 2

13. [zlnz dx. [””—2 (lnx — l)} .

4. [ze®dx. [—xze ™ —e "],

15. [ e sine dr. )

16. [arctgr dz. [zarctgz — 1In(1+ 2?)].
17. [ 223" d. [% <$2 2=+ (1n3) )] :
18. [ zarccotg x dx. [%arccotg T+ %} .

19. [ a?sina de.  [n® —4].

1
20. [ zarccotg z dz. [1].
0

21. [arccotg x dv. [zarccosz — /1 —x?].



22.

23.

24.

25.

26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

i -0

[ zarctgx dz.  |2%
1

Pomocou vety o substitiicii poc¢itajme integraly:
[ 5= d. [#garctg \2/—”%} .

J 3oz dv. [% In(3 + 4x2)] .

J i do [~aam]

[ e“tge” de.  [—1n]|cose”]].

[ 252 de. [3In(2® + 42+ 5) — darctg (v 4 2)] .

[ 25 de. [In(2? + 22+ 5) — farctg £ .

[t dn [fhu(e? +20+3) - Garctg ).

2% 1
/ @rray 4 |:_61n2(21+3)6i| '

D=
w

arcsin 2—:”} .

J = da. [—3V3 —42?].

Inb5

In2

[otose gy L |izsine|]

sin? z+5sin z—6 6+sin x

cos? z+1
cos? x+cos3 x

sinz dx. [%—FZIH%} )

O — oy

/2

[ e gr ]

cos?2x—5cos x+6

2 dx. {ln e aretg (Ina — 1)}

f z(lnxf2)(ln2 z—2 1nm+2) v/ (nz—1)24+1

Va1 Y
[ jrﬁ [Rf \F+24ln 1%“]

1 241 1 1 _ 241
J =55 de [5 (Il - —70) = 55
64 oVE 5

T

3x+2 3t In |1-2¢ 33 .
fmd” [7_ 2 _4(1_2t)>t——$+\/x2+33+3]

[ e do. [Bnaz2—15) - 5 (arety & - arctg ).

29
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42. f\/x2+4:c+3da:. [—% -3 R ln|t+2| + (t+2)2,t::c— \/1‘2—1—4:6—1—3] )
43. [ \/ﬁ dx. [—2arctg (—”’3?“2’2)] .

1
4. [ A5 de. [-8,345].

0 Vitr—a2?
45. f cosx |:lIl :igti ] :
46. [ g dux. [‘[arctg (3tg (%) + 1)} .

2sinz— Cosm+5 5 2
1 tg Z41—+/2

47. fsmx cosx |:7§ n m :| )

I
___tgx 1_ 1
48. ‘({‘tg2 r+tg x4+1 dz. [ﬂ— (4 3\/5)} ’
i )
sin 2z T
49. u({‘cos‘1 z+sin? z dx. [4] :

1
50. [ —Li—cosiﬁjifl —dx.  [1,246].
0

cosx—2sinz+3

5L [ — 1 gp [1].
0

52.

5+C;i;35x dx. [07 152] .

O —

53. [cos(Inz) dx. [%(cos(Inz)+ sin(Inz))]

Vypocitajme kombindciou doterajsich metéd

54. [22eV® dx.
[(2(v2)° = 1022 + 40 (&)’ — 1202+ 240y/7 — 240 ) V7 |
55. [(32® + 20 —4)de.  [32* + 27 —4a].
6. [ (5-2) do. [5-5].
57. [ (Vat - &) do. [ - 20t

58. [ —W de.  [Inlz] — ].

o Yo—z¥z) 12 W23 | 12 W
o, [ gy [ i)

60. [ ==L da. [’%—34—%2—{—30]



61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.
70.
71.

72.

[\

73.

w

f eta® dx

[ (5cosx—2$ +

J (107 +

f (2sinz — 3cosz) dz.

J

1
V/3—322

dz.

f32l’ 2.3% dx.

J e

1+cos?x
1+cos(2x)

cos(2x)

dz.

(Cos%c)sm T

f2 tg% dzx.

[ cotg?z dx.

J

J
J

1

cos(2)+sin’x

(1+222)

(1+a2)?
z(1+x2)

dz.

dx.

[frinal -

1+:L“2

) dz. [5 sinx — %6 + 3arctg:l:] :

f;iﬂ’) dx. [ In 10 +x+2arctgx] '

[—2cosz — 3sinz].

|-

]
[33? - m
5]
[—cotgz — tg x].
[tg z — x].

[—cotg x — x].

de. [tg x].

[—1 +arctg 2] .

In|z] + 2arctg z].

31
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Specialne integratné metody.
Integrovanie raciondlnych funkcii.

Zo znalost{ z linedrnej algebry vieme, ze

a) kazdui nerydzo raciondlnu funkciu mozno vyjadrit’ ako sucet polynému a
rydzo raciondlnej funkcie,

b) kazdu rydzo raciondlnu funkciu mozno napisat’ ako kone¢ny sicet nasledu-
jucich elementarnych zlomkov:

A Mx+ N
na‘ m
(x—a)" (22 +pr+q)

kde A, M,N,p,q € R, m,n € N a p*—4q < 0. Integrovat’ raciondlnu funkciu teda
znamend integrovat’ vyrazy predchddzajiceho typu.

—A
/de: G bre n#l
(x—a)

T —a Aln|z —a|] pre n=1"

Druhy vyraz nemozno vo vSeobecnom pripade integrovat’ priamo, je potrebné ho
najskor upravit:

Mz + N M 2z+30 M 2r +p <N Mp) 1
=5 _

(@ tpr+q)” 2 (@@ +prtq) (22 +px+q)™ 2 ) (2 +pr+q"™

Prvy vyraz po substitticii u = 22 + px + ¢, vieme integrovat’ a dostaneme

-1
(22 + pr +q) s e me

Druhy vyraz je integral, ktory upravime na tvar

/ L dx—/ L dx
(22 +pz+q)" <($+§)z+#>m ,

4q—p?

1 transformujeme na integral

a pomocou substiticie z = =5 +1¢

4q—p?

4q—p?
V1o 1
- / _dt.
< > (t2+1)
4
a integrél, ktory oznacime I, = | Wdt integrujeme nasledovne:
1. =] ﬁdt = arctgt.
2. Pomocou rekurentného vztahu I,,,, = %Im + m, m &€ N.

Dokaz rekurentného vztahu: Aplikujeme metédu per partes na integral I,,,, kde
zvolime f(t) = (2 + 1), ¢'(t) = 1.

1 t t? t
I, = —dt = m+2m/ ——dt = ———+2ml,,—2ml,,,, 1
/ (£ +1) (t*+1) @2+1)" (P +1) !
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Example 75 Vypocitajme f 2”3 >dx.

Solutlon 76 Mdame f 2”3 zdz = [ 3dw — I & 3 ~dw — fﬁdw =3In|%| +

z+1)
Example 77 Vypocitajme f 2+1)2d:z:
Solution 78 Dostdvame: f 2+1) e f Ldr — [ i IQH f( ey dr =

:1n|x|—%ln(m2—l—1)+2(z2+1) +C.O

2x—1
Example 79 Vypocitajme f ol

Solution 80 Dostdvame:
2z — 1 2x + 2 3
—dz= | ———————dx— | ————dx =
/??+2x+21: /?ﬁ+2x+2ib /?ﬁ+2x+2x

:1n|x2+2x—|—2}—3/ dz =In|z® + 2z + 2| — Barctg (v 4+ 1) + C.0

(z+1)°+1
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Integrovanie iraciondlnych funkcii.

Nech a,b,c,d € R anech ad —bc # 0. Nech ky, ks, ..., ks s prirodzené ¢isla. Nech
f+ A— R je funkcia, ktord vznikne z funkcif

h:A— R, h(z) =c,

g:A— R g(x)=n=x,

g1 - A— R7 9 (I‘) = (Zzig)ﬁ )

ceey

1
gs: A— R, g, (z) = (M) ks pomocou kone¢ného poctu raciondlnych op-

cx+d
eracii, t.j. s¢itovania, od¢itovania, ndsobenia a delenia funkcii. Nech £ je spolo¢ny
nasobok c¢isel &y, ko, ..., ks. To znamend, ze ﬁ, k—";, e kis su prirodzené ¢isla. Po-
tom neurcity integral
[ tia)as
pocitame pomocou substitiicie
1
axr +b\* b — dtF ad — bc
t= r=——,dr= —thk_ldt,
cx +d cth —a (ctk — a)

podmienka ad — bc # 0 zarucuje, ze ku x existuje inverznd funkcia, pricom

t%: ar +b R t&: ar +b é
cr +d T cr +d

Po tejto substiticii dostaneme integral z raciondlnej funkcie.

Example 81 Vypocitajte [ @ +2)%3w - 2 du.

Solution 82 PouZijeme substiticiu

¢ x4+ 2
“Vaorry

potom
_2-3t?
22— 1
a
y —2tdt
r=-———->.
(22 — 1)

Integrovanim dostaneme

1 T+ 2 1
Ny dr = —2 dt = —2arctgt + C =
/(m+2)(3x+5) 2 +3 /1+t2 arctgt -+

T+ 2
2¢ + 3

+C.0O

= —2arctg
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Integrovanie trigonometrickych funkcii.

Pri integrovani trigonometrickych funkcif sa pouzivajui spravidla substiticie: u =
sinz, u = cosx a substiticie, ktoré zdvisia od tvaru integralu, alebo tzv. uni-
verzalna trigonometrickd substiticia ¢ = tg 3. Ak pouzijeme univerzalnu trigono-
metrickid substiticiu, potom vyuzivame vztahy: sinz = sin23 = 2singcos§ =

2 2
2sin £ cos £ 2tg £ ot . cos? £ —sin? £
2 2 2 _ r __ 2x _ 2z __ 2 2
ST Irco? I T TrgiT — Ti@v COST = 0823 = cos"g —sin' g = Coiand =
1—tg? % 142
I+tg2Z — 1+
Y P sinz cos
Example 83 Vypocitajte [ . 1)gdzzc.
t=tgl
. 2
Solution 84 Polozmet = tg £. Potom dostaneme: [ T pde =] v =2 arctgt =
dr = 5 +t2 —==dt
2 )
— 1~4»t2 i+§§ dt — lfj‘,i i+z§ dt —
f( 1)2 1+t2 f( 2t 71%271)2 1+t2
1+t2 1+t2 1462 1442
2t(1 t ) t(1—t)( 1+t) 2 1 t(+t)
_f (2t—2)2 1+t2 2f (t—1)2 1+t2dt_ _'f 1) 1+t2dt

— [ Adt - Htht_ —ln|t—1| —arctgt + C =
= —1n’tg5 — 1’ — arctg (tgi) +C.0O
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Trigonometrické substitiicie pre vyrazy va? — 22, Va2 + 22, V22 — a2, V+a? £ b2x2

Vyraz Substiticia Zjednodusenie
a? — x? T = asint, t€< bR §> \/&2 a?sin?t = acost
Va? + a2 z=atgt te (-%,%) Va?+a’tg?t =2
\/“2 —a’=atgt, 0 <t <3

cos? t

1'2_&2 ‘/L‘:coast’OStSﬂ-’t?ég 2
s —a? = —atgt, F<t<m
V+a? £ 222 t =bx VEa? + 12
Example 85 Vypocitajte fi) \/9 — sa?du.
Solution 86 Ak poloZime v = gx, potom dx = gdv, rT=-H=—=v=-3 x=
5 = v = 3 a po dalsej substiticii v = 3sinu, t.j. dv = 3cosudu, v = —3 =

u-—— v=23 :)>U—g dostaneme

/\/9—%33%[3:— /\/ 9 —v2dv = = / V9 — 9sin? u.3 cos udu =

15 sn2ul2 15
b
{u—i— 7 } 27T

us

2
15 [

cos udu——/ (14 cos2u)du 5
3

[VE]

INE]
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Integraly typu [ sin™ zcos” zdz.

m,n € N Substiticia Vhodn4d identita
7 - neparne u=sinx cos’r =1—sin’z
m - neparne U = COST sinz =1—cos’z

. , ” . sin”z = 1 (1 — cos 2z)
n a m - parne | redukovat’ na mensie mocniny n a m 9 3
cos® x = 5 (1 4 cos 2x)

Example 87 Vypotitajte [ sin®x cos® zdz.

Solution 88 V tomto pripade je n = 3 - nepdrne, tak polozime u = sinx, t.j. du =
cosxzdz. Potom [ sin®x cos® zdx = [ sin® x cos? z coszdr = [sin’z (1 — gin? x) cos xdr =
3

=2 -udu=% - § +O'= 85w 00

Example 89 Vypocitajte [ sin’® x cos? zdzx.

Solution 90 V tomto pripade je m,n pdrne. Podintegrdlny vyraz zredukujeme na
tvar mocniny funkcie kosinus a potom pouZijeme rekurentné vztahy: [ sin? z cos® xdx =
1/ (1 —cos2x) (1 +cos2x)de = 1 [ (1 — cos® 2z) da =

=1 [1dz — 5 [cos?2zdx = 3 — 13 [ (1 + cosda) dv =

1. 1. 11.; —1,._ 14
= 7T — g7 8481n4x+0—8x 3281n4x+C.D
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Integraly typu [ sinax cosbzdz, [ sinazsinbrdz, [ cosax cosbrdz.
V tomto pripade pouzijeme jednu z trigonometrickych identit

1
sinx cosy = 3 [sin (z — y) + sin (z 4+ y)],

1
sinzsiny = 3 [cos (x — y) — cos (z + y)],

1
cosTCosy = 5 [cos (x — y) + cos (x + y)].

Example 91 Vypocitajte [ sin 5z sin3zdz.

Solution 92 [ sin 5z sin3zdx = % | cos 2xdm—% [ cos8xdx = isin 21‘—% sin 8x+
C. Pouzili sme vysledok predchddzajiceho prikladu.



39

Eulerove substitticie.

Nech g: A — B, g(x) =+Var’+br+ca f:C — R, H(g) CC=D(f)je

raciondlna funkcia. Potom
/(fog)(:c)da::/f(\/ax2—|—bx—|—c>dx

pocitame pomocou Eulerovych substiticii.

var? +br+c = Jaxr £t ak a>0
Vaz? +br +c=xt +./c ak c>0

t:\/ag, a, 3 st korene rovnice az? +bx +c=0|ak |a<0Ac<0

Po aplikdcii tychto substiticii dostaneme integraly z raciondlnych funkcif.
Example 93 Vypocitajte [ md

Solution 94 Pretoze a > 0 uvaiujme Eulerovu substiticiu: a2+ x+1=x —t,
2
potom 1 =15L=t q dp=22F220 [ {1 l=g—t= M Potom

2t+1 (2t+1)2 2+1
fﬁm mdt 11’1‘2754-1’4—0:—ln}2$—2\/1‘2+$+1+1‘—|—

Example 95 Vypotitajte | \/ﬁduﬂc

Solution 96 V tomto pripade je ¢ > 0 wvazujme Eulerovu substiticiu: /4 — 2z — ba? =
xt + \/4_1, potom x = =222 ¢

245
4(t*+t—-5) —2(t*+t—5)
= ——————dt,V4 4— 20— b2 =at+V4= .
(12 +5)° (t245)
Potom | igt—str = 2 [ gyt =~ aretg () 40 = = L arctg (V22 )

c.0

V—z2+62—8 dl‘

Example 97 Vypocitajte f (1—4)(22—3)

Solution 98 V tomto pripade je a < 0 A c < 0, korene rovnice —x% + 6x —
8 =0 suxz = 2,4. Pre x € (2,4) modzeme upravit’ vyraz /—x%+ 6x — 8 =

V-(@=2)(z—4)=(z-4)/(-1) .

Uvazujme Eulerovu substiticiu: t = \/(—1) 2= =, /22X potom z = it;jf
dx = (t2+1) sdt, /=22 + 65 —8=+/(2—x)(z —4) = (z — 4) ,/ﬁ,

9y — 3 = b+l

241 "
2216w (x—4),/2=2
Potom ‘/‘%d f (z—4) Qd = f (5t2 4t2t2+1 dt =
- f 5t2+1 + f t2+1 = arctg (\/_t) + arctgt + C =

:_TEarCtg <\/527I> + arctg (\/7) +Ccd



40
Cvicenia.
Pocitajte integrédly z raciondlnych funkcif:

1. [ 52°492% 2208 (jp.  [52 + 2In|z| + 3In|z — 2| + 4In |z + 2|].

T 234z

—2z+19 |lz—2[3
2. f 2+: 5 dx. [ln \$+3I5] .
3. [ £tk dv. [2nfa|+ 1 —2In|z +1]] .
4. [ 5t gy [2In |z — 3| + 21n (2% + 22 + 2) — Barctg(x +1)] .
5. % dx. [2In|x + 5| — 3arctg (2x + 1)] .

6. [ o =1 d. [% In |z +1] - %hﬂ (2 —x+1)+ farctg*:{ (2z — 1)}

7. [Tty g, {ﬁ—xnt%lnlx(w—?)@-

z3+a2—6z 3
— bo—13 o m¥2 2t

9. [tat=s gy [ +2 4 dy 4+ In Tl 2"”]

x3—4x [z+2]

10. [ (m“”g_fg“l)g dx. [2 In|lz —3|—In|z— 1|+ ﬁ}

11. [ s 33”2_11”7 dz. [2In]z — 2|+ In|z — 3| — 5]

(—3) (22 —4dz+4)

12. f"ﬁ;rg’—ﬁﬂda: [%2+2:1:—|—1n]$\—31n]9:+1]]

13. [ 8o’ o 14 _ .. [In |z + 3|+ 2In |z — 1| + 5]

23 +22—51+3
4. [ (x+2x ?_fg;rg) dx. [ln |2+ 1]+ 1 In|2? + 2z + 3| — arctg w}l]

‘,EZ
15 f A=) aray) 4 [$In[1+ 2] — $In|l — 2| — jarctg 2]

1
42 1 8 s 1 1
16. [ sriegs do- [3Ing + 5 — jarcteg]

4
17, [ 22280 gy [in 4]

23 —T224+10x

2
18, [ £ gy (3]
1

3

2242 17

19. sz J:3—3a:2—:—3z—1 dz. |:1I12 + §j|
Pocitajme metédou per partes.

20. [In(2?* — 22 —3)dr. [vln(2? —22—3)—2z+In|z+ 1| —3In|z — 3.



21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

41

JIn(z* — 62+ 9) dr. [zrln(z* —62+9) -2z —61n|z — 3|].

[ 1In(z? + 2z + 3) dx. [(x + 1) In(z?® + 2x + 3) — 2z + \[arctg(x\ﬁ)] .

[ z*arctg (z—1) du. [% <(x3 + 2)arctg(x — 1) — %2 — 2z — In(2? — 22 + 2))] .

Pomocou viet o substitiicii poc¢itajme integrély:

f\/ﬁdﬂf [—%\/2—51’2] .

T

| e de [Faretg (3(e" - 1))].

%—;Illoodx [z —2In|e” — 2| + 31ln|e” — 5|].

[ 22— dx.  [—In(cos®z + 2cosx + 5) + arctg (=EH)] .

cos? x+2cos +5

[ Snrcoss gy, [% In|sinz — 1|+ 2 In(sinz + 2)] .

sin2 z+sinz—2

2 cosx 1 §]
0 sinZz+sinz—6 dx. [5 l:(18 :

w/2

f sin x cos « dr. [l In m] ]
0

cos2z+cosx—6

f&%dw. [2x—ln(e2x—2ex+5)+%
J

Y da. [6(%5—%+1n(%+1))].

T+
= =
— +1‘—%—2arctg( 1+x):| .

1+x

f 1+:p 5 dz. [In

[ e, 2VT+az+hn|VI+z—1-n[l+vVI+2]].

f\/ﬁﬂ de. ,[—%—4t—91n]t—3\+1n\f+1\> t:\/2w~|—3}.

V2x+3—z

O —n

lfx dx. [In9].

J e Az [5 (avesin (2 + 5)) ]

1 1 5+2v5
Jo T v [ln B42v5 } .

f—m—\/w;—T—H de. [2Inft|+iln|2t+ 1|+ 3. 2t+1’t:‘/352—$+1—1‘}-

f% 3+COS$ dx. [*/75 (arctg*/?i - arctg%gﬂ .
J et dvo [tg 5 —In(te? (5) +1)].

“—o

L dz. [% ln2} )

4—5sinx

[NIE]



44 f 7cosZm—1&—2sm§x dSC [%arctg (\/gtg'r)] .

everl gy, [4—].

In
45. Vypocitajme f o

27
46. Vypocitajme [ cos3zcosdx dx. [0].
0

Pocitajte integraly (pouzite vhodné met6dy)
L [ i de. [ farctg‘["”]

2.

do. [:In(4+ 32?)].

4+§>m2
T 1
| et o |~

/ ;f%iQ dr. [3In(z?+ 2z 4 2) — Garctg (z + 1)] .

@

=

ot

[ 252 dr. [% In(z? +4x +7) — farctg “””}2}

&

[ e*cotg e” dz.  [In|sine”|].
2 1 [3z—1]
521 4T [5 In |3m+1|} :

[ L de. [Infz] —2In|z +1]].

24

=~

0¢)

0. [Zr240 de. |5 — w4 3Infe -2~ 2o+ 1]]
10. [ 52— dr. |2lnfe—1]— 1" —2In|z+2
) 3042 AT 5In|z—1 3(z_1) sInlz+2|.

a2 g [2In|z+5| —In|z+1] -

O S s 1 P el

12. IWJ«FEMJ dx. [%ln|x—1| —2In(2®+22+7)+ arctg (@)}

13, [ 3l=be?—llet5 g [% +Injz — 2| —2In|x + 1|] .

z2—x—2
T—x |z+1] 1 z—1
14. f 2213215 dx. [ln —\/m -+ E&I'Ctg (T)] .

15, [ 2=2etet gy [Lin [(02 — 22+ 2) (a2 + 22 + 2)] — 2arctg(z + 1)]

16. [ zarctgr dv. [x’arctgr — sz + larctgz].

17. [2%¢% d [@j—;(ng — 6z + 2)} .
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18. fog exp (2z)sinz dv.  [2e™ +1].
19. [zlnz? du. [%(lnﬁ — 1)} .
20. [In(z*+1)dzx. [zln(z? + 1) — 2z + 2arctgz] .

21. janx dx. [(e —2)]

2. [ ¢ cos(3x) dr. [~ (7 +2)].
0

23. [xIn(2® — 2z +5) du.

[% r? 4 3) In(2? —2x—|—5)—— x + darctg @Y 2)
24. [In(z? + z — 2) du.

[xIn(2z?> +2—2) =2z —In|x — 1|+ 2In|z + 2|].
25. [a?In(a® + 42 + 4) du.

[§1n($2+4x+4) -2 <”C—; —x2+4x—8ln|x+2|)] .
26. [ z?arctgl dx. [%arctg +Z —lln(a® + 1)} :
(

27. [eVodx. [2eV7(ya —1)].

H

28. [arctg-ls dv. [marctg—t: + 1ln|2? — 22 4 2| + arctg (z — 1)] .
29. Of aSIT oy {5\/1 + 244y )1 22 —4} .

30. [ (ezzx;elf% dz. [Qm —In |e*® — 2¢® + 5| + %arctg (“T_l)} .

31. f <D dg. [LIn (e*” + 1) — arctg (e”)] -

Te2rql
In5 om .
32. [ et de. [nV/5],
In3
In2 "
33. b[ %ex dr. [In2+ arctg3 — arctg?2].

34, [ —gneeosz gy

sin? z+sin z+3

[% In (sin®z + sinz + 3) — ‘ﬁarctg (\ﬁ (2sinz + 1))}

3
35. [ Boconlsine gy [—3In2].
0

S x—Ccos T—2
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36.

37

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

92.

93.

f COS T
sin® z+sin? z+sin

[ln|sina7| — sIn|sin’z +sinz + 1| — \/Lgarctg <\/lg (3 —I—sinx)ﬂ :

2z T2 da. [%\3/(9&—#2)7 - %\3/@—1—2)4}.
[ ﬁ de.  [6ln(1+ ¥/x)].
J (1+fﬁ) dz.

[g(;@_n%—a:+1+4\/a:T—41n(1+V5’3—1)}'

9
[ dz.  [T+1n4].
1

1= Yl
f 414 3/ (z+1)* du
[In|z+ 1] = 3In |z + 1+ 1] — 6arctg (Vz +1)] .
[ s do 2 (V2= 1) + |

— 4
fm+%dx. [2\/33— —ln(1+\/.r—1) —1+\3ﬁ].

27

vz .
e [8+—3*/2§ ]

=

[\
w

il ﬁ dz. [7 (arcsin (32 — %))] .

dz. [ln

—z—1+vz2+z+1 ]

1
f zVx?4z+1 1-z—Vz24z+1

2
-2

f \/3,—#7—%2 da. [—2a1rctg1§7 — @/ﬁ] '
4

| e Ao a]

[ s dr. [bm]est]).

sinx cosz+1

f 3—(:105m dz. [\/TiarCtg (\/ﬁtg %)] :

1 2.7 V7(2te(5)+1)
3+cos z+sinx dx. [T (arctg 7 * :

fg cos:c—21sin:c+3 dx. [—arctg (\/?5 - 1>:| :

3




54. f 14sinxz4cosx dr.

l—sinz—cosx

+tg“ x
(1+t§ x)2 dz. [

ot
ot
ENE] %w\:‘

56. [ searieaars-

/2

[2(In|t — 1| — In|t| — arctgt), ¢

57. [ sinbzcosz dz.
0

[ et (/21 2)].

[

D=
A

= tg %}

45
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Integrovatelnost po Castiach spojitych funkcii.

V casti ,Integralny pocet - Urcity integrdl” sme zaviedli dolné a horné integrélne
sucty, definovali sme uréity integrdl ako hodnotu fab f (z)dx taku, ze D (f, P) <
f: f(x)dx < H(f, P), VP delenie intervalu (a,b). Aj ked pre vypocet integrélov
existuje mnozstvo metéd je casto tazké ba dokonca nemozné vyjadrit’ neurcity
integrdl pomocou zndamych funkcif a tak vypocitat’ presni numericki hodnotu
odpovedajiceho urcitého integralu. Napriklad integral

1
/ V1+ z4dz.
1

Niektoré urcité integrdly vieme néjst’ napriklad

2
1

/ —dr =1In2,
LT

ale pre praktické pouzitie je vhodné vediet’ numericki hodnotu In 2 s urcitou pres-
nostou. Preto definujeme Riemannove integrilne sticty, ktoré ndm ako jedna z
aproximac¢nych metéd pomoédzu néjst’ hodnotu urcitych integralov.

Definition 99 Nech P je delenie intervalu {(a,b) a nech f : (a,b) — R je
ohranicend funkcia. Pre kazdé k € {1,2,...,n} nech ty, € (xp_1,x%) je lubovolny
bod. Sumu R (f,P)=>1_, f (tx) Az nazgvame Riemannovym integralnym suc-
tom ohranicenej funkcie f.

Akokol'vek vyberieme body t; € (zy_1,2x) vzdy plati D (f, P) < R(f,P) <
H (f,P), VP delenie intervalu (a,b). Pretoze pre riemannovsky integrovatelni
funkciu f tak D (f, P) ako aj H (f, P) aproximuju f; f (z) dx, tak aj riemannove
integrédlne sucty aproximuju tito hodnotu. Teda mozme pisat:

/ f(z)dr ~ Zf(tk) Azy,.

Tento vzorec slizi ako zdklad pre priblizny vypocet urcitych integrdlov. Nutnd
podmienka integrovatel'nosti funkcie hovori, ze kazda spojitd funkcia na uzavretom
intervale je riemannovsky integrovatelna. Najdolezitejsou vlastnostou Rieman-
novych integralnych sictov je, ze aproximujui numericki hodnotu urcitého inte-
gralu. Nasledujica veta, ktori uvddzame bez dokazu je presnou matematickou
formuldciou tohto tvrdenia.

Theorem 100 Nech f : (a,b) — R je spojitd na (a,b) . K lubovolnému e > 0 ex-
istuje 6 > 0 také, ze plati: Ak P = {xg,x1,...,x,} je nejaké delenie intervalu (a,b) ,
ktorého kaZzdy podinterval md dlzku mengiu ako & a ak Trpo1 <t < xp pre kazdé
k=1,2,...,n, potom pre odpovedajici Riemannov integralny sucet >, _, f (tx) Awxy,

je splneny odhad ‘f;f (x)dx — >, f(tr) Amk) <e.

Thito vlastnost’ casto zapisujeme v tvare:

| Pl|l—0

b n
[ r@de= Jim 3 (0) A
a k=1
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kde || P| oznacuje dizku najviicsieho podintervalu delenia P a nazgyva sa norma
delenia P. Riemannove integrilne sicty v8ak majui zmysel aj pre funkcie, ktoré nie
st nutne spojité na intervale (a,b) .

Definition 101 Nech f : (a,b) — R je spojita na {(a,b) s vgnimkou koneéného
poctu bodov, v ktorgch ma vlastné limity sprava aj zlava (okrem bodu a, v ktorom
ma iba limitu sprava a bodu b, v ktorom md iba limitu zlava). Potom f nazgvame
po castiach spojitd funkcia na {(a,b).

Nech funkcia f : (a,b) — R je po ¢astiach spojitd funkcia. Ozna¢me jej body
nespojitosti ¢y, co, ..., ¢, a < 1 < ¢ < ... < ¢, < b. Potom je funkcia f spojitd
na kazdom z intervalov (a, c1), (c1,¢2), .oy (Ca—1, Cn) , (¢n, b) . Pri vypocte integralu
fck _f(z) dz nahradime funkciu f funkcmu spojitou na intervale (cx_1, ¢x) , ktord
je totozna s funkciou f na intervale (cy_1,c;). Potom je f integrovatelna na
kazdom z intervalov (a,c1), (c1,¢2), ..., (¢n_1,Cn), {(cn,b) a plati

1 pre z €0,
x pre x € (2

Example 102 Vypocitajte fo x)dz, pricom f(z) = { gi :
Solution 103 Plati f(2—) =lim, .o f(x) =1, a f(2+) = lim,__o+ [ (z) = 2,
vidime, Ze funkcia f je spojitd s vynimkou bodu xr=2tj. ]e po castiach spoyzta
a teda mtegrovatelhd Potom f03 r)dr = fo x)dr + f2 r)dr = fo ldr +
f rdr = 2 + D
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Aplikdcie integrdlneho poctu.
Plosny obsah rovinnych tutvarov.

Definition 104 Nech f,g : {(a,b) — R su spojité funkcie. Nech R je rovinny
dtvar ohraniceny zhora a zdola grafmi f a g a zlava a sprava priamkami v = a
ax =b. Potom R nazgvame rovinngm tutvarom medzi grafmi f a g na intervale

(a,b) a jeho plocha A je definovand vztahom A = fab If () — g (z)] dx.

Example 105 Nech f,g: (-1,1) — R, f(z) = 23+ 22+ 1,g(z) = 2> + o +
1.Najdite plochu vtvaru medzi grafmi f a g na (—1,1).

Solution 106 Podla definicie mdame

1 1
AZ/ If(fv)—g(a:)ldxz/ 7% +2? +1-2® — 2 — 1] dov =

1 -1

:/_1 }xz—w’da::/o (1‘2—1’)d$—|—/01($—332)d$:1.m

1 -1

Niekedy mozeme namiesto ditvaru medzi grafmi funkcii f, g zdvislych od pre-
mennej x skimat’ aj plochu tdtvaru medzi grafmi funkcii zavislych od premennej y:

[f @) — g (v)] dy.

Objem priestorovych tutvarov.

Uvazujme trojrozmerné teleso D, ktoré mozme popisat’ nasledujiicim spoésobom:
pre kazdé = € (a, b) priesecnikom roviny kolmej na os o, v bode z s telesom D je
rovinny tdtvar s plosnym obsahom vyjadrenym funkciou A (z) .

Definition 107 Nech teleso D md plochu kolmého rezu definovani funkciou A :
(a,b) — R a predpokladdme, ze A(x) je spojitd na (a,b). Potom objem V telesa
D definujeme: V = fabA(:c) dr.

Example 108 Ukdzte, ze objem rotacného kuzela s vyskou h a polomerom zdk-
ladne r je dany vztahom V = iwrh.

Solution 109 Najskor ndjdeme plochu kolmého rezu rotacného kuzela. Je zrejmé,
ze kolmym rezom bude kruh s polomerom r(x), ak projekciu kuZela umiestnime
do kartézskeho siuradnicového systému [0,x,y] tak, Ze jeho wvrchol je v zaciatku
a os rotacného kuzela je totoZnd s kladnym smerom osi o,, potom z podobnosti
trojuholnikov dostaneme: @ =;=r(r)=712

a plocha kolmého rezu je

A(z) = 7r¥(z) = ﬂZ—iﬁ,

potom

V= thWZ—iIde = W;—z foh 2?dx = gmr?h.0

Ak graf spojitej nezépornej funkcie f : (a,b) — R rotuje okolo osi o,, vytvara
teleso s plochou kolmého rezu

Alx) = mf%(x).
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Potom z predchddzajicej definicie plynie, ze

V:/abA(x)dx:ﬂ/abe(l")dx

Definition 110 Nech f,g : (a,b) — R su spojité funkcie a 0 < g(z) < f(x), = €
(a,b) . Nech R je obrazec medzi grafmi f a g na (a,b). Potom objem V telesa, ktoré
vznikne rotdciou obrazca R okolo osi o, definujeme V =1 ff [f2 (z) — ¢* (x)] du.

Dizka krivky.

Definition 111 Nech f : (a,b) — R je spojite diferencovatelndg funkcia. Po-
tom dlZku krivky [, ktord vytvara graf funkcie f medzi bodmi (a, f (a)) a (b, f (b))

definujeme | = fab 1+ (f 7 (2))%de.

Example 112 Vypocitajte dlzku krivky danej grafom funkcie f(x) = Inz, z €

(V3.VE).

Solution 113 Funkcia f(:v) = Inx je na intervale <\/§, \/§> spojite diferenco-
vatelnd a plati f'(x) = =. Potom dlzka krivky, ktord Uytvcim graf funkcie f

na mtemale <\/_ \/_> je deﬁnovana | = fffw/l—i— \/\/1+x du
1+x
f\[ +12 dl’ =

_ :\/1+x2:>dt:\/%7dx:>dt I dr .
r=V3=t=21=V8=1t=3 2 -
- 1
f 1dt+f2 (t—1) t+1)dt 1+ [1 t+1” 1+ ln 0
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Cvicenia.
2 pre x€(0,2)

1. Vypocitajte integral f04 f(z)dz, ak f(x) = 3 pre z € (2,3) . [%}
4—1x pre x€(3,4)
W sin x pre x € (0, %)
2. Vypocitajte integral f01+5 f(z)dx, ak f(x) = x pre ze (T 1) . [S—Qx/i
cos(z—1) pre xe€(l,1+7)

3. Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohrani¢enej krivkami:

() y=alnz, z=50=2y=0 [-F+2n2].

(b) parabolou y = z* — 6z + 8 a jej doty¢nicami v bodoch A = [1,3], B =
[4,0].  [§].
(c) parabolami y = 2%,y = z. [3].

4. Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohrani¢enej krivkami:

22

(b) y=Inz, y=In*2. [3—¢].
5. Vypocitajme plosny obsah rovinnej oblasti ohranicenej krivkami:

(a) y=o—1,y*=220+1. [Y].
(b) y=2® y=1s2 y=2. [%(2—\/5)]

6. Kruh 22 + 3? = 8 je rozdeleny parabolou y = 2 na dve casti. Vypocitajme

2
plosny obsah meng$ej z nich. [27r + ‘ﬂ .

7. Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohranicenej ¢iarami yz = 4, z+y =
5. Nagrtnite obrazok! [% —2In 8}

8. Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohranic¢enej ¢iarami y = 0, y =

ze™?" na (0, 1). Nacrtnite obrazok![; — 5-]

9. Vypocitajte objem zrezaného kuzel'a, ktory vznikne rotdciou elementdrnej
oblasti okolo osi o0,. Polomery jeho podstav sir =1, R =2 a vyska v = 3.
[T7] .

10. Vypocitajme objem telesa, ktoré vznikne rotéaciou oblasti okolo osi 0,. Oblast’
je urCend Ciarami y = 2?"”, y=sinz, z > 0. [7{—;] .
11. Vypocitajme objem telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti okolo osi 0,. Oblast’

. - P : ol _ 2z w2
Je urcena Claraml y = Sz, y = —-. K

12. Zistite plochu kolmého rezu a vypocitajte objem gule s polomerom r. |A(z) = 7r?(z) = 7(



13.

14.

15.

16.

o1

Zistite plochu kolmého rezu a vypocitajte objem pravidelného stvorbokého ih-
lana so zakladiou dizky a a vyskou h. [A(x) =a*(z) = h2 V= g “2”"2

Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou rovinnej oblasti ohranicenej

¢iarami y = 1 — 22, y = 22 okolo osi o,. [@}

Vypoéitajte dizku krivky y = 2/, 1 <x <2 [\/_ V2 2+ 3 i1n 3?12}

Vypoéitajte dizku krivky y = In < ctl 2 € (In2,Inb). [Inif]

h.}



