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Matematika je univerzálny jazyk pre fyzikálne a technické vedy. Preto je nutné
aby �tudenti FEI STU Bratislava rozumeli základným matematickým pojmom z
matematickej analýzy funkcií jednej a komplexnej premennej. Tento uµcebný text
z matematickej analýzy som vytvoril po novej akreditácii pre �tudijné odbory RK,
EL, TLK poµcas letného semestra �kolského roku 2017/2018. Nemoµzno ho povaµzova ,t
za koneµcnú verziu. Pretoµze predmet "Matematika 2" sa vyuµcuje prvý krát, budem
text doṕlµna ,t a adaptova ,t v priebehu letného semestra �kolského roku 2018/19.

,
L.

Marko
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Chapter 1 INTEGRÁLNY POµCET
FUNKCIí JEDNEJ REÁLNEJ

PREMENNEJ.
Mnohé fyzikálne a technické aplikácie si vyµzadujú, aby sme vedeli vypoµcíta ,t naprík-
lad prácu premennej sily po urµcitej dráhe, d́lµzky kriviek v rovine, plo�né obsahy
rôznych rovinných útvarov, objemy priestorových telies. Vhodným aparátom vo
v�etkých predo�lých prípadoch je znalos ,t integrálneho poµctu. V tejto µcasti aj v
,
dal�ích µcastiach sa budeme venova ,t integrálnemu poµctu.

Urµcitý integrál.

Predpokladajme, µze chceme nájs ,t plo�ný obsah obrazca R ohraniµceného osou ox,
priamkami x = a, x = b a grafom spojitej funkcie f : ha; bi �! R; (f (x) > 0).
Na�a snaha bude nájs ,t obsah pomocou obd́lµznikov opísaných a vpísaných grafu
funkcie.

Delenie intervalu.
De�nition 1 Delením intervalu ha; bi budeme nazýva ,t koneµcnú mnoµzinu bodov
P = fx0; x1; x2; :::; xng, takých, µze a = x0 < x1 < x2 < ::: < xn = b:

Delenie P delí interval ha; bi na podintervaly hx0; x1i ; hx1; x2i ; hx2; x3i ; :::; hxn�1; xni.
Ak d́lµzku podintervalu hxk�1; xki oznaµcíme �xk = xk�xk�1; k = 1; 2; :::; n, potom
d́lµzka intervalu ha; bi je rovná b � a = (x1 � x0) + (x2 � x1) + ::: + (xn � xn�1) =
�x1 +�x2 + :::+�xn:

De�nition 2 Nech P je delenie intervalu ha; bi a nech f : ha; bi �! R je ohraniµcená
funkcia. Sumu

D (f; P ) =

nX
k=1

mk�xk; H (f; P ) =
nX
k=1

Mk�xk

nazývame dolným, respektíve horným integrálnym súµctom ohraniµcenej funkcie f
pre delenie P , kde mk = infx2hxk�1;xki f (x), Mk = supx2hxk�1;xki f (x) :

Example 3 Nájdime D (f; P ) ; H (f; P ) ; D (f; T ) ; H (f; T ) ak f : h0; 2i �!
R; f (x) = x2 a P =

�
0; 1

2
; 1; 3

2
; 2
	
a T =

�
0; 1

4
; 1
2
; 1; 3

2
; 2
	
.

Solution 4 Pre delenie P máme

m1 = 0;m2 =
1

4
;m3 = 1;m4 =

9

4
;M1 =

1

4
;M2 = 1;M3 =

9

4
;M4 = 4;

�x1 = �x2 = �x3 = �x4 =
1

2
:

Potom D (f; P ) = 7
4
a H (f; P ) = 15

4
. Podobne dostaneme D (f; T ) = 113

64
a

H (f; T ) = 237
64
:�
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Z de�nície delenia uzavretého intervalu je jasné, µze 8P platí: D (f; P ) �
H (f; P ) : Okrem toho, ak f (x) � 0; 8x 2 ha; bi pre plochu obrazca R medzi
grafom funkcie f osou ox a priamkami x = a, x = b máme:

D (f; P ) � R � H (f; P ) :

De�nition 5 Delenie ~P intervalu ha; bi, ktoré vznikne z delenia P pridaním koneµcného
poµctu bodov sa nazýva zjemnenie delenia P .

Example 6 Delenie T v predchádzajúcom príklade je zjemnením delenia P inter-
valu h0; 2i.

Theorem 7 Ak T je zjemnením delenia P intervalu ha; bi, potom D (f; P ) �
D (f; T ) a H (f; T ) � H (f; P ).

Theorem 8 Nech P a Q sú dve
,
lubovo

,
lné rôzne delenia intervalu ha; bi. Potom

pre kaµzdú ohraniµcenú funkciu f : ha; bi �! R platí D (f; P ) � H (f;Q).

De�nition 9 Ohraniµcená funkcia f : ha; bi �! R sa nazýva (riemannovsky) inte-
grovate

,
lná ak ku kaµzdému " > 0 existuje delenie P" také, µze H (f; P")�D (f; P") <

". De�nícia je ekvivalentná s podmienkou, µze existuje µcíslo I, také µze

I = sup fD (f; P ) : P je delenie ha; big = inf fH (f; T ) : T je delenie ha; big :

Hodnota I, ktorá vyhovuje podmienke sa nazýva urµcitý integrál z funkcie f na ha; bi
a oznaµcujeme ju Z b

a

f (x) dx;

µcítame integrál od a po b z funkcie f:

Tak
R b
a
f (x) dx je jediné reálne µcíslo I také, µze

D (f; P ) � I � H (f; P ) ; 8P delenie ha; bi :

Majme danú spojitú funkciu f : ha; bi �! R; pre ktorú poznáme
hodnotu

R b
a
f (x) dx. Plo�ný obsah obrazca ohraniµceného osou ox, pri-

amkami x = a, x = b a grafom spojitej funkcie f : ha; bi �! R
vytvára geometrickú interpretáciu urµcitého integrálu. Urµcitý integrálR b
a
f (x) dx je µcíslo, ktoré závisí iba od f; a; b. Premenná x, ktorá sa

objavuje v integrále je �nemá�, môµzeme ju zameni ,t za inú. Tak naprík-
lad

R b
a
f (x) dx =

R b
a
f (t) dt =

R b
a
f (u) du.

Remark 10 Symbol
R
je oznaµcením integrálu, µcíslo a nazývame dolnou hranicou

urµcitého integrálu, µcíslo b nazývame hornou hranicou urµcitého integrálu.

Example 11 Ukáµzeme, µze funkcia f : ha; bi �! R; f (x) = k je integrovate
,
lná

funkcia.

Solution 12 PlatíD (f; P ) = k (b� a) = H (f; P ) ; 8P . Odkia ,l dostávame
R b
a
f (x) dx =

k (b� a) :�
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Example 13 Ukáµzeme, µze funkcia f : ha; bi �! R; f (x) = x je riemannovsky
integrovate

,
lná funkcia a platí Z b

a

f (x) dx =
b2 � a2
2

:

Solution 14 Nech P = fa = x0; x1; x2; :::; xn = bg, je delenie intervalu ha; bi. Po-
tom mk = xk�1;Mk = xk a platí: xk�1 <

xk�1+xk
2

< xk: Potom D (f; P ) =Pn
k=1 xk�1 (xk � xk�1) <

Pn
k=1

xk�1+xk
2

(xk � xk�1) <
Pn

k=1 xk (xk � xk�1) = H (f; P ) ;Pn
k=1

xk�1+xk
2

(xk � xk�1) = 1
2

Pn
k=1

�
x2k � x2k�1

�
= 1

2
(b2 � a2) ;t.j.

D (f; P ) <
1

2

�
b2 � a2

�
< H (f; P ) ; 8P;

odkia
,
l máme Z b

a

f (x) dx =
b2 � a2
2

:�

Example 15 Ukáµzeme, µze funkcia f : ha; bi �! R; f (x) = x2; a � 0 je rieman-
novsky integrovate

,
lná funkcia a platíZ b

a

f (x) dx =
b3 � a3
3

:

Solution 16 Nech P je ako v predchádzajúcom príklade, potom mk = x
2
k�1;Mk =

x2k a 8xk�1; xk 2 R platí:

x2k�1 <
x2k�1 + xk�1xk + x

2
k

3
< x2k:

Potom pouµzitím postupu z predchádzajúceho príkladu dostaneme výsledok. �

Vlastnosti a existencia urµcitého integrálu.
Theorem 17 (Veta o vlastnostiach urµcitého integrálu) Nech f; g sú integrovate ,lné
funkcie na ha; bi a nech k 2 R. Potom platí
1) kf + g je integrovate

,
lná a platíZ b

a

(kf + g) (x) dx = k

Z b

a

f (x) dx+

Z b

a

g (x) dx (lineárnos ,t):

2) Ak f(x) � 0, pre kaµzdé x 2 ha; bi, potom
R b
a
f (x) dx � 0; ak f(x) � g(x),

pre kaµzdé x 2 ha; bi, potom
R b
a
f (x) dx �

R b
a
g (x) dx.

3) Ak m � f(x) �M , pre kaµzdé x 2 ha; bi, potom

m(b� a) �
Z b

a

f (x) dx �M(b� a):

4) Ak f je integrovate
,
lná, potom aj jf j je integrovate ,lná a platí����Z b

a

f (x) dx

���� � Z b

a

jf j (x) dx:
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Example 18 Ukáµzme, µze platí 2 �
R 1
�1
p
1 + x4dx � 8

3
:

Solution 19 Platí nerovnica

1 � 1 + x4 � 1 + 2x2 + x4 = (1 + x2)2;

teda
1 �

p
1 + x4 � 1 + x2;

s vyuµzitím predchádzajúcej vety a príkladov ?? a ?? dostávame

2 =

Z 1

�1
1dx �

Z 1

�1

p
1 + x4dx �

Z 1

�1

�
1 + x2

�
dx = 2 +

13 � (�1)3

3
=
8

3
:�

Doteraz sme predpokladali, µze funkcia f je ohraniµcená a integrovate
,
lná. Teraz

sa budeme zaujíma ,t o podmienky za akých je funkcia integrovate
,
lná. Nie kaµzdá

ohraniµcená funkcia musí by ,t integrovate
,
lná ako ukazuje nasledujúci príklad.

Example 20 Daná je funkcia

f : h0; 1i �! R; f (x) =

�
1 pre x iracionálne
0 pre x racionálne

:

Ukáµzme, µze f nie je riemannovsky integrovate
,
lná.

Solution 21 Kaµzdý horný súµcet H (f; P ) = 1 a kaµzdý dolný súµcet D (f; P ) = 0, pre
,
lubovo

,
lné delenie P intervalu h0; 1i, pretoµze kaµzdý jeho podinterval vµzdy obsahuje

racionálne aj iracionálne µcíslo. Máme:

sup fD (f; P ) : P je delenie h0; 1ig = 0; inf fH (f; T ) : T je delenie h0; 1ig = 1;

neexistuje teda µcíslo I, také aby

I = sup fD (f; P ) : P je delenie ha; big = inf fH (f; T ) : T je delenie ha; big ;

funkcia f nie je riemannovsky integrovate
,
lná. Okrem toho nie je spojitá v kaµzdom

bode z h0; 1i :�

Dá sa dokáza ,t veta: kaµzdá spojitá funkcia de�novaná na uzavretom intervale
je rovnomerne spojitá. Teraz môµzeme sformulova ,t postaµcujúcu podmienku inte-
grovate

,
lnosti.

Postaµcujúca podmienka integrovate
,
lnosti funkcie.

Theorem 22 (Postaµcujúca podmienka integrovate ,lnosti funkcie) Ak f : ha; bi �!
R je spojitá funkcia, potom je na ha; bi riemannovsky integrovate ,lná.

Theorem 23 (Veta o aditívnosti urµcitého integrálu) Nech f : ha; bi �! R je
spojitá funkcia a nech c 2 (a; b). PotomZ b

a

f (x) dx =

Z c

a

f (x) dx+

Z b

c

f (x) dx:
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Example 24 Vypoµcítajte
R 2
�1 jxj dx.

Solution 25 Funkcia f (x) = jxj je spojitá na intervale h�1; 2i ; ke ,d vyuµzijeme
vetu o aditívnosti urµcitého integrálu a výsledok príkladu dostaneme:Z 2

�1
jxj dx =

Z 0

�1
jxj dx+

Z 2

0

jxj dx =
Z 0

�1
(�x) dx+

Z 2

0

xdx =

= �
Z 0

�1
xdx+

Z 2

0

xdx = �0
2 � (�1)2

2
+
22 � 02
2

=
1

2
+ 2 =

5

2
:�

Veta o strednej hodnote pre integrály.
Theorem 26 (Veta o strednej hodnote pre integrály). Nech f : ha; bi �! R je
spojitá funkcia. Potom existuje bod c 2 ha; bi taký, µzeZ b

a

f (x) dx = f (c) (b� a) :

Hodnota f (c) = 1
b�a
R b
a
f (x) dx sa nazýva stredná hodnota funkcie f

na intervale ha; bi.

Example 27 Nájdime strednú hodnotu funkcie f : h1; 3i �! R; f (x) = x:

Solution 28 Máme
R 3
1
xdx = 32�12

2
= 4: Pod

,
la vety o strednej hodnote existuje

c 2 h1; 3i taký, µze
R 3
1
xdx = f (c) (3� 1) :V na�om prípade strednou hodnotou

funkcie f (x) = x na intervale h1; 3i je hodnota

f (2) = 2;

pretoµze

f (2) = 2 =
1

3� 1

Z 3

1

xdx: �

Pomocné de�nície.

V de�nícii
R b
a
f (x) dx sme explicitne predpokladali, µze a < b. Ale pre teoretické

dôvody v
,
dal�ích aplikáciách je vhodné de�nova ,t

De�nition 29 Nech f : ha; bi �! R; a < b je spojitá funkcia. Potom de�nujemeZ a

a

f (x) dx = 0;

Z a

b

f (x) dx = �
Z b

a

f (x) dx:

Hlavná veta integrálneho poµctu.

V tejto µcasti rozvinieme metódy pre výpoµcet
R a
b
f (x) dx bez poµcítania horných a

dolných integrálnych súµctov.
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Urµcitý integrál ako funkcia hornej hranice a primitívna funkcia.
Nech f : ha; bi �! R je spojitá funkcia a c 2 ha; bi je ,lubovo ,lné pevné µcíslo, potom
pre kaµzdé x 2 ha; bi je funkcia f spojitá na intervale hc; xi, alebo hx; ci. Teda 8x
existuje integrál

R x
c
f (t) dt. Takto dostaneme funkciu G : ha; bi �! R; G (x) =R x

c
f (t) dt, pre a � x � b. Ak napríklad f : h0; 10i �! R; f (x) = x; c = 1, potom

G(0) =

Z 0

1

tdt = �
Z 1

0

tdt = �1
2

�
12 � 02

�
= �1

2
;

G(1) =

Z 1

1

tdt = 0

a pre kaµzdé x 2 h0; 10i máme

G(x) =

Z x

1

tdt =
1

2

�
x2 � 1

�
:

V�imnime si, µze G0 = f na h0; 10i. Skutoµcne, pre kaµzdú spojitú funkciu na intervale
ha; bi, ak G(x) =

R x
c
f (t) dt, potom G0(x) = f(x).

Theorem 30 (O diferencovate ,lnosti urµcitého integrálu ako funkcie hornej hranice)
Nech f : ha; bi �! R je spojitá funkcia a nech c 2 ha; bi. De�nujeme funkciu
G : ha; bi �! R; G (x) =

R x
c
f (t) dt. Potom G je diferencovate

,
lná na ha; bi a platí

G0(x) = f(x) pre x 2 ha; bi.

My sme predpokladali, µze f je de�novaná na ha; bi. Ale jediný fakt o ha; bi,
ktorý sme pouµzili v predchádzajúcej vete bol, µze interval hx; yi (alebo hy; xi) leµzí
v ha; bi. Tvrdenie vety v�ak zostane v platnosti, ak interval ha; bi zameníme za
nejaký iný

,
lubovo

,
lný interval I (napríklad aj neohraniµcený). Tak sme vlastne

dokázali vetu:

Theorem 31 Nech f : I �! R je spojitá funkcia (I je interval) a nech c 2 I je
,
lubovo

,
lný bod. De�nujeme G : I �! R; G (x) =

R x
c
f (t) dt; x 2 I. Potom G je

diferencovate
,
lná na I a platí G0(x) = f(x); 8x 2 I.

De�nition 32 Nech I je interval a f : I �! R, F : I �! R sú také funkcie,
µze F 0(x) = f(x); 8x 2 I. Potom hovoríme, µze funkcia F je primitívna funkcia k
funkcii f na I:

Example 33 Zistite, µci funkcie x2; x2+1; x2��; x2+1000 sú primitívne funkcie
k funkcii 2x na

,
lubovo

,
lnom intervale I.

Solution 34 Ak C je
,
lubovo

,
lná kon�tanta, potom x2 + C je primitívna funkcia k

funkcii 2x na I, pretoµze (x2 + C)0 = 2x; 8x 2 I.�

Theorem 35 (Veta o primitívnej funkcii) a) Nech G : I �! R je primitívna
funkcia k funkcii f : I �! R. Potom funkcia F : I �! R; F (x) = G (x)+C, kde
C je

,
lubovo

,
lná kon�tanta, je tieµz primitívna funkcia k funkcii f .

b) Ak F (x) a G (x) sú dve rôzne primitívne funkcie k
funkcii f; potom F (x) = G (x) + C:
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Hlavná veta integrálneho poµctu.
Theorem 36 (Hlavná veta integrálneho poµctu) Nech f : ha; bi �! R je spojitá
funkcia.
a) Potom f má primitívnu funkciu na ha; bi.
b) Ak F je nejaká primitívna funkcia k funkcii f na ha; bi, potomZ b

a

f (x) dx = F (b)� F (a) = [F (x)]ba :

Posledný vz ,tah sa nazýva Newtonov - Leibnizov vzorec.

Example 37 Vypoµcítajte
R 2
0
x2dx.

Solution 38 V tomto prípade primitívnou funkciou ku f (x) = x2 je napríklad
funkcia F (x) = x3

3
. PotomZ 2

0

x2dx = F (2)� F (0) =
�
x3

3

�2
0

=
1

3
(8� 0) = 8

3
:�

Example 39 Vypoµcítajte
R 4
1
x
1
2dx.

Solution 40 Primitívnou funkciou ku f (x) = x
1
2 je napríklad funkcia F (x) =

2
3
x
3
2 . Potom Z 4

1

x
1
2dx =

�
2

3
x
3
2

�4
1

=
14

3
:�

Example 41 Vypoµcítajte
R �

2

0
cosxdx.

Solution 42
R �

2

0
cosxdx = [sinx]

�
2
0 = 1� 0 = 1:�

Theorem 43 Nech f : ha; bi �! R je spojitá funkcia. Potom pre kaµzdú prim-
itívnu funkciu F k funkcii f platíZ a

b

f (x) dx = F (a)� F (b) = [F (x)]ab :

Diferencovanie a integrovanie ako inverzné procesy.
Môµzeme písa ,t: ak f : I �! R je spojitá a a 2 I, potom

d

dx

�Z x

a

f (t) dt

�
= f(x):

Z druhej strany ak F : I �! R má spojitú deriváciu, dostanemeZ x

a

F 0 (t) dt = F (x)� F (a) ;

t.j. derivovanie a integrovanie sú inverzné procesy.
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Neurµcitý integrál a integraµcné pravidlá.
Ak poµcítame urµcitý integrál

R b
a
f (x) dx pomocou hlavnej vety integrálneho poµctu,

potom základným problémom je nájs ,t primitívnu funkciu k funkcii f . V tejto
µcasti ukáµzeme niektoré elementárne pravidlá, ktoré nám pomôµzu pri h

,
ladaní prim-

itívnych funkcií.

De�nition 44 Nech f : I �! R je spojitá (I je interval).
,
Lubovo

,
lná primitívna

funkcia ku f na I sa tieµz nazýva neurµcitým integrálom k f na I a oznaµcuje saR
f (x) dx:

Samozrejme, ak F je neurµcitý integrál funkcie f , potom pre kaµzdú kon�tantu
C 2 R, funkcia F+C je tieµz neurµcitým integrálom, pretoµze (F+C)0 = F 0+C 0 = f:
Preto napríklad pre neurµcitý integrál z funkcie f (x) = x2 pí�emeZ

x2dx =
x3

3
+ C:

Theorem 45 (Veta o násobku neurµcitého integrálu a súµcte neurµcitých integrálov)
Nech f; g : I �! R sú spojité funkcie a c 2 R je

,
lubovo

,
lná kon�tanta. PotomZ

(cf) (x) dx = c

Z
f (x) dx;

Z
(f + g) (x) dx =

Z
f (x) dx+

Z
g (x) dx:

Example 46 Vypoµcítajte integrál
R
(2x� 3 cos x) dx.

Solution 47
R
(2x� 3 cos x) dx = 2

R
xdx� 3

R
cosxdx = x2 � 3 sin x+ C:�

Example 48 Vypoµcítajte integrál
R 1
0
(4x2 + 5x3) dx.

Solution 49
R 1
0
(4x2 + 5x3) dx = 4

R 1
0
x2dx+5

R 1
0
x3dx = 4

h
x3

3

i1
0
+5

h
x4

4

i1
0
= 31

12
:�

Pre polynóm dostaneme:Z �
c0x

n + c1x
n�1 + :::+ cn�1x+ cn

�
dx = c0

xn+1

n+ 1
+ c1

xn

n
+ :::+ cn�1

x2

2
+ cnx+C:

Pripomenieme niektoré neurµcité integrály, ktoré uµz poznáme z diferenciálneho
poµctu: Z

xadx =
xa+1

a+ 1
+ C; a 6= �1;Z

1

x
dx = ln jxj+ C;Z
exdx = ex + C;Z
axdx =

ax

ln a
+ C
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sin xdx = � cosx+ C;Z
cosxdx = sinx+ C;Z
1

cos2 x
dx = tg x+ C;Z

1

sin2 x
dx = � cotg x+ C;Z

1

1 + x2
dx =

�
arctg x+ C

� arccotg x+ C ;Z
1p
1� x2

dx =

�
arcsinx+ C
� arccos x+ C ;Z

1

1� x2dx =
1

2
ln

����1 + x1� x

����+ C;Z
1p

x2 + a2
dx = ln

���x+px2 + a2���+ C;Z
f 0 (x)

f (x)
dx = ln jf (x)j+ C:



24

Cviµcenia.
Pomocou priameho integrovania, vyuµzívajúc len vzorce integrálov elementárnych
funkcií, vypoµcítajme:

1.
R
(3x3 + 2x� 4) dx:

�
3
4
x4 + x2 � 4x

�
:

2.
R �

x2

3
� x

5

�
dx:

h
x3

9
� x2

10

i
:

3.
R �p

x3 � 1p
x

�
dx:

h
2x

5
2

5
� 2x 1

2

i
:

4.
R
x3+x2�x

x
3
2

dx:
h
2
5
x
5
2 + 2

3
x
3
2 � 2x 1

2

i
:

5.
R p

x4+2+x�4

x3
dx:

�
ln jxj � 1

4x4

�
:

6.
R x( 3

p
x�x 3px)
4px dx:

h
�12

12p
x37

37
+ 12

12p
x25

25

i
:

7.
R
x3�1
x�1 dx:

h
x3

3
+ x2

2
+ x

i
:

8.
R
exax dx:

�
exax

1+ln a

�
:

9.
R �
5 cos x� 2x5 + 3

1+x2

�
dx:

h
5 sin x� x6

3
+ 3arctg x

i
:

10.
R �
10�x + x2+3

x2+1

�
dx:

h
�10�x

ln 10
+ x+ 2arctg x

i
:

11.
R
(2 sin x� 3 cos x) dx: [�2 cos x� 3 sinx] :

12.
R

1p
3�3x2 dx:

h
arcsinxp

3

i
:

13.
R
3:2x�2:3x

2x
dx:

h
3x� 3x

2x�1(ln 3�ln 2)

i
:

14.
R

1+cos2x
1+cos(2x)

dx:
�
tgx
2
+ x

2

�
:

15.
R cos(2x)

(cos2x)sin2x
dx: [�cotgx� tg x] :

16.
R 2
tg2x dx: [tg x� x] :

17.
R
cotg2x dx: [�cotg x� x] :

18.
R

1
cos(2x)+sin2x

dx: [tg x] :

19.
R (1+2x2)
x2(1+x2)

dx:
�
� 1
x
+ arctg x

�
:

20.
R (1+x)2

x(1+x2)
dx: [ln jxj+ 2arctg x] :
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Metódy integrálneho poµctu.

V tejto µcasti sa oboznámime s rôznymi metódami výpoµctu urµcitých aj neurµcitých
integrálov.

Integraµcná metóda per partes.
Theorem 50 Nech f; g : I �! R sú spojite diferencovate

,
lné funkcie. Potom platíZ

f (x) g0 (x) dx = f (x) g (x)�
Z
f 0 (x) g (x) dx:

Theorem 51 Nech f; g : ha; bi �! R sú spojite diferencovate
,
lné funkcie. Potom

platí Z b

a

f (x) g0 (x) dx = [f (x) g (x)]ba �
Z b

a

f 0 (x) g (x) dx:

Výber funkcií f (x) a g0 (x) sa na prvý poh
,
lad môµze zda ,t nároµcný. Väµc�inou je

výber prirodzený, µco znamená, µze ani iný nie je moµzný. Po prepoµcítaní nieko
,
lkých

príkladov uµz obyµcajne nerobí ,taµzkosti. Dobrou zásadou vo
,
lby je, aby sa integrál

po aplikácii metódy per partes zjednodu�il a nie skomplikoval.

Example 52 Nájdime
R
x cosxdx.

Solution 53 Zvo ,lme f; f 0; g; g0 nasledovne:
R
x cosxdx =

���� f(x) = x g0(x) = cosx
f 0(x) = 1 g(x) = sinx

���� =
x sin x�

R
sin xdx = x sin x+ cosx+ C:

Ak by sme zvolili f(x) = cos x; g0(x) = x, potom f 0(x) = � sin x; g(x) = x2

2
a

dostaneme vz ,tah
R
x cosxdx = �x2

2
cosx+

R
x2

2
sin xdx;

ktorý nevedie bezprostredne k nájdeniu integrálu.�

Example 54 Nájdime
R
x lnxdx.

Solution 55 V tomto príklade volíme f(x) = lnx; g0(x) = x.R
x lnxdx =

���� f(x) = lnx g0(x) = x

f 0(x) = 1
x

g(x) = x2

2

���� = x2

2
lnx�

R
1
x
x2

2
dx =

= x2

2
lnx� 1

2

R
xdx = x2

2
lnx� x2

4
+ C:�

Example 56 Vypoµcítajme
R 2
1
x ln2 xdx.

Solution 57 V tomto príklade volíme f(x) = ln2 x; g0(x) = x.
R 2
1
x ln2 xdx =���� f(x) = ln2 x g0(x) = x

f 0(x) = 2 lnx 1
x

g(x) = x2

2

���� = hx22 ln2 xi2
1
�
R 2
1
2 ln x 1

x
x2

2
dx =

= 2 ln2 2�
R 2
1
x lnxdx = 2 ln2 2� 2 ln 2 + 3

4
:�
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Example 58 Ukáµzeme, µze pre n 2N ; n � 2 platia nasledujúce rekurentné vz ,tahy:R
sinn xdx = � 1

n
sinn�1 x cosx+ n�1

n

R
sinn�2 xdx;R

cosn xdx = 1
n
cosn�1 x sin x+ n�1

n

R
cosn�2 xdx:

Ak n� 2 = 0, potom sinn�2 x = cosn�2 x = 1.

Solution 59 Výsledok ukáµzeme pre funkciu sínus. Odporúµcame Vám prepoµcíta ,t
rekurentný vz ,tah pre funkciu kosínus. Zvolíme f(x) = sinn�1 x; g0(x) = sinx. Iná
vo
,
lba ani nie je moµzná, pretoµze nepoznáme primitívnu funkciu k funkcii sinn�1 x:

PotomR
sinn xdx =

R
sinn�1 x sin xdx =

���� f(x) = sinn�1 x g0(x) = sin x
f 0(x) = (n� 1) sinn�2 x cosx g(x) = � cosx

���� =
= � sinn�1 x cosx+ (n� 1)

R
sinn�2 x cos2 xdx =

= � sinn�1 x cosx+ (n� 1)
R
sinn�2 x

�
1� sin2 x

�
dx =

= � sinn�1 x cosx+ (n� 1)
R
sinn�2 xdx� (n� 1)

R
sinn xdx:

Tak sme dostali rovnicu:
R
sinn xdx = � sinn�1 x cosx + (n� 1)

R
sinn�2 xdx �

(n� 1)
R
sinn xdx;

z ktorej dostaneme: n
R
sinn xdx = � sinn�1 x cosx+ (n� 1)

R
sinn�2 xdx;

odkia
,
l vyjadríme h

,
ladanú neznámu

R
sinn xdx:

R
sinn xdx = � 1

n
sinn�1 x cosx+

n�1
n

R
sinn�2 xdx:�

Substituµcná metóda.
Zaµcneme s príkladom. Derivovaním zloµzenej funkcie napríklad F : R �! R; F (x) =
sin2 x dostaneme: �

sin2 x
�0
= 2 sinx cosx:

Teda funkcia sin2 x je primitívna funkcia k funkcii 2 sin x cosx, to znamená, µzeZ
2 sin x cosxdx = sin2 x+ C:

Theorem 60 Nech I; J sú intervaly, g : I �! J je spojite diferencovate
,
lná

funkcia a f : J �! R je spojitá funkcia.
a) Ak F : J �! R je primitívna funkcia ku f na intervale J , potomZ

f (g (x)) g0 (x) dx = F (g (x)) + C;

b) ak a; b 2 I, tak Z b

a

f (g (x)) g0 (x) dx =

Z g(b)

g(a)

f (u) du:

Example 61 Vypoµcítajte
R
3 sin2 x cosxdx:

Solution 62 Nech je u = sinx; potom
R
3 sin2 x cosxdx =

���� u = sinx
du = cos xdx

���� =
3
R
u2du = u3 + C = sin3 x+ C:�
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Example 63 Vypoµcítajte
R

x4

x5+1
dx:

Solution 64 Nech u = (x5+1), potom
R

x4

x5+1
dx = 1

5

R
5x4

x5+1
dx =

���� u = x5 + 1du = 5x4dx

���� =
1
5

R
1
u
du =
= ln juj+ C = 1

5
ln jx5 + 1j+ C:

Tento výpoµcet pod
,
la de�nície prirodzeného logaritmu platí, ak funkcia x5+1 > 0,

alebo x5 + 1 < 0:�

Example 65 Vypoµcítajte
R �2
�3

x4

x5+1
dx a

R 1
�2

x4

x5+1
dx:

Solution 66 V prvom integrále je funkcia x5 + 1 < 0, teda integrál existuje a
platí:R �2

�3
x4

x5+1
dx =

�
1
5
ln jx5 + 1j

��2
�3 =

1
5
ln 31

242
:

V druhom integrále v�ak funkcia x5+1 = 0 pre x = �1, teda neplatí x5+1 > 0,
ani x5 + 1 < 0 na h�2; 1i preto

R 1
�2

x4

x5+1
dx nemá zmysel. �

Example 67 Vypoµcítajte
R
x
p
2x+ 1dx.

Solution 68 Nech u = 2x+ 1, potom mámeR
x
p
2x+ 1dx =

���� u = 2x+ 1
du = 2dx =) dx = 1

2
du

���� = 1
4

R
(u� 1)

p
udu =

= 1
4

R
u
p
udu� 1

4

R p
udu = 1

10
u
5
2 � 1

6
u
3
2 + C =

=

p
(2x+1)5

10
�
p
(2x+1)3

6
+ C:�

Lemma 69 Nech I; J sú intervaly, g : I �! J je spojite diferencovate
,
lná bijekcia

a f : J �! R je spojitá funkcia. Nech G : I �! R je primitívna funkcia k funkcii
(f � g) g0 : I �! R. Potom G � g�1 : J �! R je primitívna funkcia k funkcii
f : J �! R.

Theorem 70 Nech I; J sú intervaly, g : I �! J je spojite diferencovate
,
lná

bijekcia a f : J �! R je spojitá funkcia. Potom pre kaµzdé a; b 2 J platíR b
a
f (x) dx =

R g�1(b)
g�1(a) f (g (t)) g

0 (t) dt:

Example 71 Vypoµcítajte integrál
R p

3+2
6

1
2

1p
6x�9x2dx .

Solution 72
R p

3+2
6

1
2

1p
6x�9x2dx =

R p
3+2
6

1
2

1p
1�(9x2�6x+1)

dx =
R p

3+2
6

1
2

1p
1�(3x�1)2

dx =

=

���� t = 3x� 1 dt = 3dx =) dx = 1
3
dt

x = 1
2
! t = 1

2
x =

p
3+2
6
! t =

p
3
2

���� = 1
3

R p
3
2

1
2

1p
1�t2dt =

= 1
3
[arcsin t]

p
3
2
1
2

= 1
3

h
arcsin

�p
3
2

�
� arcsin

�
1
2

�i
= 1

3

�
�
3
� �

6

�
= �

18
:�

Example 73 Nech F (x) je primitívna funkcia k funkcii f (x) : Nájdime
R
f (ax+ b) dx,

kde a; b 2 R; a 6= 0:

Solution 74 Pouµzijeme substitúciu u = ax + b, potom du = adx =) dx = 1
a
du:R

f (ax+ b) dx = 1
a

R
f (u) du = 1

a
(F (u) + C) = 1

a
F (ax+ b) +K:�
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Cviµcenia.

Poµcítajte integrály metódou per partes:

1.
R
x sin x dx: [sin x� x cosx] :

2.
R
xe2x dx:

h
(2x�1)e2x

4

i
:

3.
R
(x3 � x+ 1)e2x dx:

h
e2x

2

�
x3 � 3x2

2
+ x

2
+ 3

4

�i
:

4.
�R
0

(2x2 + 3) cos 2x dx: [�] :

5.
R
lnx dx: [x lnx� x] :

6.
R
x log10 2x dx:

h
x2

2

�
log10 2x� 1

2 ln 10

�i
:

7.
R
ex sin x dx:

�
ex

2
(sinx� cosx)

�
:

8.
R

x
cos2 x

dx: [xtg x+ ln j cosxj] :

9.
R
arccotg x dx:

�
xarccotg x+ 1

2
ln(x2 + 1)

�
:

10.
R
x ln(x2+3x�10) dx:

h
x2

2
ln(x2 + 3x� 10)� x2

2
+ 3x

2
� 2 ln jx� 2j � 25

2
ln jx+ 5j

i
:

11.
R
ln(x2 � 4x+ 6) dx:

h
(x� 2) ln(x2 � 4x+ 6)� 2x+ 4p

2
arctg (x�2)p

2

i
:

12.
R
xarctg(x+ 3) dx:

h
(x2�8)
2
arctg(x+ 3)� x

2
+ 3

2
ln(x2 + 6x+ 10)

i
:

13.
R
x lnx dx:

h
x2

2

�
lnx� 1

2

�i
:

14.
R
xe�x dx: [�xe�x � e�x] :

15.

�
2R
0

e2x sin x dx:
h
(1+2e�)

5

i
:

16.
R
arctgx dx:

�
xarctg x� 1

2
ln(1 + x2)

�
:

17.
R
x23x dx:

h
3x

ln 3

�
x2 � 2x

ln 3
+ 2

(ln 3)2

�i
:

18.
R
xarccotg x dx:

h
x2+1
2
arccotg x+ x

2

i
:

19.
R �
0
x2 sin x dx: [�2 � 4] :

20.
1R
0

xarccotg x dx:
�
1
2

�
:

21.
R
arccotg x dx:

�
xarccos x�

p
1� x2

�
:
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22.

p
3R
1

xarctgx dx:

�
5�
12
� (

p
3�1)
2

�
Pomocou vety o substitúcii poµcítajme integrály:

23.
R

1
3+4x2

dx:
h

1
2
p
3
arctg 2xp

3

i
:

24.
R

x
3+4x2

dx:
�
1
8
ln(3 + 4x2)

�
:

25.
R

x
(x2+5)4

dx:
h
� 1
6(x2+5)3

i
:

26.
R
extg ex dx: [� ln j cos exj] :

27.
R

3x+2
x2+4x+5

dx:
�
3
2
ln(x2 + 4x+ 5)� 4arctg (x+ 2)

�
:

28.
R

2x+1
x2+2x+5

dx:
�
ln(x2 + 2x+ 5)� 1

2
arctg x+1

2

�
:

29.
R

5x�1
x2+2x+3

dx:
h
5
2
ln(x2 + 2x+ 3)� 6p

2
arctg (x+1)p

2

i
:

30.
R

2x

(2x+3)7
dx:

h
� 1
6 ln 2(2x+3)6

i
:

31.
R

1p
3�4x2 dx:

h
1
2
arcsin 2xp

3

i
:

32.
R

xp
3�4x2 dx:

�
�1
4

p
3� 4x2

�
:

33.
ln 5R
ln 2

(ex�2)ex
e2x+2ex+7

dx:
h
1
2
(ln 42� ln 15)� 3p

6

�
arctg 6p

6
� arctg 3p

6

�i
:

34.
R

cosx
sin2 x+5 sinx�6 dx:

�
1
7
ln
��1�sinx
6+sinx

��� :
35.

�
3R
0

cos2 x+1
cos4 x+cos3 x

sin x dx:
�
1
2
+ 2 ln 3

2

�
:

36.
�=2R
0

sinx
cos2x�5 cosx+6 dx:

�
ln 4

3

�
:

37.
R

2

x(lnx�2)(ln2 x�2 lnx+2)
dx:

�
ln jlnx�2jp

(lnx�1)2+1
� arctg (lnx� 1)

�
38.

R 6px+1
6p
x7+

4p
x5
dx:

h
12
12px �

6
6px + 24 ln

��� 12px
12px+1

���i :
39.

R
1
x2

q
2x+1
x+1

dx:
h
1
2

�
ln
�� t�1
t+1

��� 1
t+1
� 1

t�1
�
; t =

q
2x+1
x+1

i
:

40.
64R
1

2
p
x

x( 3
p
x+
p
x)
dx:

�
12 ln 3

2

�
:

41.
R

3x+2p
x2+x+3

dx:
h
3t
2
� ln j1�2tj

2
� 33

4(1�2t) ; t = �x+
p
x2 + x+ 3

i
:
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42.
R p

x2 + 4x+ 3 dx:
h
� t2

8
� t

2
+ ln jt+2j

2
+ 1

8(t+2)2
; t = x�

p
x2 + 4x+ 3

i
:

43.
R

1p
4�3x�x2 dx:

h
�2arctg

�p
4�3x�x2�2

x

�i
:

44.
1R
0

2x�10p
1+x�x2 dx: [�8; 345] :

45.
R

1
cosx

dx:
h
ln
��� tg x2+1tg x

2
�1

���i :
46.

R
1

2 sinx�cosx+5 dx:
hp

5
5
arctg

p
5
5

�
3 tg

�
x
2

�
+ 1
�i
:

47.
R

1
sinx�cosx dx:

h
1p
2
ln
��� tg x2+1�p2
tg x

2
+1+

p
2

���i :
48.

�
4R
0

tg x
tg2 x+tg x+1

dx:
h
�
�
1
4
� 1

3
p
3

�i
:

49.

�
4R
0

sin 2x
cos4 x+sin4 x

dx:
�
�
4

�
:

50.

�
4R
0

2 cos 2x
cos4 x+sin4 x

dx: [1; 246] :

51.

�
2R
0

1
cosx�2 sinx+3 dx:

�
�
4

�
:

52.

�
2R
0

cosx
5+2 cosx

dx: [0; 152] :

53.
R
cos (ln x) dx:

�
x
2
(cos (ln x) + sin (ln x))

�
Vypoµcítajme kombináciou doteraj�ích metód

54.
R
x2e

p
x dx:h�

2 (
p
x)
5 � 10x2 + 40 (

p
x)
3 � 120x+ 240

p
x� 240

�
e
p
x
i

55.
R
(3x3 + 2x� 4) dx:

�
3
4
x4 + x2 � 4x

�
:

56.
R �

x2

3
� x

5

�
dx:

h
x3

9
� x2

10

i
:

57.
R �p

x3 � 1p
x

�
dx:

h
2x

5
2

5
� 2x 1

2

i
:

58.
R p

x4+2+x�4

x3
dx:

�
ln jxj � 1

4x4

�
:

59.
R x( 3

p
x�x 3px)
4px dx:

h
�12

12p
x37

37
+ 12

12p
x25

25

i
:

60.
R
x3�1
x�1 dx:

h
x3

3
+ x2

2
+ x

i
:
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61.
R
exax dx:

�
exax

1+ln a

�
:

62.
R �
5 cos x� 2x5 + 3

1+x2

�
dx:

h
5 sin x� x6

3
+ 3arctg x

i
:

63.
R �
10�x + x2+3

x2+1

�
dx:

h
�10�x

ln 10
+ x+ 2arctg x

i
:

64.
R
(2 sin x� 3 cos x) dx: [�2 cos x� 3 sin x] :

65.
R

1p
3�3x2 dx:

h
arcsinxp

3

i
:

66.
R
3:2x�2:3x

2x
dx:

h
3x� 3x

2x�1(ln 3�ln 2)

i
:

67.
R

1+cos2x
1+cos(2x)

dx:
�
tgx
2
+ x

2

�
:

68.
R cos(2x)

(cos2x)sin2x
dx: [�cotgx� tg x] :

69.
R 2
tg2x dx: [tg x� x] :

70.
R
cotg2x dx: [�cotg x� x] :

71.
R

1
cos(2x)+sin2x

dx: [tg x] :

72.
R (1+2x2)
x2(1+x2)

dx:
�
� 1
x
+ arctg x

�
:

73.
R (1+x)2

x(1+x2)
dx: [ln jxj+ 2arctg x] :
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�peciálne integraµcné metódy.
Integrovanie racionálnych funkcií.

Zo znalostí z lineárnej algebry vieme, µze
a) kaµzdú nerýdzo racionálnu funkciu moµzno vyjadri ,t ako súµcet polynómu a

rýdzo racionálnej funkcie,
b) kaµzdú rýdzo racionálnu funkciu moµzno napísa ,t ako koneµcný súµcet nasledu-

júcich elementárnych zlomkov:

A

(x� a)n a
Mx+N

(x2 + px+ q)m
;

kde A;M;N; p; q 2 R; m; n 2N a p2�4q < 0. Integrova ,t racionálnu funkciu teda
znamená integrova ,t výrazy predchádzajúceho typu.Z

A

(x� a)ndx =
� �A

(n�1)(x�a)n�1 pre n 6= 1
A ln jx� aj pre n = 1

:

Druhý výraz nemoµzno vo v�eobecnom prípade integrova ,t priamo, je potrebné ho
najskôr upravi ,t:

Mx+N

(x2 + px+ q)m
=
M

2

2x+ 2N
M

(x2 + px+ q)m
=
M

2

2x+ p

(x2 + px+ q)m
+

�
N � Mp

2

�
1

(x2 + px+ q)m
:

Prvý výraz po substitúcii u = x2 + px+ q, vieme integrova ,t a dostanemeZ
2x+ p

(x2 + px+ q)m
dx =

� �1
(m�1)(x2+px+q)m�1 pre m 6= 1
ln (x2 + px+ q) pre m = 1

:

Druhý výraz je integrál, ktorý upravíme na tvarZ
1

(x2 + px+ q)m
dx =

Z
1��

x+ p
2

�2
+ 4q�p2

4

�mdx;
a pomocou substitúcie x = �p

2
+ t
q

4q�p2
4

transformujeme na integrálq
4q�p2
4�

4q�p2
4

�m Z 1

(t2 + 1)m
dt:

a integrál, ktorý oznaµcíme Im =
R

1
(t2+1)m

dt integrujeme nasledovne:
1. I1 =

R
1

t2+1
dt = arctg t:

2. Pomocou rekurentného vz ,tahu Im+1 =
2m�1
2m

Im +
t

2m(t2+1)m
; m 2N :

Dôkaz rekurentného vz ,tahu: Aplikujeme metódu per partes na integrál Im, kde
zvolíme f(t) = (t2 + 1)�m ; g0(t) = 1.

Im =

Z
1

(t2 + 1)m
dt =

t

(t2 + 1)m
+2m

Z
t2

(t2 + 1)m+1
dt =

t

(t2 + 1)m
+2mIm�2mIm+1:�
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Example 75 Vypoµcítajme
R

2x+3
x(x+1)2

dx:

Solution 76 Máme
R

2x+3
x(x+1)2

dx =
R
3
x
dx �

R
3

(x+1)
dx �

R
1

(x+1)2
dx = 3 ln

�� x
x+1

�� +
1
x+1

+ C:�

Example 77 Vypoµcítajme
R

1
x(x2+1)2

dx:

Solution 78 Dostávame:
R

1
x(x2+1)2

dx =
R
1
x
dx�

R
x

(x2+1)
dx�

R
x

(x2+1)2
dx =

= ln jxj � 1
2
ln (x2 + 1) + 1

2(x2+1)
+ C:�

Example 79 Vypoµcítajme
R

2x�1
x2+2x+2

dx:

Solution 80 Dostávame:Z
2x� 1

x2 + 2x+ 2
dx =

Z
2x+ 2

x2 + 2x+ 2
dx�

Z
3

x2 + 2x+ 2
dx =

= ln
��x2 + 2x+ 2��� 3Z 1

(x+ 1)2 + 1
dx = ln

��x2 + 2x+ 2��� 3 arctg (x+ 1) +C:�
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Integrovanie iracionálnych funkcií.

Nech a; b; c; d 2 R a nech ad� bc 6= 0. Nech k1; k2; :::; ks sú prirodzené µcísla. Nech
f : A �! R je funkcia, ktorá vznikne z funkcií
h : A �! R; h (x) = c;
g : A �! R; g (x) = x;

g1 : A �! R; g1 (x) =
�
ax+b
cx+d

� 1
k1 ;

:::;

gs : A �! R; gs (x) =
�
ax+b
cx+d

� 1
ks ; pomocou koneµcného poµctu racionálnych op-

erácií, t.j. sµcitovania, odµcitovania, násobenia a delenia funkcií. Nech k je spoloµcný
násobok µcísel k1; k2; :::; ks: To znamená, µze k

k1
; k
k2
; :::; k

ks
sú prirodzené µcísla. Po-

tom neurµcitý integrál Z
f (x) dx

poµcítame pomocou substitúcie

t =

�
ax+ b

cx+ d

� 1
k

=) x =
b� dtk
ctk � a; dx =

ad� bc
(ctk � a)2

ktk�1dt;

podmienka ad� bc 6= 0 zaruµcuje, µze ku x existuje inverzná funkcia, priµcom

t
k
k1 =

�
ax+ b

cx+ d

� 1
k1

; :::; t
k
ks =

�
ax+ b

cx+ d

� 1
ks

:

Po tejto substitúcii dostaneme integrál z racionálnej funkcie.

Example 81 Vypoµcítajte
R

1
(x+2)(3x+5)

q
x+2
2x+3

dx:

Solution 82 Pouµzijeme substitúciu

t =

r
x+ 2

2x+ 3
;

potom

x =
2� 3t2
2t2 � 1

a

dx =
�2tdt

(2t2 � 1)2
:

Integrovaním dostanemeZ
1

(x+ 2) (3x+ 5)

r
x+ 2

2x+ 3
dx = �2

Z
1

1 + t2
dt = �2 arctg t+ C =

= �2 arctg
r
x+ 2

2x+ 3
+ C:�



35

Integrovanie trigonometrických funkcií.

Pri integrovaní trigonometrických funkcií sa pouµzívajú spravidla substitúcie: u =
sin x; u = cos x a substitúcie, ktoré závisia od tvaru integrálu, alebo tzv. uni-
verzálna trigonometrická substitúcia t = tg x

2
: Ak pouµzijeme univerzálnu trigono-

metrickú substitúciu, potom vyuµzívame vz ,tahy: sin x = sin 2x
2
= 2 sin x

2
cos x

2
=

2 sin x
2
cos x

2

sin2 x
2
+cos2 x

2

=
2 tg x

2

1+tg 2 x
2
= 2t

1+t2
; cosx = cos 2x

2
= cos2 x

2
� sin2 x

2
=

cos2 x
2
�sin2 x

2

cos2 x
2
+sin2 x

2

=

1�tg2 x
2

1+tg 2 x
2
= 1�t2

1+t2
:

Example 83 Vypoµcítajte
R

sinx cosx
(sinx�cosx�1)2dx:

Solution 84 Poloµzme t = tg x2 . Potom dostaneme:
R

sinx cosx
(sinx�cosx�1)2dx =

������
t = tg x

2

x = 2arctg t
dx = 2

1+t2
dt

������ =
=
R 2t

1+t2
1�t2
1+t2�

2t
1+t2

� 1�t2
1+t2

�1
�2 2
1+t2

dt =
R 2t

1+t2
1�t2
1+t2�

2t
1+t2

� 1�t2
1+t2

�1
�2 2
1+t2

dt =

=
R 2t(1�t2)

(2t�2)2
2

1+t2
dt = 1

2

R t(1�t)(1+t)
(t�1)2

2
1+t2

dt = �1
2

R t(1+t)
(t�1)

2
1+t2

dt =

= �
R

1
t�1dt�

R
1

1+t2
dt = � ln jt� 1j � arctg t+ C =

= � ln
��tg x

2
� 1
��� arctg �tg x

2

�
+ C:�
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Trigonometrické substitúcie pre výrazy
p
a2 � x2;

p
a2 + x2;

p
x2 � a2;

p
�a2 � b2x2:

Výraz Substitúcia Zjednodu�eniep
a2 � x2 x = a sin t; t 2



��
2
; �
2

� p
a2 � a2 sin2 t = a cos tp

a2 + x2 x = a tg t; t 2
�
��
2
; �
2

� p
a2 + a2 tg 2t = a

cos t

p
x2 � a2 x = a

cos t
; 0 � t � �; t 6= �

2

q
a2

cos2 t
� a2 = a tg t; 0 � t < �

2q
a2

cos2 t
� a2 = �a tg t; �

2
< t � �p

�a2 � b2x2 t = bx
p
�a2 � t2

Example 85 Vypoµcítajte
R 5
�5

q
9� 9

25
x2dx:

Solution 86 Ak poloµzíme v = 3
5
x, potom dx = 5

3
dv; x = �5 =) v = �3; x =

5 =) v = 3 a po
,
dal�ej substitúcii v = 3 sinu, t.j. dv = 3 cos udu; v = �3 =)

u = ��
2
; v = 3 =) u = �

2
dostanemeZ 5

�5

r
9� 9

25
x2dx =

5

3

Z 3

�3

p
9� v2dv = 5

3

Z �
2

��
2

p
9� 9 sin2 u:3 cosudu =

= 15

Z �
2

��
2

cos2 udu =
15

2

Z �
2

��
2

(1 + cos 2u) du =
15

2

�
u+

sin 2u

2

��
2

��
2

=
15

2
�:�
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Integrály typu
R
sinm x cosn xdx:

m; n 2N Substitúcia Vhodná identita
n - nepárne u = sinx cos2 x = 1� sin2 x
m - nepárne u = cos x sin2 x = 1� cos2 x

n a m - párne redukova ,t na men�ie mocniny n a m
sin2 x = 1

2
(1� cos 2x)

cos2 x = 1
2
(1 + cos 2x)

Example 87 Vypoµcítajte
R
sin2 x cos3 xdx.

Solution 88 V tomto prípade je n = 3 - nepárne, tak poloµzíme u = sinx, t.j. du =
cosxdx. Potom

R
sin2 x cos3 xdx =

R
sin2 x cos2 x cosxdx =

R
sin2 x

�
1� sin2 x

�
cosxdx =

=
R
(u2 � u4) du = u3

3
� u5

5
+ C = sin3 x

3
� sin5 x

5
+ C:�

Example 89 Vypoµcítajte
R
sin2 x cos2 xdx.

Solution 90 V tomto prípade je m;n párne. Podintegrálny výraz zredukujeme na
tvar mocniny funkcie kosínus a potom pouµzijeme rekurentné vz ,tahy:

R
sin2 x cos2 xdx =

1
4

R
(1� cos 2x) (1 + cos 2x) dx = 1

4

R
(1� cos2 2x) dx =

= 1
4

R
1dx� 1

4

R
cos2 2xdx = 1

4
x� 1

4
1
2

R
(1 + cos 4x) dx =

= 1
4
x� 1

8
x� 1

8
1
4
sin 4x+ C = 1

8
x� 1

32
sin 4x+ C:�
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Integrály typu
R
sin ax cos bxdx;

R
sin ax sin bxdx;

R
cos ax cos bxdx:

V tomto prípade pouµzijeme jednu z trigonometrických identít

sin x cos y =
1

2
[sin (x� y) + sin (x+ y)] ;

sin x sin y =
1

2
[cos (x� y)� cos (x+ y)] ;

cosx cos y =
1

2
[cos (x� y) + cos (x+ y)] :

Example 91 Vypoµcítajte
R
sin 5x sin 3xdx:

Solution 92
R
sin 5x sin 3xdx = 1

2

R
cos 2xdx� 1

2

R
cos 8xdx = 1

4
sin 2x� 1

16
sin 8x+

C: Pouµzili sme výsledok predchádzajúceho príkladu.
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Eulerove substitúcie.

Nech g : A �! B; g (x) =
p
ax2 + bx+ c a f : C �! R; H (g) � C = D (f) je

racionálna funkcia. PotomZ
(f � g) (x) dx =

Z
f
�p
ax2 + bx+ c

�
dx

poµcítame pomocou Eulerových substitúcií.
p
ax2 + bx+ c =

p
ax� t ak a > 0p

ax2 + bx+ c = xt�
p
c ak c > 0

t =
q
ax��
x�� ; �; � sú korene rovnice ax

2 + bx+ c = 0 ak a < 0 ^ c < 0

Po aplikácii týchto substitúcií dostaneme integrály z racionálnych funkcií.

Example 93 Vypoµcítajte
R

1p
x2+x+1

dx:

Solution 94 Pretoµze a > 0 uvaµzujme Eulerovu substitúciu:
p
x2 + x+ 1 = x� t;

potom x = t2�1
2t+1

a dx = 2t2+2t+2
(2t+1)2

dt;
p
x2 + x+ 1 = x � t = �(t2+t+1)

2t+1
: PotomR

1p
x2+x+1

dx = �2
R

1
2t+1

dt = � ln j2t+ 1j + C = � ln
��2x� 2px2 + x+ 1 + 1�� +

C:�

Example 95 Vypoµcítajte
R

1p
4�2x�5x2dx:

Solution 96 V tomto prípade je c > 0 uvaµzujme Eulerovu substitúciu:
p
4� 2x� 5x2 =

xt+
p
4; potom x = �4t�2

t2+5
a

dx =
4 (t2 + t� 5)
(t2 + 5)2

dt;
p
4� 2x� 5x2 = xt+

p
4 =

�2 (t2 + t� 5)
(t2 + 5)

:

Potom
R

1p
4�2x�5x2dx = �2

R
1

t2+5
dt = � 2p

5
arctg

�
tp
5

�
+C = � 2p

5
arctg

�p
4�2x�5x2�2p

5x

�
+

C:�

Example 97 Vypoµcítajte
R p

�x2+6x�8
(x�4)(2x�3)dx:

Solution 98 V tomto prípade je a < 0 ^ c < 0, korene rovnice �x2 + 6x �
8 = 0 sú x = 2; 4: Pre x 2 h2; 4) môµzeme upravi ,t výraz

p
�x2 + 6x� 8 =p

� (x� 2) (x� 4) = (x� 4)
q
(�1) x�2

x�4 :

Uvaµzujme Eulerovu substitúciu: t =
q
(�1) x�2

x�4 =
q

2�x
x�4 ; potom x = 4t2+2

t2+1
a

dx = 4t
(t2+1)2

dt;
p
�x2 + 6x� 8 =

p
(2� x) (x� 4) = (x� 4)

q
2�x
x�4 ;

2x� 3 = 5t2+1
t2+1

:

Potom
R p

�x2+6x�8
(x�4)(2x�3)dx =

R (x�4)
q

2�x
x�4

(x�4)(2x�3)dx =
R

4t2

(5t2+1)(t2+1)
dt =

= �
R

dt
5t2+1

+
R

dt
t2+1

= � 1p
5
arctg

�p
5t
�
+ arctg t+ C =

= � 1p
5
arctg

�q
52�x
x�4

�
+ arctg

�q
2�x
x�4

�
+ C:�
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Cviµcenia.
Poµcítajte integrály z racionálnych funkcií:

1.
R
5x3+9x2�22x�8

x3�4x dx: [5x+ 2 ln jxj+ 3 ln jx� 2j+ 4 ln jx+ 2j] :

2.
R �2x+19
x2+x�6 dx:

h
ln jx�2j

3

jx+3j5

i
:

3.
R

x2+1
x4+x3

dx:
�
2 ln jxj+ 1

x
� 1

2x2
� 2 ln jx+ 1j

�
:

4.
R

5x2�7x+10
x3�x2�4x�6 dx:

�
2 ln jx� 3j+ 3

2
ln (x2 + 2x+ 2)� 5arctg(x+ 1)

�
:

5.
R

4x2+x�13
2x3+12x2+11x+5

dx: [2 ln jx+ 5j � 3arctg (2x+ 1)] :

6.
R

1
x3+1

dx:
h
1
3
ln jx+ 1j � 1

6
ln (x2 � x+ 1) + 1p

3
arctg

p
3
3
(2x� 1)

i
:

7.
R
x5+x4�7x3+8x�3

x3+x2�6x dx:
h
x3

3
� x+ 1

2
ln jx(x� 2)j

i
:

8.
R

6x�13
(4x2+4x+17)

dx:
h
� x+2
2(4x2+4x+17)

� 1
16
arctg 2x+1

4

i
:

9.
R
x5+x4�8
x3�4x dx:

h
x3

3
+ x2

2
+ 4x+ ln x

2jx�2j5
jx+2j3

i
10.

R
x2�x+2

(x�3)(x�1)2 dx:
�
2 ln jx� 3j � ln jx� 1j+ 1

x�1
�

11.
R

3x2�11x+7
(x�3)(x2�4x+4) dx:

�
2 ln jx� 2j+ ln jx� 3j � 3

x�2
�

12.
R
x3+3x2+1
x2+x

dx:
h
x2

2
+ 2x+ ln jxj � 3 ln jx+ 1j

i
13.

R
3x2�x�14
x3+x2�5x+3 dx:

�
ln jx+ 3j+ 2 ln jx� 1j+ 3

x�1
�

14.
R

2x2+x+1
(x+1)(x2+2x+3)

dx:
h
ln jx+ 1j+ 1

2
ln jx2 + 2x+ 3j � 3p

2
arctg x+1p

2

i
15.

R
x2

(1�x2)(1+x2) dx:
�
1
4
ln j1 + xj � 1

4
ln j1� xj � 1

2
arctg x

�
16.

1R
0

x+2
x2+2x+5

dx:
�
1
2
ln 8

5
+ �

8
� 1

2
arctg 1

2

�
17.

4R
3

2x2�3x+10
x3�7x2+10x dx:

�
ln 1

24

�
18.

2R
1

x3�3x2�10x+6
x2�4x�5 dx:

�
5
2
� ln 3

�
19.

3R
2

x2+2
x3�3x2+3x�1 dx:

�
ln 2 + 17

8

�
Poµcítajme metódou per partes:

20.
R
ln(x2 � 2x� 3) dx: [x ln(x2 � 2x� 3)� 2x+ ln jx+ 1j � 3 ln jx� 3j] :
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21.
R
ln(x2 � 6x+ 9) dx: [x ln(x2 � 6x+ 9)� 2x� 6 ln jx� 3j] :

22.
R
ln(x2 + 2x+ 3) dx:

h
(x+ 1) ln(x2 + 2x+ 3)� 2x+ 4p

2
arctg (x+1)p

2

i
:

23.
R
x2arctg (x�1) dx:

h
1
3

�
(x3 + 2)arctg(x� 1)� x2

2
� 2x� ln(x2 � 2x+ 2)

�i
:

Pomocou viet o substitúcii poµcítajme integrály:

24.
R

xp
2�5x2 dx:

�
�1
5

p
2� 5x2

�
:

25.
R

ex

4e2x�8ex+13 dx:
�
1
6
arctg

�
2
3
(ex � 1)

��
:

26.
R
2e2x�3ex+10
e2x�7ex+10 dx: [x� 2 ln jex � 2j+ 3 ln jex � 5j] :

27.
R

sin 2x
cos2 x+2 cosx+5

dx:
�
� ln (cos2 x+ 2 cosx+ 5) + arctg

�
cosx+1

2

��
:

28.
R

sinx cosx
sin2 x+sinx�2 dx:

�
1
3
ln j sin x� 1j+ 2

3
ln(sinx+ 2)

�
:

29.
R �

2

0
cosx

sin2 x+sinx�6 dx:
�
1
5
ln 3

8

�
:

30.
�=2R
0

sinx cosx
cos2x+cosx�6 dx:

�
1
5
ln 16

27

�
:

31.
R

ex+10
e2x�2ex+5 dx:

�
2x� ln (e2x � 2ex + 5) + 3

2
arctg e

x�1
2

�
:

32.
R 3px
x+

6p
x5
dx:

h
6
�

3px
2
� 6
p
x+ ln ( 6

p
x+ 1)

�i
:

33.
R
1
x

q
1�x
1+x

dx:

�
ln

����q 1�x
1+x

�1q
1�x
1+x

+1

����+ 2arctg �q1�x
1+x

��
:

34.
R p

1+x
x

dx:
�
2
p
1 + x+ ln j

p
1 + x� 1j � ln j1 +

p
1 + xj

�
:

35.
R p

2x+3+xp
2x+3�x dx: .

h
� t2

2
� 4t� 9 ln jt� 3j+ ln jt+ 1j; t =

p
2x+ 3

i
:

36.
4R
0

p
x

1+
p
x
dx: [ln 9] :

37.
R

1p
8�6x�9x2 dx:

�
1
3

�
arcsin

�
x+ 1

3

���
:

38.
R 1
0

1p
x2+3x+1

dx:
h
ln 5+2

p
5

5

i
:

39.
R

1
x�
p
x2�x+1 dx:

�
2 ln jtj+ 1

2
ln j2t+ 1j+ 3

2
� 1
2t+1

; t =
p
x2 � x+ 1� x

�
:

40.
R �

2
�
3

1
3+cosx

dx:
hp

2
2

�
arctg

p
2
2
� arctg

p
6
6

�i
:

41.
R
1�sinx
1+cosx

dx:
�
tg x

2
� ln

�
tg2
�
x
2

�
+ 1
��
:

42.
0R

��
2

1
4�5 sinx dx:

�
1
3
ln 2
�
:
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43.

�
4R
0

tg x
1+tg x

dx:
�
�
8
� 1

4
ln 2
�
:

44.
R

1
7 cos2 x+2 sin2 x

dx:
hp

14
14
arctg

�q
2
7
tg x

�i
:

45. Vypoµcítajme
ln 5R
0

ex
p
ex�1

ex+3
dx: [4� �] :

46. Vypoµcítajme
2�R
0

cos 3x cos 4x dx: [0] :

Poµcítajte integrály (pouµzite vhodné metódy)

1.
R

1
4+3x2

dx:
h

1
2
p
3
arctg

p
3x
2

i
:

2.
R

x
4+3x2

dx:
�
1
6
ln(4 + 3x2)

�
:

3.
R

x
(x2+1)3

dx:
h
� 1
4(x2+1)2

i
:

4.
R

3x�3
x2+2x+2

dx:
�
3
2
ln(x2 + 2x+ 2)� 6arctg (x+ 1)

�
:

5.
R

3x+2
x2+4x+7

dx:
h
3
2
ln(x2 + 4x+ 7)� 4p

3
arctg x+2p

3

i
:

6.
R
ex cotg ex dx: [ln j sin exj] :

7.
R

2
9x2�1 dx:

h
1
3
ln j3x�1jj3x+1j

i
:

8.
R

1�x
x2+x

dx: [ln jxj � 2 ln jx+ 1j] :

9.
R
x3�2x2+9
x2�x�2 dx:

h
x2

2
� x+ 3 ln jx� 2j � 2 ln jx+ 1j

i
:

10.
R

x
x3�3x+2 dx:

h
2
9
ln jx� 1j � 1

3(x�1) �
2
9
ln jx+ 2j

i
:

11.
R

x2+x+12
x3+7x2+11x+5

dx:
�
2 ln jx+ 5j � ln jx+ 1j � 3

x+1

�
:

12.
R

x+2
x3+x2+5x�7 dx:

h
3
10
ln jx� 1j � 3

20
ln (x2 + 2x+ 7) +

p
6
15
arctg

�p
6(x+1)
6

�i
:

13.
R
5x3�5x2�11x+5

x2�x�2 dx:
h
5x2

2
+ ln jx� 2j � 2 ln jx+ 1j

i
:

14.
R

7�x
x3�x2+3x+5 dx:

h
ln jx+1jp

x2�2x+5 +
1
2
arctg

�
x�1
2

�i
:

15.
R
2x3�2x2+4x�4

x4+4
dx:

�
1
2
ln [(x2 � 2x+ 2) (x2 + 2x+ 2)]� 2arctg(x+ 1)

�
:

16.
R
xarctgx dx:

�
1
2
x2arctgx� 1

2
x+ 1

2
arctgx

�
:

17.
R
x2e3x dx:

h
e3x

27
(9x2 � 6x+ 2)

i
:
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18.
R �

2

0
exp (2x) sinx dx:

�
2
5
e� + 1

5

�
:

19.
R
x lnx2 dx:

h
x2

2
(lnx2 � 1)

i
:

20.
R
ln(x2 + 1) dx: [x ln(x2 + 1)� 2x+ 2arctgx] :

21.
eR
1

ln2 x dx: [(e� 2)]

22.

�
2R
0

e2x cos(3x) dx:
�
� 3
13

�
e� + 2

3

��
:

23.
R
x ln(x2 � 2x+ 5) dx:h
1
2
(x2 + 3) ln(x2 � 2x+ 5)� x2

2
� x+ 4arctg (x�1)

2

i
:

24.
R
ln(x2 + x� 2) dx:

[x ln(x2 + x� 2)� 2x� ln jx� 1j+ 2 ln jx+ 2j] :

25.
R
x2 ln(x2 + 4x+ 4) dx:h
x3

3
ln(x2 + 4x+ 4)� 2

3

�
x3

3
� x2 + 4x� 8 ln jx+ 2j

�i
:

26.
R
x2arctg 1

x
dx:

h
x3

3
arctg 1

x
+ x2

6
� 1

6
ln(x2 + 1)

i
:

27.
R
e
p
x dx:

�
2e
p
x(
p
x� 1)

�
:

28.
R
arctg 1

x�1 dx:
�
xarctg 1

x�1 +
1
2
ln jx2 � 2x+ 2j+ arctg (x� 1)

�
:

29.

p
2
2R
0

arcsinxp
1+x

dx:

�
�
2

q
1 +

p
2
2
+ 4
q
1�

p
2
2
� 4
�
:

30.
R

ex+10
(e2x�2ex+5) dx:

�
2x� ln je2x � 2ex + 5j+ 3

2
arctg

�
ex�1
2

��
:

31.
R ex(ex�1)

e2x+1
dx:

�
1
2
ln (e2x + 1)� arctg (ex)

�
:

32.
ln 5R
ln 3

e2x+2ex�3
e2x+ex�6 dx:

�
ln
p
5
�
:

33.
ln 2R
0

2ex+3
e2x+2ex+2

ex dx: [ln 2 + arctg 3� arctg 2] :

34.
R

sinx cosx
sin2 x+sinx+3

dx:h
1
2
ln
�
sin2 x+ sinx+ 3

�
�

p
11
11
arctg

�p
11
11
(2 sin x+ 1)

�i
:

35.

�
2R
0

(5�cosx) sinx
cos2 x�cosx�2 dx: [�3 ln 2] :
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36.
R

cosx
sin3 x+sin2 x+sinx

dx:h
ln j sin xj � 1

2
ln j sin2 x+ sinx+ 1j � 1p

3
arctg

�
2p
3

�
1
2
+ sinx

��i
:

37.
R
x 3
p
x+ 2 dx:

h
3
7
3
p
(x+ 2)7 � 3

2
3
p
(x+ 2)4

i
:

38.
R p

x
x( 3
p
x+
p
x)
dx: [6 ln(1 + 6

p
x)] :

39.
R

x
(1+

p
x�1) dx:h

2
3
(x� 1) 32 � x+ 1 + 4

p
x� 1� 4 ln

�
1 +

p
x� 1

�i
:

40.
9R
4

p
xp
x�1 dx: [7 + ln 4] :

41.
R

1� 6px+1
x+1+

3
p
(x+1)4

dx:�
ln jx+ 1j � 3 ln

�� 3px+ 1 + 1��� 6arctg � 6
p
x+ 1

��
:

42.
R

1
x+
p
2x�1 dx:

h
2 ln

�
x+

p
2x� 1

�
+ 2

1+
p
2x�1

i
:

43.
R p

x�1
x+2

p
x�1 dx:

h
2
p
x� 1� ln

�
1 +

p
x� 1

�4 � 2
1+
p
x�1

i
:

44.
27R
1

3p
x2

3+
3p
x2
dx:

h
8 + 3

p
3�
2

i
:

45.
R

1p
1+x�2x2 dx:

hp
2
2

�
arcsin

�
4
3
x� 1

3

��i
:

46.
R

1
x
p
x2+x+1

dx:
h
ln
����x�1+px2+x+1
1�x�

p
x2+x+1

���i :
47.

2R
�2

p
4� x2 dx: [2�] :

48.
R

1p
3�2x�x2 dx:

h
�2arctg t; t =

p
3�2x�x2�

p
3

x

i
:

49.
4R
0

1
(9+x2)

p
9+x2

dx:
�
4
45

�
:

50.
R

1
sinx

dx:
�
1
2
ln
�� cosx�1
cosx+1

��� :
51.

R
1

3�cosx dx:
hp

2
2
arctg

�p
2 tg x

2

�i
:

52.
R

1
3+cosx+sinx

dx:

�
2
p
7
7

�
arctg

p
7(2 tg(x2 )+1)

7

��
:

53.
R �

2
�
3

1
cosx�2 sinx+3 dx:

h
�arctg

�p
3
3
� 1
�i
:
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54.
R
1+sinx+cosx
1�sinx�cosx dx:

�
2(ln jt� 1j � ln jtj � arctg t); t = tg x

2

�
:

55.

�
3R
�
4

1+tg2 x
(1+tg x)2

dx:
h
2�
p
3

2

i
:

56.
R

dx
sin2 x+3 cos2 x+2

:
h

1p
15
arctg

�q
3
5
tg x

�i
:

57.
�=2R
0

sin 5x cosx dx: [1
6
]:
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Integrovate
,
lnos ,t po µcastiach spojitých funkcií.

V µcasti �Integrálny poµcet - Urµcitý integrál�sme zaviedli dolné a horné integrálne
súµcty, de�novali sme urµcitý integrál ako hodnotu

R b
a
f (x) dx takú, µze D (f; P ) �R b

a
f (x) dx � H (f; P ) ; 8P delenie intervalu ha; bi. Aj ke ,d pre výpoµcet integrálov

existuje mnoµzstvo metód je µcasto ,taµzké ba dokonca nemoµzné vyjadri ,t neurµcitý
integrál pomocou známych funkcií a tak vypoµcíta ,t presnú numerickú hodnotu
odpovedajúceho urµcitého integrálu. Napríklad integrálZ 1

�1

p
1 + x4dx:

Niektoré urµcité integrály vieme nájs ,t napríkladZ 2

1

1

x
dx = ln 2;

ale pre praktické pouµzitie je vhodné vedie ,t numerickú hodnotu ln 2 s urµcitou pres-
nos ,tou. Preto de�nujeme Riemannove integrálne súµcty, ktoré nám ako jedna z
aproximaµcných metód pomôµzu nájs ,t hodnotu urµcitých integrálov.

De�nition 99 Nech P je delenie intervalu ha; bi a nech f : ha; bi �! R je
ohraniµcená funkcia. Pre kaµzdé k 2 f1; 2; :::; ng nech tk 2 hxk�1; xki je

,
lubovo

,
lný

bod. Sumu R (f; P ) =
Pn

k=1 f (tk)�xk nazývame Riemannovým integrálnym súµc-
tom ohraniµcenej funkcie f .

Akoko
,
lvek vyberieme body tk 2 hxk�1; xki vµzdy platí D (f; P ) � R (f; P ) �

H (f; P ) ; 8P delenie intervalu ha; bi. Pretoµze pre riemannovsky integrovate ,lnú
funkciu f tak D (f; P ) ako aj H (f; P ) aproximujú

R b
a
f (x) dx, tak aj riemannove

integrálne súµcty aproximujú túto hodnotu. Teda môµzme písa ,t:Z b

a

f (x) dx �
nX
k=1

f (tk)�xk:

Tento vzorec slúµzi ako základ pre pribliµzný výpoµcet urµcitých integrálov. Nutná
podmienka integrovate

,
lnosti funkcie hovorí, µze kaµzdá spojitá funkcia na uzavretom

intervale je riemannovsky integrovate
,
lná. Najdôleµzitej�ou vlastnos ,tou Rieman-

nových integrálnych súµctov je, µze aproximujú numerickú hodnotu urµcitého inte-
grálu. Nasledujúca veta, ktorú uvádzame bez dôkazu je presnou matematickou
formuláciou tohto tvrdenia.

Theorem 100 Nech f : ha; bi �! R je spojitá na ha; bi : K ,
lubovo

,
lnému " > 0 ex-

istuje � > 0 také, µze platí: Ak P = fx0; x1; :::; xng je nejaké delenie intervalu ha; bi ;
ktorého kaµzdý podinterval má d́lµzku men�iu ako � a ak xk�1 � tk � xk pre kaµzdé
k = 1; 2; :::; n; potom pre odpovedajúci Riemannov integrálny súµcet

Pn
k=1 f (tk)�xk

je splnený odhad
���R ba f (x) dx�Pn

k=1 f (tk)�xk

��� < ":
Túto vlastnos ,t µcasto zapisujeme v tvare:Z b

a

f (x) dx = lim
kPk�!0

nX
k=1

f (tk)�xk;
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kde kPk oznaµcuje d́lµzku najväµc�ieho podintervalu delenia P a nazýva sa norma
delenia P: Riemannove integrálne súµcty v�ak majú zmysel aj pre funkcie, ktoré nie
sú nutne spojité na intervale ha; bi :

De�nition 101 Nech f : ha; bi �! R je spojitá na ha; bi s výnimkou koneµcného
poµctu bodov, v ktorých má vlastné limity sprava aj z

,
lava (okrem bodu a; v ktorom

má iba limitu sprava a bodu b; v ktorom má iba limitu z
,
lava). Potom f nazývame

po µcastiach spojitá funkcia na ha; bi.

Nech funkcia f : ha; bi �! R je po µcastiach spojitá funkcia. Oznaµcme jej body
nespojitosti c1; c2; :::; cn; a < c1 < c2 < ::: < cn < b. Potom je funkcia f spojitá
na kaµzdom z intervalov (a; c1) ; (c1; c2) ; :::; (cn�1; cn) ; (cn; b) : Pri výpoµcte integráluR ck
ck�1

f (x) dx nahradíme funkciu f funkciou spojitou na intervale hck�1; cki ; ktorá
je totoµzná s funkciou f na intervale (ck�1; ck) : Potom je f integrovate

,
lná na

kaµzdom z intervalov ha; c1i ; hc1; c2i ; :::; hcn�1; cni ; hcn; bi a platíZ b

a

f (x) dx =

Z c1

a

f (x) dx+

Z c2

c1

f (x) dx+ :::+

Z b

cn

f (x) dx:

Example 102 Vypoµcítajte
R 3
0
f (x) dx, priµcom f(x) =

�
1 pre x 2 h0; 2i
x pre x 2 (2; 3i :

Solution 103 Platí f(2�) = limx�!2� f (x) = 1; a f(2+) = limx�!2+ f (x) = 2;
vidíme, µze funkcia f je spojitá s výnimkou bodu x = 2 t.j. je po µcastiach spojitá
a teda integrovate

,
lná. Potom

R 3
0
f (x) dx =

R 2
0
f (x) dx +

R 3
2
f (x) dx =

R 2
0
1dx +R 3

2
xdx = 2 + 5

2
= 9

2
:�
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Aplikácie integrálneho poµctu.
Plo�ný obsah rovinných útvarov.

De�nition 104 Nech f; g : ha; bi �! R sú spojité funkcie. Nech R je rovinný
útvar ohraniµcený zhora a zdola grafmi f a g a z

,
lava a sprava priamkami x = a

a x = b. Potom R nazývame rovinným útvarom medzi grafmi f a g na intervale
ha; bi a jeho plocha A je de�novaná vz ,tahom A =

R b
a
jf (x)� g (x)j dx:

Example 105 Nech f; g : h�1; 1i �! R; f (x) = x3 + x2 + 1; g (x) = x3 + x +
1:Nájdite plochu útvaru medzi grafmi f a g na h�1; 1i.

Solution 106 Pod ,la de�nície máme

A =

Z 1

�1
jf (x)� g (x)j dx =

Z 1

�1

��x3 + x2 + 1� x3 � x� 1�� dx =
=

Z 1

�1

��x2 � x�� dx = Z 0

�1

�
x2 � x

�
dx+

Z 1

0

�
x� x2

�
dx = 1:�

Niekedy môµzeme namiesto útvaru medzi grafmi funkcií f; g závislých od pre-
mennej x skúma ,t aj plochu útvaru medzi grafmi funkcií závislých od premennej y:R d
c
jf (y)� g (y)j dy.

Objem priestorových útvarov.

Uvaµzujme trojrozmerné teleso D, ktoré môµzme popísa ,t nasledujúcim spôsobom:
pre kaµzdé x 2 ha; bi prieseµcníkom roviny kolmej na os ox v bode x s telesom D je
rovinný útvar s plo�ným obsahom vyjadreným funkciou A (x) :

De�nition 107 Nech teleso D má plochu kolmého rezu de�novanú funkciou A :
ha; bi �! R a predpokladáme, µze A(x) je spojitá na ha; bi. Potom objem V telesa
D de�nujeme: V =

R b
a
A (x) dx:

Example 108 Ukáµzte, µze objem rotaµcného kuµze
,
la s vý�kou h a polomerom zák-

ladne r je daný vz ,tahom V = 1
3
�r2h.

Solution 109 Najskôr nájdeme plochu kolmého rezu rotaµcného kuµze ,la. Je zrejmé,
µze kolmým rezom bude kruh s polomerom r (x), ak projekciu kuµze

,
la umiestnime

do kartézskeho súradnicového systému [0; x; y] tak, µze jeho vrchol je v zaµciatku
a os rotaµcného kuµze

,
la je totoµzná s kladným smerom osi ox, potom z podobnosti

trojuholníkov dostaneme: r(x)
x
= r

h
=) r (x) = r

h
x

a plocha kolmého rezu je
A(x) = �r2(x) = � r

2

h2
x2;

potom
V =

R h
0
� r

2

h2
x2dx = � r

2

h2

R h
0
x2dx = 1

3
�r2h:�

Ak graf spojitej nezápornej funkcie f : ha; bi �! R rotuje okolo osi ox, vytvára
teleso s plochou kolmého rezu

A(x) = �f 2(x):
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Potom z predchádzajúcej de�nície plynie, µze

V =

Z b

a

A (x) dx = �

Z b

a

f 2 (x) dx:

De�nition 110 Nech f; g : ha; bi �! R sú spojité funkcie a 0 � g(x) � f(x); x 2
ha; bi : Nech R je obrazec medzi grafmi f a g na ha; bi. Potom objem V telesa, ktoré
vznikne rotáciou obrazca R okolo osi ox de�nujeme V = �

R b
a
[f 2 (x)� g2 (x)] dx:

D́lµzka krivky.

De�nition 111 Nech f : ha; bi �! R je spojite diferencovate
,
lná funkcia. Po-

tom d́lµzku krivky l, ktorú vytvára graf funkcie f medzi bodmi (a; f (a)) a (b; f (b))

de�nujeme l =
R b
a

q
1 + (f 0 (x))2dx:

Example 112 Vypoµcítajte d́lµzku krivky danej grafom funkcie f (x) = ln x; x 2
p
3;
p
8
�
:

Solution 113 Funkcia f (x) = lnx je na intervale

p
3;
p
8
�
spojite diferenco-

vate
,
lná a platí f 0 (x) = 1

x
: Potom d́lµzka krivky, ktorú vytvára graf funkcie f

na intervale

p
3;
p
8
�
je de�novaná: l =

R p8p
3

q
1 +

�
1
x

�2
dx =

R p8p
3

p
1+x2

x
dx =R p8p

3

(1+x2)
x2

xp
1+x2

dx =

=

����� t =
p
1 + x2 =) dt = xp

1+x2
dx =) dt = x

p
1+x2

1+x2
dx

x =
p
3 =) t = 2; x =

p
8 =) t = 3

����� = R 32 t2

t2�1dt =

=
R 3
2
1dt+

R 3
2

1
(t�1)(t+1)dt = 1 +

1
2

�
ln
�� t�1
t+1

���3
2
= 1 + 1

2
ln 3

2
:�
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Cviµcenia.

1. Vypoµcítajte integrál
R 4
0
f(x)dx, ak f(x) =

8<:
x2 pre x 2 h0; 2)
3 pre x 2 h2; 3)

4� x pre x 2 h3; 4i
:
�
37
6

�

2. Vypoµcítajte integrál
R 1+�

2

0
f(x)dx, ak f(x) =

8<:
sin x pre x 2 h0; �

4
)

x pre x 2 h�
4
; 1)

cos (x� 1) pre x 2 h1; 1 + �
2
i
:
h
3�
p
2

2
� �2

32

i
3. Vypoµcítajte plo�ný obsah rovinnej oblasti ohraniµcenej krivkami:

(a) y = x lnx; x = 1
2
; x = 2; y = 0:

�
� 9
16
+ 15

8
ln 2
�
:

(b) parabolou y = x2 � 6x + 8 a jej dotyµcnicami v bodoch A = [1; 3] ; B =
[4; 0] :

�
9
4

�
:

(c) parabolami y = x2; y =
p
x:

�
1
3

�
:

4. Vypoµcítajte plo�ný obsah rovinnej oblasti ohraniµcenej krivkami:

(a) y = 27
x2+9

; y = x2

6
:

�
3
2
(3� � 2)

�
:

(b) y = ln x; y = ln2 x: [3� e] :

5. Vypoµcítajme plo�ný obsah rovinnej oblasti ohraniµcenej krivkami:

(a) y = x� 1; y2 = 2x+ 1:
�
16
3

�
:

(b) y = x2; y = 1
2
x2; y = 2:

�
8
3

�
2�

p
2
��
:

6. Kruh x2 + y2 = 8 je rozdelený parabolou y = x2

2
na dve µcasti. Vypoµcítajme

plo�ný obsah men�ej z nich.
�
2� + 4

3

�
:

7. Vypoµcítajte plo�ný obsah rovinnej oblasti ohraniµcenej µciarami yx = 4; x+y =
5. Naµcrtnite obrázok!

�
15
2
� 2 ln 8

�
8. Vypoµcítajte plo�ný obsah rovinnej oblasti ohraniµcenej µciarami y = 0; y =
xe�2x na h0; 1

2
i. Naµcrtnite obrázok!

�
1
4
� 1

2e

�
9. Vypoµcítajte objem zrezaného kuµze

,
la, ktorý vznikne rotáciou elementárnej

oblasti okolo osi ox: Polomery jeho podstáv sú r = 1; R = 2 a vý�ka v = 3:
[7�] :

10. Vypoµcítajme objem telesa, ktoré vznikne rotáciou oblasti okolo osi ox: Oblas
,t

je urµcená µciarami y = 2x
�
; y = sinx; x � 0:

h
�2

12

i
:

11. Vypoµcítajme objem telesa, ktoré vznikne rotáciou oblasti okolo osi ox: Oblas
,t

je urµcená µciarami y = sinx; y = 2x
�
:

h
�2

6

i
:

12. Zistite plochu kolmého rezu a vypoµcítajte objem gule s polomerom r.
h
A(x) = �r2(x) = �(r2 � x2); V =

R r
�r �(r

2 � x2)dx = 4
3
�r3:

i
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13. Zistite plochu kolmého rezu a vypoµcítajte objem pravidelného �tvorbokého ih-
lana so základµnou d́lµzky a a vý�kou h.

h
A(x) = a2(x) = a2x2

h2
; V =

R h
0
a2x2

h2
dx = 1

3
a2h:

i
14. Vypoµcítajte objem telesa, ktoré vznikne rotáciou rovinnej oblasti ohraniµcenej

µciarami y = 1� x2; y = x2 okolo osi ox.
h
2
p
2�
3

i
15. Vypoµcítajte d́lµzku krivky y = 2

p
x, 1 � x � 2.

hp
6�

p
2 + 1

2
ln 2

p
6+5

2
p
2+3

i
16. Vypoµcítajte d́lµzku krivky y = ln e

x+1
ex�1 ; x 2 hln 2; ln 5i.

�
ln 16

5

�


