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1 Prvy tyzden

Opakovanie



2 Druhy tyzden

V cviceniach 1 - 19 vypocitajte integraly priamym integrovanim (pomocou in-
tegrélov elementarnych funkcif):

1.
2.

3.

10.

11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

[ (32% + 22 —4)dz. [32* +22 —da+ C]
[ (Ga? = ta)de. [§2° — 527+ C]
J(Va® = &) do. [20F — 208+ C]

[ T2 gy (in 2] — £ + C]

J B gy 12 X 4 2 A 4 C

Ik z:lld:r. [%x:; + %xQ +z+ C]

[ e*a*da. [
f (5 cosx —

f (1071’ + iiﬁ) dx. [ 1o ~ tx+ arctgx + C}

=+ C]

1+lna

1fm2) dz. [5sinz — 325 + 3arctgz + C|

J (2sinz — 3cosz)dr. [—2cosz — 3sinz + C]

Il ﬁdw. [% arcsin x + C}

32287 gy [3:6-#1371112)4_0]

J e, [3tga+ 5o+ C]

J %dm [—cotgz —tga + C\]
Jtg2xdr. [tgz —x+ C]
[ cotg? zdx. [—cotgz —z + C]

| et gz +C)

cos 2x+sin®

2
J g%ji%dw [-1 +arctgz + C]

S x((lltfz)z)dx [In |z| + 2 arctg x + O]
J2sin® (§)dz. [z —sinz +C]
fO 1+T2dx [%]

1y i [7)




3 Treti tyzden
Vypocitajte integraly:

Metéda: per partes

12

1. [zarctgzdz. | f(x) =arctgz, f'(z) = H_%,g’(x) =x,9(z) =%
Vysledok :””—22 arctgz + 3 arctgz — sx + C

Metéda: per partes 2x
2. [ze**dx. f@) =z, f'(z)=1,¢(z) =€, g(z) = e**
Vysledok : %xe% — %621 +C

Metéda: per partes 2x
e sinzdr. | f(x) = e, f'(z) = 262, ¢'(z) = sinz, g(z) = — cosx
Vysledok : & (1+ 2e™)

@
O =

Metéda: per partes
4. [Inzdz. | f(z)=Inz, f'(z)=1¢(z)=149(z)==
Vysledok : zlnax —x + C

Metéda: per partes
5. fl\/gmarctgxdx. f(z) = arctgz, f'(z) = 1_ir%,g’(a:) =z,9(z) = 12—2
Vysledok : % — % (\/§ — 1)

Metéda: per partes
6. [arccotgazdr. | f(x) = arccotgz, f'(z) = —H%,g’(x) =1l,g9(z)==x
Vysledok : x arccotgx + %ln (x2 + 1) +C

Metéda: per partes 2 krat
7. [I’ade. | f(z) =z, f'(z) =2z -1 ¢(z) =1,9() =2
Vysledok : zIn®z — 2zInz + 2z + C

Metéda: per partes

8. [ e | f@) =, f'(2) = 1,¢/(2) = o, 9(2) = tgw
Vysledok : ztgz + In|cosz| + C

Metéda: per partes
_1
%dw. f(z) = arcsinz, f'(x) = ﬁ,g'(m) =(14z)2,9(x)=2y/1+z
Vysledok g\/@+ 4\/@_ 4

[ztg?zde = [ o (L= — 1) dz + Metéda: per partes
10. fztg’zdr | f(z)=z,f'()=1,¢(z)= 5= —1,9(z) =tgz—2
Vysledok : — 12?4+ 2tgz + In|cosz| + C

©
"

Metéda: per partes 2 krat
11. [cos(Inz)dx | f(z) =cos(Inz),f'(z) = —sin(lnz) i, ¢'(z) =1,9(z) =2
Vysledok : 5 (cos (Inz) + sin (Inx)) + C



12.

13

14

15.

16.

17.

18

2

fowm

. [arctg 5

. [x?arcsinzdx

Vi+tzx

. f arcsin (

sin xdx

dx

42 arcsin x
B S €T
Io dz

x

T+

Metéda: per partes 2 krat
f(.’E) = xQ’fl(l.) = 21’,9/(15) = sinx,g(x) = —Cosx
Vysledok : w2 — 4

Metoéda: per partes + integrovanie raciondlnych funkcif
f(m):ar(:tgﬁ7 /(iﬂ) = mvg/(‘r) = ]_,g(i[,’) =T
Vysledok : xarctg —— + %ln |x2 — 2z 4+ 2| +arctg(z — 1)+ C

r—1

Metéda: per partes

1 z°

f(l‘) = arcsinx,f’(:c) = @,g/(l‘) = Iz,g(l’) =3
Vysledok : iz arcsinz + $22(/(1 —22) + 2/(1 —22) + C

Metéda: per partes 2 krat

fo% exp (3z) sin (4z) dz flz) =%, f'(x) = 3¢’ ¢'(x) = sin (4z) , g(x) = —7 cos (4z)

Vysledok : % (e%7r + 1)

Metéda: per partes
_1
f(z) = arcsinz, f'(x) = =, g'(x) = (1+2) "%, g(z) = 2(1 + )
Vysledok : g\/—”z‘/i + 4\/—2’2‘/§ —4

S

Metdéda: substituénd + per partes+integrovanie raciondlnych funkcif

J(@*+z)In(z+1)dz t=xz+1,dt =dx

Vysledok : 2047 8GED? 1y (o ) Ak’ 0@+D” |

Metéda: per partes

— are _ 1 _ _
Do | fla) =aresin (\/25) 110 = st (@) = Lg(e) =
Vysledok : xarcsin , /%4 — /& +arctg /o + C



4 Stvrty tyzden

Vypocitajte integraly

Metdéda: integrovanie raciondlnych funkcii

_ —224+19 _ 3 5

1. fzzad_v;_lgdx rz—.i-Lz—G ) ) m+3
Vysledok: In 222 4 ¢

Metdda: integrovanie raciondlnych funkcii
_ 1 1 _1_1 11
- 3z—1 3:6-‘1-1 -3 z—g -3 T+3 1

ln(x—f) 1n(x+ )+C

Metéda: integrovanie racionélnych funkcif

2
2. [gepde. | GamEeD
Vysledok: %

522 —7x410 _ 4o_Br=2
.L3—.L2 4x— 64 T— 3 r24+2x+2
52%— 72410 _ 3_20—-3 32e+2-2-3
3 —x2—4r— 6dw T x— 3 + 2z2+2$+2  x— 3 + 2 $2+2m+2 -
_ + 3 2x+2—-2— 3 _ + 2x4+2
 z— 3 2 z242z+2 T a— 3 2m2+2m+2 (z+1)2+1
Vysledok: 2In |z — 3| + 2 1In (2% 4 22 + 2) — Sarctg (z + 1) + C

©w

,A\»—A‘l\)

Metdéda integrovanie raciondlnych funkcii.
4r2+x713 _
= (=+5)(2z2+2z+1)
) 2 3_ 1 _ _3 2
4 +x—13 de. z+5 2 (w+%)2+4

T /1N\2

1 )
6

422 42—13 2
2234+12224+11z+5 z+5 w2+2;v+1 -
_ 2 _3 2 31 2
— z+5 2 22441 z+5
f 2x3+12z2+11z+5 2 ( )
= 72 —_ =
z+5 (2z+1)241
Vysledok: 21n |z + 5| — 3arctg 2z + 1) + C |

.~

Metdda: integrovanie racionédlnych funkcii
_2z+1 2z+1 _  2x+42 1
f dl’ w2+2w+5 - 2+2$+5 (;C+1)2+4
Vysledok: In |22 + 2z + 5|_, arctg x+1 LC

o

2242245
Metdéda: integrovanie raciondlnych funkcii.
i 14 1 _ 1 -1 41 (g lx)
B11aT 341 (z+1)(z2—2+1) 3(z+1) x2—z+1 3
Vysledok: 1Infz+ 1| —+In (22 —2 +1) + f arctg 5* (2x H+C.
Metéda: integrovanie raciondlnych funkcii
5, 4 3 _
T e | SRR = ety
Vysledok: & — x4 §In|z(z —2)[+ C

o

|

3 6213 Metdéda: integrovanie racionélnych funkcit.
- (22 +aa+112 7 | Vysledok: — Wﬁﬂ-ﬂ) s arctg 22 + C
Metdéda: integrovanie raciondlnych funkcii
f V3 2z —-1)+C.

féln( x+1) arctg 3

©

1 d
J 379 | \rogtedok: Ln g + 1]



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

w5+x477w3+8x73

Metéda: integrovanie racionédlnych funkcii.
z3+22—6x

Vysledok: % —z+ihjz(z-2)+C

Navod: o +4 = 2% +42? +4 — 422 = (2® + 2)? — (22)2.
[z 2o —2¢ 4dvd J:” ddz. Metéda:integrovanie raciondlej funkcie.
Vysledok:1 In [(2? — 2z + 2) (2% 4 2z + 2)| — 2arctg (z + 1) + C

Metéda: integrovanie racionsilnych funkecii.

Vysledok: In \/rlf%;i«-s- + $arctg (251) + C.

f T—x dx

3 —22+43x+5

, Metdéda: per partes+integrovanie raciondlnych funkcif
In(l—z+x — .
gl gy fe) =l (1=a+2%) .f(e) = 2ike.g' (o) = 9(0) = 5
Vysledok : — L1n (22 — x4+ 1) —In|z|+ §In (2? — 2 + 1) + V3arctg

ol

Metéda: per partes-+substiticia

[sinzln(tgz)dz | f(z)=In(tgz),f'(z) = 55t-—.d (= )—smx g(x) = —cosz
Vysledok : — cosz1n (tgz) + In +C

Metéda: per partes + substiticia
J arccos zdz. f(z) = arccosz, f'(z) = —\/1%779/(55) =1,g(z) =
Vysledok : zarccosz — 1 — a2+ C

Metéda: substituéna + integrovanie racionalnych funkcif

f M%dm t= SiH.I, dt = cos zdx
. 1 l—sinz
Vysledok : 7 In {50

Metdéda: substituénd + integrovanie raciondlnych funkcii

cos T dx. t=sinz,dt =cosxdr,x=0— t=0,x =% —-t=1

sin? x+sinxz—6 1 3 2
Vysledok : ¢ In g

SESES

B Metdda: substituénd + integrovanie raciondlnych funkcii
s

o Hwi“‘%dm. t:cosm,dt:—sinxdx,x:0—>le,x:§—>t:()
Vysledok : In 3

o Metdda: substituénd + integrovanie raciondlnych funkcii
/= e(f“r_ll)dx. t=e% dt = e%dx
Vysledok : £ 1n (e?* + 1) — arctg (e*) + C

Metéda: substitu¢na + integrovanie raciondlnych funkcif

Ik mszgﬁ%dm t = cosx,dt = —sin :fdx
Vysledok :arctg (<222+l) 4+ C
f sma:dx - f ssllnnzm de = 11‘;:2 :vd’r
L Metéda: substituénd + integrovanie raciondlnych funkcii
| sz da. t = cosx,dt = —sinzdzx
Vysledok : 41n|sz2=t] 4 C

2 (20— 1)+

C



Metéda: substituéna+integrovanie raciondlnych funkcii
d t=Inx,dt = %dl’,

22. [ 2 : x
a(lno=-2)(In*2=2Inz+2) Vysledok : In _mz=2] arctg (lnz — 1)+ C
((nz—1)241)2

Metéda: substituéna + integrovanie racionélnych funkcif
2

23. [ Colsxdx. t=tg %, =2arctgt,do = 1+t2dt cost = 1+t2
Vysledok :In |21 4 ©

Metéda: substitucénd
dv. | t= ¥z, @ =15 do =615dt,x3 =12, 27 = 3.

24. fl
f—hf) Vysledok: 12 1n%

Metdéda: substituénd+ integrovanie raciondlnych funkcif
dz. t=+vr—1,z=1t>+1,dx = 2tdt.
3
Vysledok: 2(z—1)2 —z+1+4yz—1—-4ln(1++vVz—-1)+C

Metéda: substituénd+ integrovanie racionédlnych funkcif

t= ./ ,x—l_tz,dx: At dt.

6 J ViR e = e
Vysledok: In | Y=
14+=

2. [

+ 2 arctg H_x L+ C

Metéda: Eulerova substiticia

_ t2-3 _ 2t? 1846
V2 +4x+3=x— tx—Q(t+2),d (i12)? dt.

. \/ 2 .
27, [Va? +dv+ 3da Vysledok f%(a:f\/x2+4x+3) —t(z—Va?+4z+3)+
4= ln|x—\/m2—|—4x+ —|—2|—|— \/W+2)2+C

Metéda: Eulerova substiticia
o VI et I= et te = bt de = 22222,
") evaT=a 17 | Vysledok: 21n|w—m| —2In2va? —z+1-2z+ 1|+
(W 2a+1) +C

Metéda: univerzalna trigonometrickd substiticia+
+integrovanie raciondlnej funkcie.

29. ff 3+Clowd . t=tgs,z= - 2arctgt, dac = 1Jgrtzdzf cost = 7=
3 . — — — —
r=35— t= \/gv r=35— t=1,
G P S 1
Vysledok: 7 [4 arctg — NG
Metéda: univerzdlna trigonometrickd substiticia+
+integrovanie raciondlnej funkcie.
1 t:tgg,x—Qarctgt dr = —25dt,
30. f sin mfcosxd‘r' 2 2t1+t2
cost = 1thQ,sm?f e
. 1 tg 2+1-V2
Vysledok .ﬁl PSR +C




Metéda: univerzélna trigonometrickd substiticia+
+integrovanie racionalnej funkcie.

1—sin g z
1L g, t—th,m—Qtarctgt dx _2t1+t2dt
cost = 1_th,smt =1z
Vysledok : tg § —In (tg2 3+ 1) +C
Metéda: univerzélna trigonometrickd substiticia+
+integrovanie raciondlnej funkcie.
t=t 3072arcttdxf dt,
o 3 5SmaTooa L - dx. g% & 1+t2
S L-Cos T costfﬁ,smt: H_tQ.
r=0—t=0=5— t=1,
Vysledok : 7
Metoda:trigonometricka substitlicia+integrovanie raciondlnej funkcie.
f gl g t =tgx,x = arctgt, dw-thdt
T (I+tga)? r=T—>t=1lLzrz=% — t=+/3.

4 3

- .2—V3
Vysledok : 5=

Metéda: substituénd + integrovanie raciondlnych funkcif

.fln5e\/€T7d{E t=e"—1,dt =e"dr,r=0— t=0,x=Inb—>t=4

0 er+3 s=Vtt=s2dt=2sds,t =0—s=0,t=4—5=2
Vysledok : 4 — 7

[ 5510 gy Metéda: substituénd+integrovanie raciondlnych funkeif
e?*—2e*+5 Vysledok : 2z — In (62’” —2e¥ + 5) + %arctg (%e”‘ — %) +C

Metéda: substitiicia + per partes

20vE
et | G edok {2 (VZ)? — 1022 + 40 (Z)® — 1202 + 2407 — 240} VT 4O




Piaty tyzden
. N§jdite modul, hlavni hodnotu argumentu a zobrazte v komplexnej rovine
nasledujice komplexne &isla:

(a) T
(b) —2+2i,[2v2, 3£ ]
(c) -
(d) . [1,5 ]

2. Zapiste nasledujice ¢isla v trigonometrickom a exponencidlnom tvare:

(a) 1+ V30, [2(cos§ +isinE), 25 ]
(b) 2+ 24, [2\[(cosf+zs1n ) 24/2¢t 4]
(c) =2, [2(cosm +isinm),2e™ ]

(d) —®. [(cos 5 +ising), e'2.]

3. Vypocitajte a napiste v algebrickom tvare:

() (1+3i), [-8]

(b) G52 11—

4. Najdite vsetky korene rovnic a zobrazte ich v komplexnej rovine
(a)z?’:i{wl—‘f—i— = f—&— wgz—i.}

2t =1, [wl = §+§i,w2 = f§+§i,w3 = 7@ - TQi,w4 =
wlzﬁ(cos( )—I—isin(
(c) 2* =1-v3i, | w3 = V2 (cos (LF ) + isin (L

T~ ,._.
\_/M
e
NS
I
%
[\
t o~
.0
]
w0
\

alebo wy = /2 (cos %) + 7sin (11—
(d) 2*=1,[wy, = 1,wy =4, w3 = —1,wy = —i.]
(e) 2% = —1. [wl =1 +i§,w2 =-lws=13— z@}

10



6 Siesty tyzden

V dlohédch 1 - 5 zistite, akd mnozina je urc¢end danym vztahom. Jej obraz
nacértnite v komplexnej rovine.

1. |z—= 20| =7, r >0, 2¢jepevny bod. [Kruznica so stredom z; a polomerom 7]
. . . . 22 2

2. lz4il+ |z —1d < 4. [Vnutro elipsy & + 4 = 1}

|z 4+ 2| > 1. [Vonkajsok kruznice so stredom S = (—2;0) a polomerom r = 1]

|z — 2| < |z|. [Polrovina Rez > 1.]

Im (%) =2. [z # 0, kruznica so stredom S = (0, —i) a polomerom 7 = %]

A A S

Zistite, ¢i su nasledujice mnoziny oblasti. (Nacrtnite ich v komplexnej
rovine):

argz < 37 [nie]

7. N4jdite limity postupnosti komplexnych éfsel {z,}°., , ak

n=1"

(a) 2zn = (14 53)" + 3550, [Ve+ 3]

(b) 2z, =2nsind + 84 [24 4]

5n—1

(¢) zn = ntgﬁ + (1 + %)ni, [% —|—ie4}

8. Zistite, ¢i rady komplexnych ¢isel ZZ‘; zn konverguju, alebo diverguju

(a) 2, = smnticosn [ahsoliitne konvergujel
(b) z, = ﬁ + tg 557, [absolitne konverguje]

(¢c) zn = "TH—FB%Z', [diverguje, ndvod: rad >, /™ nespliia nutni podmienku konvergencie]

9. Vyjadrite redlnu a imagindrnu ¢ast’ funkcie:
(a) f(2)=2"—2+1,
Re f(z) =2? —y? —z+1,Im f (2) = 2zy — ]
(b) f(2) =1,
[Re f (2) = s, I f (2) = — 32

11



(©) f(2) = lz[+Rez
[Ref(z) = \/Wer,Imf(z) :0] .
V tlohdch 10 a 11 nédjdite definiény obor funkcie f :
10. £(2) = %224 [D(f) = 0\ {V2e'F, V2 }]
11. f(2) = W
(DU =C\({zeClel =8y u{ B8 442, Y248 132 i yal)]

V tlohdch 12 - 14 vypocitajte funkéni hodnotu funkcie f v ¢isle 2 :

13. f(2) =2+7%% —Re(22) — Im (2%), 20 = 8 — 6i. [—64 + 90i]
14. f(z) =argz

(a) z0=8—6i. [—arctg ()]

(b) zp = —1+2i. [r— arctg?2]

(c) z0=—-1—14. [-2F]

V tlohdch 15 - 20 vypocitajte limity:

15. lim, o 250 [—342]

22420z " 8
2 - . .
: 2zt —iz4z—1 140
16. lim. . =55 [ 3 ]
. . 3i2—6i+3 6—3i
17, lime o4 57555105 - (%]

224(2—14)2—2i ) [7 _

18. lim, ., =20

19. lim, o ﬁ [0]

20. lim,__,q % [Névod:vyjadrite redlnu a imagindrnu ¢ast’ funkcie, potom ukézte, ze limita neexistuje.]
V tlohdch 21 - 23 vySetrite spojitost’ funkcie f :
21. f(2) = 1. [Spojitd v C\ {1}]

1—z"

22. f(2) = 1. [Spojita v C\ {—i,i}]

1+22°

Rez
23.f(z):{ & 270 Ispojiti v O\ {0}

V tlohach 24 - 25 zistite, ¢i je mozné dodefinovat’ funkciu f v bode zq tak,
aby bola spojitd v tomto bode:

24. f:C\{0,14i} — C, f(z) = Z=2giztizmitl 50— 14 [Je momé, ak f(1+1i) =32 (1+1)]

22—2—iz

25. f:C\{4+i} — C, f(2) = M, zo9 = 4+i. [Nie je mozné, lebo flim, 4, f () = o]

z—4—1

12



7 Siedmy tyzden
1. N4jdite obor konvergencie mocninového radu:

(a) Yoo nz". [K(0,1)={z€ C;|2| <1}]

Sy B [K (0,¢) = {2 € Cs |2] < e}]

n=1 nn
j2n—1

)

)

) Yool 2 K (0,1) = {2z € C; |2| < 1}]
(€) nty an2" [K(0,2) ={z € C; [2| < 2}]
(f)

)

)

n=1 2m

f) S0 27 ng2n, [K (O,\/i) = {z €C;lz| < \@H

n=0

[K(l—i,%) :{ze Cilz—1+4+1i|< %}]
() S0, (1-2)" (- 20)"
(K (2i,€?) = {z € C; |z — 2| < *}]
() Yol B (2 44)" . [K (=i,2) = {z € C; |z +1i| < 2}]

(k) ¥oo (554)" [K(1,5) = {z € C: [z — 1| <5}

() 02y ity (2 430",

K (31 &) = {z e C: 12+ 31l < & }]
(m) ¥ o (25)

(K (1-i,v/10) = {z € C: |z — 1 +i|] < V10}]
(n) X0l (551)" K (1,5) ={z € C: |z — 1] < 5}]

2. Vypocitajte funkéné hodnoty:

() In(~1), [in]
(b) In (i), [~dir]

(¢) In(1—+3i). [§Ind— Lin]
(d) In(—3) [In3 + i

(e) In(5i) [In5+iZ]

(f) In(2) [In2]

(g) In(e) [1]

(h) In(2 4 2¢) [In(V8) +i%]

(i) In(—2+2i) [In (V8) +43r]

() (=2 —2i) [In (V8) +i(-%F)]



(9 (2 - 20) [in (V) - i3]
(1) In(3 4 44) [In5+iarctg (3)]
(m) In(—3 —44) [In5+i (arctg (3) — )]
(n) In(3 —44) [In5 — iarctg (%)]
(o) In(1—4) [$In2—iZ]
(p) In(—=v3—1i) [In2—43F]
(q) In(1 —iv/3) (In2—i%]
(r) In(—8+ 15i) [In17+ i (7 — arctg %)}
(5) In () [i%]
(t) In(1+€%) [Iny3+i%]

3. N4jdite vsetky rieSenia z rovnic:

(a) e* =—1, [{ir (L +2k), k € Z}]

(b) e* = —i, [{im (=3 +2k), k € Z}]

(c) e#=1- V/3i. [{%lnél — %iﬁ—l—2km’, ke Z}]
4. Vypocitajte hodnoty:

(a) ez, [ie?]

(b) €*™, [e?cos1 + ie?sinl]

(c) i’ [6_%”]

(d) (=3i)% [e™ [cos (In9) + isin (In 9)]]

(e) it [ie %]

(£) @5 [eos () +isin (57)]

(&) (1= [2¢¥sin (In (v2)) — icos (In (v2))]

(B) (149)* [2(cos (5) +isin (5))]

@) (1+iv3)*" [4e¥ (cos (X —In2) + isin (2 — In2))]

5. Vypocitajte hodnoty elementdrnych funkcif komplexnej premenne;j:
(a) siné, [isinh1]
(b) cos(1—14). [coslcoshl+ isinlsinhl]
(c) sin (2 — 37)

sin2(e3+e? ccos2(ed—e3 . . .
{ a 2+ )—Z 2(2 ) =sin2cosh3 — 7cos2sinh 3
. e lte _
(d) cosi { 2+ = cosh 1}
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(e) cos(4+14) [cosdcoshl —isin4sinh 1]

. e2 sin4+i(1—e2 cos 4
(f) tg (2 - Z) e2 cos 4+(1+i62 sin4)

(g) cotg (% —4ln 2) [%]
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8 Osmy tyzden

1. Dan4 je funkcia f (z) = zzz2Z+_11+z Najdite:

(a) defini¢ny obor; [C\{we%i, \‘L/ﬁenT”H

(b) vypocttajte £, f /() [f'(z) = 22 f 7 (1) = —4+ ]

2. Vypocitajte deriviciu funkcie f (2) = 52 {D(f) =C\{2i}=D ("), f'(2)= (21372)2

2i—z"

V dlohéach 3. - 8. pre funkciu f

a. zistite, kde existuje derivécia,

b. n4jdite f ’ v bodoch, kde existuje,

c. vysSetrite, kde je f analytickd (holomorfnd)

a. f'existujena M ={z€ C:Imz=Rez},
3. f(2) = 2% +iy> b. f'(z) = f'(x+iy) =2z,
c. nie je analytickd v ziadnom bode

a. [/ neexistuje v Ziadnom bode,
b. f'(2)?,

c. nie je analytickd v ziadnom bode.

N
~
—~
N
-
|
x

a. [/ existuje na C,
5. f(z) =23+ 2 b. f'(z)=322+1,
c. je analytickd na C.

a. [/ existuje len v bode z = 0,
f(z) =zRez. b. f7(0) =0,
c. nie je analytickd v ziadnom bode

e

a. f ' existuje na C,
7. f(R)=Ff(+iy) =QRay+2z—D)+i(y?—22+2y). | b. f'(2)=[f"(z+iy) =2y+2)—i(2),
c. je analytickd na C.

a. f ' neexistuje v ziadnom bode,
8. f(z) = (e"cosy)—i(e”siny). b. f'(2)7,
c. nie je analytickd v ziadnom bode.

V tlohdch 9 - 20 ngjdite na A C C analytickd (holomorfni) funkciu f(z) =
fxz+iy) =u(z,y) +iv(z,y), ak je dand jej jedna zlozka a pripadne funkénd
hodnota v jednom bode:

9. u(z,y) = 2> — 3xy?, f(i) = 0.

f(z)=f(x+iy) = (a:3 — 3903/2) +1 (3x2y — >+ 1)}

16



10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

u(x,y) =2? —y* +zy, f(0)=0.
[f(z):f(x—l—iy):(:cz—y2+xy)+i(2xy+y;—%2)]

v(x,y) =% —y? -3z + 2zy, u(2,1) = 0.
[u(z,y) = 2° —y* — 2zy + 3y — 2]

v(x,y) = 2e*siny, f(0) = 1.

[f (2) = [ (z +iy) = (2" cosy — 1) + i (2¢” siny)]

v(z,y) =In (22 +y?) +z - 2y.
u(z,y) = —2arctg (£) —y — 2z + k, alebo
u(z,y) = 2arctg (%) —y—22+K

u(z,y) =e” (xcosy —ysiny), pricom f (0) =0.[f : C — C, f (z) = ze?]

u(z,y) = zy.
[v:R* — R, v(z,y) = —% (¢* —y*) + C]

u(z,y) =2 —y? +ay. [v: R’ — R, v (z,y) = 2zy — 1 (2?2 —y?) +C]

u(z,y) = 2®+622y—3xy>—2y°. [v: R?> — R, v(z,y) = —22° + 322y + 623 — y° + C.]
u(z,y) = =622y’ +y*—x. [v: R? — R, v(z,y) =4’y — day® —y + C]

u(e,y) = w0 R2\{(0,0)} — R, v(2,9) = — 5t +C]|

u(z,y) = ze® cosy—ye” siny. [v: R?> — R, v (z,y) = ye® cosy + ze* siny + C]
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9

Deviaty tyzden

Vypocitajte integraly: (@ je kladnd orientdcia, © je zdpornd orientdcia krivky

)

1.
2.

10.
11.

12.

13.

14.

fc zsin zdz, C je usec¢ka od bodu 0 po bod . [—ie‘l]

Jo Rezdz, C je tsecka
(a) od bodu 0 po bod 1+4. [1 + %]

(b) od bodu —1 po bod 1 +i. [0]

Jo (2)%dz, C: z(t) =t + i%, t € (0,3) orientovand sihlasne s paramet-
_ . . 10(3—4)

rickym vyjadrenim. 3

Jo Ldz, C je tsecka od bodu 1 po bod 1+ i. [In (V2) +i%]

fc edz, C je lomend krivka, ktord sa skladd z dvoch tseciek: prva so
zaciatoénym bodom 0 a koncovym bodom %, druh4 so zac¢iatoénym bodom
¢ a koncovym bodom 1 +4. [1+ (e —2) (cos1 — isin 1)]

Jotdz, C:]z] =2, Imz < 0 od bodu —2 po bod 2. [i7]
Jo |z dz, kde

(a) C:|z|=1,Imz >0 od bodu —1 po bod 1. [2]

(b) C:|z| =2, Rez <0 od bodu —2i po bod 2i. [8i]

JoZ|zldzkde C : |z| = 1, Rez > 0 od bodu i po bod —i a usecka od
bodu —i po bod i. [—in]

JoRezdz kde C': |z| = 1, &. [—in]

JozImzdz,kde C: |2| =2, Imz > 0 od bodu —2 po bod 2. [15]

fc 2dz,kde C': |z| = 2, Imz > 0 od bodu 2 po bod —2 a tisecka od bodu
—2pobod —1lalz|=1,Imz > 0 od bodu —1 po bod 1 a usecka od bodu
1 po bod 2. [%]

V prikladoch 12 - 16 pomocou Cauchyho integralnej vety vypocitajte in-
tegraly po jednoduchych, po ¢astiach hladkych, uzavretych, kladne orien-
tovanych krivkach:

Jo Zz—lﬂdz, C= {z €C:(Rez)’+4(Imz)* = 1}. [0]

fC 22_7_'5;:_5(12, C:lz]=1. [0]

Jo Z2ﬁdz, C= {z € C:4(Rez)” +16(Imz)* = 1}. 0]

22
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15.

16.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Jo Sidz, C 112l = 5. [0)

dz, C:|z+ 1] =1. [0]

V prikladoch 17 - 30 pomocou Cauchyho integralnej vety, alebo Cauchyho
integralnej formuly vypocitajte integrély po jednoduchych, po castiach
hladkych, uzavretych, kladne orientovanych krivkach:

Je (le Sz, O |z —2—i| =2 [0]

+22) sin z

fC z2 22+2

Jo22dz, C: |z —i] = 1. [0]

Jo etz €2l = 1. [0

Jo 25 d, O 1)zl = 4. [0]

fo G, O 2| = B (181

fCZQHdz C:lz—2i|=3. [Z]

Jo 75dz C:|z—a|=a,ac R, a> 1. [iZ]

S B2y Oz 4+ 1] = 1. (18]

Jo Sitdz, C ]z +i| = 2. [2msin1 + 2im (1 + cos 1)]

Jo wrmrnds O o= 14l = 2. [ + i3]

Jo ;i_zldz C:|z+i| =1. [iwsinh1]

fc%d'za
(a) C:|z—1-2i| =2. [7(3+1)]
(b) C:lz—1+2i|=2. [7 (=3 +1)]

Jo=dz, C iz —1—i| = V2. [W]

Vypocitajte fc ﬁdz, ak C je jednoducha, po ¢astiach hladkd, uzavretd,
kladne orientovand krivka, na ktorej nelezia korene menovatel’a. Vypocita-

korene menovatela: zp = f (14+14), 2 = —@ (1+14).
a. z9 € IntC, zlgélntC [ ( +z)]
Jte vsetky moznosti. b. z9 ¢ IntC, z € IntC {—”\Tf (1+ z)}

c. 20, 21 € IntC [0]
d. z0, 21 ¢ IntC [0]
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10 Desiaty tyzden

V tlohéch 1 - 2 pomocou definicie najdite Taylorov rad funkcie f so stredom v
bode a a vySetrite jeho konvergenciu:

1. f(2)=sin?z,a=0.

( 1)7L+122n 1

[Zzozl _(TZQTL, konverguje na M = C}

2. f(z)=In(iz+2),a=1+2i.
[Zg 3 (-1 L (2 —1-20)", konvergujena M = {z € C: |z — 1 —2i| < 1}]

n

V tlohéch 3 - 9 vypocitajte Taylorov rad funkcie f so stredom v bode a
a vySetrite jeho konvergenciu:

3. f(r) =, a=1

(—1)n+?

[ +237, 3n)+1 (2 —1)", konvergujena M = {2 € C: |z — 1| < 3}}

4. f(2)= Z_H,a*()
1 25 ()" 2 konverguje na M = {z € C: |2| < 1}}

5. f(Z):#%,a:].

52D (25T 2 ) (2 - 1)
konverguje na M ={z€ C: |z — 1| < 2}

6. f(Z):m,a:2

S C (35 g (o 2y
| konvergujena M ={z€ C:|z—2| <3}

o (R Q)T - B -3 ) ()
konvergUJe naM={zeC:|z—i|l< \/i}

2 .
8. f(2) = Fitts,a=1

[ 2+i o (=" (144) 1444 n
% + Zn:l 3 |:(1_7;)n+1 - (1+;;)n+1:| (Z — 1) s
konverguje na M = {z € C: |z — 1] < v2}

9. f(z)=e*"2a=1 [e>2 3 (2~ 1)", konverguje na M = C]

n=0 n!

V dlohéach 10 - 29 n§jdite Laurentov rad funkcie f so stredom v bode a pre
medzikruzie P (a,7,R) ={z € C:r <|z—a| < R}.

10. f(z)=2%%,a=0, P(0,0,00). [30°, L2°"]
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

f(2) = 2 a=1i, P (i,v/5,00). [Zf:o%

}

f (Z) - m’ a= 07 P(0707 1) . [% - ZZOZO <—1)n 22n+1]

. . — nt
f(z) = z(z++1)’ a =1, P(27071) : |:Z$LO:O (_1)n g(gﬁ

f(z):m’ CLZO, P(Oa]-?OO) [ZZO:

1

(2 — i)n—1:|

0 (_1)" Zf2n73]

f(Z) = ﬁ7 a = 07 P(07071) . [Zzoz—l Zn]

F(z) =y, a=1,P(1,0,1). [2 (=) 3% ()" (2 - 1)"}

f(2) = o5, a=—2i, P(—2i,3,00).
f(z):m, a=2i, P(2i,1,00). [

f(2) = z=5,0=1, P(1,0,1). [(-1)

f(2)= ot a=1, P(1,1,00). {z;}m

F) =55 a= -1 P(-1,0,2). 3G+1) 7+ X0 (-)"27" (:+1)"

{Z;i_oo 3i) " (= 4+ 22.)”,1}

220:71 (z —

—n—1_._n_1

i (2 — 22')”71}

1)"]

> (2= 1)"}

fla)= 22 a=-1,P(-1,2,0). [5 G+ 2 (D)2 (a4 1)"}

()= F58s, 0= -3, P(=3,0,2). [2(:+3) ' = I X2,27 (:+3)"]

)= Fts a= =3, P(-3,2,00). [2(z+3) 1 +3%0__ 27" (2 +3)"]

f (&) = e a= 0, P(0,1,2). [(-33) Xalod """ = 5 200z ]

5n+1

2% -2z -1 n _2n 0 —n—1_n
F(2) = E52ts a=0, P(0,1,2). [2Zn:_oo(*1) 220 5% 9 12}

f(z)zz%in(%ﬂ),a,:O,P(0,0,oo).

F(z)=2"421—1,a =0, P(0,0,00). [2

21

-1 1—n

[Z;i—oo ((1—)2n)! Z2n+1 - Z:|

1 1
n=—o0 (In2)"

EDE Ynso

(In2)™ n
n!

2 — . 0o n Pt (2—4)ntt
()= 5B, a=2 P (2,0,V5). [(zfQ) Ly (—1)n G et

)

(z

_ 2)”]
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Jedenasty tyzden

V prikladoch 1 - 13 zistite druh izolovanych singuldrnych bodov funkcie f a
urcte reziduum funkcie f v tychto bodoch:

1.

10.

11.

12.

13.

2

f(z)= 213. [z = =3, pdl 1. stupia res,—_3[f (2)] = 9]

—sin24icos 2

z = 2i, pél 1. stupiia res,—o; [f (2)]
flz) = #;4)' z = —2i, pél 1. stupia res,— _o; [f (2)
z =0, pol 2. stupna res,—g [f( ]

= 16
]:M

f(z)= 1 z =1, pol 3. stupia res,—; [f (2)] = *%é
T ()Y | 2z = —i, pdl 3. stupna res.—_; [f (z)] = £
. z =1, pél 2. stupria res,—1 [f (z)] = %
f(z) = j(jzz_fr)g- z = —1, pdl 2. stupiia res.—_ [f (z)] = =3

z =0, pdl 1. stupiia res.—o [f ()] = 2

o= oty [ | SR S el 2]
(z=2(=420)" | z = —2i, pdl 1. stupiia res.—_o; [f (2)] = =22
f(z) = ‘sz—zw [z =0, pdl 3. stupiia res,—g [f (2)] = —1]

f(z)= SIZ% [z =0, pdl 1. stupia res.—o [f ()] = 1]

f(z) =2%sin (&) . [z =0, podstatne singulérny bod res.—o [f (2)] = a—1 = 0]

z

f(2) = zsin (== ). [z = —1, podstatne singularny bod res.—_; [f ()] =a_; = —1
z+1

f(z) =822 [z =0, odstranitelny singularny bod res,—o [f ()] = 0]

f(z) =22 (ez — 2) [z = 0, podstatne singuldrny bod res.—o [f (z)] = a—1 = §]

f(2) = 2%cos (1) . [z = 0, podstatne singularny bod res.—o [f (2)] =a_1 = +sinl
6

flz)=tgz [z

5 +km, k€ Z, pol 1. stupna res,—z 11 [f (2)] = _1]
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Dvanasty tyzden

V prikladoch 1 - 13 pomocou Cauchyho vety o reziduach vypocitajte integraly po
jednoduchych, po ¢astiach hladkych, uzavretych orientovanych krivkach C,kde
@ je kladn4 orientécia, © je zdpornd orientécia krivky C.

1.

2.

10.

11.

12.

13.

e (z—1)21(z2+1)d’z’kde Cilz—1-il=2 o [-F]

Jo P 1)gdz kde C': |z| = 2, ®. [27i]

e X%Hdz,kde C:{z(t) = (1 +cost) +isint, t € (0,2m)}, ©. [gm}

Jo =952dz, kde C : |2 = 1, @. [mi]

Jo22ezdzkde C: |z = L, @. [%]

o= 2dz kde C: |2] = 1, ©. [~2ni]

Jo 7 cos (5) dzykde €'t |2 = 2| = 3, @. [2mi (4 - 6)]
Josin® (£) dz,kde C : |2 = 1, ©. [2ni]

Jo(z—1)? sm( )dz kde C: |2| =3, 6. [—2]
fCCOb( )dz kde C': |z +i| = 3, @. [~27sin1]

Jotgzdz kde C: |z — 3| =1, ©. [2mi]

Jo (ﬁ — cos (zid)) dz,kde C: |z —3| =1, ®. [27i (3 + 3sin1)]
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