1. Vypocitajte limitu alebo ukazte, ze neexistuje:

xy?

lim
(2,9)—(0,0) T3 +y

Riesenie: UkdZeme, Ze limita neexistuje.

Urobme zuzenie na priamku x = 0, tj. parametricky: x = z(t) = 0, y =
y(t) =t. Aby (z,y) — (0,0) pozdlz priamky, tak ¢ — 0 a vypocitajme limitu:

limL:O
t—0 0+t

Urobme dalej zuZzenie na krivku = = x(y) = /y> — y, parametricky: x =
x(t) = V3 —t,y = y(t) = t. Aby (z,y) — (0,0) pozdlz krivky, tak t — 0 a

vypocitajme limitu:

t2\3/t3—t_1, Vis—t . St —t 1

1m = 11m =
t—0 3 —t 4+t t—0 t t—0 t t—0 t2

Aby limita mohla v danom bode existovat, tak pre vSetky ziZenia musime
dostat rovnaké ¢islo, ¢o pre nami zvolené zizenia nie je pravda a preto tato limita
neexistuje.

2. Vypocitajte limitu alebo ukézte, Ze neexistuje:

3 _ .3
lim v y
(@,y)—(0,0) 22 — y?

Riesenie: Ukdzeme, ze limita neexistuje.
Urobme zuZenie na priamku y = 0, tj. parametricky: = = z(t) = t, y =
y(t) = 0. Aby (x,y) — (0,0) pozdlz priamky, tak t — 0 a vypocitajme limitu:
3

lim — =lim¢t=0
t—0 12 t—0

Urobme dalej ztuZenie na krivku y = y(x) = Va2 — 23, kde x < 0, tj.
parametricky: x = z(t) = t, y = y(t) = V12 — 13, t < 0. Aby (x,5) — (0,0) pozdlz
krivky, tak ¢ — 0— a vypocitajme limitu:
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Aby limita mohla v danom bode existovat, tak pre vSetky ziZenia musime
dostat rovnaké ¢islo, ¢o pre nami zvolené zuzenia nie je pravda a preto tato limita
neexistuje.

3. Vypocitajte limitu alebo ukazte, Ze neexistuje:

lim @——
(@)= (0,0) 7%+ y*



Riesenie: UkdZeme, Ze limita

1 ) 1
(ca)=2(00) T4 + y (1)

Pre kazdé (z,y) € R? plati:

e x2+y2 ez2+y?

> >0
(2 +y2)? = 2t yt T

pricom prva nerovnost vyplyva z toho, ze z* + y* > W pre kazdeé (z,y) € R

Vyuzijic potom:
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dostéavame z "vety o dvoch policajtoch" tvrdenie (1).
. Vypocitajte limitu alebo ukazte, Ze neexistuje:
, sin(zy)
lim ———
(2,)=(0,0) /22 + 12
Riesenie: Ukazeme, ze limita
i
T ) — 2)

(29)00) /22 + 32

Upravme najprv limitu nasledujicim spdsobom:

o Sy g sinley) ey o sin(ey) vy

= I — = 1l —
(@y)=00) (/2?2 +y?  (@y=00) (/22 + 2Ty  (29)=(00) XY  (2y)=00) (/22 4 y?
(3)

sin(zy)

Limitu  lim vyrieSme s vyuzitim substiticie:

(z,9)—(0,0) TY
sin B

~ 1. (4)

lim sin(zy) = |u = zy| = lim
(z,y)—(0,0) Ty u—0 U

x
Venujme sa teraz limite  lim 4

(y)—=(0,0) /22 + 12

z? +y? > 2wyl

. Pre kazdé (z,y) € R? plati:

7 toho vyplyva, ze:
Va2 +y? < Ty < Va2 +y?
2 - A /x2 —|- y2 - 2

pre kazdé (z,y) € R, (z,y) # (0,0).

Pretoze
/02 | 2
i VY 0,
(,9)—(0,0) 2
tak z "vety o dvoch policajtoch" dostavame
lim Y 0. (5)

(#9500 /22 + 2

Dosadenim (4) a (5) do (3), dostavame tvrdenie (2).



5. Vysetrite existenciu parcialnych derivacii a diferencovatenost funkcie f v bode (0, 0),
ak f(z,y) = 2 +y2.
Riesenie:

Ukéazeme, 7ze parcidlne derivacie podla x, ani podla y v bode (0,0) neexistuju:

0f(0,0) f(@,0) = f(0,0) . Va? o af L, prex — 0+
———— = lim =lim — =lim — =
o o r0 e o —1, pre x — 0—;
podobne
1 pre y — 04;
— 2 ) )
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Jy y—0 y—0 y—=0 y—=0 g 1 prey 0

KedZe nie je splnena nutna podmienka diferencovatelnosti funkcie v bode (existencia
parcidlnych derivacii podla vSetkych premennych), tak funkcia nie je v bode (0, 0)
diferencovatelna.
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6. NapiSte rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie f(z,y) = ktora je rovnobezné

s priamkou * = y = z a uréte mnozinu M C R?® bodov A = (a, f(a)), kde a =
(a1,ay) € R% v ktorych sa dotyka grafu funkcie.

Riesenie:

Priamku x = y = z je moZzné parametricky vyjadrit ako:

T 1
y | =t 1 |,kdeteR.
z 1

V Tubovolnom bode (a1, a2) z D(f) mozno pocitat smerovi derivaciu v smere
@ = (1,1) (prvé dve stradnice smerového vektora priamky) uréenom priamkou x =
y = z. Kedze smer 4@ = (1,1) nie je jednotkovy, treba ho normalizovat na smer
e

— (L L
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Hodnota smerovej derivécie tejto funkcie v bode (ag, as) v smere € bude uréena

ako skalarny sucin gradientu funkcie f v bode (ay,as) a smerového vektora €. Lahko
mozno vypocitat, ze

—a —a
vf(aha@) = 2 12 3 9 22 3
(al + a3)> (‘11 + a2)2
a preto

df (aq, . 1 +
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dé Vi \(@+a)?

Smerova derivacia funkcie f v bode (a1, as) uréuje smernicu dotyénice ku grafu

funkcie v danom smere. Pretoze vSak ma byt tato doty¢nica rovnobezné s priamkou
x =y = z, ktorej smerovy vektor je (1,1,1), tak musi platit

aq + a9
e i (6)
(af + a3)>
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a parametrické vyjadrenie doty¢nice bude:

, kde s € R,
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resp.:

T ai 1 s
y | = as +t| 1 |,kdet=—€R.
z flay,az) 1 V2

Vzhladom k (6) potom hladand mnoZzina M C R? bude taka, ze M = {A €
R3; A = (a, f(a))}, kde body a = (ay, ay) lezia na krivke ——2=%2_ =1

(a12+a2?)3



