1. VySetrite staciondarne body a lokalne extrémy funkcie
flay) =2 +y* +4(2® —°) +5(a% +¢*) +4(x — y) — 20y + 2.
Riesenie:
Upravme predpis funkcie:
flr,y) = 2* +y* +4(0% —¢*) + 52 +92) +4(v — y) — 20y + 2
ot oyt A =) 6P ) A —y) — 2t 2oy — P+ 1+
= (2 +42® + 627 +4x + 1)+ (v — 4y +6y> — 4y + 1) — (2% + 22y +7)
= (@+)'+ -1 (z+y)

Vypocitajme parcidlne derivacie takto upravenej funkcie:

%:4@“)3—2(%%)
%a;y):qy_l)tz(ﬁy)

a postavme ich rovné nule:

Ich odéitanim dostaneme:

4r+1)P° —4y—1>% = 0

(z4+1)° = (y—1)°
r+1 = y—1
y = x+2 (3)
Dosadenim (3) do (1) ziskame:
4x4+12 -4z +1)=0 (4)
Rovnica (4) méa tri rieSenia: 7 = —1, 25 = 0, z3 = —2. K nim zodpovedajice

hodnoty y dostaneme z (3): y; = 1, yo = 2, y3 = 0. TakZze sme ziskali tri stacionarne
body: A= (-1,1), B=(0,2) a C = (-2,0).

Vypocitajme teraz druhé parcialne derivacie:

P f(x,y)

_ 2 _
0 12z +1)" =2
Oflwy) _ Pflry)
oxdy 0yox
82f(x,y) _ 2

Hessova matica druhych parcialnych derivacii vyzera teda takto:

( e t;)? o 12(y —_f)Q —2 )

Specialne v bode A = (—1,1) to bude:

(= 2)



V bode B = (0,2) a v bode C' = (—2,0) bude rovnaka:

10 -2
-2 10

Z Hessovej matici v bode A nevieme urcit, ¢i mé funkcia v bode A extrém alebo
nie, ale z Hessovej matice v bodoch B a C vyplyva, ze funkcia f ma v bode B i
v bode C' ostré lokdlne minimum (Hessova matica je kladne definitna: A; = 10 > 0,
Ay =10? — (=2)? = 96 > 0). Hodnoty minim: f(B) = -2 = f(C).

To, ze bod A je sedlovy bod vyplyva z toho, ze funkéné hodnoty v bodoch
z Tubovolne malého okolia bodu A st vicSie, ale i mensie nez funkéna hodnota

v bode A. UkaZeme.

Funkéné hodnota v bode A je rovnéa 0. Nech € > 0 je Tubovolne malé, potom
vbodoch (=1+¢e,1—¢)je f(—1+¢e,1—¢) =+ (—e)t—(=1+e+1—¢)? = 2¢* > 0,
kym v bodoch (—1,1+¢) bude f(=1,1+¢) =0 +&* —e2 =¢&?(e* — 1) < 0.

. VysSetrite stacionarne body a lokdlne extrémy funkcie
flo,y) = zyn(@® +¢?).
Riesenie:

Vypocitajme parcidlne derivacie funkcie:

of (x,y) 2 2 2$2ZU
I Il
ox yIn(e +y)+x2—|—y2
af(x7 y) 2 2 23392
I I)
oy zln(z +y)+x2—|—y2
a postavme ich rovné nule:
222y
In(z? 4 5 = 0 5
et o)+ 2L 5)
21y
In(z? + 3 = 0 6
zln(x +y)+x2+y2 (6)

Prvej rovnici (5) vyhovuje y = 0. Dosadenim y = 0 do (6) dostaneme:
rlnaz? =0, (7)

¢omu vyhovuje z = 1 alebo z = —1. (Uvedomme si, ze vziat x = 0 nemobzeme,
pretoZe 0 nepatri definiécnému oboru funkcie In z2.) Stacionarne body ozna¢me A =

(1,0), B =(-1,0).
Podobne druhej rovnici (6) vyhovuje x = 0. Dosadenim = = 0 do (5) ziskame:
ylny® =0, (8)
¢omu vyhovuje y = 1 alebo y = —1. Tieto dva stacionarne body oznacme C' = (0, 1),
D =(0,-1).

Body A, B, C, D vsak nie st vSetky staciondrne body. Dalsie stacionarne
body ziskame predelenim (5) y a predelenim (6) x, predpokladajic x # 0, y # 0.
Dostaneme:

n(a? + 48 + 25— 0 (9)
x2+y2
2 2

(22 +4?) + —2— = 0 (10)

x? 492



Ich odcitanim ziskame: y
22 —
2a” —y) _ 0, (11)

z? + y?

¢o je pravda v pripade, Ze 22 = 9%, tj. ked y = x alebo y = —x.

Dosadme z? = 3 do (9), potom:

2 2
0=1In(22%) + ~— =Ina?® +In2 +1 (12)
212
a teda:
Inz? = —1—1In2
Inz? = —In(2e)
Inz? = In(2e)”!
1
2 = —
2e
1
r = +—
V2e
To spolu s rovnostami y = x, resp. y = —x, poskytuje dalsie Styri stacionarne body:

_ (1 A T L N R G L | S |
Vypocitajme druhé parcialne derivacie funkcie f:

Pf(ry) 2%y + 6y’
o2 - (x2 4 y2)2
an(xa ?J) 2 2 zt + y4
S Il ] 9~ I
Oxdy n(@” +y7) + (22 4+ y2)?
Pf(ry) 627y + 2uy°
8y2 o (xQ + y2)2

Hessova matica v bodoch A, B, C, D je rovnaké, konkrétne:

0 2
2 0
Kedze jej determinant (Hessian) je zaporné ¢islo, tak body A, B, C, D su sedlové

body.

Hessova matica v bodoch E a H je tiez rovnakéa:

(2)

Je kladne definitna: Ay = 2 > 0, Ay = 22 = 4 > 0, a preto funkcia f dosahuje
v bodoch E a H ostré lokalne minimum s hodnotou f(FE) = 52 = f(H).

2e
Hessova matica v bodoch F' a G je taktiez rovnaka:

(v %)

Je zaporne definitna: Ay = —2 < 0, Ay = (—=2)? =4 > 0, a preto funkcia f dosahuje
v bodoch F a G ostré lokélne maximum s hodnotou f(F) = 5- = f(G).

. VySetrite absolitne (globalne) extrémy funkcie f na kompaktnej mnozine M C R?
_1\2
ak f(z,y) = 922 + 42 + 4y — 16; M = {(z,y) € R% = 4+ &= <1},

Riesenie:



Funkcia f je spojita. VySetrit extrémy spojitej funkcie na kompaktnej mnozine
znamend vySetrit extrémy vnutri mnoziny a na hranici mnoziny. V tomto pripade
je hranicou mnoziny elipsa so stredom v bode (0, 1), s dlzkou hlavnej poloosi 2 a
s dlzkou vedl'ajsej poloosi rovnou 3. Jej stredova rovnica je:

2 (y-1)7

—+ ——=1. 13
7t (13)

Pri vySetrovani extrémov vnutri mnoziny M postupujeme rovnako, ako pri hla-
dani lokdlnych extrémov funkcie, musime sa v8ak uistit, Ze ndjdené lokdlne extrémy
skutocne lezia v mnozine. Tie, ktoré nelezia, neberieme v tvahu.

Vypocitajme parcidlne derivacie tejto funkcie:

of (x,y)
o = 18z
of (x,y)
oy S8y +4

a postavme ich rovné nule. Jediné rieSenie, ktoré vyhovuje tejto sustave je bod
A= (O, —%) Bod A lezi vniatri mnoziny M, pretoze

¢ (-1

<1
4 9 -

o |

Déa sa ukazat, ze bod A je skutocne bodom ostrého lokalneho minima funkcie
f. Pretoze vSak ulohou je najst absolutne (globalne) extrémy spojitej funkcie f
na kompaktnej mnozine M, ktoré vdaka spojitosti funkcie f a kompaktnosti M
uréite existuju, tak nie je potrebné zistovat, ¢ sa v stacionarnom bode extrém
skuto¢ne nachadza alebo nie a jediné, ¢o treba vypocitat, je funkéna hodnota v tomto
bode: f (0, —%) = —1T7.

Pri hladani extrémov funkcie f na hranici mnoziny M sa musime obmedzit

na viizbu (13). Kazdy bod (x,y) leziaci na (13) bude spliiat % + % —1=0.

Upravme predpis funkcie f:

flz,y) = 92°+4y* +4y — 16
= 92® +4y* — 8y +4—36+ 12y + 16
= 927 +4(y* —2y+1) — 36+ 12y + 16
= 9% +4(y—1)> — 36+ 12y + 16

2 _12
- 36(%+%—1)+12y+16

Tzn. pre vietky body leziace na (13) je funkcia f(x,y) =04 12y + 16 = 12y + 16 a
je vlastne lindrnou funkciou jednej premennej y, kde y € (—2,4). Vzhladom k tomu
dosahuje svoju najmensiu hodnotu pre y = —2 (z = 0, pretoze (z,y) musi lezat
na (13)) a najvicsiu pre y = 4 (xr = 0), konkrétne f(0,—2) = —24 + 16 = —8, resp.
£(0,4) = 48 + 16 = 64.

Celkovo teda pre vSetky (x,y) € M mame
1

Absolttne minimum funkcie f na mnozine M je —16 a dosahuje sa v bode (O, —%),
kym absolitne maximum funkcie f na mnozine M je 64 a dosahuje sa v bode (0,4).



