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Príklady

1. Vypoµcítajte integrál
R

ex+10
(e2x�2ex+5) dx: (20b)

2a. a. Vypoµcítajte smer, v ktorom je smerová derivácia funkcie f (x; y) =
ln x+y

x�y ; v bode a = (3; 0) maximálna a jej hodnotu. (5b),

b. Ukáµzte, µze plochy x2 � xy � 8x + z + 5 = 0 a 4 + x + 2y = ln z sa
dotýkajú v bode T = (2;�3; 1) :(5b)

2b. Vy�etrite stacionárne body a vypoµcítajte lokálne extrémy funkcie f (x; y) =
xy (2� x� y) : (10b)

3. Vypoµcítajte integrál
RR
A

�
x2 + y

�
dxdy; kde A je mnoµzina ohraniµcená

krivkami y = 1
2x; xy = 2; x = 1: Naµcrtnite obrázok mnoµziny A. (20b)

4. Pouµzitím cylindrických súradníc vypoµcítajte objem mnoµziny

A =
�
(x; y; z) ; x2 + y2 � 1; 0 � z � 2� y2

	
: Naµcrtnite obrázok mnoµziny

A. (20b)
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Rie�enie

1. Vypoµcítajte integrál
R

ex+10
(e2x�2ex+5) dx: (20b)R

ex+10
(e2x�2ex+5) dx =

���� t = ex x = ln t
dx = 1

t dt

���� = R t+10
t(t2�2t+5)dt = �

t+10
t(t2�2t+5) =

At+B
t2�2t+5 +

C
t =

At2+Bt+Ct2�2Ct+5C
t(t2�2t+5) )

0@1 0 1 0
0 1 �2 1
0 0 5 10

1A )0@1 0 0 �2
0 1 0 5
0 0 1 2

1A)

) t+10
t(t2�2t+5) =

2
t +

5�2t
t2�2t+5 =

2
t �

2t�5
t2�2t+5

� =
R
2
t dt�

R
2t�5

t2�2t+5dt = 2 ln jtj �
R

2t�2�3
t2�2t+5dt = 2 ln jtj �

R
2t�2

t2�2t+5dt+

3
R

1
t2�2t+5dt =

= 2 ln jtj � ln
��t2 � 2t+ 5��+ 3 R 1

(t�1)2+4dt =

= 2 ln jtj � ln
��t2 � 2t+ 5��+ 3

4

R
1

( t�12 )
2
+1
dt =

= 2 ln jtj � ln
��t2 � 2t+ 5��+ 3

42 arctg
�
t�1
2

�
=

= 2x� ln
��e2x � 2ex + 5��+ 3

2arctg
�
ex�1
2

�
+ C

2a. a. Vypoµcítajte smer, v ktorom je smerová derivácia funkcie f (x; y) =
ln x+y

x�y ; v bode a = (3; 0) maximálna a jej hodnotu. (5b),

b. Ukáµzte, µze plochy x2 � xy � 8x + z + 5 = 0 a 4 + x + 2y = ln z sa
dotýkajú v bode T = (2;�3; 1) :(5b)
a. @f@x =

1
x+y
x�y

(x�y)�(x+y)
(x�y)2 = �2y

(x2�y2) ;
@f
@y =

1
x+y
x�y

(x�y)+(x+y)
(x�y)2 = 2x

(x2�y2) ;
@f
@x (3; 0) =

0; @f@y (3; 0) =
2
3

e = (e1; e2) ^ kek = 1; df(a)de = grad (a) � e =
�
@f(3;0)
@x ; @f(3;0)@y

�
� e =�

0; 23
�
� (e1; e2) = 2

3e2 )
df(a)
de bude maximálne pre maximálne e2

t.j. e2 = 1; tak h
,
ladaný smer je e = (0; 1) ; alebo e = grad(a)

kgrad(a)k =
1

k(0; 23 )k
�
0; 23

�
= (0; 1)

b. x2 � xy � 8x + z + 5 = 0 a 4 + x + 2y = ln z sa dotýkajú v bode
T = (2;�3; 1) : Ukáµzeme, µze pre f1 : z = �5 � x2 + xy + 8x a f2 :
z = e4+x+2y je bod T = (2;�3; 1) spoloµcný dotykový bod a µze dotykové
roviny v tomto sú rovnaké:

Dotykový bod (2;�3; 1) : z = �5� 4� 6 + 16 = 1; z = e4+2�6 = 1
@f1
@x = �2x + y + 8; @f1@y = x; @f2@x = e4+x+2y; @f2@y = 2e4+x+2y; @f1(2;�3)@x =

1; @f1(2;�3)@y = 2; @f2(2;�3)@x = 1; @f2(2;�3)@y = 2; tak
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�1 : z = 1 + 1 (x� 2) + 2 (y � 3)
�2 : z = 1 + 1 (x� 2) + 2 (y � 3)

2b. Vy�etrite stacionárne body a vypoµcítajte lokálne extrémy funkcie f (x; y) =
xy (2� x� y) : (10b)
1� Stacionárne body: gradf (x; y) = 0; @f@x = 2y�2xy�y

2 = y (2� 2x� y) ; @f
@y =

2x� 2xy � x2 = x (2� 2y � x) ;�
y (2� 2x� y) = 0
x (2� 2y � x) = 0

�
)
�
(y = 0) _ (2� 2x� y) = 0
(x = 0) _ (2� 2y � x) = 0

�
)

)
�
x = 0
y = 0

�
;

�
x = 0
y = 2

�
;

�
x = 2
y = 0

�
;

�
x = 2

3
y = 2

3

�
)

a(1) = (0; 0)
a(2) = (0; 2)
a(3) = (2; 0)
a(4) =

�
2
3 ;

2
3

�
2� @2f

@x2 = �2y;
@2f
@y2 = �2x;

@2f
@x@y = 2� 2x� 2y:

1. (a) a(1) : �2 =

���� 0 2
2 0

���� = �4; �1 = 0; sedlo (nemá extrém)
a(2) : �2 =

���� �4 �2
�2 0

���� = �4; �1 = �4; sedlo (nemá extrém)
a(3) : �2 =

���� 0 �2
�2 �4

���� = �4; �1 = 0; sedlo (nemá extrém)
a(4) : �2 =

���� � 4
3 � 2

3
� 2
3 � 4

3

���� = 4
3 > 0; �1 = �

4
3 < 0 ) f

�
2
3 ;

2
3

�
= 8

27

lokálne maximum

3. Vypoµcítajte integrál
RR
A

�
x2 + y

�
dxdy; kde A je ohraniµcená krivkami

: y = 1
2x; xy = 2; x = 1: Naµcrtnite obrázok mnoµziny A. (20b)
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2x = 2
x , x2 � 4 = 0, (x� 2) (x+ 2) = 0

A : 1 � x � 2
1
2x � y � 2

xRR
A

�
x2 + y

�
dxdy =

R 2
1

�R 2
x
1
2x

�
x2 + y

�
dy
�
dx =

=
R 2
1

�h
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i 2
x

1
2x

�
dx =

R 2
1

�
2x+ 2

x2 �
1
8x

2 � 1
2x

3
�
dx =

=
�
� 1
8x

4 � 1
24x

3 + x2 � 2
x

�2
1
= 11
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4. Pouµzitím cylindrických súradníc vypoµcítajte objem mnoµzinyA =
�
(x; y; z) ; x2 + y2 � 1; 0 � z � 2� y2

	
:

Naµcrtnite obrázok mnoµziny A. (20b)
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x = r cos'; y = r sin'; z = z; J = r; potom z x2+y2 � 1; 0 � z � 2�y2
máme

A :
0 � ' � 2�
0 � r � 1
0 � z � 2� r2 sin2 '

;E:O: ['; r; z] :

V =

ZZZ
eA
1dxdydz =

ZZZ
A

1rd'drdz =

=

������A :
x = r cos'; 0 � ' � 2�;
y = r sin'; 0 � r � 1;
z = z; J = r; 0 � z � 2� r2 sin2 ';

E:O: ['; r; z]

������ =
=

2�Z
0

0B@ 1Z
0

2642�r
2 sin2 'Z
0

rdz

375 dy
1CA dx = 2�Z

0

0@ 1Z
0

�
2r � r3 sin2 '

�
dr

1A d' =
=

2�Z
0

�h
r2 � r4

4 sin
2 '
i1
0

�
d' =

2�Z
0

�
12 � 1

4 sin
2 '
�
d' =

=

2�Z
0

d'� 1
4

2�Z
0

sin2 'd' = 2� � �
4 =

7
4� : (20b)
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