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1 Druhý týµzdeµn

V cviµceniach 1 - 19 vypoµcítajte integrály priamym integrovaním (pomocou in-
tegrálov elementárnych funkcií):

1.
R �
3x3 + 2x� 4

�
dx.

�
3
4x

4 + x2 � 4x+ C
�

2.
R �

1
3x

2 � 1
5x
�
dx.

�
1
9x

3 � 1
10x

2 + C
�

3.
R �p

x3 � 1p
x

�
dx.

h
2
5x

5
2 � 2x 1

2 + C
i

4.
R p

x4+2+x�4

x3 dx.
�
ln jxj � 1

4x4 + C
�

5.
R x( 3

p
x�x 3

p
x)

4
p
x

dx.
h
� 12
37

12
p
x37 + 12

25
12
p
x25 + C

i
6.
R
x3�1
x�1 dx.

�
1
3x

3 + 1
2x

2 + x+ C
�

7.
R
exaxdx.

h
exax

1+ln a + C
i

8.
R �
5 cosx� 2x5 + 3

1+x2

�
dx.

�
5 sinx� 1

3x
6 + 3arctg x+ C

�
9.
R �
10�x + x2+2

x2+1

�
dx.

h
� 10�x

ln 10 + x+ arctg x+ C
i

10.
R
(2 sinx� 3 cosx) dx. [�2 cosx� 3 sinx+ C]

11.
R

1p
3�3x2 dx.

h
1p
3
arcsinx+ C

i
12.

R
3:2x�2:3x

2x dx.
h
3x� 3x

2x�1(ln 3�ln 2) + C
i

13.
R
1+cos2 x
1+cos 2xdx.

�
1
2 tg x+

1
2x+ C

�
14.

R
cos 2x

cos2 x sin2 x
dx. [� cotg x� tg x+ C:]

15.
R
tg 2xdx. [tg x� x+ C]

16.
R
cotg2 xdx. [� cotg x� x+ C]

17.
R

dx
cos 2x+sin2 x

. [tg x+ C]

18.
R (1+2x2)
x2(1+x2)dx.

�
� 1
x + arctg x+ C

�
19.

R (1+x)2

x(1+x2)dx. [ln jxj+ 2arctg x+ C]

20.
R
2 sin2

�
x
2

�
dx. [x� sinx+ C]

21.
R 1
0

1
1+x2 dx.

�
�
4

�
22.

R p
3
2

1
2

1p
1�x2 dx.

�
�
6

�
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2 Tretí týµzdeµn

Vypoµcítajte integrály:

1.
R
x arctg xdx:

264 Metóda: per partes
f(x) = arctg x; f 0(x) = 1

1+x2 ; g
0(x) = x; g(x) = x2

2

Výsledok :x
2

2 arctg x+
1
2 arctg x�

1
2x+ C

375

2.
R
xe2xdx:

24 Metóda: per partes 2x
f(x) = x; f 0(x) = 1; g0(x) = e2x; g(x) = 1

2e
2x

Výsledok : 12xe
2x � 1

4e
2x + C

35

3.
�
2R
0

e2x sinxdx:

24 Metóda: per partes 2x
f(x) = e2x; f 0(x) = 2e2x; g0(x) = sinx; g(x) = � cosx

Výsledok : 15 (1 + 2e
�)

35

4.
R
lnxdx:

24 Metóda: per partes
f(x) = lnx; f 0(x) = 1

x ; g
0(x) = 1; g(x) = x

Výsledok : x lnx� x+ C

35

5.
Rp3
1
x arctg xdx:

24 Metóda: per partes
f(x) = arctg x; f 0(x) = 1

1+x2 ; g
0(x) = x; g(x) = x2

2

Výsledok : 5�12 �
1
2

�p
3� 1

�
35

6.
R
arccotg xdx:

24 Metóda: per partes
f(x) = arccotg x; f 0(x) = � 1

1+x2 ; g
0(x) = 1; g(x) = x

Výsledok : x arccotg x+ 1
2 ln

�
x2 + 1

�
+ C

35

7.
R
ln2 xdx:

24 Metóda: per partes 2 krát
f(x) = ln2 x; f 0(x) = 2 lnx � 1x ; g

0(x) = 1; g(x) = x

Výsledok : x ln2 x� 2x lnx+ 2x+ C

35

8.
R

x
cos2 xdx:

24 Metóda: per partes
f(x) = x; f 0(x) = 1; g0(x) = 1

cos2 x ; g(x) = tg x
Výsledok : x tg x+ ln jcosxj+ C

35

9.

p
2
2R
0

arcsin xp
1+x

dx:

2664
Metóda: per partes

f(x) = arcsinx; f 0(x) = 1p
1�x2 ; g

0(x) = (1 + x)
� 1
2 ; g(x) = 2

p
1 + x

Výsledok : �2

q
1 +

p
2
2 + 4

q
1�

p
2
2 � 4

3775

10.
R
x tg2 xdx

24 R
x tg2 xdx =

R
x
�

1
cos2 x � 1

�
dx+Metóda: per partes

f(x) = x; f 0(x) = 1; g0(x) = 1
cos2 x � 1; g(x) = tg x� x

Výsledok : � 1
2x

2 + x tg x+ ln jcosxj+ C

35

11.
R
cos (lnx) dx

24 Metóda: per partes 2 krát
f(x) = cos (lnx) ; f 0(x) = � sin (lnx) 1x ; g

0(x) = 1; g(x) = x
Výsledok : x2 (cos (lnx) + sin (lnx)) + C

35
3



12.
R �
0
x2 sinxdx

24 Metóda: per partes 2 krát
f(x) = x2; f 0(x) = 2x; g0(x) = sinx; g(x) = � cosx

Výsledok : �2 � 4

35

13.
R
arctg 1

x�1dx

24 Metóda: per partes + integrovanie racionálnych funkcií
f(x) = arctg 1

x�1 ; f
0(x) = 1

x2�2x+2 ; g
0(x) = 1; g(x) = x

Výsledok : x arctg 1
x�1 +

1
2 ln

��x2 � 2x+ 2��+ arctg (x� 1) + C
35

14.
R
x2 arcsinxdx

264 Metóda: per partes
f(x) = arcsinx; f 0(x) = 1p

1�x2 ; g
0(x) = x2; g(x) = x3

3

Výsledok : 13x
3 arcsinx+ 1

9x
2
p
(1� x2) + 2

9

p
(1� x2) + C

375

15.
R �

4

0
exp (3x) sin (4x) dx

264 Metóda: per partes 2 krát
f(x) = e3x; f 0(x) = 3e3x; g0(x) = sin (4x) ; g(x) = � 1

4 cos (4x)

Výsledok : 4
25

�
e
3
4� + 1

�
375

16.
R p

2
2

0
arcsin xp
1+x

dx

2664
Metóda: per partes

f(x) = arcsinx; f 0(x) = 1p
1�x2 ; g

0(x) = (1 + x)
� 1
2 ; g(x) = 2 (1 + x)

1
2

Výsledok : �2

q
2+
p
2

2 + 4

q
2�
p
2

2 � 4

3775

17.
R �
x2 + x

�
ln (x+ 1) dx

24 Metóda: substituµcná + per partes+integrovanie racionálnych funkcií
t = x+ 1; dt = dx

Výsledok : 2(x+1)
3�3(x+1)2
6 ln (x+ 1)� 4(x+1)3�9(x+1)2

36 + C

35

18.
R
arcsin

�q
x
x+1

�
dx

2664
Metóda: per partes

f(x) = arcsin
�q

x
x+1

�
; f 0(x) = 1

2
p
x(x+1)

; g0(x) = 1; g(x) = x

Výsledok : x arcsin
q

x
x+1 �

p
x+ arctg

p
x+ C

3775
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3 �tvrtý týµzdeµn

Vypoµcítajte integrály

1.
R �2x+19
x2+x�6dx:

264 Metóda: integrovanie racionálnych funkcií.
�2x+19
x2+x�6 =

3
x�2 �

5
x+3

Výsledok: ln jx�2j
3

jx+3j5 + C

375

2.
R

2
9x2�1dx:

24 Metóda: integrovanie racionálnych funkcií.
2

(3x+1)(3x�1) =
1

3x�1 �
1

3x+1 =
1
3

1
x� 1

3

� 1
3

1
x+ 1

3

Výsledok: 13 ln
�
x� 1

3

�
� 1

3 ln
�
x+ 1

3

�
+ C

35

3.
R

5x2�7x+10
x3�x2�4x�6dx:

26666664
Metóda: integrovanie racionálnych funkcií.

5x2�7x+10
x3�x2�4x�6 =

2
x�3 +

3x�2
x2+2x+2 =

= 2
x�3 +

3
2

2x� 4
3

x2+2x+2 =
2

x�3 +
3
2

2x+2�2� 4
3

x2+2x+2 =

= 2
x�3 +

3
2

2x+2�2� 4
3

x2+2x+2 = 2
x�3 +

3
2

2x+2
x2+2x+2 � 5

1
(x+1)2+1

Výsledok: 2 ln jx� 3j+ 3
2 ln

�
x2 + 2x+ 2

�
� 5 arctg (x+ 1) + C

37777775

4.
R

4x2+x�13
2x3+12x2+11x+5dx:

2666666664

Metóda: integrovanie racionálnych funkcií.
4x2+x�13

2x3+12x2+11x+5 =
4x2+x�13

(x+5)(2x2+2x+1) =
2

x+5 �
3

2x2+2x+1 =

= 2
x+5 �

3
2

1
x2+x+ 1

2

= 2
x+5 �

3
2

1

(x+ 1
2 )

2
+ 1
4

= 2
x+5 �

3
2
1
4

1

(x+1
2 )

2

( 12 )
2 +1

=

= 2
x+5 � 6

1
(2x+1)2+1

Výsledok: 2 ln jx+ 5j � 3 arctg (2x+ 1) + C

3777777775

5.
R

2x+1
x2+2x+5dx:

24 Metóda: integrovanie racionálnych funkcií.
2x+1

x2+2x+5 =
2x+2

x2+2x+5 �
1

(x+1)2+4

Výsledok: ln jx2 + 2x+ 5j�1
2 arctg

x+1
2 + C

35

6.
R

1
x3+1dx

24 Metóda: integrovanie racionálnych funkcií.
1

x3+1 =
1

(x+1)(x2�x+1) =
1

3(x+1) +
1

x2�x+1
�
2
3 �

1
3x
�

Výsledok: 13 ln jx+ 1j �
1
6 ln

�
x2 � x+ 1

�
+

p
3
3 arctg

p
3
3 (2x� 1) + C:

35

7.
R
x5+x4�7x3+8x�3

x3+x2�6x dx:

264 Metóda: integrovanie racionálnych funkcií.
x5+x4�7x3+8x�3

x3+x2�6x = x2 � 1 + 1
2x +

1
2(x�2)

Výsledok: x
3

3 � x+
1
2 ln jx(x� 2)j+ C

375
8.
R

6x�13
(4x2+4x+17)2

dx:

�
Metóda: integrovanie racionálnych funkcií.
Výsledok:� x+2

2(4x2+4x+17) �
1
16 arctg

2x+1
4 + C

�

9.
R

1
x3+1dx

�
Metóda: integrovanie racionálnych funkcií.

Výsledok: 13 ln jx+ 1j �
1
6 ln

�
x2 � x+ 1

�
+

p
3
3 arctg

p
3
3 (2x� 1) + C:

�

5



10.
R
x5+x4�7x3+8x�3

x3+x2�6x dx:

�
Metóda: integrovanie racionálnych funkcií.
Výsledok: x

3

3 � x+
1
2 ln jx(x� 2)j+ C

�

11.
R
2x3�2x2+4x�4

x4+4 dx:

24 Návod: x4 + 4 = x4 + 4x2 + 4� 4x2 = (x2 + 2)2 � (2x)2:
Metóda:integrovanie racionálej funkcie.

Výsledok:12 ln
��
x2 � 2x+ 2

� �
x2 + 2x+ 2

��
� 2 arctg (x+ 1) + C

35
12.

R
7�x

x3�x2+3x+5dx

"
Metóda: integrovanie racionálnych funkcií.
Výsledok: ln jx+1jp

x2�2x+5 +
1
2 arctg

�
x�1
2

�
+ C:

#

13.
R ln(1�x+x2)

x2 dx

264 Metóda: per partes+integrovanie racionálnych funkcií
f(x) = ln

�
1� x+ x2

�
; f 0(x) = 2x�1

1�x+x2 ; g
0(x) = x�2; g(x) = x�1

(�1)
Výsledok : � 1

x ln
�
x2 � x+ 1

�
� ln jxj+ 1

2 ln
�
x2 � x+ 1

�
+
p
3 arctg

p
3
3 (2x� 1) + C

375

14.
R
sinx ln (tg x) dx

24 Metóda: per partes+substitúcia
f(x) = ln (tg x) ; f 0(x) = 1

sin x cos x ; g
0(x) = sinx; g(x) = � cosx

Výsledok : � cosx ln (tg x) + ln
��tg x2 ��+ C

35

15.
R
arccosxdx:

24 Metóda: per partes + substitúcia
f(x) = arccosx; f 0(x) = � 1p

1�x2 ; g
0(x) = 1; g(x) = x

Výsledok : x arccosx�
p
1� x2 + C

35

16.
R

cos x
sin2 x+5 sin x�6dx:

24 Metóda: substituµcná + integrovanie racionálnych funkcií
t = sinx; dt = cosxdx
Výsledok : 17 ln

1�sin x
sin x+6

35

17.
�
2R
0

cos x
sin2 x+sin x�6dx:

24 Metóda: substituµcná + integrovanie racionálnych funkcií
t = sinx; dt = cosxdx; x = 0! t = 0; x = �

2 ! t = 1
Výsledok : 15 ln

3
8

35

18.
R �

2

0
sin x

6�5 cos x+cos2 xdx:

24 Metóda: substituµcná + integrovanie racionálnych funkcií
t = cosx; dt = � sinxdx; x = 0! t = 1; x = �

2 ! t = 0
Výsledok : ln 43

35

19.
R ex(ex�1)

e2x+1 dx:

24 Metóda: substituµcná + integrovanie racionálnych funkcií
t = ex; dt = exdx

Výsledok : 1
2 ln

�
e2x + 1

�
� arctg (ex) + C

35

20.
R �2 sin x
cos2 x+2 cos x+5dx:

24 Metóda: substituµcná + integrovanie racionálnych funkcií
t = cosx; dt = � sinxdx

Výsledok : arctg
�
cos x+1

2

�
+ C

35

21.
R

1
sin xdx:

26664
R

1
sin xdx =

R
sin x
sin2 x

dx =
R

sin x
1�cos2 xdx

Metóda: substituµcná + integrovanie racionálnych funkcií
t = cosx; dt = � sinxdx

Výsledok : 1
2 ln

��� cos x�1cos x+1

���+ C

37775
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4 Piaty týµzdeµn

1.
R

2
x(ln x�2)(ln2 x�2 ln x+2)dx:

264 Metóda: substituµcná+integrovanie racionálnych funkcií
t = lnx; dt = 1

xdx;

Výsledok : ln jln x�2j
((ln x�1)2+1)

1
2
� arctg (lnx� 1) + C

375

2.
R

1
cos xdx:

264 Metóda: substituµcná + integrovanie racionálnych funkcií
t = tg x2 ; x = 2arctg t; dx =

2
1+t2 dt; cos t =

1�t2
1+t2 :

Výsledok : ln
��� tg x

2+1

tg x
2�1

���+ C
375

3.
R 64
1

2
p
x

x( 3
p
x+

p
x)
dx:

24 Metóda: substituµcná
t = 6

p
x; x = t6; dx = 6t5dt; x

1
3 = t2; x

1
2 = t3:

Výsledok: 12 ln 32

35

4.
R

x
1+
p
x�1dx:

24 Metóda: substituµcná+ integrovanie racionálnych funkcií
t =

p
x� 1; x = t2 + 1; dx = 2tdt:

Výsledok: 2
3 (x� 1)

3
2 � x+ 1 + 4

p
x� 1� 4 ln

�
1 +

p
x� 1

�
+ C

35

5.
R q

1�x
1+x

dx
x :

266664
Metóda: substituµcná+ integrovanie racionálnych funkcií

t =
q

1�x
1+x ; x =

1�t2
1+t2 ; dx = �

4t
(1+t2)2

dt:

Výsledok: ln

�����
q

1�x
1+x�1q
1�x
1+x+1

�����+ 2arctgq 1�x
1+x + C

377775

6.
R p

x2 + 4x+ 3 dx:

266664
Metóda: Eulerova substitúciap

x2 + 4x+ 3 = x� t; x = t2�3
2(t+2) ; dx =

2t2+8t+6
4(t+2)2

dt:

Výsledok: � 1
8

�
x�

p
x2 + 4x+ 3

�2 � 1
2

�
x�

p
x2 + 4x+ 3

�
+

+ 1
2 ln

��x�px2 + 4x+ 3 + 2��+ 1

8(x�
p
x2+4x+3+2)

2 + C

377775

7.
R

1
x�

p
x2�x+1 dx:

26664
Metóda: Eulerova substitúciap

x2 � x+ 1 = x+ t; x = 1�t2
2t+1 ; dx =

�2t2�2t�2
(2t+1)2

dt:

Výsledok: 2 ln
��x�px2 � x+ 1���2 ln ��2px2 � x+ 1� 2x+ 1��+

+ 1

2(
p
x2�x+1�2x+1)

+ C

37775

8.
R �

2
�
3

1
3+cosxdx.

2666664
Metóda: univerzálna trigonometrická substitúcia+

+integrovanie racionálnej funkcie.
t = tg x2 ; x = 2arctg t; dx =

2
1+t2 dt; cos t =

1�t2
1+t2 :

x = �
3 ! t = 1p

3
; x = �

2 ! t = 1;

Výsledok: 1p
2

h
�
4 � arctg

1p
6

i

3777775

7



9.
R

1
sin x�cos xdx.

2666664
Metóda: univerzálna trigonometrická substitúcia+

+integrovanie racionálnej funkcie.
t = tg x2 ; x = 2arctg t; dx =

2
1+t2 dt;

cos t = 1�t2
1+t2 ; sin t =

2t
1+t2 :

Výsledok : 1p
2
ln
��� tg x

2+1�
p
2

tg x
2+1+

p
2

���+ C

3777775

10.
R
1�sin x
1+cosxdx.

266664
Metóda: univerzálna trigonometrická substitúcia+

+integrovanie racionálnej funkcie.
t = tg x2 ; x = 2arctg t; dx =

2
1+t2 dt;

cos t = 1�t2
1+t2 ; sin t =

2t
1+t2 :

Výsledok : tg x2 � ln
�
tg2 x2 + 1

�
+ C

377775

11.
R �

2

0
1

3�2 sin x+cos xdx.

26666664

Metóda: univerzálna trigonometrická substitúcia+
+integrovanie racionálnej funkcie.
t = tg x2 ; x = 2arctg t; dx =

2
1+t2 dt;

cos t = 1�t2
1+t2 ; sin t =

2t
1+t2 :

x = 0! t = 0; x = �
2 ! t = 1;

Výsledok :�4

37777775

12.
R �

3
�
4

1+tg 2x
(1+tg x)2

dx.

2664
Metóda:trigonometrická substitúcia+integrovanie racionálnej funkcie.

t = tg x; x = arctg t; dx = 1
1+t2 dt;

x = �
4 ! t = 1; x = �

3 ! t =
p
3:

Výsledok : 2�
p
3

2

3775

13.
R ln 5
0

ex
p
ex�1

ex+3 dx:

2664
Metóda: substituµcná + integrovanie racionálnych funkcií
t = ex � 1; dt = exdx; x = 0! t = 0; x = ln 5! t = 4

s =
p
t; t = s2; dt = 2sds; t = 0! s = 0; t = 4! s = 2

Výsledok : 4� �

3775
14.

R
ex+10

e2x�2ex+5dx:

�
Metóda: substituµcná+integrovanie racionálnych funkcií

Výsledok : 2x� ln
�
e2x � 2ex + 5

�
+ 3

2 arctg
�
1
2e
x � 1

2

�
+ C

�

15.
R
x2e

p
xdx:

"
Metóda: substitúcia + per partes

Výsledok :
h
2 (
p
x)
5 � 10x2 + 40 (

p
x)
3 � 120x+ 240

p
x� 240

i
e
p
x + C

#

8



5 Kvadratické plochy

Elipsoid x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1;
�
x2

9 +
y2

6 +
z2

4 = 1
�

2.5
1.25

0
-1.25

-2.5

2.5
1.25

0
-1.25

2

1

0

-1

-2x y
zx y
z

Eliptická valcová plocha x2

a2 +
y2

b2 = 1;
�
x2

4 +
y2

3 = 1
�

2.5
1.25

0
-1.25

-2.5

2
1

0
-1

-2

2.5

1.25

0

-1.25

-2.5
x

y
zx

y
z

Eliptická kuµze
,
lová plocha x2

a2 +
y2

b2 �
z2

c2 = 0;
�
x2

4 +
y2

3 �
z2

4 = 0
�

7 .5
5

2 .5
0

-2.5
-5

-7.5

5
2 .5

0
-2.5

-5

7 .5

5

2 .5

0

-2.5

-5

-7.5
x y

z

x y

z

Eliptický paraboloid x2

a2 +
y2

b2 �
z
c = 0;

�
x2

4 +
y2

3 �
z
1 = 0

�
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10
5

0
-5

-10

5
2.5

0
-2.5

-5

25

20

15

10

5

0

x
y

z

x
y

z

Parabolická valcová plocha z = ax2; �z = 1
4x

2
�

5

2.5

0

-2.5

-5

5

2.5

0

-2.5

-5

6.25
5

3.75
2.5

1.25
0

x y

z

x y

z

Hyperbolický paraboloid x2

a2 �
y2

b2 �
z
c = 0;

�
x2

4 �
y2

3 �
z
2 = 0

�

5
2.5

0
-2.5

-5

5
2.5

0
-2.5

-5

10

5

0

-5

-10

-15

x y

z

x y

z

Hyperbolická valcová plocha y2

b2 �
x2

a2 = 1;
�
y2

4 �
x2

3 = 1
�
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7.5
5

2.5
0

-2.5
-5

-7.5

10
5

0
-5

-10
5
2.5
0
-2.5
-5

x

y
z

x

y
z

Jednodielny hyperboloid x2

a2 +
y2

b2 �
z2

c2 = 1;
�
x2

4 +
y2

3 �
z2

5 = 1
�

4
2

0
-2

-4

2.5
1.25

0
-1.25

-2.5

3.75

2.5

1.25

0

-1.25

-2.5

-3.75x y
zx y
z

Dvojdielny hyperboloid z2

c2 �
x2

a2 �
y2

b2 = 1;
�
z2

5 �
x2

4 �
y2

3 = 1
�

10
5

0
-5

-10

7.552.50-2.5-5-7.5

10

5

0

-5

-10

x y

z

x y

z
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6 �iesty týµzdeµn

Nájdite de�niµcný obor daných funkcií (aj naµcrtnite):

1. f (x; y) =
p
x2 + y2 � r2; kde r � 0 je reálne µcíslo.

�
D (f) =

�
(x; y) 2 R2; x2 + y2 � r2

	�
2. g (x; y) = 1p

r2�x2�y2
; kde r � 0 je reálne µcíslo.

�
D (g) =

�
(x; y) 2 R2; x2 + y2 < r2

	�
3. f (x; y) = ln (�x� y) :

�
D (f) =

�
(x; y) 2 R2; x < �y

	�
4. f (x; y; z) = ln

�
1� x2 � y2 + z2

�
:
�
D (f) =

�
(x; y; z) 2 R3; x2 + y2 � z2 < 1

	�
5. f (x; y; z) = arccos (2x� 1) +

p
1� y2 +py + ln

�
4� z2

�
:�

D (f) =
�
(x; y; z) 2 R3; 0 � x � 1; 0 � y � 1; �2 < z < 2

	�
6. f (x; y) =

p
4� x2 � y2 + 2x� 4y:

h
D (f) =

n
(x; y) 2 R2; (x� 1)2 + (y + 2)2 � 9

oi
Vypoµcítajte limity:

7. lim(x;y)�!(0;2)
3y2�3xy�6y
1�
p
x�y+3 : [12]

8. lim(x;y)�!(3;4)
4�
p
x+3y+1

15�x�3y :
�
1
8

�
9. lim(x;y)�!(�2;1)

(2x+y)2�9
4xy+2y2+6y : [�3]

10. lim(x;y)�!(4;0)
tg(xy)
y : [4]

11. lim(x;y)�!(0;0)
2�
p
4�xy
xy :

�
1
4

�
12. lim(x;y;z)�!(1;1;1)

sin(x+y�z�1)
x+y�z�1 : [1]

13. lim(x;y)�!(2;3)
sin x+2

(x2�y2+5)2 . [+1]

14. lim(x;y)�!(0;0)
2xy

xy+2x�y : [neexistuje]

15. lim(x;y)�!(0;0)
xy2

x2+y4 : [neexistuje]

16. Dode�nujte funkciu f (x; y) = xy
3�
p
xy+9

tak, aby bola v bode (0; 0) spojitá.
[f (0; 0) = �6]

17. Dode�nujte funkciu f (x; y) = x3�y3
x4�y4 tak, aby bola v bode (2; 2) spojitá.�

f (2; 2) = 3
8

�
18. Dode�nujte funkciu f (x; y) = x2y2

x2y2+x�y tak, aby bola v bode (0; 0) spojitá.
[Funkcia sa nedá dode�nova ,t v bode (0; 0) aby bola spojitá]

12



19. Daná je funkcia f : R2 �! R predpisom

f (x; y) =

(
x2+y2p

x2+y2+1�1
(x; y) 6= (0; 0)

2 (x; y) = (0; 0)
:

Zistite, µci je v bode (0; 0) spojitá. [Je spojitá]

20. Daná je funkcia f : A =
�
x 2 R2 : y 6= 0

	
�! R; f (x; y) = sin(6xy)

y :

Dode�nujte funkciu v bode (3; 0) tak, aby bola v tomto bode spojitá.
spojitá. [f (3; 0) = 18]

21. Daná je funkcia f : R2 �! R predpisom

f (x; y) =

� xy
x2+y2 (x; y) 6= (0; 0)
0 (x; y) = (0; 0)

:

Zistite, µci je f spojitá. [Je spojitá v�ade s výnimkou bodu (0; 0)]

13



7 Siedmy týµzdeµn

1. Zistite, µci je funkcia f : R2 �! R; f (x; y) =

(
x2+y2p

x2+y2+1�1
(x; y) 6= (0; 0)

1 (x; y) = (0; 0)
diferencovate

,
lná v bode (0; 0) :

[nie je]

2. Zistite, µci je funkcia f : R2 �! R; f (x; y) =
p
jxyj diferencovate ,lná v

bode (0; 0) :

[nie je]

3. Daná je funkcia f : R3 �! R; f (x; y; z) =

(
2x�3y+z2p
x2+y2+z2

(x; y; z) 6= (0; 0; 0)
0 (x; y; z) = (0; 0; 0)

:Vypoµcítajte

(a) parciálne derivácie v bode (0; 0; 0) ;

(b) zistite, µci je funkcia v bode (0; 0; 0) diferencovate
,
lná.

h
@f
@x (0; 0; 0) =1;

@f
@y (0; 0; 0) = �1;

@f
@z (0; 0; 0) neexistuje; nie je diferencovate

,
lná
i

4. Pomocou de�nície vypoµcítajte parciálne derivácie funkcie f (x; y) =
�
x2 + y

�
sin (x+ y)

v bode a = (0; �) :h
@f
@x (0; �) = ��;

@f
@y (0; �) = ��

i
5. Pomocou de�nície vypoµcítajte parciálne derivácie funkcie f (x; y) = 4x3�
2y2 + 3xy2 + 5y v bode a = (1; 2) :h
@f
@x (1; 2) = 24;

@f
@y (1; 2) = 9

i
6. Pomocou de�nície vypoµcítajte parciálne derivácie funkcie f (x; y) =

( �
x2 + y2

�
cos

�
1

x2+y2

�
(x; y) 6= (0; 0)

0 (x; y) = (0; 0)
v bode a = (0; 0) :h
@f
@x (0; 0) = 0;

@f
@y (0; 0) = 0

i
7. Vypoµcítajte @f(x;y)

@x a @2f(x;y)
@y@x ke

,
d f (x; y) =

(
2x3

x2+y2 (x; y) 6= (0; 0)
0 (x; y) = (0; 0)

:h
@f(x;y)
@x = 2x4+6x2y2

(x2+y2)2
; @f(0;0)@x = 2; @

2f(x;y)
@y@x = 4x4y�12x2y3

(x2+y2)3
; @

2f(0;0)
@y@x � neexistuje

i
8. Nech f : R2 �! R; f (x; y) =

� �
x2 + y2

�
sin 1

x2+y2 (x; y) 6= (0; 0)
0 (x; y) = (0; 0)

:

Vypoµcítajte @2f(0;0)
@y@x ; @

2f(0;0)
@x@y :h

@2f(0;0)
@y@x = 0; @

2f(0;0)
@x@y = 0

i

14



9. Vypoµcítajte rovnicu dotykovej roviny a normály ku grafu funkcie f (x; y) =
xy v bode T = (?; 2; 2) :

[� : 2x+ y � z � 2 = 0; n : x = 1 + 2t; y = 2 + t; z = 2� t:]

10. Vypoµcítajte rovnicu dotykovej roviny a normály ku grafu funkcie f (x; y) =
2x2 + y2 v bode T = (1; 1; ?) :

[� : 4x+ 2y � z � 3 = 0; n : x = 1 + 4t; y = 1 + 2t; z = 3� t ]

11. Vypoµcítajte parciálne derivácie, gradient a diferenciál funkcie f (x; y) =

2
(3x2+4y2)2 v bode a= (�1; 1) :

� @f
@x (�1; 1) =

24
343 ;

@f
@y (�1; 1) = �

32
343 ; grad f (�1; 1) =

�
24
343 ;�

32
343

�
;

Df (�1; 1) (h) = 24
343h1 �

32
343h2; kde h = (h1; h2)

�

12. Vypoµcítajte @f(x;y)
@x a @2f(x;y)

@y@x ke
,
d f (x; y) =

(
2x3

x2+y2 (x; y) 6= (0; 0)
0 (x; y) = (0; 0)

:h
@f(x;y)
@x = 2x4+6x2y2

(x2+y2)2
; @f(0;0)@x = 2; @

2f(x;y)
@y@x = 4x4y�12x2y3

(x2+y2)3
; @

2f(0;0)
@y@x � neexistuje

i
13. Nech f : R2 �! R; f (x; y) =

� �
x2 + y2

�
sin 1

x2+y2 (x; y) 6= (0; 0)
0 (x; y) = (0; 0)

:

Vypoµcítajte @2f(0;0)
@y@x ; @

2f(0;0)
@x@y :h

@2f(0;0)
@y@x = 0; @

2f(0;0)
@x@y = 0

i
14. Vypoµcítajte deriváciu funkcie f (x; y) = ey cos (x+ y) v bode a =

�
�
2 ; 0

�
v smere vektora e =

�
1
2 ;

p
3
2

�
:h

df
de (a) = f:e (a) = �

1
2

�
1 +

p
3
�i

15. Nájdite deriváciu funkcie f (x; y) = 3x2 � 6xy + y2 v bode a =
�
� 1
3 ;�

1
2

�
v smere

,
lubovo

,
lného jednotkového vektora e: Zistite v akom smere je

derivácia

(a) nulová,
h
e1 =

�
�
p
2
2 ;

p
2
2

�
; e2 =

�p
2
2 ;�

p
2
2

�i
(b) najväµc�ia,

h
e3 =

�p
2
2 ;

p
2
2

�i
(c) najmen�ia.

h
e4 =

�
�
p
2
2 ;�

p
2
2

�i

15



8 Ôsmy týµzdeµn

V nasledujúcich príkladoch nájdite lokálne extrémy funkcií

1. f (x; y) = 2x3�xy2+5x2+y2:
�
f (0; 0) = 0 lokálne minimum, sedlové body (1; 4) ; (1;�4);

�
� 5
3 ; 0
��

2. f (x; y) = e2x
�
x+ y2 + 2y

�
:�

f
�
1
2 ;�1

�
= � e

2 lokálne minimum
�

3. f (x; y) = x3 + y3 + 3xy + 2:

[f (�1;�1) = 3 lokálne maximum, sedlový bod (0; 0)]

4. f (x; y) = 5xy + 25
x +

8
y ; x > 0; y > 0:�

f
�
5
2 ;

4
5

�
= 30 lokálne minimum

�
5. f (x; y) = 1

2y + (47� x� y)
�
x
3 +

y
4

�
:

[(�99; 140) sedlový bod]

6. f (x; y) = xy (2� x� y) :�
f
�
2
3 ;

2
3

�
= 8

27 lokálne maximum , sedlové body (0; 0) ; (0; 2) ; (2; 0)
�

7. f (x; y) = e�x
2�y2 �2y2 + x2� : �f (0; 0) = 0 lokálne minimum, f (0; 1) = 2

e ; f (0;�1) =
2
e lokálne maximum, sedlové body (1; 0) ; (�1; 0)

�
8. f (x; y) = x2y2 (3� 4x+ 6y) :2664

f
�
3
10 ;�

1
5

�
= 27

12400 lokálne maximum,
v bodoch

�
(x; 0) : x > 3

4

	
^
�
(0; y) : y < 1

2

	
sú lokálne maximá, pre ktoré f (:; :) = 0;

v bodoch
�
(x; 0) : x < 3

4

	
^
�
(0; y) : y > 1

2

	
sú lokálne minimá, pre ktoré f (:; :) = 0;

sedlové body
�
3
4 ; 0
�
a
�
0; 12

�
:

3775
9. f (x; y; z) = x2 + y2 + z2 � xy + 2z + x:�

f
�
� 2
3 ;�

1
3 ;�1

�
= � 4

3 lokálne minimum
�

10. f (x; y; z) = 3x2 + 3x+ 2y2 + 2yz + 2y + 2z2 � 2z:�
f
�
� 1
2 ;�1; 1

�
= � 11

4 lokálne minimum
�

11. f (x; y; z) = 2x2 + y2 + 2z � xy � xz:
[(2; 1; 7) - sedlový bod]

12. f (x; y; z) = x2 + y2 + z2 + 2x+ 4y � 6z:
[f (�1;�2; 3) = �14 lokálne minimum]

13. f (x; y; z) = y2 + 2z2 + 2x� xy � xz:��
8
3 ;

4
3 ;

2
3

�
- sedlový bod

�
14. f (x; y; z) = x3+y2+z2+12xy+2z: [f (24;�144;�1) = �6913 lokálne minimum, (0; 0;�1) - sedlový bod]
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9 Deviaty týµzdeµn

Vypoµcítajte dvojné integrály:

1.
RR
I

x

(1+x2+y2)
3
2
dxdy; I = h0; 1i � h0; 1i :

h
ln 2+

p
2

1+
p
3

i
2.
RR
I

1
(1�xy)2 dxdy; I = h2; 3i � h1; 2i :

�
ln
�
6
5

��
Vypoµcítajte dvojné integrály, naµcrtnite obrázok mnoµziny A : (Na nasle-
dujúcich obrázkoch sú pre Va�u lep�iu predstavu nakreslené odpovedajúce
hranice elementárnych oblastí.)

3.
RR
A
yexdxdy; A =

�
(x; y) ; y2 � x � y + 2

	
:

26666666666664
53 .7 52 .51 .2 50

2 .5

1 .2 5

0

- 1 .2 5

- 2 .5

x

y

x

y

1
2

�
e4 + 5e

�

37777777777775

4.
RR
A
x2

y2 dxdy; A =
�
(x; y) ; 0 � 1

x � y � x; x � 2
	
:

266666666666664 21 .510 .50

3

2 .5

2

1 .5

1

0 .5

0

x

y

x

y

9
4

377777777777775

5.
RR
A

�
3x2 + 2y

�
dxdy; A =

�
(x; y) ; x2 � y �

p
x; x � 0

	
:

266666666666664 1 .51 .2510 .750 .50 .250

1 .5

1 .25

1

0 .75

0 .5

0 .25

0

x

y

x

y

39
70

377777777777775
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6.
RR
A
xydxdy; A =

�
(x; y) ; x� 4 � y; y2 � 2x

	
:

2666666666664
7.56.2553.752.51.250

5

2.5

0

-2.5

-5

x

y

x

y

90

3777777777775

7.
RR
A

p
xy � y2dxdy; A =

�
(x; y) ; 0 � y � 3; x

10 � y � x
	
:

26666666666664 302520151050

3.5

3

2.5

2

1.5

1

0.5

0

x

y

x

y

162

37777777777775
8.
RR
A

�
x2 + y

�
dxdy; A je ohraniµcená krivkami y = 1

2x; y = 2x; xy = 2; x �

0:

266666666666664 2 .521 .510 .50

2 .5

2

1 .5

1

0 .5

0

x

y

x

y

17
6

377777777777775
9.
RR
A

1
x+y+1dxdy; A je trojuholník KLM; K = (1; 2) ; L = (5; 2) ; M =

(4; 4) :

26666666666664 53 .7 52 .51 .2 50

5

3 .7 5

2 .5

1 .2 5

0

x

y

x

y

72
5 ln 18� 16 ln 16 +

8
5 ln 8

37777777777775
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10 Desiaty týµzdeµn

Vypoµcítajte trojné integrály. Naµcrtnite obrázok mnoµziny A:

1.
RRR

A
(1� x) yzdxdydz; A = f(x; y; z) ; x � 0; y � 0; z � 0; z � 1� x� yg :2666666666664

1

0.75

0.5

0.25

0

1
0.750.5

0.25
0

1

0.5

0

-0.5

-1

x

y

z

x

y

z

1
144

3777777777775
2.
RRR

A
zdxdydz; A =

n
(x; y; z) ; x � 0; y � 0;

p
x2 + y2 � z �

p
1� x2 � y2

o
:266666666666664

1
0 .7 5

0 .5
0 .2 5

0

10 .7 50 .50 .2 50

1

0 .7 5

0 .5

0 .2 5

0

x

y

z

x

y

z

�
8

377777777777775

3.
RRR

A

�
x2 + y2

�
dxdydz; A =

�
(x; y; z) ; x2 + y2 � 2z; z � 2

	
:

266666666666664 1
0.5

0
-0 .5

-1

1
0.50-0 .5

-1

2

1.5

1

0.5

0

x

y

z

x

y

z

16
3 �

377777777777775
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11 Jedenásty týµzdeµn

V príkladoch 1 - 8 vypoµcítajte dvojné integrály pouµzitím vhodnej transformácie:

1.
RR
A

p
1� x2 � y2dxdy; A =

�
(x; y) ; x2 + y2 � 1; x � 0; y � 0

	
:

266666666664 10.750.50.250

1

0.75

0.5

0.25

0

x

y

x

y

�
6

377777777775

2.
RR
A
xy2dxdy; A =

�
(x; y) ; 2y � x2 + y2 � 4y

	
:

2666666666664 210-1-2

4

3

2

1

0

x

y

x

y

0

3777777777775

3.
RR
A
sin
p
x2 + y2dxdy; A =

�
(x; y) ; �2 � x2 + y2 � 4�2

	
:

266666666664
1050-5-10

10

5

0

-5

-10

x

y

x

y

�6�2

377777777775

4.
RR
A

p
a2 � x2 � y2dxdy; A =

�
(x; y) ; x2 + y2 � ax

	
:

26666666664
21.510.50

1

0.5

0

-0.5

-1

x

y

x

y

a3

3

�
� � 4

3

�

37777777775
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5.
RR
A
arctg yxdxdy; A =

n
(x; y) ; 1 � x2 + y2 � 9; xp

3
� y �

p
3x
o
:

266666666664 3.532.521.510.50

3.5

3

2.5

2

1.5

1

0.5

0

x

y

x

y

�2

6

377777777775
6.
RR
A
(1� 2x� 3y) dxdy; A =

�
(x; y) ; x2 + y2 � 4

	
: [4�]

7.
RR
A
sin
�
�
p
x2 + y2

�
dxdy; A =

�
(x; y) ; x2 + y2 � 1; 0 � x � y

	
:
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8.
RR
A
ln
�
1 + x2 + y2

�
dxdy; A =

�
(x; y) ; y �

p
R2 � x2; x � 0; y � 0

	
:�

�
4

�
1 +R2

�
ln
�
1 +R2

�
�R2

�
V úlohách 9 �11 vypoµcítajte plo�ný obsah rovinných obrazcov urµcených
mnoµzinou A; ke

,
d

9. A je ohraniµcená krivkami: y = 1
2 (x� 2)

2 a x2+y2 = 4:
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Prieseµcník kriviek: y = 1

2 (x� 2)
2 a x2+y2 = 4 : x2+

�
1
2 (x� 2)

2
�2
= 4)

) x2 � 4 +
�
1
2 (x� 2)

2
�2
= 0) 4 (x� 2) (x+ 2) + (x� 2)4 = 0)

) (x� 2)
h
4 (x+ 2) + (x� 2)3

i
= 0) (x� 2)

�
4x+ 8 + x3 � 6x2 + 12x� 8

�
=

0)
) x (x� 2)

�
x2 � 6x+ 16

�
= 0 ) x1 = 0; x2 = 2; ostatné korene sú

komplexné

A : 0 � x � 2; 12 (x� 2)
2 � y �

p
4� x2
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P =

ZZ
A

1dxdy =

2Z
0

0B@
p
4�x2Z

1
2 (x�2)

2

1dy

1CA dx = 2Z
0

�p
4� x2 � 1

2 (x� 2)
2
�
dx =

=

2Z
0

p
4� x2dx� 1

2

2Z
0

(x� 2)2 dx =

��������
x = 2 sin t

dx = 2 cos tdt
x = 0$ t = 0
x = 2$ t = �

2

�������� =
�
2Z
0

p
4� 4 sin2 t2 cos tdt�

1
2

h
(x�2)3
3

i2
0
=

= 4

�
2Z
0

cos2 tdt� 1
6

�
0� (�2)3

�
dx = 4 12

�
2Z
0

(1 + cos 2t) dt� 4
3 = 2

�
t+ sin 2t

2

��
2

0
�

4
3 = � �

4
3

10. A =
�
(x; y) ; 0 � y � x; x2 + y2 � 2x

	
:
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11. A =
�
(x; y) ; x � y �

p
3x; 4x � x2 + y2 � 8x

	
:
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12 Dvanásty týµzdeµn

V úlohách 1 �5 vypoµcítajte trojné integrály pouµzitím vhodnej transformácie.
Naµcrtnite obrázok mnoµziny A:

1.
RRR

A
z2dxdydz; A =

n
(x; y; z) ; x � 0; y � 0;

p
x2 + y2 � z �

p
2� x2 � y2

o
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2.
RRR

A

�
x2 + y2 + z2

�
dxdydz; A =

�
(x; y; z) ; x2 + y2 � z2; x2 + y2 + z2 � R2
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3.
RRR

A

p
x2 + y2 + z2dxdydz; A =

�
(x; y; z) ; x2 + y2 + z2 � z
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4.
RRR

A
xyp
z
dxdydz; A =

n
(x; y; z) ; x � 0; y � 0; 0 � z � 3; x24 +

y2

4 �
z2

9 � 0
o
:
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5.
RRR

A
x2yzdxdydz; A =

�
(x; y; z) ; x � 0; y � 0; z � 0; 4x2 + y2 + z2 � 1

	
:266666666664
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V úlohách 6 �10 nájdite objem mnoµziny A: Naµcrtnite obrázok!

6. A =
�
(x; y; z) ; x2 + y2 � 1; 0 � z � y2

	
:
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7. A =
�
(x; y; z) ; x2 + y2 � 2x; x2 + y2 + z2 � 4

	
:
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8. A je ohraniµcená plochami z = 6�x2�y2 a z =
p
x2 + y2:
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9. A je ohraniµcená plochami 2z = x2+y2; z =
p
x2 + y2:
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10. A je ohraniµcená plochami x2+y2 = 2x; x2+y2 = z�2; z = 0:
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