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PREDHOVOR

Matematika je univerzélny jazyk pre fyzikdlne a technické vedy. Preto je nutné
aby studenti FEI STU Bratislava rozumeli zdkladnym matematickym pojmom z
linedrnej algebry ako aj z matematickej analyzy. Tento ucebny text z matematickej
analyzy som vypracoval ako u¢ebny text pre studijné odbory AM, ENE, ET, JFI
pocas zimného semestra skolského roku 2017,/2018 .






Part 1

Linearna algebra.
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Mnohé fyzikdlne a elektrotechnické aplikdcie si vyzaduji, aby studenti rozumeli
zékladnym pojmom z linedrnej algebry. Takisto operdcie s maticami, a determi-
nantami a zdkladné poznatky z teérie polynémov nutne patria k "povinnej vybave"
kazdého studenta FEI STU.
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Chapter 1 REALNE A KOMPLEXNE
CiSLA.

2.a+(b+c)=(a+b)+c

3.a+0=a

4. a+(—-a)=0

5. ab = ba

6. a(bc) = (ab) c

7. la=a

8. ak a # 0, tak El%eRaplatz’ a%zl
9. a(b+c)=ab+ac

V mnozine redlnych ¢isel R neexistuje ¢islo, ktoré by bolo riesenim rovnice
72 +1=0. (1.1)

Aby sme odstréanili tento defekt v ¢iselnom systéme zavedieme nové ¢islo, ktoré oz-
nac¢ime ¢ a voldme imagindrna jednotka. Toto ¢islo splina zdkladné zdkony algebry:
asociativny, komutativny a distributivny zédkon a okrem toho rovnost’

i2 = —1. (1.2)
Potom rovnica (1) mé dva korene i a —i.

Definition 2 Vyraz tvaru z = x + 1y, kde x, y € R sa nazyva komplexné ¢islo.
Takyto tvar komplexnijch ¢isel sa nazyjva algebricky alebo kartézsky tvar komplexného
¢isla z. Redlne ¢islo x sa nazyva redlna cast’ komplexného ¢isla z, redlne cislo y
nazyvame imagindarna cast’komplexného cisla z, ¢o oznacujeme r = Rez, y = Im z.
MnoZinu vsetkyich komplexnych cisel budeme oznacovat C a mmnozinu vsetkych
bodov (z, y) v rovine Oxy, ktoré odpovedaji komplexnym ¢islam x + iy nazgvame
komplexnd rovina. Existuje jednoznacné priradenie medzi C a mnoZinou vsetkyjch
komplexnijch bodov v komplexnej rovine a odteraz nebudeme rozliSovat' medzi tymito
mnozinams.

Geometricky komplexné ¢islo z = x + 1y odpovedd bodu so sturadnicami (x, y)
v rovine Oxy alebo vektoru R = (z, y).

V C st operdcie s¢itania a ndsobenia urcené vztahom (1.2) a 1.-9. z vety 1.1.
Nech z; = 1 + iy1 a 25 = T9 + 1. Sticet a rozdiel dvoch komplexnych ¢isel

Z1 + Z9 = (l’l + 132) + Z(yl + y2>,
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ndsobenie dvoch komplexnych ¢isel

2120 = (X129 — Y1Y2) + 1 (T1y2 + T2u1)

t.j. ndsobenie komplexnych ¢isel v algebrickom tvare je definované ako nédsobe-
nie polynémov s pouzitim rovnosti

P=—1, P =—i, it=1, P =4, ...

Dve komplexné ¢isla x + iy a x — iy s rovnakymi redlnymi ¢astami a opa¢nymi
imagindrnymi ¢astami sa nazyvaju komplexne zdruzené ¢isla. Komplexne zdruzené
¢islo k ¢islu 2z budeme oznacovat’ Z a v rovine Ozy su to ¢isla symetrické podla
redlnej osi. Ak z = x + iy, potom Z = x — iy a pretoze komplexne zdruzené ¢islo
ku = — 1y je ¢islo x + iy mame

Z = (v+iy)(e—iy) =2 +y’
zZ T Y

= —1 .
7 $2+y2 ZL’2+y2

1
ak z # 0, potom — =
z

Veta 1 plati aj v C.

Theorem 3 Nech z, 21,z € C, potom plati

1. (2) ==

2. nnt2=71+72%

3. Z1R9 — Z1%9

4. Rez = #£ Tmz = 2.
T

Example 4 Vypocitajme a zndzornime v C.

; i i 2-44)? 6
a) i, b) 1, c) 252, d) 1, ) BHE f) (144)°.
Poloha komplexného ¢isla z = x+ iy sa dd urcit’ aj pouzitim polarnych siradnic
r, . Kladné redlne ¢islo r rovné vzdialenosti bodu (x, y) odpovedajiceho bodu
z = x + 1y od stredu suradnicového systému nazyvame modul alebo absolitna

hodnota komplexného ¢&isla z a definujeme:

r=lzl =22+ 12 tior=|z-72 =7 = |2|.

Uhol medzi osou o, a vektorom (z, y) nazyvame argument komplexného ¢éisla z =
x + 1y (amplitida).
v = Arg z.

Modul komplexného ¢isla z je definovany jednoznacne, ale pre argument mame

Arg z = {argz + 2km, k=0, £1, £2, ...},

¢o chapeme tak, ze pre dané komplexné ¢islo z € C vieme n§jst’ nekonecne mnoho
hodnét jeho argumentu, preto zavddzame funkciu

arg : C\ {0} — (=m, 7),
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ktort nazyvame hlavnou hodnotou (alebo hlavnou vetvou) argumentu z. Lahko
nahliadneme, ze

x
T =rcosp, y=rsinp, tgp = Y ak #0, cotgpp=— ak y #D0.
€z )
Potom pre hlavni hodnotu argumentu arg z za predpokladov, ze

T Y T
—r<argz < T a ——<arctg(—>§—
2 T 2

dostdvame
arctg (%) pre x>0

arg z = arctg(%)jtﬂ pre <0, y>0
arctg(%)—ﬂ pre <0, y<0

Lahko vidiet’, ze
|z2| =|Z] a argZ= —argz.

Ak predpokladdme, ze ¢ = argz, mozme definovat’ goniometricky (trigonomet-
ricky) tvar komplexného ¢isla z

z=x+iy=r(cosp+isiny).
Pouzitim Eulerovej formuly
€' = cosp +ising
mozeme definovat’ exponencidlny tvar komplexného ¢isla z
z = |z| e,

Example 5 Ndjdite goniometricky a exponencidlny tvar komplexného ¢isla a)

1—i,b)2, ¢)—3,d)3i,e) =2, f) —/3 — 1.

Je jasné, ze v mnozine komplexnych ¢isel nemozno zaviest’ usporiadanie ale je
mozné porovnavat’ moduly komplexnych ¢isel. Napriklad

|10¢| > |i| alebo |2+ 3i| < |6+ 51].

Nésobenie dvoch komplexnych ¢fsel v trigonometrickom a v exponencidlnom
tvare: ak 21 = ri(cospy +ising;) = re¥t a z = ry(cosp, +ising,) =
r9€'¥2 potom mame

2= z129 =11 (COS oy + isin ;) 13 (COS Py + i 8iny) = 1172 (cos (1 + ©q) +isin (p; + ©s)),

2= 2120 = T1€P19e™2 = pyrpet(P1te)
co implikuje
2| = |z122| = |21] |22]

Arg z = Arg(z122) = Arg 21 + Arg 2.
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Pretoze —m < arg z < m pre hlavné hodnoty dostaneme

arg z; + arg 2o pre argz; +argzs € (—m, m)
arg(z129) = { argz; +argze — 2w pre arg z; +argzo > T
arg z; +argz, + 2w pre arg z; +argze < —7

Delenie dvoch komplexnych ¢isel v trigonometrickom a v exponencidlnom tvare:
ak z1 = ry(cospy +ising;) = re"?t a zo = ry(Cosp, +isinp,) = ree’?2 #£ 0,
potom dostaneme

zl_rl(cosg01+isin<p1)_ﬁ B o B
L DLERAEIE T (cos(ipy — )+ iy — )

iy
r r o
~1 — 1€ — 161(901—%02)’

29 T9eW2 71y

|21

|22

21

22

a pre trigonometricky a exponencidlny tvar:

Arg (ﬂ) = Arg z; \ Arg 2.
22

Pre hlavné hodnoty argumentu platia podobné pravidla ako pre ndsobenie a po-
zorny Citatel si ich iste odvod{ aj sam.

Mocnina komplexného disla.

Ak n je prirodzené ¢&islo, potom aplikdciou pravidla pre nédsobenie komplexnych
¢isel I'ahko odvodime, ze ak z = re’?, potom

2" = (rew)n =r"e™?,

¢o pre trigonometricky tvar ddva
2" = 1" (cos(np) + isin(ny)) .
Poslednd rovnost’ implikuje tzv. Moivreovu formulu:
(cos ¢ + isin )" = cos (ny) + isin (np),
odkial’ pre n = 2 méame
cos 2¢ = cos? ¢ — sin? ¢, sin2p = 2sin @ cos @

a pre n = 3 dostaneme

cos 3p = cos® ¢ — 3cos @sin p, sin3p = 3 cos? @ sin p — sin® ¢
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Odmocnina komplexného &isla.
Nech z(# 0, o) je komplexné ¢islo a n je prirodzené ¢islo. Hl'addme vsetky riesenia
rovnice

w" =z (1.3)
Nech z = re’¥ a w = pe’®. Potom mdme
pneinQ — 7'62'90,
¢o implikuje
pt=r a n® =¢p+2kr, pre k=0, +1, £2, ... (1.4)
a (1.4) definuje jediné kladné riesenie p a mnozinu hodnot ©:
2k
p= r, @ =@, = LT (1.5)
Ak polozime k = 0, 1,2, ..., n — 1 v druhej rovnici (1.5) dostaneme n réznych
hodnét Oy, :
2 4 2(n—1
@Ozfa@lzgo—i_ 7T762:90+ ﬂ-)"'?@nfl:w—i_ (n )71-7
n n n n
takych ze d’alsie hodnoty O pre k = ..., —n, —(n—1), ..., =2, =1, n, n+1, ...

sa lisia od tychto hodnot iba o ndsobok ¢isla 27. Tak rovnice (1.5) definuju iba n
roznych hodnot

o/ g et2km
wp = /re”" n , pre k=0,1,2,...,n—1,

ktoré su rieseniami rovnice (1.3). Ak komplexné ¢islo z zapiSeme v trigonomet-
rickom tvare z = 7 (cos ¢ + isin @), a korene rovnice (1.3) napiseme tiez v trigono-
metrickom tvare:

2k 2k
wk:W(cosu+iSinu), pre k=0,1,2,....,n—1.  (1.6)
n n

Formula (1.6) implikuje, ze kazd4 z roéznych hodnot wy ma ten isty modul W a
ich argumenty sa lisia iba o hodnotu 27”, ¢o znamend, ze kazdé rieSenie wy rovnice
(1.3) lezf na kruznici so stredom v 0 a polomerom W a argument prvej hodnoty
(k = 0) sa rovnd £. Tiito hodnotu

wo = v/ |2 (cos £ 4 isin f)
n n
nazyvame hlavnou vetvou n-tej odmocniny z komplexného ¢isla z.

Pre hodnoty z = 0 a z = oo definujeme jediné hodnoty odmocnin w = 0 a
w = 0.
Example 6 Ndjdite vietky riesenia rovnice 2> = —8i.
Solution 7 Pretoze —8i =8 (cos (—g) + 7 sin (—g)) dostaneme

2 =V/8 <cos —g—ngw + isin _g?kﬂ) ,k=0,1,2

Teda mdme

k=0, zozf’/g(coswj%sin(—%)) = (?—z%) :\/g—i,
k=1, 2 =8 <cos —2 2T 4 jin E) = 2(0 +1) = 2i,

2

k=2, = V8 (cos 2T isin2) =2 (P i) = —v3—i0

2
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Cvicenia.
1. N&ajdite modul, argument a zobrazte v komplexnej rovine nasledujice kom-

plexne cisla:

2. Zapiste nasledujice ¢isla v trigonometrickom a exponencidlnom tvare

(a) 1+/3i, [2(cosE +isinZ) = 2¢'2]
(b) 2+ 21, [Qﬂ(cosg—l—isin%) 2v/2¢ ﬂ
) — [ (cosm +isinm) = 2]

) -

]

3. Vypocitajte a napiste v algebrickom tvare:
A3
(a) (1 + \/gl) ) [_8]

(b) &0 (1 — ]

4. Ngjdite vSetky korene rovnic a zobrazte ich v komplexnej rovine

(c
(d

i

Wl

x C o\
[(cos2+zsm2)—e

(a) 23 =1, [wlf‘[—i-—zw ‘[—i-—zw*—z}
w3:—72—72i,w4:72—72i

wgzw(cos(11”)+zsm(111;)l) wy = V2 (cos (—15) +isin (—13))
:—1,w4:—2’]

) + 7sin (—1)) , Wy = \4/§(COS( g) + 7sin (—g))

4:17 [w1:17w2:27w3
(e) 22 = —1. |:w1:%+i\/7g,w2:_17w3:%_7:73j|

5. Nédjdite redlne ¢isla r, s tak, aby platilo

(a) (2—4i)r+(3—=5i)s=2i [r=-3, s =2]
(b) (=3 —2i)r + (—1+2i)si=—6—5i [r=4, s=—3]

6. Kedy je stucet komplexnych ¢isel a + bi, ¢+ di ¢islo

(a) redlne, b= —d]

(b) imagindrne, (b # —d]

(c) rydzoimagindrne? l[a=—c, b# —d]
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7. Vypocitajte
(a) (24 3i)(3 —4d) — (5 —41) [13 + 51

(b) (=2 + 3i)3 [46 + 9]

1 pren =144k,
—1 pre n = 2+ 4k,

() ", n€N —i pre n = 3 + 4k,
1 pre n = 4k
2
@) =5 53
(1—1d)°

(e)

e i it

8. Pre ktoré komplexné ¢isla z = a + bi plat{

9. Vypocitajte absolitnu hodnotu komplexnych ¢isel

(a) 3—4i 5]
(b) (1+1)* Najskor pouzite exponencidly tvar.
(1 —q)t0 Vysledok je 2

10. Napiste v goniometrickom a exponencidlnom tvare komplexné ¢isla:

(a) 5 [5(cos 0 + isin0) = 5e™]

(b) —3 [3(cosm +isinT) = 3¢
) 2i [2(cosZ +ising) = 2¢'2]
) -

_q 3m fqin 3T — iy
1 [(cosz+28m2)—e 2]

(e) —V3-3i [2\/3 (cos % +isin4r) = 2\/§ei%’r]
(f) V2 —iv2 [2 (cos & 4+ isin ) = 2@"77”]

in & 1(%)
() 1—cosa+isina 2sin § e\ 27, ak o € (4km, 27 + 4km)

2|sin%‘ei< 2 >, ak « € (2m + 4km, 4w + 4km)

11. Vypocitajte
l+itga
1—itga

(1 —iv/3)(cos ¢ + isin ) [
2(1 —i)(cosp — isinp)

(a)

[cos 2ar + 1 sin 20|

(b)

e[S

(cos (2(,0 — %) + isin (2g0 — 1”—2))}
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(=1 +iV3) (=1 —iV/3)

© (1+40)®

[—64]

12. Vyjadrite cosbx, sinbx pomocou mocnin sinz, cosz.

Upravte (cosz + isinz)’pomocou Moivrovej vety a binomickej vety.
cosbx = cos® x — 10 cos® z sin® x + 5 cos z sin? x
sin 5z = sin® z — 10sin® z cos? x + Hsin z cos? =

13. Rieste binomicku rovnicu

cosw’;—g%w—l—isinwt—g%w) k= 0,1,2,3,4,5]
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Chapter 2 SUSTAVY LINEARNYCH
ROVNIC.

Jedna rovnica s jednou nezndmou.

Rovnica

ar =1>b (2.1)

je linedrna rovnica. Nech a,b € C, hl'addme = € C, ktoré ju spliia.
Theorem 8 Nech a,b € C, potom ak

1. a #£0, tak x = % je jediné riesenie rovnice (2.1), ¢o zapiseme P = {(g)} .

2. a =0, b+#0, tak neexistuje riesenie rovnice (2.1) z C , ¢o zapiseme P = ().

3.a =0,b=0, tak kazdé = € C je riesenie rovnice (2.1) , ¢o zapiSeme
P={(t),te C}.

Ak a,b € R rovnicu (2.1) mozme riesit’ aj graficky. Priamky p : y = ax a
q : y = b majui presne tri moznosti vzdjomnej polohy.

1. pretinaji sa v jednom bode pNgq = {(g, b)} ,

2. st rovnobezné p || g,

3. su totozné p = q.
Sidstava m linedrnych rovnic s n nezndmymi.
Nech m,n € N, a;;,b; € Cpreje {1,...,m}, k€ {1,...,n}, si dané cisla,

a11%1 + a19Te + -+ apx, = by
2171 + A922T9 + -+ Aonly — bg

(2.2)
Am1T1 + Qa2 + -+ + ATy bm
je stistava m linedrnych rovnic s n nezndmymi x4, 29, . . ., T, s koeficientami a;;, a
S pravou stranou
b
by
b= . )
bm

Riesit sistavu (2.2) znamend ndjst’ mnozinu P v8etkych usporiadanych n-tic kom-
plexnych ¢isel, po dosadeni ktorych do kazdej rovnice (2.2) za x4, z3, . . . , &, vznikne
rovnost.
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Maticu Ak prava strana b = 0, tak (2.2) sa nazyva homogénna sustava. Zvisla
Clara v rozsirenej matici sustavy (2.2) slizi len na vizuélne oddelenie pravej strany
od koeficientov sustavy. Stustava linedrnych rovnic (2.2) je svojou rozsirenou mati-
cou sustavy jednoznacne urcena.

Definition 9 Kartézskym siucinom n neprdazdnych mnozin My, Ms, ..., M, nazy-
vame mnozinu

My X My X ++- X M, ={x = (x1,22,...,2,);01 € My, 29 € Ms,... 2, € M,}.

Jej pruky nazgvame usporiadané n-tice (struc¢ne n-tice). Ak My = My = -+ =
M, = M, tak kartezsky sucin M x M x ... x M oznacujeme M™. Dve n-tice

x = (21,%9,...,Tn), Y = (Y1, Y2, - - -, Yn) Sa rOVRAsU

X=y < T1=Y1,Z2="VY2,...,Tp = Yn.
Usporiadani n-ticu x = (x1,x2,...,x,) komplexnych ¢isel (komplezni n-ticu)
nazgvame tiez n-clenngm aritmetickym vektorom krdtko len vektorom. Cisla xy, s, . .., x,

nazgvame zlozkami (siradnicami) vektora x.

Na mnozine C" definujeme operdciu sti¢tu dvoch n-tic, ktori budeme oznacovat’
4+, a stc¢inu komplexného ¢isla a n-tice, ktord budeme oznacovat’ ..

Definition 10 C" (R") oznatuje mnoZinu vSetkych usporiadanygch n-tic kom-
plexngjch (redlnych) éisel. Ak

X=(21,T2, ., ZTn), Y = (Y1,Y2,-- -, yn) € C",a € C,
potom

1. X+y:(xlal‘??"'axn)—'_(y17y27"'ayn):<x1+y17x2+y27"'axn+yn)

2. a-x=a-(x1,22,...,2,) = (ax1, a9, ..., ax,)
3. 0=(0,0,...,0) € C" nazyvame nulovd n-tica
4. —x = (—x1,—x3,...,—Ty,) n-tica opacnd k n-tici x

Definition 11 Tabulka komplexnijch (redlnych) tisel a;, € C (R)prej € {1,...,m}, k €
{1,...,n}

a1 a19 e QA1

921 9292 e Aop,
A= . . . . = (a/jk)j:L...,m
: : T : k=1,....n

Am1 A2 e Qmn

nazyvame maticou typu m X n. MnoZinu vsetkiyjch matic typu m X n budeme
oznacovat C™" (R™"). Usporiadané
a1k
. ) ) A2k
n-tice Aj, = ( ajpr Qo ...  Qjp ) nazyvame riadky matice A, A, =
Amk
sthce matice A.
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Pri rieseni sustavy (2.2) budeme pouzivat’ zapis:

a1 a12 P Q1n

921 a929 e Qony
A =

Am1  Am2 e Qo

nazyvame maticou sustavy (2.2) a maticu

a1 a12 P QA1n b1
~ 21 a9 ... QAon, bg
A =

Gm1 Qm2 -+ Gmn | bm

rozsirenou maticou sistavy (2.2). Maticu A respektive A upravime na maticu,
ktord mé takid istd mnozinu P vsetkych rieseni, ale jej pomocou je jednoduchsie
popisat’ P. Nasledujtice iipravy matice A nezmenia P, nazyvame ich ERO

EROL1 vzdjomnd vymena dvoch riadkov A, «— A, j #1

ERO2 nédsobenie riadku konstantou o # 0, A, — oA,

ERO3 pricitanie ndsobku riadku k inému riadku A, — A, + oAy,

Definition 12 Prvy nenulovy prvok zlava v riadku A — aj, sa nazjva vedict
prvok (pivot) j-teho riadku Aj.. Matica A sa nazyva stuphovitd ak

1. pivot (j + 1)-vého riadku je v sthci napravo od sthca, v ktorom je j -teho
riadku a v stlpci pod pivotom si 0

2. kazdy nulovy riadok je pod kaidym nenulovym riadkom matice A teda nulové
riadky su v spodnej casti matice.

Matica A sa nazyva redukovand stupnovitd ok je stuphovitd a navyse vsetky jej
pivoty sa rovnaji 1 a aj nad nimi su v sthcz'

len nuly.

Lahko vidiet), ze pomocou ERO vznikne z A matica ststavy so zhodnou mnozi-
nou v8etkych rieseni. Budeme teda upravovat’ rozsireni maticu sistavy na stupnoviti,
alebo redukovani stupiiovitd maticu. Kazdi matica A typu m X n mozno pomo-
cou ERO upravit’ na jednozna¢ne uréent redukovani stupnoviti maticu B typu
m X n. Budeme pisatt A ~ B

Example 13 Riesme sustavu

1 — T = —2
—3[E1 +2I’2 =3

Solution 14
1 —1 —2 RQ::I;E\QI-i-SRl 1 —1 —2 Rz:r:v—Rz
-3 2 3 0 —-1]-3

RQI(:\J—RQ 1 —-1|-2 Rl::£1+R2 1 0|1
0o 1| 3 0 1(3 )"

Maticu upravujeme zlava zhora doprava dolu. Dostaneme jediné rieSemie X =
(1,3), ¢o zapiseme P ={(1,3)}.00
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Example 15 Riesme sustavu

3rx1 —2x9 +x3 =11
Ty +To — 3.%'3 =7
11361 - 41‘2 - 3333 =10
Solution 16
3 —2 111 Ri:=Rj 1 1 -3| 7 Ry:=Ry—3R;

A= 1 1 3] 7| 3 —2 1|11 | TR
11 —4 -3 /|10 11 —4 -3 /|10
Ry=Ry-3R; (1 1 —3| 7\ Be=—3R (1 1 3| 7
ol g 5 10| —10 | R0 1 2| 2 | =B
0 —15 30| —67 0 0 0]-=-37
Z tvaru posledného riadku vyplyva, Ze sustava nemd rieSenie, pretoZe odpovedd
rovnici 0xy 4+ 0xg 4+ 0x3 = —37. Viimnime si, 2e B je stupnovitd matica. Mézeme

Ju upravit’ na redukovani stupnovitd maticu:

1 1 -3 7 ﬁlzljigz 1 0 =115 R1:=R;1—5R3 1 0 —-11]0
01 -2 2| T o1 22 | PR 01 20
00 0|37 00 0|1 00 01

Poslednd matica je redukovand stuphnovitd. [

Popisany postup rieSenia sistavy sa v pripade, ze upravu matice ukoncime
dosiahnutim stupiiovitej matice nazyvame Gaussovou elimina¢nou metédou, ak
pokracujeme a ukon¢ime redukovanou stupiiovitou maticou, potom ju nazyvame
Gaussovou-Jordanovou elimina¢nou metédou.

Example 17 Riesme siustavu vynechanim poslednej rovnice sustavy z prikladu 2.

31’1—21’2 —I—l‘g =11
T1 + Zo —3%3:7 '

, - (3 -2 1|1 10 —1]5
SolutlonlSA_(1 1_37)~<01—22

stupnouvitej matice vyplyjva, Ze sustava md nekonecne mnoho riesent, ktoré mozZeme
zapisat tak, Ze nezndmu x3 povaiujeme za parameter rs = a € R, potom P =
{(a+5,2a+2,a),a € R}.0

) 7 tvaru redukovanej

Definition 19 Nech A € R™" (C™") a B je stupnovitd matica riadkovo ek-
vivalentnd s A. Pocet nenulovijch riadkov (alebo pocet pivotov) matice B sa nazjva
hodnost’ matice A.

Example 20 Uré¢me hodnost matice
2
A= 1
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Solution 21

2 1 -1 4 1 12020 1202 0
A= 1 2 0 2 0]~[05202]|~|0520 2
-1 3 2 -2 2 07305 00 : 0 4

= h(A)=3.

Theorem 22 (Frobéniova) Siustava linedrnych rovnic (2.2) md (aspon jedno)
riesenie vtedy a len vtedy ak sa hodnost' matice sustavy (2.2) rovnd hodnosti rozsirenej
matice sustavy (2.2).

Example 23 Riesme sustavu linedrnych rovnic

12331 — T —|—5333 =30
3x1 — 13xy + 223 =21 .
7!171 + 2332 + 3373 =15

Solution 24

N 12 -1 5[30 100[ 2
A= 3 -13 2(21 |~[0 10/ -1 ]|=
72 3|15 001 1

=h(A)="h (A) = 3 jedno riesenie = P ={(2,-1,1)}.00
Example 25 Riesme sustavu linedrnych rovnic

2]71 +(2—Z)$2 =9
—T1 + X9 =7 '

Solution 26
A 2 2—17 9 1 -1 — 1 -1 —1
S\ =1 1 1 2 2—17 9 0 4—17 9+ 2

1 -1 — - . o
N(O ] 2+i):>h(A):h<A>:2 jedno riesenie P = {(—i,2+14)} .00

Theorem 27 Nech A € C™" a A € C™ ™ je rozsirend matice sistavy
linedarnych rovnic. Potom plati:

1. Ak h(A)#h (2‘:) , tak sustava nemd riesente,
2. Ak h(A)=nh (K) = n, tak sustava md prdve jedno riesenie,
3. Ak h(A) =h (K) = k < n, tak sustava md nekonecne vela rieseni a na

urcenie mnoziny rie§ent je potrebné uwvazovat’' n — k parametrov.

Remark 28 Ak b =0, tak (2.2) sa nazjva homogénna sustava, ak b # 0, tak
(2.2) sa nazyva nehomogénna sistava.

Corollary 29 Kazda homogénna siustava linedrnych rovnic md aspon jedno riese-
nie.
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Cvicenia

1. Zistite, ktoré z matic

10
A= 2 1 |, B=(-1,0,2), p=( 100 -l ,
020 5
-1 2
1
12 0
e-(11). e[ G(203 |
4 03 5
0 103 1 0 cosa —sina
H=1000-117, J:<O—7>’ K:(sina cosa)’
000 O
1 0 00 3(1)3 1,0, 0, 1,
L=10 1, 2, 0 |, M= 0’ ()’ 9 | O=120 0, 1, 5,
0, 0, 0, 1 0 0 0 0, 0, 0, ,0,
su
(a) stupnovite, B,D,H,J, K pre a=kr, keZ, L, O]
(b) redukované stupnovité? K pre a =2km, k€ Z, L, O]

2. Négjdite redukovani stupnoviti maticu, ktord je riadkovo ekvivaletnd s mati-

cou
1 -2 0 1 1, 0, 0, 1
@[3 21 o 0, 1, 0, 0
1 -1 1 -2 0, 0, 1, -3
4567809 1, 0, -1, -2, -3, —4
by | 3400678 0,1, 2 3 4 5
2 3456 7 0,0, 0, 0 0, 0
123456 0,0, 0, 0 0, 0

3. Rieste ststavu linedrnych rovnic

3$1 —QIQ +3I’3 =3
(a) —2z7 + 3wy —br3=—3 [P ={(1, 3, 2)}]
T+ Tx9 — 3x3 = 16

—21}1 +33§'2 +5ZC3 =3
(b)  3x; +a2y —4w3=5 [nem4 riesenie]
41‘1 + 5132 — 31’3 =28



51 +2x9 +4x3+ x4 =9
—2331 + T2 —$3—$4:5
(C) —41’1 + 41’2 - 2[L’4 =18
Tx1 + 3x9 + Tx3+ 224 = 12
31‘1 —|— 21‘2 —|— 2273 = 5

[P={(2 &+t -I—-t2t), te R}

2331 —3332 + T3 — T4 =3
(d) —x1 —229 —a3+214=-2 [nem4 riesenie]
—T1 — 9I2 - 2(133 + 51’4 =0
25(]1 — 21’2 — 3.1]3 + T4 — 4]35 =11
(e) 31‘1 - 3[L‘2 + 21‘3 - 21’4 + x5 = -7
5r1 — bxy — 223 + 314 — 115 = 18
2331 —2332 +l’3—21’5 =0

P={(1+a+0b,a, —2,3+2b,b), a,b € R}|
5$1 —ZIQ +2I3+5l’4+7$5 =0
(f) 91‘1 — 3.132 + 41’3 + 85(74 + 9?[75 =0

—3I1—|—l’2—6l‘3—5ﬂf4—|—4$5:0
3r1 — Xy +4x3+4xs —25=0

[P: {(a—2§—50’ a, _b;_BC, b, c), a,b,cER}}

27
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Chapter 3 MATICOVE OPERACIE.

Linedrna zavislost a nezavislost v R" (C").

o, mn
Definition 30 Nech x1, X3, ..., X € C" a ay, g, ..., a4 € C.
1. agXi+aoXo+- - -+apXy nazyvame linedrna kombindcia vektorov Xy, Xa, ..., Xk,
2. Hovortme, Ze k -tica {x1, Xa, ..., X} je linedrne nezdvisla, ak plati imp-
hkdcia o1x1 4+ aoXe+ -+ Xy =0=> a1 =ay=---=q; =0,
3. Ak k -tica {x1, X3, ..., Xx} nie je linedrne nezdvisld, nazyvame ju linedrne
zavisla.
Definicia neplati iba pre n -tice X1, X3, ..., X, ale napriklad pre polynémy,

matice, alebo funkcie.

Example 31 Nech x; = (1,1,1), xo = (1,1,—-1), x3 = (1,—1,1) wvypocitajme
linedrnu kombindciu X, — Xg + 3X3.

Solution 32 x; — xy +3x3 = (1,1,1) — (1,1,-1) +3(1,—1,1) = (3,-3,5) .0
Example 33 Zistime, ¢i je b linedrnou kombindciou prvkov by, bs, bs, kde
1. b=(1,2,3), by =(1,1,1), by =(1,1,-1), bg =(0,0,2),
2. b=(1,2,3), by =(1,2,0), by =(1,2,—-1), by = (0,0,1).

Solution 34 1. Hladdme oy, as, az € R také, Ze b = a1b; + asby + azbg,
teda ¢i md sustava

ar +ay =1
o]+ ag =2
(11—(){2+2063:3

1 1 0|1 1 1 0|1 B
tio {1 1 ol2|~[0 -2 2]2 :>h(A):2,h<A>:3,éiadne
1 -1 23 0 0 0|1

riesenie b nie je linedrnou
kombindciou prvkov by, bs, bs.

2. Hladdme a1, oo, az € R také, 2e b = a1b; + asby + asbs, teda & mad
sustava

a1 + Qo =1
2&1+20¢2:2
—CY2—|-043:3
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t.j.
1 1 0]1 1 101 10 1] 1
2 202 ]|~[0-11/3]~[01 -1|-3
0 -1 13 0 00/0 00 0| 0

=h(A)=h (K) = 2 < 3 nekonetne mnoho rieseni P = {(4 — p,—3 4+ p,p) ,p € R} ,b
je linedrnou kombindciou prvkov by, bs, bs.l]

Sucet, nasobok matice ¢islom a sicin matic

Definition 35 Nech A = (ajk)1§j§m, B = (bjk)1§j§m S men, a € C. Potom
1<k<n 1<k<n

A + B = (ajr + bjr)1<j<m , @A = (aa;r)i<j<m -
1<k<n 1<k<n

Definition 36 Nech A = (a;)1<j<m € C™', B = (bjr)1<j<1 € C*". Potom
1<k<l

1<k<n

sitin matic A.B = (cjk)1<j<m c C™™ definujeme takto c;i, = ajibiy + ajobar +
1<k<n

--~+aﬂblkzzlszlajsbsk, 1§j§l, 1<k<n.

Example 37 Vypocitayme 2A, A + B, A.B, B.A ak existuji pre matice
11 0 -1 4 3 21
1'A_<21—1 1>’B_(1 —112)

1 2 01
2a=(3 %) 8= () o)



31

3.
-1 11 1
A=[0 2 1]ec®3® B=|0 e C32,
0 0 3 1
-2 2 2 0 3
2A=10 4 2|, A+B3 AB=|1 4|, B.A3O
0 0 6 30
Definition 39 Nech A = (aj;)i1<j<m € C™*". Transponovand matica k matici A
1<k<n
je matica AT = (ak])1<k<n e Cmm.
<j<m

Definition 40 3.5 Maticul, = (a;i)1<j<n € C™", aj, = { L )= i . Transpono-
1<k<n 0 j#k

vand matica k matici A je matica

T
A = (akj)1§k§n e C™m,
1<j<m

Remark 41 Nasobenie matic nie je komutativne.

Example 42 K maticiam A, B ur¢me transponované matice

-1 1 1 1 -1
A=[o0 21|, B=[0 2
0O 0 3 1 0
-1 0 O 1 01
Solution 43 A= 1 2 0| € C*3, BT = < ) 0
113 -1 20

Vlastnosti sic¢tu, ndsobku a ndsobenia matic:
Theorem 44 Pre kazdé A,B,D € C"™*", a pre ka3dé o, € C plati
1. A+B=B+A
2. (A+B)+D=A+(B+D)
3. «(A+B)=aA+aB
4. (af) A = a(BA)

Theorem 45 Pre kaidé A,B € C™* D e C*", E e C™™ plati
1. (A+B)D = AD + BD,
2. E(A+B)=EA +EB,
3. Ak A € C™* B e C*" tak (AB)" = BTA”.
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Example 46 Ukdzme, Ze pre matice z prikladu 10 plati: (AB)T = BTAT,

3
Solution 47 AB = = (AB)” = (0 L 3) ,BTAT = (O L 3) . Tur-

34 0 340

w = O

4
0
denie je pravdivé.l]

Definition 48 Matice, ktoré maji rovnaky pocet riadkov ako stlpcov sa nazyvaji
Stvorcové matice. Pre maticu A = (aj;) € C™" tvoria proky a;, i = 1,2,...,n
hlavni diagondlu.

Remark 49 Ak A = (aj;) € C™"", tak 1,,A = Al, = A.

Definition 50 Pre stvorcovi maticu A = (a;;) € C™" definujeme inverzni
maticu B = (b;,) € C"" ako maticu, pre ktoru plati AB = I,,.K danej matici A
existuje najviac jedna inverznd matica, teda AB =1, = BA.

Vypocet inverznej matice

1 -1 2
Example 51 Ndjdime inverzni maticu k matici A = |1 —2 0) .

Solution 52

1 -1 211 0 O 1 -1 2 1 00
1 -2 0/010}~]O0 -1 —2|-1120 |~
0 1 110 0 1 0 1 1 0 01
10 3 1 01 1 0 0]—-2 3 4
~1 00 —-1|-1 11 ~1 0 10| -1 1 2
01 1 0 01 0 0 1 1 -1 -1
-2 3 4
Teda A-'=|[ -1 1 2 |. Overte, 3¢ AA™ =I,=A"TA. O
1 -1 -1
L ) ; . . 1 2
Example 53 Ndjdime inverzni maticu k matici A = (3 6) .
. 1 211 0 1 2 10 1
Solut10n54(3601)~<00_31).TedaA E.D

Theorem 55 Nech A € C"*". Potom si nasledujice tvrdenia ekvivalentné
1. Emistuje A1,
2. A md hodnost’ n,
3. riadky matice A su linedrne nezdvislé,
4. sthce matice A si linedrne nezduvislé.

Definition 56 Stvorcovd matica, ktord md inverzni maticu sa nazjva requldrna.
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Cviéenia

1. Urcéte hodnost matic:
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P I~ o — 10 00
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2. Vzévislosti od parametrov a, b € R urcte hodnost’ matic:

o

1, ak a
3, ak a
4, akae R\ {2

| |

|

1, prea=—b
3, pre a # —b

|
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3. Zistite, ktoré z matic
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(a) diagonélne [J, K pre a = km, k € Z]
(b) dolné trojuholnikové [J, K pre o = km, k € Z]
(¢) horné trojuholnikové H, J, K pre a = km, k € Z]

4. Pre matice A az P z predchadzajicej ilohy vypocitajte:

(a) 3E+J K g: B )}

(b) 2A - 3G [nie je definované]
1, 0
(¢) DT, FT D= | 2| ET =103 4)
1, 5
7. -4 0
(d) —2G — 5HT 40, 6
~15, -1, —10
1, 0, 0, —1
(e) AD 2,2, 0, 3
1, 4, 0, 11
(f) PF [(11)]
2.0, -1, 3
0, 0, 0, O
(g) FP 6, 0, =3, 9
8 0, —4, 12
9 cos2a, —sin2a
(h) K [( sin 2a, cos 2a )]
1, 4
(i) GLD” 1, —15
-5, 31

5. Rieste sustavy linedrnych rovnic v zévislosti od parametra a € R:

r —6y +2z =—4a—2
(a) 3z +3y +42=3a—6
2v — 33y + 6z = —21a

P = pre a # —2
21
P:{<—24—15t,t, 15+7t);t6R} pre a = —2

ar +y +z =1
(b) = 4ay +2z=1
r+y+taz=1
P=0 prea=—2
={(1—-t- sts)tER},preazl

1
—-2.1
{(a+2 a+2’ a+2)},prea7é ’
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6. Rieste sustavy linedrnych rovnic v zavislosti od parametrov a,b € R:

2v +ay —3z =2
T +y —z=1
—r+by+z=3

()

l.a=-2,b=-3:P=1
2.acR, b=—-1:P=1

da+b—-11 4 4(a—2)
3.aeR, b#—1:P=
¢ 07 {( b+1 'b+1 b+1 )}
ar +y +2z =1
(b) 6r —3y +bz=2
1 2,b#—-3: P t, 1 t > > teR
) ) b+37 b+3 )
5—(b+3)t 5—(b+3)t
2. —2,beR:P= —— 1—t—a————,t);teR
“F 2 {( 6+3a ““6+3a )
7. Vypocitajte inverzni maticu k matici:
1, =5 1, 5
@ (1) 1G]
1, 2, =3 [ /1, 2, 7
(b) 0, -1, -2 0, -1, -2
0, 0, 1 [\ 0, 0, 1
2, -1, 3 (2 5 -8
(c) -2, 2, 2 2 2, 7, —10
-1, 1, 2 i 0, —1, 2
1, 1, 0, 1 24, —12, 12, —12
(d) 0, 2, 3, 2 1] -6, 9, -9, 6
0, 0, 3, 4 12 8, —4, 8 =8
1, 0, 0, 4 —6, 3, —3, 6
8. Pomocou inverznej matice rieste maticovi rovnicu:
2, =3 - 2, =3, 1 (1, -1, 0
o (&)= a) ks
5 3, 4 3 9 1, 0
(b) -6, =3, —5 X( 2’ 1 ) = -2, 1 X =
4, 2, 2 ’ 0, —2
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Determinant Stvorcovej matice.
Determinant $tvorcovej matice A € C™*" je ¢islo urcené indukciou:

Definition 57 Nech A € C™", n € N.
1. Ak n=1,A = (a11), tak det A = a1,

2. Ak n > 1 oznatme A;; maticu, ktord vznikne z matice A odstranenim jej
stlpca A.; a riadku Ay,

det A = |A’ = ai1 det A11—a12 det A12+‘ . +(_1)1+n QA1n det Aln Z Cllj 1+] det A1j7

¢o nazyjvame rozvoj determinantu podla prvého riadku.

. ailz aiz a a12
V pripade n = 2 dostaneme A = adet A = =qap det A —
G21 Qa22 a1 Q22
ajzdet Ay = aj1a92 — a12a9:.
11 a2 i3 a1x Q12 Q13
V pripade n = 3 dostaneme A = | ao; ass a9z | adet A =|as; ag a3 =
a31 dAazz G33 ag1 asz Gs3
143 Q22 A23 Q21 A23
= a11 det A11—CL12 det A12+<—1) a13 det A13 = a1 —ai12 +
a32 a3z a31 ass
a ag1  A22
13 =
ag1 asz

= (11022033 — 011023032 — Q12021033 + 12023031 + Q13021032 — A13022031 -

Determinant matice A € C**3 mozno vypoéitat’ pomocou Sarusovho pravidla,
ktoré je pomdckou pri jeho vypocte:

je to schéma, v ktorej je naznacené. ktoré prvky matice je potrebné vynésobit’
a ako tieto siciny sc¢itat. Jednou takou
schémou je

v ktorej prvky matice st zndzornené krizkami. Prvky pospdjané ¢iarami
sa vyndsobia a od suctu stucinov prvej skupiny sa odcita sicet stcinov
druhej skupiny. Pre matice A € C™",n > 3 ziadna podobnd schéma
neexistuje.
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1 2' ’2—1—@' 2 sinaw —cosa

Example 58 Vypocitajme determinanty: ‘

3 3 5 5—1|’|cosa  sina
Solution 59
1 2 2+1 2 ) ) )
‘3 3'—1.3—3.2——3, 5 5_@.‘—(24—@).(5—@)—10—1—1—32,
sinoe — cos«

=cos?a +sina=1.0

cosa  Sina

1
Example 60 Vypocitajme determinant: |3

Solution 61 Determinant vypocitam pomocou Sarusovho pravidla:

2
71 =150+332+4+370-250-33.0-1.73=-3.11

Pre vypocet determinantov je vyhodné vediet’ aj iné postupy:

Theorem 62 Nech A € C"*", potom pre kazdé i € {1,2,...,n}, plati
det A = |A| = Z ai (—1) det Ay;. (rozvoj determinantu podla i -teho riadku).
j=1
Podobne pre kazdé j € {1,2,...,n}, plati
det A = |A| = Z ai; (—1)77 det A,;. (rozvoj determinantu podla j -teho stlpca,).
i=1
Theorem 63 Ak B ~ A, A € C"*", vznikne pomocou ERO
i) nasobenim niektorého riadku ¢islom o € C, potom det B = adet A,
i1) vzdjomnou vymenou dvoch riadkov, potom det B = — det A,

ii1) pricitanim ndsobku niektorého riadku k inému riadku, potom det B = det A,
iv) det AT = det A.

Definition 64 Matica A € C™", n € N sa nazgjva

1. dolnd trojuholnikovd ak pre j > i plati a;; = 0, t.j. vsetky prvky nad
hlavnou diagondlou su nulové,

2. hornd trojuholnikovd ak pre j < i plati a;; = 0, t.j. vdetky prvky pod
hlavnou diagondlou su nulové,

3. trojuholnikovd ak je dolnd, alebo hornd trojuholnikovd,

4. diagondlna, ak pre i # j plati a;; = 0, t.j. vSetky prvky mimo hlavnej
diagonaly si nulové.

Corollary 65 i) Determinant trojuholnikovej matice sa rovnd suc¢inu prvkov na
jej hlavnej diagondle,

it) Ak md matica dva rovnaké riadky, alebo stipee, jej determinant je rovny
nule,

iii) Pre kazdé A,B € C"*" plati det (A.B) = det A det B.
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Vypocet inverznej matice pomocou determinantov a Cramerovo pravidlo.
Pre maticu A € C™", n € N oznatme d;; = (—1)"" det A;;. Tiito hodnotu
nazyvame algebricky doplnok ku prvku a;; matice A. Presnejsie algebricky doplnok
pozicie (i,j), pretoze od prvku a;; ani od prvkov i-teho riadku a j-teho stlpca
matice A nezavisi. Oznacme adjA = (aij)lTQ.J <, » botom pre n = 2 dostaneme

~ ~ T ~ ~
. a11 Qa2 ai1 Qaig 11 Qa2 a11 a1
AadjA = ~ < = =
G21 Q22 a1 Q22 21 Qa22 a12 Qa2
[ a11a92 — @12aG21 —a11012 + G11G12\
Q21022 — G21Q22 —QA12021 + Q11022

det A 0

Tato rovnost’ plati pre kazdé n € N, teda:

1
AadjA = (detA)I, = A ( ade) =I,=>A"'= adjA, ak det A # 0.

det A ~ det A

Pre matice typu 2 x 2 sme ukdzali platnost’ nasledujicej vety, ktori mozno
dokézat’ aj pre matice typu n X n.

Theorem 66 Nech A = (a;) € C™" a nech adjA = (a;;)" je adjungovand
matica k matici A. Potom plati AadjA = (det A)1,,. Ak naviac det A # 0, potom
A= L _adjA.

T detA

Tak sme dokézali aj vetu:

Theorem 67 Matica A = (a;;) € C"*" je reguldrna vtedy a len vtedy, ak det A #
0.

Example 68 PouZitim adjungovanej matice vypocitagme inverzni maticu k matici

1 2 2
A=101 2
3 3 1

Solution 69 Determinant A :

1 2 2
detA=10 1 2/=111+4+322+032-213-321-0.1.2=1#0.
3 3 1
~ ~ ~ T ~ ~ ~
a11 Aaiz2 i3 11 Aag21 a3si
adjA = [ az1 az ass = | Q2 G222 a3z | =
a31 azz as3 13 Q23 A33
_ 1 2 _ 0 2
ajl = (-1)1+1 det A11 = 3 1 = —5,G12 = (—1)1+2 det A12 = — ‘3 1‘ = 6,
~ 01 ~ 2 2
a13 = (—1)1+3 det A13 = ‘3 3’ == —3,CL21 = (—1)2+1 det A21 = — ‘3 1' = 4,
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1 1 2

~ 2 .
Qg = (—1)2+2 det Ayy = ‘3 1’ = —5, 093 = (_1)2+3 det Agy = — ‘3 3' =3,
a 22 52 12
Gz = (—1)""" det Agy = ‘1 2‘ =2,d3 = (—1)"? det Agy = — ‘O 2’ = -2,
~ 1 2
ass3 = (—1)3+3 det A33 = ‘0 1‘ — 17
1 1 -5 4 2
A= ——adjA=>(6 -5 —2|.O
det A 1 3 3 1

Cramerovo pravidlo.
Ak A = (a;) € C™™ je reguldrna matica a b € C"*'] tak sistava linedrnych

rovnic
Ax=Db
mé prave jedno rieSenie x = (%, %, cee %) ,kde D = det A a Dj je de-
terminant matice, ktord vznikne z matice A zdmenou j— teho stipca za stipec
b.

Ax=b=x=A"'b= adjAb.

det A

Example 70 Pouzitim Cramerovho pravidla riesme sustavu linedrnych rovnic

3$1+2I2+5L‘3:2+2
Ty +4xe + Trs =14 — 30 .
$1+3$2+4$3:8—2Z

Solution 71 Determinant A, D1, Do, D5 :

3 21 241 21
detA=D=|1 4 7/=—-10#0. Dy =|14—-3¢ 4 7| =—10i,
1 3 4 8—21 3 4
3 2+ 1 3 2 241
Dy=|1 14—-3¢ 7| =10i, D3 = |1 4 14— 3i| = 20,
1 8—=2¢ 4 1 3 8-

potom x = (=5, 2% =20} = (i, —i,2) .00
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Cvicenia.

1. Vypocitajte:

[—29]

—1

11—
—2,
-5,

3414,

3
0
2

3,

4,
_1’

0,

2. Vyrieste rovnicu (z € C)

3. Napiste rozvoj podla 2. stipca:

_27
_]_7

3,

21 3,

[—51a + 84b — 75¢ — 3d|

4. Vypocitajte:

[—10]
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[24347]
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CRTUCREN JESUR CRYIY
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W N WD W

Y

Y

5. Pomocou determinantov vypocitajte, pre aké hodnoty parametrov a,b € C
je matica A reguldrna:

a, —2, b
(a) A= -2, b -2 la #b,b # 2]

la # —1, 3]

—_

la # +b]

Y

Salieli el Rl RE ]

oo oo8 o
coocR o0 8
oL oo

o o0 o
QOO0 > HHEFER

?

6. Pomocou determinantov vypocitajte inverzni maticu k matici:

(a) cosa, —sina cosa, Ssina
sin a, cos av —sina, cosa

2, -2, —3 . 5, —4, 71
M) [ 5 1, -2 T
3, 2, 1 7, —10, 12

7. Rieste sustavu linedrnych rovnic (pouzite Cramerove pravidlo, pokial’ je to
mozneé):

3r —4y +5z =1
(a) 2z —3y +2z=-1 [P = (—59, —37, 6)]
3r—by—z2=2

ar +y +z =4

(b) = +by +2=3 ;a,beR
r+20y+2=4

:{PI@<1—%71—a,4b—2ab—1>,a¢1,b#o}
A{P=@2-t,2t),tcRa=1b=1}
{P=0,ae R, b=0}

{P=0,a=1,0#0}
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Chapter 4 POLYNOMY.

Polynémy - zakladné pojmy.
Definition 72 Nech n € N U {0}, ag,a1,...,a, € C. Funkciu f : C —

C, f(2) = ap,a"+a,_ 12"+ - ~+a1x+ag nazgvame komplexny polyném komplexnej

premennej x (struéne ho budeme nazgvat len polynom). Cisla ag, ay, ..., ay, st koe-

ficienty polynomu f a vijrazy apz® pre k € {0, 1.... n}si eleny polyndmu f, 3pecidlne ag je ab-
solitny ¢len. Polynom g : C — C, g(x) = 0 nazgvame nulovy polyndm a budeme

ho oznacovat’ 0.

Mnozinu vsetkych komplexnych polynémov premennej x budeme oznacovat’
P(C) a mnozinu vsetkych polynémov s redlnymi koeficientami P(R). Je zrejmé,
ze P(R) C P(C).

Sucet f + g, rozdiel f — g a sicin fg polynémov f, g definujeme Standardne,
tak ako su tieto bindrne operacie definované pre funkcie, teda

f+9:C—C, (f+g)(z)=fz)+g(z)

f=9:C—C, (f—9)(x) = flx) —g(x)

fg:C—C, (f9)(z) = fz)g(z)

Example 73 Ur¢me f+g, f—g, fg, ak f(x) =21, g(z) =2* + 2z + 1.
Solution 74 (f +g)(z) = f(x) + g(z) = (x — 1) + (2> + x + 1) = 22 + 2x,

(f = g)(x) = f(2)
(f9)(x) = f(z)g(x

Stucet, rozdiel a sticin dvoch polynémov je opét’ polyném.

Rovnost’ polynémov definujeme ako rovnost’ funkcii. KedZze polynémy majui
rovnaké defini¢né obory, mozeme povedat), ze

dva polynémy f, g si rovnaké a piseme f = g, ak f(x) = g(z) pre vSetky x € C.

) = (-1 (1) = a2,
y=(@—-1)(2+2+1)=23-1.0

Definition 75 Stupnom polynému f(x) = a,z" + a, 12" 1 + -+ + a1 + ay,
ktorého aspon jeden koeficient je nenulovy, nazyvame ¢islo st(f) = max{k €

{0,1,...,n}; ar #0}.
Definition 76 Stupiiom nulového polyndmu nazgjvame symbol —

Example 77 Uréme stupen polyndmov f(z) = (1+i)z +1, g(x) = —5a® + 3z +
2, h(z)=a"+a2"'4+---+2+1, neN.

Solution 78 st(f) =1, st(g) =3, st(h) =n.O
Theorem 79 Pre kazdé dva polynomy f,g € P(C)

st(f +g) < max{st(f),st(g)}
st(fg) = st(f)+ st(g)

Definition 80 Komplexné ¢islo ¢ nazgvame korenom polyndmu f, ak f(c) = 0.
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Delenie polynémov.
Theorem 81 (Zdkladnd veta algebry) Kazdy polyndm aspon prvého stupna md
koren v C.

Theorem 82 (Delenie polynému polyndmom) Ku kazdym dvom polynémom f,g €
P(C), g # 0, existuju také polynémy q,r € P(C), Ze

L f=gq+r,
2. st(r) < st(g).

Podmienkami 1 a 2 si polynémy ¢, r jednoznacne urcené.
Polyném ¢ z predchadzajicej vety sa nazyva podiel a polyném r zvySok po
deleni polynému f polynémom g.

Example 83 Vydelme polynom (1 — 2i)z* + 3x — 2 + i polyndmom 4ix3 + (—1 +
2i)x — 4.

Solution 84 Kedze pre tieto polynomy plati

(1—2i)2* + 3z —2+i=[dir® + (-1 +2i)z — 4]0+ (1 —20)2> + 3z — 2+

a

st((1 — 2d)z? + 3z — 2 + 1) <st(4iz® + (=1 + 2i)z — 4)

tak podielom je nulovy polyném a zvysok je polyném (1 — 2i)z? + 3z — 2 + 4.
U

Algoritmus na vypocet podielu a zvysku si ukdzeme na konkrétnom priklade.

Example 85 Vydelime so zvyskom polynom f(x) = 5x® —x*+ 223 + iz — 2i polynd-
mom g(x) = 2*> + x + 1.

Solution 86 Vypocet podielu q a zvysku r je takyto: Vydelime najvyssi ¢len polynomu
f najvyssim ¢lenom polynomu g a dostaneme prvy clen podielu q. Vyndsobme ho
polyndmom g a tento siucin odcitajme od polynomu f. Dostaneme polynom fistupna
mengdicho ako st(f). Zapisat to mozeme takto:

(5a® —at+ 223 + iz —20) : (2*+z+1) = 5a?
—5x® — 5zt — ha®
—62* — 3% + iz — 20

Predchadzagici postup zopakujeme, pricom polyném f nahradime polynémom
f1. Ziskame tak druhy clen podielu q a polynom fo. Tento postup opakujeme k-
krat, kde k je urcené podmienkou st(fi) < st(g). Cely vypocet je potom takito:

(525 — xt + 223 + ir—2i) = (@*+zx+1) = 5r’—62°+3r+3
—525 — Hr* — 53
—62* — 3a2° + i — 2i
62* + 623 + 622
3a® + 622 4+ ix — 21
—323 — 322 — 3z
32+ (=3 +i)x — 2
—322 -3z -3
(=6 +i)x+ (=3 —2i0)
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Podielom polynémov f, g je polyném q(z) = 5z — 62% + 3z + 3 a zvyskom je
polyném r(z) = (—6+i)z—3—2i. Pre tieto polynémy plati 5x°—xt+2x3+iz—2i =
(22 +2+1)(5a® — 622 + 324+ 3) + (—6+ i)z — 3 —2i. O

Pri vypocte koeficientov podielu g a zvysku r sa pouzivaji len operacie s¢ito-
vania, ndsobenia a delenia, preto ak f, g su redlne polynémy, tak aj ¢,r su redlne
polynémy. Dokonca, ak f, g si raciondlne polynémy (ich koeficienty si raciondlne
¢isla), tak aj ¢, 7 sd raciondlne polynémy.

Theorem 87 Zuvysok po deleni polynému f polynomom x — ¢, kde c¢ € C, je
konstantny polynom r(zx) = f(c).

Vsimnime si teraz blizgie delenie polynému f(z) = a,2"+a, 12" '+ -+a;z+
ag polynémom g(x) =z — ¢, kde n > 1, a, # 0, ¢ € C. Podielom je polyném
q(x) = by 12"V + b, 92" 2 + -+« + biw + by a zvyskom r(z) = u. Pod'me zistit,
aké st ich koeficienty b, by, ..., b,_1,u. Predovsetkym plati rovnost’ polynémov
A"+ 12" arztag = (2—¢)(by_12" by o™ 2 b+ bg) du =

= bp_12" + (bp_g — 1)zt + - 4 (bg — cby)x 4+ u — cby.

Porovnanim koeficientov dostaneme:

a/n — bn_l bn—l s an

an—1 = bn—2 - Cbn—l bn—? = Qp-1+ Cbn—l
: odkial

ai = bo — Cbl bo = a1+ Cbl

Qo = u—cby U = ag+ chy

Vysledné vztahy je vhodné pisat’ v tvare tabulky

(07% Ap—1 e aq ao
c cb,_1 . chy chg
Qn  Qp_1+cbp_1 ... a1+cby | ag+ chy
~ ~Y— —— ——
bn—1 bp_o bo u= (C)

ktori nazyvame Hornerova schéma.

Theorem 88 Komplexné ¢islo ¢ je korenom polynému f prave vtedy, ked (x —c) |

f.

Example 89 Pomocou Hornerovej schémy vydelte polynom f(z) = x®—2x* +2% —
8z + 2 polyndmom x — 2 a vypotitagte f(2).

1 -2 01 =8 2
2 200 2 -12
1 001 -6 |-10
Podiel je polyném z* + z — 6 a zvysok —10. Takze plati f(x) = (z — 2)(2* +
z —6) — 10, f(2) = —10.0
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Definition 90 Polyném f € P (C) (P (R)) stupia aspon 1 sa nazyva ireducibilny,
ak sa nedd napisat’ ako sucin dvoch polyndmov aspon prvého stupna.

Theorem 91 Nech ag,aq,...,a, € R anechc= a+ib,a,b € R je koren polynomu
f(z) = apx™ + ap_ 12"t + -+ + ayx + ag. Potom aj ¢ = a — ib je koren polynému

I

Example 92 Ndjdite vietky korene polynomu f(z) = 22° + 5x* 4 823 + 72? + 62 +
2, ak viete, Ze jednym korenom je —1 + 1.

Solution 93 f je polyném s redlnymi koeficientami, preto dalsim jeho korenom je
—1+i=—1—14. Vydelme polynom f korenovymi éinitelmi v + 1 —1i, v+ 1+

2 5 8 7 6 2
—14+i| 242 —54+i —4+2 —5+i —2

2 3+2 3+i¢ 342 1+i |0
—1—d| —2-2i —-1—4 —2-2i —1—i

2 1 2 1 0

Podielom je polynom h(x) = 223 + 2% + 2z + 1. Zvysné korene polynomu f si
korenmi polynomu h. Jeho jeding raciondlny koren je cislo —%. Potom plati
h(z) = 2(z+3)(2® +1). Zostdvajice korene polyndmu f si preto korenimi
polynému x? + 1. Ndjdeme ich rie3enim kvadratickej rovnice x> +1 = 0: x = &i
Polynom f ma korene —1+41, —1—1, — %, 1, —i. Su to vSetko jednoduché korene.
O

Definition 94 Nech c je koren polynému f. Hovorime, Ze ¢ je koren ndsobnosti
ke N, ak f(z) = (x — )" q (), pricom ¢(c) #0.

Example 95 Zistite, kolkondsobnym korenom polynomu f(z) = x5 — 5a* + 723 —
222 + 4 — 8 je éislo 2.

Solution 96 Pomocou Hornerovej schémy vydelime polyném f polynémom x — c.
Ak vyjde nulovy zvysok, opakujeme delenie pre podiel, ktory sme predtym dostali.
Toto delenie opakujeme dovtedy, kym vyjde nenulovy zvysok. Ndsobnost’ korena je
potom zrejme pocet delent, pri ktorych vysiel nulovy zvysok.

1 -5 7 -2 4 -8
2 2 6 2 0 8

1 -3 1 0 4 |0
2 2 -2 -2 —4

1 -1 -1 =2 [0
2 2 2 2

1 1 1 [0
2 2 6

1 3 [7

Cislo 2 je trojndsobngm korenom polynému f, ktory mozeme pisat v tvare f(x) =
(x =23 +2+1).0
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Theorem 97 Kazdy polyném f(z) = apz™ + ap 12" '+ -+ + a1z + ap, n €
N, a, # 0 sa dd rozloZit' na sutin mocnin ireducibilngch polyndmov nad R (C).

Rozklad nad C:
f@)=a,(z—c)" (=)™ .. (x—cn) ,meN,

kde ¢i,...,¢, € C st korene polynému a ki + kg + -+ + k,, = n.
Rozklad nad R :

f@)=a,(z—c)" (x—c)” .  (x—¢)" (2° + prz + ql)l1 (P +pr + qs)ls ,r,s € NU{0},

kde ¢q,...,¢, € R sui korene polynému s ndsobnostami ki, ks,..., k. € N a
pi, ¢ € R také, ze p? — 4q; < 0, pricom ky + kg + -+ k, +2(ly + - + ;) = n.

Theorem 98 (O raciondlnych korenoch polynémov s celociselngmi koeficientami)
Nech raciondlne ¢islo g, kde p,q su nesudelitelné celé ¢isla, je koren polynomu
f(2) = apz"+a, 12" - Harztag, a, # 0, n > 1, s celotiselngmi koeficientami.
Potom q | an, p | ao.

Example 99 Ndjdime vsetky raciondlne korene polynomu f(x) =
1,3 lp2 1

3 3 6

Solution 100 Polyném f nemd celotiselné koeficienty, ale polynom g(x) = 6f(z) =
22° — 32t + 223 — 22% + 1 dno. Navyse pre kazdé komplexné ¢islo x plati f(x) =0
prave vtedy, ked g(x) = 0, To znamend, e g md rovnaké korene ako f. Mozeme
teda hladat raciondlne korene polynomu g v tvare §7 kde p je celé cislo, q je
prirodzené ¢islo vyhovujice podmienkam: p deli ag = 1, q deli a5 = 2. Do tdvahy
pripadaji cisla:

p € {£1}, q € {1,2}, odkial vyplyva © € {£1,+1}.

Ak polynom g md raciondlny koren, tak podla predchddzajicej vety to moze byt
len niektoré z cisel +1, j:% a Ziadne ié. Ktoré z nich je korenom polynému g,
mozeme zistit Hornerovou schémou. V pripade, Ze natrafime na koren, zistime
hned jeho ndsobnost.

2 -3 2 -2 0 1
1 2 -1 1 -1 -1
2 -1 1 -1 -1 |0
1 2 1 2 1
2 1 2 1 [0
1 2 3 5
2 3 5 |6

Zistili sme, e polynom g je delitelny polyndmom (x — 1)?, ale nie je delitelny
polyndmom (x — 1)3, o znamend, 2e 1 je dvojndsobnyj koren polyndmu g a tento
polynom maozZeme napisat’ v tvare

g(x) = (x — 1)*(22° + 2° + 22 + 1).

Tretie delenie polynomu g polynomom x — 1 v Hornerovej schéme uz nebolo nutné
vykonat. Stacilo si uwvedomit, e redlny polynom h(z) = 22® + 2? + 2x + 1, ktory
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je nenulovy s nezdaporngmi koeficientami, nemoze mat kladné korene, lebo hodnota
tohto polynému v kladnom c¢isle je kladné ¢islo, a teda nie nula. Vsetky dalsie
korene polynomu g uz musia byt korenmi polynému h. Preto staci pokracovat v
Hornerovej schéme pre polynom h, pricom, kladné ¢isla uz nemusime overovat.

2 12 1
—1 -2 1 =3

2 -1 3 [2

Cislo —1 nie je korenom polynému g.

2 12 1
-1 0 -1

2 02 |0

Polynom 22% + 2 us nemd redlne korene (teda ani raciondlne), a preto islo —% je

len jednoduchym korenom polynomu g. Polyném g, a teda aj f md prave tieto
raciondlne korene: 1 - dvojndsobnyj, —% - jednoduchy a polyném f moZeme pisat’ v tvare sucinu
f@)=2g9(x) =2(x—1)*(z+3) (2*+1). O

o[

Nech f(z) = apa"™ + ap_ 12" 1+ - -+ a1z + ag, a, #0, n > 1. Podla zdkladnej
vety algebry mé tento polyném aspoi jeden korei. Ozna¢me ho ¢;. Polyném f je
delitelny korenovym ¢initelom = — ¢;, teda existuje polyném f; : st(f;) =n —1
tak, ze f(z) = (x — 1) fi(x).Ak n — 1 > 1,tak f; m4 koren, moézeme ho oznacit’
2 a existuje taky polyném fo : st(fo) =n —2,2e fi(x) = (v — ¢2) fo(x) a potom
f(z) = (x—c1)(x—c2) fo(x). Takto moézeme pokracovat’ d’alej a po n-tom zopakovani
tohto kroku dostaneme f(x) = (z — ¢1)(z — ¢2) ... (x — ¢,) fo(x),st(fo) = 0, fo je
konstantny polyném, preto pre vsetky komplexné &isla = je fo(z) = b, kde b je
komplexné ¢islo. Vzhl'adom k tomu, ze najvyssi koeficient polynému f je a,,, musi
platit: b = a,.Tak sme dospeli k tvaru polynému f

fl@)=apn(x —c))(x—c2)...(x — ¢)

ktory nazyvame rozklad polynému f na si¢in korenovych ¢initel'ov. Z tohto tvaru
polynému f vyplyva, ze ¢isla ¢y, co, ..., ¢, si jeho korene a okrem nich ziadne iné
nemd. Preto plat{

Theorem 101 Polyném stupnan, n > 1, z P (C) md najviac n réznych korenov.

Raciondlne funkcie.
Definition 102 Nech f, g € P(C)(P(R)) su polynomy, g # 0, potom kom-
plexni funkciu F(z) = % nazyvame raciondlna funkcia. Ak st(f) < st(g),

)
funkcia F' sa nazyva rydzorac

tondlna.
. 3. 2 . L,
Example 103 Funkcie F(x) = %, G(x) = % st raciondlne, funk-

cia G je rydzoraciondlna. [J

Definition 104 a) Elementdrnym zlomkom nad C (presnejsie: komplexnym el-
ementdarnym zlomkom) nazyvame kazdi raciondlnu funkciu F(x) = ey kde
a,a € C, ke N.
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b) Elementdrnym zlomkom nad R (presnejsie: redlnym elementdrnym zlomkom,)

nazgvame kazdi raciondlnu funkciu F(x) = kde a,a0 € R, k € N a

G(z) = 52 - kde a,b,p,q € R, k € N, polyném z* + px + q nemd redlne

(x2+pz+q)

(a— akv

korene.

Theorem 105 KaZdd komplexnd (resp. redlna) raciondlna funkcia sa dd vyjadrit
v tvare suctu komplexného (resp. redlneho) polyndmu a konetného poctu elemen-
tarnych zlomkov nad C (resp. R).

Tomuto tvaru racionélnej funkcie hovorime rozklad raciondlnej funkcie na ele-
mentarne zlomky nad C (resp. R).

Postup pri rozklade racionalnej funkcie H(z) = chég na elementdrne zlomky nad
C (resp. R).
1. Vykondme delenie polynémov f, g sozvyskom: f(z) = g(x)q(x)+r(x), st(r) <st(g),
odkial i) ()
T r(x
H(z)=—7*=9¢q(x)+ —=.
T R ANTES

Tym sme ziskali vyjadrenie racionélnej funkcie H v tvare sic¢tu polynému a
rydzoraciondlnej funkcie.

2. Néjdeme kanonicky rozklad polynému g nad C (resp. R).

r(z)

3. Rydzoraciondlnu funkci

ze ku kazdému ¢initelu z kanonického rozkladu polynému ¢ (okrem na-
jvyssieho koeficienta) pridéwame zlomky:

r—a)k

2 k biz+cy baz+co brz+ci
(z% + px + q) Ppta T et T et

4. Vypocitame koeficienty a;, b;, c;.

Example 106 Rozlozte na elementdrne zlomky nad C raciondlnu funkciuv G(x) =
3 +2x%—2
2(z+1)2(z2+1) "

Solution 107 Funkcia G je ryjdzoraciondlna, preto nie je potrebné vykonat’ dele-
nie. Kanonicky rozklad menovatela je 2(x + 1)*(x — z)(m +14). Funkciu G mozeme
preto vyjadrit’ v tvare Q(mff)ﬁffi;)fw“) =5+ Gz Tao T xiﬂkde a,b,c,d € C.
Koeficienty a, b, c,d vypocitame tak, e predchddzajicu rovnost vyndsobime meno-
vatelom raciondlnej funkcie G, ém dostaneme rovnost polynémov a3+ 2x% — 1 =
2a(x + 1) (x — i) (x + 1) + 2b(x — i) (z + 1) + 2c(z + 1)%(z + i) + 2d(x + 1)*(x — ).
Upravou polynému na pravej strane rovnovnosti na normdlny tvar dostaneme

23+ 22% — 2 = (2a+ 2c + 2d)2® + (2a + 2b + 4c + 2ci + 4d — 2di)z*+
+ (2a + 2¢ + 4ci + 2d — 4di)x + 2a + 2b + 2ci — 2di
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Tdto rovnost je splnend prave vtedy ked’

1 = 2a+2c+2d

2 = 2a+2b+4c+ 2ci+4d — 2di
—1 = 2a+2c+4ci+2d—4di

0 = 2a+20+2c —2di
be=t d= 1
mozeme napisat' rozklad funkcie G na elementdrne zlomky nad C : 57 2°420% g

Vyriesenim tejto siustavy rovnic dostaneme a = 0, b =

) ) z+1)2(z—1)(z+i)
Q(mil)g + 4(1;:) + 4(19;2‘)' Uvedieme st druhy sposob vijpoctu koeficientov a, b, ¢, d.
Staci si uwvedomit, Ze rovnost’

234207~ = 2a(a+1)(x—0) (2+i)+2b(x—i) (x+i)+2c(x+1)? (i) +2d(s+1)2 (z—i)

je pravdivd pre kazdé x € C. Dosadenim konkrétnych hodnét za x do tejto rovnosti
dostaneme siustavu rovnic, z ktorej vypocitame hladané koeficienty. Vihodné je
dosadzovat korene menovatela raciondlnej funkcie G, v nasom pripade ¢isla —1, i, —i:

r=-1: —14+241=2b-1—-1)(-141)
T =i -2 = 2¢(1 +9)%2i
r=—i: i =240 = 2d(1 —i)*(—2i)

Odtialto lahko vypocitame b, ¢, d. Na wvipocet koeficienta a pouZijeme niektori
z predchddzajicich rovnic, ktoré sme ziskali porovnanim koeficientov rovnakych
polyndmov alebo dosadime do tijchto polynémov za x hocijaké ¢islo, napr.

x=0: 0=2a(—i)i+ 2b(—i)i+ 2ci + 2d(—i)

a odtial’ vypocitame a.l]

Example 108 Rozlozte na elementdrne zlomky nad R raciondlnu funkciu G(x) =
34222 —x
2(z+1)2(z2+1) "
Solution 109 V tomto pripade mdme hotovy uz aj kononicky rozklad menovatela
3 2

nad R a mozeme pisat rozklad raciondlnej funkcie: % =5+ ﬁ
;ﬂg—ff. Po vyndsobeni menovatelom raciondlnej funkcie dostaneme x>+ 2x% —x =
2a(z + 1)(z? + 1) + 2b(z* + 1) + 2(cx + d)(x + 1)®. Dosadme sem redlne korene
menovatela raciondlnej funkcie (moézu sa aj imagindrne, ale nie je to moc vijhodné,

lebo dostaneme rovnice s komplexnymi koeficientami).

r=-1: —14+2+1=2b1+1)
odkial b = % Dalsie rovnice ziskame porovnanim koeficientov polyndmov, napr.
staet porovnat’ koeficienty pri 3, x, a°.
a3 = 2a + 2¢
x: -1 =2a+2c+4d
20 0= 2a+2b+2d
Vyriesenim tejto sistavy dostaneme a = 0, ¢ = %, d = —%. Potom kanonicky

rozklad funkcie G nad R je 2(53)25(1;11) = 2($_1~_1)2 Q(ﬁzjl)-m
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Cvicenia
1. Vynésobte polynémy:
(a) 22 — 62 + 51 — 1)(2? — 22 + 2)
228 — 102° + 162* — T2% — 1122 + 122 — 2 |
(b) B3z + (1 —i)x® + iz —2+14)(3x> + (1 +1)z? — iz — 2 — 1)
[92° + 625 + 22* — 1423 — 522 + 22 + 5]

2. Vydel'te so zvyskom:

(a) (22* — 323 + 422 — 5z +6): (2> —3x + 1)

[podiel : 2z% + 3z + 11, zvysok : 25z — 5
(b) 2i2® + (2 — 2i)a® — izt + 23 — 2?) : (iz® + (1 —9)z? + 1)
3 —x—1,zvysok : —iz? + 1+ 1]
(c) (2® —a?—2): (v —1+2)

[podiel : % — 2ix — 5 — 2i, zvySok : —9 + 8i]

[podiel : 2z

3. Pomocou Hornerovej schémy vykonajte delenie so zvyskom:

(a) (2% — 223 +42? — 62 +8): (v —1) [(x —1)(2® — 2% + 32 — 3) + 5]
(b) (A3 +2?): (x+1+1) [(x+1+10)(42® — (3+ 4i)x — 1+ 7i) + 8 — 61
(c) (Bx*+(1-3i)a3—2ix*+ix—i) : (z—i) [(x —i)(32® + 2® —iz + 1 +14) — 1]

4. Pomocou Hornerovej schémy vypocitajte f(c):
(a) f(z)=a* =323 +62% — 10z + 16, c =4 [136 ]
(b) f(z) =62 —T2> +4x+2, c= —% 1]
() 2+ (1+2i)2* — (1+3i)2*+7, c=—2—1i [—1—44i |

5. Aké podmienky musia spiﬁat’ komplexné ¢&isla p, g, m, aby polyném z*+px?+
q bol delitel'ny polynémom x?+mz+1?7 [m=0,gq—p+1=0alebog=1,p=2—m? |

6. Urcte ¢islo a tak, aby ¢islo ¢ bolo korenom polynému f:

(a) f(z)=a*+22% —ax+2, c=3 [T ]
(b) f(z) =225 — az* — 2 + a2’ + 3a, c= -1 [3 ]

7. Zistite kol’kondsobnym korenom polynému f je ¢islo c:
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8. N4jdite racionédlne korene polynémov:

(a) 227 —132%+4 62° +132* — 182° +292? — 222+ 3, [1 — dvojndsobny, —32]
(b) 6z* — 112® — 2% — 4, [-%,2]
¢) 10z* — 132 + 1522 — 18z — 24 [nemd raciondlne korene]
)

)

(
(d) 242° + 10z* — 2% — 192% — 5z + 6 [5,—2,3]
(e

25 + 2* — 62° — 1422 — 112 — 3 [—1 — stvorndsobny]
9. Rieste rovnicu, ak poznéte jeden jej koren:

(a
(b

— 422 +8r—4=0, 1—i [1+4, -1+ 3]
4% — 162° + 352! — 602 4+ 71z% + 162 —20 = 0, 2+ [2+4, +2i, +1]

) @
) 4
(¢) 25—25—132%4+922+8204+20 = 0, —1+2i [—1 +2i, 2 — dvojnssobny, #5]
(d) 2 +at+ad—a?—x—1, -1 43 [1, £(-1+£+/3) — dvojndsobny |

10. Nech a, b, ¢ st navzdjom rozne komplexné ¢isla. Dokdzte, ze polynémy f, g
st rovnaké.

a?(z—b)(z—c b2 (z—a)(z—c 2 (x—a)(z—b
(8) f(0) = s + g et (@) =27

[Staci dokdzat, ze f(a)=g(a), f(b)=g(b), f(c)=g(c)]
(b) f(z) = &=mg | Goallemg) | Lemalled) () =
[Staci dokdzat, ze f (a) =g (a), f(b)=g(b), f(c)=g/(c)]

11. Najdite kanonicky roklad polynémov nad C:

(a) iz +1
)
(b) 2% —1

(o~ 1)+ 1) — ) +i)]
(c) 32° + 5zt + 102 + 1422 + 3z — 3
[3(z + 1) (2 — %) (z + iV3)(z — iV3)]
(d) 6z* —112% — 22 —4

[6(3:—2) (a:—{—%) (:U— ”%ﬁ) <:E— %ﬁﬂ

12. N4§jdite kanonicky roklad polynémov nad R:

(a) z*+4
(2% + 22 + 2)(2? — 20+ 2) |
(b) 2° -8
[(z — V2)(z + V2)(2? + V22 + 2)(2* — V22 + 2) |
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(c) 3% —182% +9
e )

(d) 4o +22+1

[4(3: + Ly L )(2 \/Tgx—l—%)]
(e) 22° +32° + 2% + 322 — 1

[2(z—3) (@+1)32? — 2+ 1)]
(f) 2% —22° + 2% + 42® — 8z + 4

[(z — 1)%(2? + 22 + 2)(2z* — 22 + 2) |

13. Rozlozte na elementarne zlomky nad C (bez vypoctu koeficientov) raciondlnu
funkciu:

1
(a) (23—8)2 (¢4 422+ 16)

a b c d
@22 T 72 T GagiriaRE T (et 1+iV3)? - :c+1+zf+
D q
L +(x+lfi\/§)3 + (z+1—iv/3)2 + z+1—iv/3 + T— 1~H\f + z—1— Z\f
3241
(b) (2x3+4w2)(m2—4)
a:2 + + (x+2)2 Rl x+2 + i2 ]

41
(©) o

d e T s

a b c
[(:c+2)2 timtis ot T z—1—iv/3 + z—1+iv/3

14. Rozlozte na elementérne zlomky nad R (bez vypoctu koeficientov) raciondlnu
funkciu:

1
(a) (:v378)2(:v4+4x2+16)
cx+d ex+p qr+r sx+t
[(x 2)2 i z— 2 + (z2+22+4)3 + (z2+22+4)2 + z24+2x+4 + x2—2x+4]
(b) 32241

(223 4+4x2)(22—4)

a b c d e
[ﬁ+z+@uy+——+wJ

x+2
z+1
() (z4—16)(az3+8)
dz+ +
[(z+2)2 e x+2 + + ngrZ + 1'27;3:2:214]

15. Rozlozte na elementérne zlomky nad C racionédlnu funkciu:

@) w5 [ttt

(b) 234322 +(3+2)g7+2 |: i _ +L}

@13 (@—0)

422 —12z+4 2—4 2414
() (2?20 +2)2 [(93—1+z')2 + i ]

da—i —i V3+i —V/3+i
(d) 223 +42i [2(95—1‘) - 2z—+/3+i + 2x+\/§+i:|
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16. Rozlozte na elementdrne zlomky nad R racionédlnu funkciu:

2
(8) 2rger

4
2z—1 (x+1)2 oA x+1

(b) 28 —5254+1324—1823+1222—8x+12
(z— 2)( 2_2r+2)2

T+ 1 + + (z2— 2x+2)2 + x27§x+2 i|

(C) 4905 —8z44+5x3 —a24+x+1
(2z2—z)2

x_1+(2x 7 mer et ]

xﬁ X
(d) m

—11z+5 2
T+ (x2+x+1)2 t 5@ty T 9(:5—1)}

(e) —x* 32341002 — 4241
(z—1)(zt—a3—z+1)

1 2 z—2
| (z—1)3 + z—1 + x2+:(;+1:|
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V matematike sa ¢asto uvazuje o vzajomnych vztahoch ¢iselnych mnozin. Naprik-
lad z&dvislost’ medzi polomerom kruhu a jeho plosnym obsahom, okamzitou rychlostou
telesa padajiceho k zemi z kl'udovej polohy vo vdkuu a dobou padu, hmotnostou
tovaru a jeho cenou. Tieto vztahy sa volaji funkcie. Cielom tejto Casti je hlbgie
obozndmit’ studentov s definiciou a vlastnostami funkcif.
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Chapter 5 REALNE FUNKCIE JEDNEJ
REALNEJ PREMENNEJ.

Pojem funkcie.

Definition 110 Nech A, B si dve neprdzdne mnoZiny a f je pravidlo, ktoré kazdému
prvku x € A priradi jeding prvok y € B. Hovorime, Ze f je funkcia (zobrazenie),
ktora zobrazuje mnoZinu A do mnoZiny B. Piseme f : A — B (f zobrazuje A do

B), alebo x SEAR Y.

Funkciu oznacujeme pismenami f, g, h, .... Mnozinu A nazyvame defini¢nym
oborom funkcie f a oznacujeme D (f) (A = D (f)). Ak x € A, prvok f (z) € B
nazyvame hodnotou funkcie f v bode z. Mnozinu

fA)={f(x)eB:z€ A} CB

nazyvame obor hodnot funkcie f a oznacujeme H (f). Mnozinu B nazyvame koo-
bor funkcie f. Prvky x € A sa nazyvaji nezdvisle premenné a k nim priradené
prvky y € B zavisle premenné.

Pre zépis funkcie pouzivame oznacenie: f : A — B, f(z) =V (z), kde A je
definiény obor funkcie, B je koobor funkcie a f (z) = V () je algebricky vyraz -
predpis funkcie.

Definition 111 Nech f: A — B a g : C — D. Hovorime, 2e funkcie f a g sa
rovnaju, piseme f = g prave vtedy, ak A = C aVx € A plati f (x) = g (x).

Remark 112 7 predchddzajicej definicie plynie, Ze f(A) = ¢g(C) = H(f) =
H(g)C BND.

Definition 113 NechC C A, f: A— B, g:C — B aVz € C je f(z) = g(z).
Potom funkciu f : A — B nazgvame rozsirenim funkcie g : C' — B a funkciu
g : C — B ziZenim funkcie f : A — B. Pigeme g = f|c.

Ak f je taka funkcia, ktorej koobor je mnozina redlnych ¢isel B C R, f nazy-
vame redlnou funkciou. Ak pre funkciu f je A, B C R, hovorime o redlnej funkcii
redlnej premennej a f oznacujeme f: A — R.

Niekedy je funkcia f uréend iba predpisom (vzorcom), napriklad f (z) = 23,
ale nie je priamo dand mnozina A = D (f). Vtedy pod D (f) rozumieme mnozinu
vietkych x € R, pre ktoré ma vzorec zmysel. Tento defini¢ny obor sa nazyva
prirodzeny defini¢ny obor.

Example 114 Dané si predpisy funkcit f(z) = 22 — 1, g(z) = X5, h(z) =

z—3’

%a: + 32. Ndyjdite ich definicny obor, koobor, obor hodnét a zapiste ich!

Solution 115 Pre funkciu f () = x* — 1, mdme D(f) = R. Pretoze Vx € R
plati 22 > 0, potom 2*> — 1 > —1. Teda H(f) = (=1,00). Funkciu f zapiseme:
fR—R, f(x)=2%-1.
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Pre funkciv g (z) = -, mdme D(f) = R\ {3}, pretoze Vo € R\ {3} plati

-3’
t—3#0= -5 #0. Teda H(g) = R\{0}. Funkciu g zapiseme: g : R\ {3} —
R, g(z) = 5.
Pre funkciu h () = 22432, mame D(h) = R, H(h) = R. Funkciu h zapiseme:

h:R— R, h(x)= %az—l—SQ.D

Remark 116 Urcit’ obor hodnoét funkcie f nemusi byt jednoduché. Urcenie oboru
hodnét lubovolnej redlnej funkcie redlnej premennej je sucastou kapitoly aplikdcie
diferencidlneho poctu.

zi—1

Example 117 Zistime, ¢i sa funkcie f(x) =2*>—1 a g (v) = e

rOUNajU.
Solution 118 Uréime prirodzeny definicny obor oboch funkcit D (f) = R, D2 (9) =
R, teda D (f) = D(g9) = R. Pre kazdé x € R plati: g(x) = i;ljr} _ G _;)ﬁ +1)
22 —1=f(x).Teda f = g. O

Example 119 Dané si funkcie f : R — R, f(x) =z, g : (0,00) — R, g(z) =
(vVZ)’ ah: R — R, h(z) = |z|. Zistite, ¢i st niektoré rozsirenim alebo zi%enim
ostatnyjch.

Solution 120 Funkcia g : (0,00) — R je zuZenim funkcie f : R — R ajh: R —
R, ¢o zapiseme g = f|0,00), 9 = h|(0,00). Funkcie f: R — R ah: R — R si zas
réznymi rozsireniami funkcie g : (0,00) — R. O

Example 121 Uréme definiényj obor funkcit: a) f (r) = 52 0) g (v) = V16 — 22.

2297

Solution 122 a) Formula - zlomok md zmysel iba vtedy, ak jeho menovatel je
rozny od nuly > — 9 # 0, odkial v # —3V x # 3. Potom D (f) =R\ {-3,3} =
(00, =3) U (=3,3) U (3,00).Tak f: R\ {-3,3} = R, f(z) = 5.

b) Definicngm oborom budi vietky redlne ¢isla, pre ktoré plati 16 — x* >

0,
odkial x € (—4,4) .Potom D (g9) = (—4,4) ag: (—4,4) = R, g(z) = v/16 — 22. O

Operécie s funkciami.
V matematickej analyze sa casto zaoberdme réznymi kombindciami funkcii. Je
potrebné ovladat’ tieto vztahy.

Definition 123 Dané si funkcie f : A - R, ACR,g: B— R, BCRa
¢ € R lubovolné redlne ¢islo. Definujeme funkcie:

|f] (x) = |f (x)|, s definiengm oborom D (|f|) = D (f) = A nazgvame absolit-
nou hodnotou funkcie f,

(cf) (x) =cf (x), s definicngm oborom D (cf) = D (f) = A nazgvame sicinom
¢isla ¢ a funkcie f,

(f+9)(z) = f(x)+g(x), s definicngm oborom D (f + g) = AN B nazgjvame
suctom funkcii f a g,

(f—9)(z) = f(z) —g(x), s definicngm oborom D (f — g) = AN B nazyvame
rozdielom funkcit f a g,

(fg) () = f(x)g(x), s definicngm oborom D (fg) = AN B nazgjvame sicinom
funkcit f a g,

%) (x) = ﬁ, s definiengm oborom D (§> = AN B\ B° nazgyvame podielom

funkcii f a g, pricom B° = {x € B:g(x)=0}.
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Definition 124 Dané su funkcie f : B— R, BC R, g: A— R, AC R také, ze
0 # H (g) N B. Zlozenou funkciou f o g z funkcii g a f v tomto poradi rozumieme
funkciu

fog:C—R, (fog)(z)=f(g9(x), C={reA:g(r)eB}.

Funkciu g nazijvame vnitornd zloZka funkcie f o g a funkciu f vonkajsia zloZka
funkcie f o g.

Example 125 Nech f : R - R, f(z) =2 ag: (0,00) — (0,00), g(z) = /x.
Najdite f + g, f — g, fg, % a ich definitné obory.

Solution 126 D (f) = R, D(g) = (0,00) = D (f +g) = D(f) N
<0,00) = <0’ OO), tak f+g: <07 OO) - <07 00)7 (f—l—g)(x =
R, D(g) = (0,00) = D(f —g) = D(f) ﬂD(g)

f=9:(0,00) = R, (f=g)(z) = 2=z, D(f) =
D(f) N D(g) = RN (0,00) = (0, OO) tak fg: (

Remark 127 Funkcm z predchddzajiceho prikladu je rézna od funkcie h (x) =
\/_ pretoze E (0 OO) (0700)7 (g)((lﬁ) - \/_57 h - <0,00) <O7OO)7 h(iU) =
Vasteda D (£) = (0,00) # (0,00) = D (h) = & # V.

Example 128 Nech f : (4,00) — R, f(z) =+vz—4ag: R\{0} - R, g(z) = 1.
Ndjdite predpis a defini¢ny obor pre funkcie go f a fog.

Solution 129 Podla definicie (go f) (z) = g (f (z)) = g (Vz —4) = pricom
D(gof)={xeD(f): f(z) e D(9)}, tJ. 1’6(400) flz) =
4<x=D(gof) = (4,00). Podobne (fog)(x)=f(g(z)) = (% @/%

hde D(fog)={SL‘GD(Q)ig(x)GD(f)=<4,OO)},t-J- z € R\{0}: ()=

Te(do0)=24<lcoz0<s<1=
— D (fog) =(0,3).0

Remark 130 Skladanie funkcii nie je komutativne, t.j. go f # fog.

Graf funkcie.

Niekedy je vhodnejsie a ingtruktivnejsie miesto popisu funkcie pomocou formuly,
alebo tabulky nacrtnit’ obrazok funkcie. To je aj tilohou matematickej analyzy,
aby sme vedeli na¢rtnit’ obrazok danej funkcie. Obrazova reprezentacia funkcie sa
nazyva graf funkcie.

Definition 131 Nech f : A — B, (A, B C R) je funkcia. MnoZina G (f) =
{(z,f(z)) € Ax B; x € A} kde AX B je kartézsky sucin mnoZin A a B, sa nazgva
graf funkcie f .
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Vlastnosti funkcii.

Ohranicené funkcie.

Definition 132 Funkciu f : A — R nazgyvame zdola (zhora) ohranitenou na
mnoZine S C A, ak je zdola (zhora) ohranicend mnoZzina f (S) = {f (z):z € S},
t.j. Im (M) :Vz € S plati f(x) > m (f (z) < M). Ak je funkcia f ohranitend
zdola aj zhora na mnoZine S, hovorime Ze je ohranicend na mnoZine S. Ak niektord

z wvedenych vlastnosti plati na mnozine S = A, hovorime, %e f je ohranicend
(zdola, zhora).

Definition 133 Pre funkciu f, ktord je zdola (zhora) ohranitend na mmnoZine
S, definujeme infimum (supremum) mnoZiny f (S), ktoré oznacime inf,cs f ()
(supges f(x)). Ak infyes f(z) = m (sup,es f(x) = M) a plati m € f(S)

(M € f(S)), tak toto ¢islo nazgvame minimom (maximom) funkcie f na mnoZine
S a zapisujeme minges f () (maxges f () ).

Example 134 Nech f: R — R, f(x) = |z|. Najdite infimum, minimum, supre-
mum a maximum funkcie (ak existugi) f na intervale I = (—m,1).

Solution 135 Z ndértu grafu funkcie f (x) = ||

vidime, ze
F(O)=[0]=0= inf f(r)= min_f(2)

z€(—m,1) z€(—m,1)

a podobne

f-m) = |-nl =7 = sup f(x)= max f(z).0

ze(—m,1) z€(—m,1)

Monoténne funkcie.

Definition 136 Funkciu f : A — R, A C R nazgvame rasticou (klesajicou)
na mnozine S C A, ak pre kazdé dva prvky xi,z9 € S, 11 < xo, plati f(x1) <
f(z2) (f(x1) > f(x2)). Funkciu f : A - R, A C R nazyvame neklesajicou
(nerasticou) na mnoZine S C A, ak pre kazdé dva prvky z,,x9 € S, x1 < X2, plati
f(z1) < fm2) (f (1) > f(22))

Ak niektord z uvedengjch vlastnosti plati na S = A, hovorime, Ze f je rastica
(klesajiica, neklesajica, nerastica) funkcia. Rastice, klesajice, nerastice a nekle-
sajice funkcie na mnoZzine S sa nazyvaju monotdnne na mnoZine S, rastice alebo
klesajice funkcie na mnoZine S sa nazyvaji rydzo monoténne na mnoZine S.
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Parne a neparne funkcie.
Definition 137 Funkcia f : A — R, A C R sa nazyva pdrna (nepdrna), ak plati
a)Ve € A<= —x € A,

b) f(x) = f(=2) (f (—2) = —f (x)), Vo € A.

Remark 138 Fuxistuje mnoZina funkcii parnych, nepdrnych a funkcii, ktoré nie si
ani pdarne, ale ani nepdrne.

Example 139 Nacrtnite graf funkcie f (x) = /16 — 22.

Solution 140 Mdme: f : (—4,4) — R, f(z) = V16 —22. Plati: VYx €
D(f) = —z € D(f), f(—z) = /16 — (—x)* = V16 —22 = f(z).Funkcia
je pdrna.\/16 — x?

g

Periodické funkcie.

Definition 141 Funkcia f : R — R, sa nazyva periodickd, ak existuje také redlne
¢islop >0, 2e Yo € R plati f(z+p) = f(x). Cislo p sa nazgva peridda funkcie
f. Najmengia peridda (ak existuje) sa nazyjva zdkladnd peridda.

Inverzna funkcia.

Nech f: A — B, je funkcia (zobrazenie) definovand na mnozine A s hodnotami v
mnozine B. Hovorime, ze f je zobrazenie mnoziny A do mnoziny B. Nech M C A.
Oznatme

f(M)={yeB;(y=[f(x)AN(xeM)}.

Definition 142 Funkciu (zobrazenie) f : A — B nazyvame injektivnou (prostou)
ak Yri1,m9 € A 11 # 19 platt f(xy) # f(xz). Nech f : A — B, je funkcia
(zobrazenie) definované na mnozine A s hodnotami v mnozine B. Ak f(A) =
B, hovorime, Ze f je zobrazenim na mnoZinu B, alebo f je surjektivna funkcia
(surjekcia).  Funkciu (zobrazenie) f : A — B, ktord je injektivna a surjektivna
nazyvame bijektivna funkcia (bijekcia).

Definition 143 Nech f : A — B, je bijekcia. Funkciu f ~': B — A, definovani
tak, 2e f ' (y) = z prave vtedy, ked f(x) = y, nazjvame inverznou funkciou k

funkcii f : A — B.

Example 144 Nech h : (0,00) — {(0,00), h(z) = x*. Ndjdite inverznii funkciu
ht
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Solution 145 Mdme A =
fla) = af # 25 = f(22),
Az € (0,00) také, ze y
+ (0,00) = {0,00), h(z
) = (0,00), h7(t) =

( ) B. Plat? Vl’l,ZL‘Q € <0 OO) T ?é Ty —>
ted a funkcza h je injekcia. Nech y € (0,00), potom
= 2 (x = /y), teda funkcia h je surjekcia. Preto
) = 2% je bijekcia a existuje inverznd funkcia h™' :

:
(0, 00 Vt. Na obrazku vidime grafy oboch funkcif.

U
Example 146 Nech f: R — R, f(z) = 2z + 1. Ndjdite inverzni funkciu f !

Solution 147 Pretoze f je bijekcia, inverznd funkcia exvistuje a mdme: f ! :
R—R, fz)= 1 . Na obrdzku vidime grafy oboch funkcii:

v
10
B
I
—
s 2o 25 s

Example 148 Nech f : R\ {3} — R\ {2}, f(z) = 3. Ndjdime inverzni
funkciu f 1

OJ

Solution 149 Funkcia f je prosta (injektivna): Vry,x9 € R\ {%} DX F Ty =
% # gi;—f? t.j. f(x1) # f(x2). Tordenie ukdZeme sporom. Ak by f(x1) =

f(z2) = % = % = 11 = Ty, pre 11,72 # 3. Nech y € R\ {2}, hladdme

nejaké v € R\ {%} aby y = f(x). Teda y = ;i—f‘:’ — = ii, ak y # 2. Teda
[ je surjekcia. Pretoze f je bijekcia, existuje inverznd funkcia f ~': R\ {2} —
R\{3}.f *y = 23;%:1. Naértnite graf funkcie f aj f ~1. O
Remark 150 Nech f : A — B je bijekcia. Potom z definicie inverznej funkcie
f 1B — A wyplyva, e f(x) =y < f ' (y) = x. Odtial’ dostaneme

Ve e Aje(f tof)(x)=

YyeBje(fof ') (y) =y

to znamend e f o f : A — A (f tof)(x) =z, fof!':B —
B, (fof )=y

Ak f: A — B je bijekcia a f 1 : B — A je k nej inverznd funkcia, potom

G(f) =A{(z, f(x)) e Ax B;weAj,

G(f Y ={ly, f " y) =(f(z),2) e Bx A;ye B}.
Teda graf funkcie f a graf funkcie f —! si siumerné podla priamky y = x.
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Elementarne funkcie.
V tejto casti zopakujeme zdakladné vlastnosti elementdrnych funkcii, ktoré budeme
pouzivat’ v d’alsich kapitoldch.

Definition 151 Konstantnd funkcia f : R — {c}, f (z) = ¢ € R. Grafom kons-
tantnej funkcie je priamka rovnobeZnd s osou o,.

Mocninovd funkcia s prirodzenym exponentom n € N je funkcia f : R —
R, f(z) = a™. Mocninova funkcia so zaporngm celym exponentom —n, kden € N
je funkeia f : (—00,0) U (0,00) = R, f(z) =27 = =

Funkcia n-td odmocnina (n € N, n > 2) je definovand

f: { {0,00) = (0,00),, f() = \n/zl: x%, pre. . parne , je rastica funkcia .
R—R, f(x)= v =un, pre n nepdrne

Algebrickyj polyném P: R — R, P(z) = coz" + 12"+ o™ 2+ ... ¢+
Cn,Co # 0kde ¢; € R, 1 = 0,1, ...,n nazyjvame koeficienty polynomu f an € N,
stupen polynomu P.

Raciondlna funkcia R : R\ Q° — R, R(z) = ggi;,kde P,Q si polynomy a
Q°={r € R:Q(z)=0}.

Exponencidlna funkcia f: R — (0,00), f(x)=a", (a>0,a#1). Prea>1
je f(z) = a® rastica funkcia, pre 0 < a <1 je f (z) = a” klesagica funkcia.

Logaritmickd funkcia. Pretoze exponencidlna funkcia f (x) = a® je rastica pre
a > 1, klesajica pre 0 < a < 1, existuje k nej inverznd funkcia, ktord nazyvame
logaritmicka funkcia so zdkladom a: f:(0,00) — R, f(x) = log, x. Logaritmickad
funkcia je rastica pre a > 1, klesajica pre 0 < a < 1.

Ak a = e~ 2,7183... je Eulerovo ¢islo, potom logaritmicki funkciu so zdkladom
e nazyvame prirodzeny logaritmus a oznacujeme log, r = Inz.

Mocninovd funkcia s realnym exponentoma € R : f : (0,00) — (0,00), f (x) =
¢ = ealnm'

Example 152 Ndjdime hodnoty nasledujicich funkcit: v/16, 1/ (—2)6, v/32, V1,
Y0, /=16, \/—64, /=32 kde p € N..

Solution 153 Podla predchddzajicej definicie plati: v16 = 2, {/(=2)° = 2,

V32 =2, Y1 =1,%Y0=0, /=32 = —2. Vyrazy vV—16, /=64 nemaji zmy-
sel. [J

Remark 154 Studenti casto chybne urtia funkéni hodnotu pdrnej odmocning.
Casto napriklad napisu: V4 = +2, ¢o nie je spravne. Tento omyl pochddza z
faktu, se pri riesent rovnice v = 4, ktori mono napisat'v tvare (x —2)(z+2) =0,
dostavame dva korene (rieSenia) xy = 2, xo = —2, ¢o kratsie zapisujeme ako
r = £2.

Zhrnutie /4 = 2 je funkénd hodnota druhej odmocniny (Nie v/4 = £2 !I!).
Riesenie (korene) rovnice 2% = 4 mozeme zapisat’ v tvare z = +2.



66

Trigonometrické funkcie.
Zopakujme trigonometrické funkcie.

Definition 155 f: R — (—1,1), f (z) =sinz,
f:R—(-=1,1), f(x) =cosz,
fiR\{i+km ke Z}—R, f(z) =tge =2

cosx’

f:R\{km, k€ Z} - R, f(z) = cotgx =

sinx *

Pripomenieme niektoré trigonometrické identity:

sin (x £ y) =sinxcosy + cosxsiny, Vo, y € R
cos (x £ y) =coszcosy Fsinxsiny, Vo, y € R
cosz +sinz =1, Ve € R
sin (—x) = —sinz, Vr € R
cos (—z) =cosz, Vr € R
tg(—z) = —tgz, Ve € R\ {5 + km, k€ Z}
cotg (—z) = —cotgx, Vo € R\ {km, k€ Z}
tgz.cotgr =1, Vo € R\{% + km, km,k € Z}

Funkcie sin x a cos x su periodické s periodou T' = 27, tg x a cotg x su periodické
s periodou T = .



67

Cvicenia.
1. Néjdite defini¢ny obor funkcie f (z) = ¥E2=241og (1 — 2?). [D(f) = (—=1,0) U (0,1)]

2. Néjdite defini¢ny obor funkcie f () = In (1 — log (z* — 5z + 16)). [D (f) = (2,3) .]

x+2

3. N4jdite definiény obor funkcie f (z) = {/ %2+, / ﬁ [Funkcia nie je nikde definovand

w

4. Najdite definiény obor funkcie f () = (#2+x+1) 2. [D(f) = R|
5. N&jdite definiény obor funkcie f () = In 22— —</z + 5. [D(f) = (4,5) U (6, 00)]

22—10x+24

6. Dand je funkcia f (z) = log( ) Najdite

(a) definiény obor funkcie,
(b) vsetky redlne ¢isla, pre ktoré je f (z) > 0.

[D (f) = (—\/5, 0) U (\/5, oo) . Ak z € (-1,0)U(2,00), potom f(x) > O]

7. N4jdite definicny obor funkcie a zistite, ¢i je parna, alebo nepérna ak f (z) =
el [D(f) = (—00,0)U(0,1), ani pdrna ani neparna.]

8. Néjdite defini¢ny obor funkcie a zistite, ¢ je parna, alebo neparna ak f (z) =
z[log(x+ 1) —logz]. [D(f)=(0,00), f ani pdrna ani neparna.]

9. Néjdite defini¢ny obor funkcie a zistite, ¢ je parna, alebo neparna ak f (z) =
1 —+v2cos2z. [D(f)=(0,00), f ani pdrna ani nepérna.|

10. Pre funkciu f (z) = 2% — 32% + 2x n4jdite defini¢ny obor, nulové body (body,
v ktorych je f (z) = 0), vSetky redlne ¢isla, pre ktoré je f(z) >0a f(z) <0
[Rozlozte funkciu f (z) =z (x — a) (x — 1) ]

11. Néjdite definiény obor funkcie a zistite, ¢ je parna, alebo neparna ak f (x) =
2%, [D(f) = R, parna

12. Néjdite definiény obor funkcie a zistite, ¢ je parna, alebo nepdrna ak f (x) =
e q>0. [D(f) =R, pérnal

13. N4jdite defini¢ny obor funkcie a zistite, ¢i je parna, alebo nepérna ak f (z) =

©0 " a>0. [D(f) =R, nepérnal

14. N4jdite defini¢ny obor funkcie a zistite, ¢i je parna, alebo nepérna ak f (z) =

In =%, [D(f) = (=1,1),neparnaj
15. Pre funkciu f(z) = |z| néjdite definiény obor, podmnoziny definicného

oboru, na ktorych je funkcia rastica alebo klesajtca, zistite ¢i je ohranic¢end

a nacrtnite jej graf.

[ D(f) =R, na (—o0,0) je klesajica, na (0,00) je rastuca
zdola ohrani¢end min,cg f () = f (() =

nie je zhora ohranicend. Graf :
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16. Pre funkciu f (z) = |z| — = néjdite definiény obor, podmnoziny defini¢ného
oboru, na ktorych je funkcia rastica alebo klesajica, zistite ¢i je ohrani¢end
a nacrtnite jej graf.

B el ) =2z pre x<0

na (—o00,0) je klesajiica, na (0,00) je konstantnd,

)

zdola ohrani¢end min,cg f (z) = 0. Graf :

17. Pre funkciu f (z) = 1 — cosx urcte definiény obor, podmnoziny definiéného
oboru, na ktorych je funkcia rastiica alebo klesajica, zistite ¢i je ohranicend,
ngjdite jej supremum, infimum, maximum, minimum a nacrtnite jej graf.

D (f) = R, na intervaloch (2km, 7 + 2k7) je rastiica,
na intervaloch (—m + 2k, 2k7) je klesajuca,

mingcg f (x) = f (kr) =0,

| maxyer f(z) = f(n+kn) =2.Graf f(x)=1—cosa’

18. N4gjdite defini¢ny obor funkcie, obor funkénych hodnét. Néjdite inverznid
D(f)=R, H(f) = (1,00),zdola ohrani¢ena
funkciu, ak f (z) = Vo2 + 1. minger f () = f(0) = 1.

Nie je prostd preto nemd inverznid funkciu.

19. N4jdite defini¢ny obor funkcie, obor funkénych hodnét. Néjdite inverzni
funkciu. Nacrtnite graf funkcie aj inverznej funkcie, ak f () = —4 + 3/x.

|:D <f) = <0,00),H(f) = <_47 OO): je pI‘OStEi f_l : <_47 OO) - <0=OO)= f_l (CL’) = (%)2 ]

20. N4gjdite definicny obor funkcie, obor funkénych hodnot. Né&jdite inverzni
funkciu. Nacrtnite graf funkcie aj inverznej funkcie, ak f (z) = 1+1In (z + 2).

|: D(f):(—2,oo),H(f):R,
jeprostd f1:R — (—=2,00), f1(x)=—-2+¢""1.



69

Chapter 6 LIMITA A SPOJITOST
FUNKCIE.

Pomocné pojmy.

Infimum a supremum ¢&iselnej mnoZiny.

Definition 156 Mnozina S C R je ohranicend zdola ak 3 m € R také, 2e m <
x, Vo € S. KaZdé ¢islo m s touto vlastnostou nazijvame dolné ohranicenie mnoZiny

S.

Definition 157 MnoZina S C R je ohranicend zhora ak 3 M € R také, Ze
xr < M, Vx € S. Kazdé ¢islo M s touto vlastnostou nazijvame horné ohranice-
nie mnoziny S.

Definition 158 Cislo m nazjvame infimom (najvicsim dolnym ohranitenim) mnoZiny
S C R, ak pre kazdé dolné ohranicenie n mnoZiny S plati n < m, ¢o oznactu-
jeme m = inf S. Ak m € S infimum sa nazgva minimum mnoZiny S a oznacuje

m = min S.

Definition 159 Cislo M nazjvame supremom (najmensim horngm ohranicenim,)
mnoziny S C R, ak pre kaZdé horné ohranicenie N mnoZiny S plati N > M, ¢o
oznacujeme M = supS. Ak M € S supremum sa nazgva maximum mnoziny S a
oznatuje M = max S.

Example 160 Dand je mnoZina S = {%, neN } Zistite, ¢i je ohranicend, ak
dno ndjdite jej infimum a supremum, pripadne minimum a Maximum.

Solution 161 MnoZina S = {1,%,%,}1,...} C R . Ako vidiet mnozina S je

ohranicend. Dolnym ohranicenim tejto mnoZiny je napriklad ¢islo m = —10,
pretoze plati: —10 < %, Vn € N. Je jasné, Ze aj cislo m = —2 je dolnym
ohranicentm. Podobne aj ¢islo m = 0 je dolnym ohranicenim. Kazdé nekladné
redlne ¢islo je dolnym ohranitenim mnoZiny S. Ziadne kladné redlne ¢islo p > 0
nemoze byt dolnym ohranicenim mnoZiny S, pretoze pre kazdé redlne ¢islo p > 0
existuje prirodzené ¢islo n s vlastnostou % < p (Archimedova vlastnost). Preto
najvdcsim dolngm ohranicenim - infimom mnoZiny S je ¢islo m = 0.Tento fakt
zapiseme inf S = 0. Cislo 0 nie je minimum mnoZiny S, pretoze 0 ¢ S. Podobne
postupujeme aj pri hladani horného ohranicenia. Hornym ohranicenim mnoZiny S
je napriklad ¢islo M = 1000, pretoze plati: 1000 > %, Vn € N. Aj ¢islo M = 2
je horngm ohranicenim. PretoZe pre kaZzdé prirodzené cislo n € N platz’% <1,
tak nagmengim hornym ohranicenim - supremom mnoZiny S je ¢islo M = 1.Tento
fakt zapiseme sup S = 1. Cislo 1 je aj mazimum mno%iny S, pretoze 1 € S. Tak
zapiseme: sup S = max S = 1.[J

Okolie bodu.
Definition 162 Nech ¢ >0, a € R. MnoZinu

Definition 163 a) O. (a) = (a — €, a + €) nazgvame c-ovym okolim bodu a € R.
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b) O, (00) = (£,00) nazygvame e-ovim okolim bodu oc.

—00, —é) nazyvame €-ovym okolim bodu —oc.

Definition 164 Nech € > 0. Prstencovym e-ovym okolim bodu a € R, nazijvame
mnoZinu O2 (a) , taki Ze

a) 02 (a) = O (a) \ {a}, pre a € R,

b) 02 (o) = 0. (00),

c) 02 (—o0) = O, (—0).

Je zrejmé, ze pre a € R plati :
O:(a)={z€R: |z—a|]<e}=(a—¢,a+¢),
O2(a)={ze€eR: 0<|z—a|]<e}=(a—¢,a)U(a,a+¢).

Definition 165 Nech ) # M C R. Bod a € R nazjvame hromadnym bodom
mnoZiny M, ak pre kazdé O2 (a) existuje x € M N OZ (a).

Lahko sa d& ukazat, ze bod a € R je hromadnym bodom mnoziny M vtedy a
len vtedy, ak v kazdom O? (a) lezi nekonecne vel'a bodov z mnoziny M.

Example 166 Nech M = (a,b). Ndjdite mnoZinu hromadnijch bodov mnoZiny M.

Solution 167 KaZzdy bod z intervalu (a,b) je hromadnym bodom mnoziny M =
(a,b), pretoze

a) Lubovolné prstencové e-okolie kazdého bodu z {a,b) md s mnoZinou (a,b)
neprazdny prienik, t.j. Ve > 0, V¢ € (a,b), O2 (¢) N (a,b) # 0.

b) Ak ¢ ¢ (a,b), potom bod ¢ nie je hromadny bod. Nech napriklad ¢ > b —>
c—b> 0 (podobne skimame aj pripad ¢ < a). Potom 3’ : 0 <&’ < c—b a plati
02 (e)N(a,b) =0. O

Example 168 Nech M = N. Ndajdite mnoZzinu hromadnich bodov mnoZiny M.

Solution 169 Jedingm hromadnym bodom mnoZziny M je oo, pretoZe iba pre bod
0o a jeho lubovolné okolie O2 (00) = O, (00) = (2,00) I bod n € N, taky Ze
n € 02(00) (zndma Archimedova vlastnost: Ve > 0 In € N : 1 < n). Pre

lubovolné a € R, t.j. a # oo, potom 3e' > 0N O° (a), také zZe O2 (a) NN = (. O

Example 170 Dand je mnoZina M = {%, neN } Ndjdite mnoZinu hromad-
nijch bodov mnoZiny M.

Solution 171 Jedingm hromadniym bodom je bod 0. (z podobnijch dévodov ako v
predchddzajicom priklade.)
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Definicia limity funkcie v bode.
Intuitivny pojem limity.
Ked povieme, ze ,,L je limitou funkcie f v bode a”, myslime tym hrubo povedané,
ze f(x) sa ,priblizuje” ku L, ked sa z
wpriblizuje” ku a. Tiito myslienku symbolicky zapiSeme zdpisom:

lim f(z) = L.

r—a

Je velmi jednoduché ngjst’ niektoré limity. Napriklad ak sa z ,blizi” ku 1,
potom sa x + 1 ,,blizi” ku 2. Teda

lim (z+1)=2.

r—1

Podobne ak z ,sa blizi ku” —2, tak 2 ,sa blizi ku” 4 a 22 —5 ,;sa blizi ku” —1.
To znamen4

lim (2*—5) =—1.

r——2

St v8ak pripady funkcii, ked’ hladanie limity nie je také jednoduché a vyzaduje

si urcitd zrucénost. Uvazujme funkciu
| 9 : : z2—1
f(r) = £= a hladajme lim, ., *=.

Ked x — 1 tak (z? — 1) — 0 aj (z — 1) — 0, mohlo by sa teda zdat), ze limitou
bude podiel %, ktory vsak nie je definovany. Musime teda zvolit’ iny pristup. Lahko

zistime, Ze plati ”f:__ll = (”T_(i)_(f;l) =z + l,pre x # 1.

Tak polozime lim, % =lim, 1 (x+1)=2.

Takto sme ukézali, ze v nejakom prstencovom okoli bodu z = 1 sme funkciu
flz) = “;2 —L nahradili funkciou g (z) = z + 1 (pretoze sa v tomto prstencovom
okolf rovnajui) a limitu tejto ndhradnej funkcie sme vypocitali. Obrazok funkcie
fz) = ”2:11 v okoli bodu z = 1.

T

1.7

Teraz cely tento postup zhrnieme do presnej matematickej formuldcie.

Definicia limity funkcie v bode.

Definition 172 Nech f : A — R , A C R je funkcia a a € R je hromadnjg bod
mnoziny A. Hovorime, Ze funkcia f md v bode a limitu L € R, ak pre kazdé O, (L)
existuje Of (a) také, ze f(Og5(a)NA) C O. (L), (skritene YO. (L) 305 (a) =
f(O5(a)NA) CO.(L) ), tento fakt oznacujeme symbolom lim,_,, f (x) = L.

Ak budeme hladat’ limitu funkcie f : A — R, A C R, budeme vzdy pred-
pokladat, ze a € R je hromadny bod mnoziny A. Limitu funkcie sme definovali
pomocou okoli. Niekedy je vyhodnejsie pouzivat’ definiciu limity v inej ekvivalent-
nej forme, ked’ okolia nahradime nerovnicami. Napriklad pre a € R, L € R méme
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05 (a) =(a—0d,a)U(a,a+6), O. (L) = (L — e, L + ¢) a definiciu limity funkcie v
bode lim, ., f (z) = L mo6zme napisat’ v tvare:

Ve>030>0: Vee A 0<|z—a|<d=|f(x)—L| <e.

Pre a € R, L = oo méme, O (a) = (a — §,a) U (a,a+0), O: (00) = (£,00) a
definiciu limity funkcie v bode

lim, ., f(z) = oo mozme napisat’ v tvare: Ve > 035 > 0 : Vo € A, 0 <
|z —al <éd = f(z) > 1.

Prea € R, L = —co méme O (a) = (a — 0,a)U(a,a +d), 0. (L) = (—o0, —1)
a definiciu limity funkcie v bode

lim, ., f (z) = —oo mozme napisat’ v tvare: Ve > 035 > 0 : Vo € A, 0 <
|z —al <6 = f(z) < —1.

Pre a = 0o, L € R mdme O (0¢0) = O (00) = (5,00), O- (L) = (L —¢,L +¢)
a definiciu limity funkcie v bode

lim, o f(2) = L mdzme napisat’ v tvare: Ve > 035 >0: Ve € A, x >
= |f(z)—L|<e.

Pre a = —0o, L € R mdme 05 (a) = Os(—o0) = (—o00,—3%), O.(L) =
(L — e, L + ¢) a definiciu limity funkcie v bode

lim, ., o f(z) = L mozme napisat v tvare: Ve > 030 >0: Ve € A,z <
—r=|f(z)-L|<e.

Pre a = 00, L = oo mdme Of (00) = Oj(00) = (3,0), O.(00) = (1,00) a
definiciu limity funkcie v bode lim, ., f (z) = o0

mozme napisat’ v tvare: Ve >036>0: Ve e A, 2> = f(z) > L.

Zostavajice moznosti lim, o f (z) = —o0, lim, ,_ f () = —o0, lim,_,_ f (z) =
o0, si citatel’ napise sdm.

Example 173 Nech f(z) = ¢, c € R. Ukdzme, 2e lim, ., f () = ¢, kde a € R
je lubovolng bod.

Solution 174 Nech ¢ > 0 je lubovolné. Potom pre kazdé 6 > 0 mdme, Of (a) N
R = 05 (a) a plati f (O3 (a)NR) = f(O5(a)) = {c} C O.(c). Teda pre kazdé
O (¢) existuje O3 (a) také, ze f (Of (a) N A) C O. (¢), ¢o znamend, zelim, ., f (z) =
c.

Example 175 Ukdzme, Ze lim, .,z = a, Va € R.

Solution 176 Mdme f(x) = x. Nech € > 0 je lubovolné. Hladdme vhodné 6 > 0.
Ak zvolime 6 = €, potom mdame O3 (a)NR = Of (a) a f (05 (a) NR) = f (05 (a)) =
0?2 (a) C O (a). Pomocou nerovnic zapiSeme ako: Ye > 0 3§ = ¢ > 0: Vz €
R O<|z—a|<d=|z—a|]<e. O

Example 177 Ukdzme, e lim, 22 = 0.

Solution 178 Pre funkciu f : R — R, f(x) = 22 chceme ukdzat, e YO, (0) 3
0;(0): f(O3(0)NR) C O-(0). Staci ak zvolime & = /e, potom plati: 0 <
z| < 6 =e2 = |22 —0| = |z]> < 6% = € to znamend, 2¢ YO, (0) 302, (0) :

f (Oj/g (0) N R) = f (()fﬁ (0)) = 0°(0) € 0. (0). teda lim,__oa% = 0. [J



73
Example 179 Ukdzme, Ze pre kazdé a > 0 je lim, ., /x = \/a.

Solution 180 Pre funkciu f : (0,00) — (0,00), f(z) = /x mdme ukdzat, ze
VO: (va) 305 (a) : f (05 (a) N {0,00)) C Oc (Va) . Plati

el | VE=Va
V- val = YL (v

potom staci volit' 6 = ev/a. O

<|z—a

1
va’

Example 181 Ukdzme, Ze plati lim, gsinx =0, lim,__,gcosx = 1.

Solution 182 Plati nerovnica [sinz| < |z|, prex € (=%, %), potom presin: R —
(—1,1), mame: ak ¢ > 0 je lubovolné a polozime § = ¢, tak pre x € Of (0), plati
|sinz — 0| = [sinz| < |z| < § = e,teda f(OF (0)NR) C O (0), t.j. lim, osinz =

0. Druhi limitu dostaneme pouZzitim nerovnice |cosx — 1| < |z|, pre x € (—— E).

212
O
Negacia existencie limity.

Preto, aby funkcia f : A — R, A C R nemala v hromadnom bode ¢ € R
limitu musi byt nepravdivé tvrdenie, ze ,,L je limitou funkcie f v bode a”. Pre
I'ubovolné L teda musi existovat O, (L) také, ze pre kazdé Of (a) nie je pravda,
ze f(O5(a)NA) C O (L), tj. Fe>0:V0 >0Fr € A:0< |z—a|l <IA
|f (z) — L| > € pre a, L koneéné (s patricnymi tpravami pre a = +00, L = £+00).

0 pre <0

Example 183 Nech f: R — R, f(z) = { 1 pre x>0

. Ukdzme, Zelim, o f ()

neezxistuje.

Solution 184 Naé¢rtneme graf funkcie f (x).

Nech by tdto limita existovala a rovnala sa ¢islu L. Ukdzeme, 2e VL € R je
tordenie: ,¢islo L je limitou funkcie f v bode 07 nepravdivé. Nech ¢ = % ad>0
je lubovolné. Potom ak by L bola limitou funkcie f plati jedna z moznosti: L < %
alebo L > %

a) Ak L <1 bodz=1%€05(0) af(l) =1¢ 0, (L), pretoze f(3)-L| =
1-Ll=1-L>1-1=3=c¢.

b) Ak by L > 1, vezmeme bod x = —% € 03(0) a f(-%) =0 ¢ O, (L),
pretoze |f (—=3) —L| = [0—L| = L > } = e. Tak v katdom pripade 30, (L) :
VO3 (0) nie je pravda, ze f(O5(0)NR) C Oi (L) teda lim, o f () neexistuje.
O
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Vety o limitdch.
Theorem 185 Ak limita funkcie f: A— R, A C R v bode a, ktory je hromadnyj
bod mnoZiny A existuje, tak je jedind.

Theorem 186 (O nerovnostiach medzi limitami) Nech f,g,h : A — R, A C
R, a je hromadny bod mnoziny A. Nech f(z) < g(x) < h(z), Vx € A. Ak

lim, ., f(z) =lim, ,h(x) =L € R,potom ajlim,_, g (x) existuje alim, ., g (z)

L.

sinx -1

Example 187 Ukdzme, Ze lim, .o =}

Solution 188 Pre z € (—%,%) mdme |sinz| < |z|. Uvaiujme kruznicu so stre-

dom v zaciatku suradnicovej siustavy, s polomerom r = 1. Z obrdzku ¢. 1 mdme:

plocha trojuholnika ohraniceného fialovou, sivou a hnedou ¢iarou je Pyrros = *57,

plocha kruhového vijseku ohraniceného osou o, sivou a hnedou ¢iarou a cervenou

castou kruznice je Pyys = 5,plocha trojuholnika ohraniteného modrou, sivou stra-

now a osou o, je Pyrros = thx. Z geometrického ndhladu je jasné, Ze

Puyrros < Pvys < Pvrros, Vo € (0,7), tg. o2 <2 < ot
odkial cosx < % <1,Vzxe (O, %)

PretoZze cos(—z) = cosz a % = 2 poslednd nerovnost’ plati pre 0 <
|z| < %. Potom z nerovnosti a z vety o nerovnostiach medzi limitami plynie

lim, 302 = 1. [

Obrédzok ¢. 1

Lemma 189 Nech lim, ., f(z) = 0 a lim, ., g(x) = 0, a je hromadny bod
mnoZiny A. Potom lim, ., f(x)g(xz)=0.

Theorem 190 Nech f,g: A — R, A C R,a je hromadny bod mnoZiny A. Nech
lim, ., f(z)=L,lim, .,g9(x)=M, L, M € R. Potom

a) Veta o limite absolitnej hodnoty funkcie lim, ., |f|(z) =lim, ., |f (z)| =
L],

b) Veta o limite sictu funkcii lim, ., (f + g)(x) = lim, ., [f () + g (z)] =
lim, ., f(z)+lim,_.,g(x) =L+ M,

c) Veta o limite ndsobku funkcie ¢islom lim, ., (cf) (z) = lim, ., cf (z) =
clim, ., f(z) =cL,Vc € R,

d) Veta o limite suc¢inu funkcit lim, ., (fg) (z) =lim,_, f (z) g (z) =

= lim, ., f(x)lim, .,g(x)= LM,

e) Veta o limite podielu funkcit. Nech Yx € A, g(z) # 0, M # 0, tak

: i . M _ hm@—»a,f(x) — A
lim,__, (g) (x) =lim, ., o) = T @) = A
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Ukézali sme, ze platilim, ., c=c,lim, .,z =a,lim, ., cr = ca,lim, ,+/r =
Vva, pre a > 0, lim,__g2? = 0. Pomocou tychto limit a vysie uvedenych viet
budeme pocitat’ nasledujice limity:

Example 191 Vypocitajme lim, o (2 + cos ).
Solution 192 lim, . (2?4 cosz) = lim, oz% +lim, gcosx=0+1=1. O

Jednoduché zovseobecnenie vety o limite suctu: Ak lim, ., f; (z),i=1,...,n
existujui, potom existuje aj

lim [fi(z) + ...+ fu(2)] = lim fi(z)+ ...+ lm f, ().
Example 193 Vypocitayme lim,__,, %\/5, pre a > 0.

Solution 194 Podla vety o limite ndsobku funkcie dostaneme limxﬁa%\/f =
Him, .,z =0

234222 —x—2
x2—4 :

Example 195 Vypocitagme lim, ., -

Solution 196 Pretoze limita Citatela aj menovatela je nulovd, nemdZeme pouZit’

X ./172—
vetu o limite podielu priamo, ale v prstencovom okoli bodu —2 sa funkcie (@+2) (1)

2 (z+2)(z—2)
a :21 rovnaju, preto plati :
: 34222 —x— . (z+2)(22-1 . 22—
lim,, . =35 = lim, m =lim, ., %25 =10
Ak vo vete o limite ndsobku funkcie zvolime ¢ = —1, potom dostaneme lim, ., [—f (z)] =

—lim, ., f (z), potom dostaneme aj vetu o limite rozdielu funkcii: ak lim, ., f (z) =
L alim, ,,g9(x)=M, L, M € R, potom

lim, .,(f—¢g)(x) =lim, ,[f(z)—g(z)] =lim, ., f(z) —lim, .,g(z)=
L — M.

Theorem 197 (Veta o limite zloZenej funkcie.) Nech ¢g : A — B,f : C —
D,A,B,C,D CR, )+ H(g9)NC,a je hromadny bod

mnoziny A. Ak lim, ., g (x) = ¢ a v nejakom Of (a) plati, ze g(z) # c. Ak
lim, .. f(y) =L, potom lim,_, f(g(z)) = L.

Example 198 Ukdzme, %e Va € R plati lim,__,,sinz = sina, lim,_,,cosz =
cosa.

Solution 199 Plati:

lim sinz = lim sin(z —a+ a) = lim [sin(z — a)cosa + cos (x — a)sina] =

r—a r—a r—a

=sina lim cos(x — a) + cosa lim sin (z — a) = sina.0J

r—a r—a

Example 200 Ndjdime lim, .z v/sinz.
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Solution 201 Pretoze lim, .z sinz = % alimy_)% VY= %, taklim, .z vsinz =
1
7 O
Vsetky doterajsie ivahy su platné aj pre pripad, ked’ a = —o0, co. Len v tom
pripade pri formulédcii vysledkov je potrebné
zamenit’ OF (a) za Of (—00), alebo OF (c0). Zatial bez dokazu:

) 1\"*
lim (1 + —) = e.
T—00 €T

Theorem 202 Nech f : A — R, A C R, C C A. Nech a je hromadny bod
mnoziny A aj mnoziny C. Nech g = f|c. Potom ak lim, ., f(x) = L, tak aj
lim, .,g(z)=L.

Limita zdZenia funkcie.

Remark 203 Nech f: A — R aa je hromadngym bodom mnoZin C~ = (—o0,a) N
A aj Ct = (a,00) N A, teda aj mnoZiny A.

Ak g = flo- a lim,_,g(x) = L, hovorime, Ze L je limitou zlava funkcie
f:A— Rwvbodea aoznacuje sa lim, .- f(x) =lim, ,g(x)=L=f(a—)=
f(a—0). Podobne ak h = f|c+ alim, ., h(z) = L, hovorime, Ze L je limitou
sprava funkcie f : A — R v bode a a oznatuje sa lim, .+ f(x) =lim, ., h(x) =
L=f(a+)=f(a+0).

Example 204 Ukdzme, Ze lim, ¢+ \/z = 0.

Solution 205 Nech ¢ > 0 lubovolné. Zvolme § = 2. Ak 0 < z < §, mdme

VT <\ =¢, tj.
VO, (0) 305 (0) = f (05 (0) N (0,00)) C O:(0),
¢o znamend lim,__ g+ /T = 0. O

3
r2 —3x4+2
z—2¢/z+1°

Example 206 Vypocitajme lim, g+

Solution 207 Pretose x> = (\/5)3 a lim,__g+ /x = 0, tak aj lim,__ g+ z3 = 0,
teda podla vety o limite podielu dvoch funkcii dostaneme

3
r2—-3x+2 __ 0-3.04+2 __ 2 |:|
rz—2y/xz+1 ~ 0-2.0+1 — =

limx*)(ﬁ

Pri vypocte jednostrannych limit je potrebné dat’ pozor pri aplikdcii
vety o limite zlozenej funkcie.

Example 208 Vypocitajte lim,__,;- /1 — x2.

Solution 209 Nech g(z) =1—2? a f(y) = \/y. Potom lim,_,-(1—2%) =0 a
limy_ o+ ¥y =0, t.3. ak0 <z <1, tak g(x) =1—2* >0 a f(g(x)) = V1 — a2
existuje a lim, ;- /1 —22=0. O
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Remark 210 Ak by sme mali pocitatlim, 1+ /1 — 22, potom pre x > 1 je g(x) =
1—22 < 0a f(g9(x)) = V1 — 22 nie je pre x > 1 definovand, preto lim,__,+ /1 — x?
neexistuje.

0 pre <0

Example 211 Nech f: R — R, f(z) = { | pre >0

. Ndjdimelim, o~ f (z),
lim, o+ f (z) a ukdzme, 2e lim, . f () neezistuje. Vypocitagte lim, ;- /1 — x2.

Solution 212 V priklade 183 sme ukdzali, Ze lim, o f () neexistuje. PretoZe
je lim, o 0 = 0, mdme lim,_ o~ f (x) = 0, podobne pretoze lim, ,o+1 =1 qj
lim, o+ f (z) = 1. Tak obe jednostranné limity v bode 0 existuju, ale sa nerovnaji
a preto f nemd v bode 0 limitu. [J

Example 213 Nech f : R\{0} — R, f(x) = &. Ndajdime f(0—), f(0+) a

lim, o f (2). "

Solution 214 Nacrtneme graf funkcie f.

f(0=) = lim, o f(x) = limx_,of‘% = lim, - (=1) = =1 a f(0+) =

lim, o+ f (z) = lim,_ o+ é—| = lim,_ o+ 1 = 1.70 znamend, e lim, o f (x) ne-
existuje. [

Theorem 215 Nech f: A — R, A C R, a je hromadny bod mnozin C~, C*, A.
Potomlim,__,, f (z) ezistuje vtedy a len vtedy ak existugilim, .- f (z) alim, .+ f (2)
aplatilim, .- f(x) =lim, .+ f (z). Potom lim, .- f(z) =lim, .+ f(z) =
lim, ., f(z).

Nevlastna limita.

Definition 216 Nech f : A — R, A C R, a je hromadny bod mnoZziny A. Nech
lim, ., f(z) =L. Ak L € R, tak ¢islo L nazyvame vlastnou limitou funkcie f v
bode a. Ak L € {—o00, 00}, potom L nazyjvame nevlastnou limitou funkcie f v bode
a.

Vo vete 190 sme formulovali pravidld pre vypocet vlastnych limit. Pre nevlastné
limity plati nasledujica veta:

Theorem 217 Nech f,g: A — R, A C R, a je hromadny bod mnoZiny A, c € R.

a) (Veta o limite opacnej funkcie) Ak existuje lim, ., f (z), taklim, ., (—f) (z) =
- hmx—nz f (I‘),

b) (Veta o limite sictu) Nech lim, ., f (z) = oo a Vo € A je g(x) > ¢, potom
lim, o (f +9) (2) = o0,

¢) (Veta o limite suc¢inu) Nech lim, ., f (x) = 00 aVz € A je g(x) > ¢ > 0,
potom lim,__, (fg) (x) = o0,
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d) (Veta o nulovej limite prevrdatenej hodnoty funkcie) Nech lim, ., |f| (z) = oo

aVz € A je f(x) #0, potom lim,__,, (%) (x) =0,

e) (Veta o nevlastnej limite prevrdatenej hodnoty funkcie) Nechlim, ., f () =0

1

aVz € A je f(x) >0, potom lim, ., (—) (x) = 0.

f
Example 218 Nech f : R\{0} — R, f(z) = 1. Ukdzte, ze lim, .1 =0 a

lim, o 2 =0.

Solution 219 Vieme, Ze lim, .. |z| = oo, preto podla vety o nulovej limite
prevrdtene] funkcie je lim, 4 % =0.0

Example 220 Nech f: R\ {0} — R, f(z) = &, n € N. Potom lim, 1 =

0.

Solution 221 Plati lim, 4. |2"| = lim, 1o |z|" = oo, preto podla vety o
nevlastnej limite prevratenej hodnoty funkcie je lim, 4o = = 0. [

Ezample 222 Ukazme, Ze lim, . -5 =0, kde c € R je lubovolnd konstanta.
Solution 223 lim, .., 5 =clim, 5 =0,Vce R. O
Ezample 224 Vypocitajme lim, ., (2 + sinx).

Solution 225 Pretoze sinz > —1,Vx € R, potom podla vety o limite suctu
lim, . (22 +sinz) = oco. O

Ezample 226 Ndjdime lim, ., (22° — 4z +5).

Solution 227 Limitu napiseme v tvare: lim, o (22% — 42 +5) = lim,__, o, 23 (2 — 43:—12 + x%) .
Pretoze lim,_ .o 2° = 00 a lim, (2 — 430_12 + %) = 2, podla wvety o limite
stcinu
lim, . 2° (2 — 49%2 + x%) = o0.UJ

234+22—1
zt+22-3"

Example 228 Ndjdime lim, .

- e Tim, 22l | g (k) L (143~ )
Solution 229 Mdme lim,_ p e S lim, o 75 () ~ lim, o0 ="
Plati Tim, oz =0,n € N =1lim, o (1+ 5 —5) =1, lim, oo (1+ 5 - 5) =

1+1_L)
1 = lim,_, —< 22 3/
111, 00 (H_w%_%) 5
i 1+ 3-%) 0
pOtom hmI—>oo T (1+x%_x%) — 01 — OD

Definition 230 Ak pre funkciu f : A — R, A C R, kde a je hromadny bod
mnoZiny A plati aspon jeden z nasledujicich Styroch vztahov

lim f(x)= oo, lim f (x) = o0,

lim f(z) = —oo, lim f (x) = —0c0,

potom priamku r = a nazyvame vertikdlnou asymptotou, alebo asymptotou bez
smernice ku grafu funkcie f.
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Example 231 Ndjdime vSetky vertikdlne asymptoty ku grafu funkcie f : R\

21"

Solution 232 Ak a # —1, 1, tak lim, ., 5% = %2 € R. Pretoze plati:

1 a2—

lim (z+2)=1A lim (2*>-1)=0A(cks<-1=2"-1>0),

r——1" r——1"

T+2
z2—1

tak lim, ., |- = 00, podobne

lim (z+2)=1A lim (2>-1)=0A(ckz>-1=2"-1<0),

r——11 r——11

tak lim, ., {+ ;”’;“_21 = —00, v bode a = 1 podobne lim,__,- z””;fl = —oo, lim, 1+

0. Tak jedingmi vertikdlnymi asymptotami siu priamky v = —1,x = 1. U

r+2
r2—1
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Cvicenia.

—_

©

10.

11.

. Vypocitajte limity v bodoch, v ktorych funkcia f (z) =

Vypocitajte limitu lim, ., 2+5. [9]

22 —2z+1 ) [0]

Vypocitajte limitu lim, ., 5=

Vypoéitajte limitu lim, 1 —S2=L_ [6]

T—%5 6x2—5r+1

Vypocitajte limitu lim, ., %, m,n € N.
h—1=(@x—-1) (e +2F 2+ L+ +1)

m

n

e T el 1 o
Vypoéitajte limitu lim,__,;+ #_fﬂ [+00]

m nie je defino-
vand. Zistite, ¢i je ohrani¢end a nacrtnite priblizne jej graf.

D(f) =R\ {44},

lim,_ , 4 = o0, lim,__,_4+ = 00,

1
|x2—16| |x2—16|
nie je zhora ohranicen4,
\ac2+16| > 0, f je zdola ohranicen4.
Vypocitajte limity v bodoch, v ktorych funkcia f (x) = —" nie je definovana.

Zistite, ¢i je ohrani¢end a nacrtnite priblizne jej graf.

D(f)=(-00,-2)U(-2,2) U (2,00) = R\ {-2,2}.
Vypocitame limity iba v bode a = —2.

. e . _
lim, ,_5- = = —o0, lim,__,_5+ 5~ = 00, v .a =2 vypoc. sami

—1
odkial’ plynie, ze funkcia nie je zdola ani zhora ohranicend.

. Vypocitajte limity funkcie f v bodoch, v ktorych nie je definovand. Zistite, ¢i

) o L. e 5, €(-3,3)
je ohrani¢end a nacrtnite priblizne jej graf, ak f (z) = { 52

229 > T ¢ <—3,3> ‘
D(f)=R\{=3,3}

T _ z3—16x
2-9 z2-9

= 00 = f nie je ohranic¢end zdola ani zhora

lim,_ 53— —o00, lim,__,3+
x3—16x
z2—9

= —00,

lim, .

Vypoéitajte limitu lim, (% — #L) - 3]

e ¥ € (=5.0)U(0,3).
a) Vypocitajte limity v krajnych bodoch definiéného oboru a v bode 0.

Dand je funkcia f (z) =

b) Zistite, ¢i je dand funkcia pérna, alebo neparna.

. e .
lim, I Toga] = 0, lim,_ | |tgx\ =0,
J— 3 .T

=1, hmx_)o_ =-1, |,

lim,_ o+ Tga] —

_z
ltg z|
neparna

Vypocitajte limity: limy_ V3+ —V3 , lim, 3 VI3 [1\/5, L\/ﬂ

223z



. Vypocitajte limitu lim,_ Yo Hye [—1]

Vobra—z
e VT34 Y21
. Vypocitajte limitu lim, T Ytrea
lim VaT134 Vo1
e—00 T GoE L
1g/5< Vg z\x/%,—%)
=lim, e - - = o0

(-3)
. Vypoéitajte limitu lim, . (vVz 43 — /). [0]

. Vypoéitajte limitu lim, o2 (Va2+1—z). [3]

. Vypoéitajte limitu lim, oz (V22 +1—1). [—o0]

. Vypoéitajte limitu lim, . (V22 +1— /). [o0]

. Vypocitajte limitu lim, Eggz. [g]

. Vypocitajte limitu lim, vysledok 2

1—cosa [ 1 — cosz = 2sin? 5 ]
2

2

. Vypoéitajte limitu lim, o, (1 —1)%. [e7}]

x+1
e . . 3x—4\ 3
. Vypocitajte limitu lim, (3:6 +2)
3z+2 —6 x+1
x+1
. 3x—4\ o5 . 1 —6 3z+2 2
hmx—wo (31+2) 2 = hmx—>oo (1 + W) =
—6
32427 3,42
1. 1 —6 1
= 1M, 1+ T =€ .
—6

. Vypocitajte limitu lim,

sin x
-

. Vypocitajte limitu lim,

Plati nerovnica:
_1§sinx§1:>_%§si%<l

. =z
pre = >0, potomlim, ., *% =0

T

v 7. . . . . t
. Vypocitajte limitu lim, .., *<&=. [0]

PPN I : T+sinx
. Vypocitajte limitu lim, oo 7505, [1]

. Vypoéitajte limitu lim, . (cos vz + 1 — cos y/z) .

[cos T — cosy = —2sin %3¢ sin wzﬁ Vysledok je 0}

. Vypocitajte limitu lim,__,q S S

sin“ x

v2-Ifcosz [ﬁ]

. Vypocitajte limitu lim, oz cotgz. [1]

. Vypoéitajte limitu lim,_, ;- arctg 1%1 [-Z]
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30. Vypocitajte limitu lim, . o x/fijrz;g
hmx 2 @ — hm . \/64’73372 m+2 _
- T——

31. Vypocitajte limitu lim, g

x+2
6+z—4 1

— llmz—>—2 ) \/m+2 — hmm_>_2 m _

cosz—cos’ 1]

2

w+2 Verat2

4
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Spojité funkcie.
Spojitost funkcie v bode.

Existuji typy funkcii f : A — R, A C R, ktoré maji vlastnost, ze v bodoch
wblizkych” ku danému a € A sa ich hodnoty ,maélo lisia” od f (a). Podobn4 vlast-
nost’ sa vyskytovala pri definicii limity funkcie v bode.

Definition 233 Howvorime, Ze funkcia f : A — R, A C R je spojitd v bode a € A,
ak pre lubovolné okolie O, (f (a)) bodu f (a) existuje také Os (a), 2e f (Os (a) N A) C
O. (f (a)). Teda YO (f (a)) 305 (a) ; f(Os(a)NA) C O-(f (a)). Pretoze a € R
aj f (a) € R, mozno definiciu spojitosti funkcie v bode sformulovat’ aj takto:

Ve>030>0;Ve e A, |[x—al| <d=|f(x)— f(a)] <e.

Uvedend definicia sa podobd na definiciu limity funkcie v bode. Rozdiel je v
tom, ze v definicii spojitosti funkcie v bode nepredpokladdme, ze bod a € A je
hromadny bod mnoziny A. Ak bod a € A je hromadny bod mnoziny A, potom z
definicie spojitosti funkcie v bode ihned’ dostdvame tvrdenie:

Theorem 234 (Veta o spojitosti funkcie v bode) Dand je funkcia f : A — R, A C
R. Nech a € A je hromadny bod mnoZiny A. Potom [ je spojitd v bode a vtedy a
len vtedy ak lim,__., f (z) existuje a plati lim, ., f (x) = f(a).

Example 235 Nech f: R\{—-3,3} = R, f(x) = %. Zistime, ¢i je [ spojitd
v lubovolnom bode a € D (f).

Solution 236 D(f) = R\ {—3,3}. KaZdy bod a € R\ {—3,3} je hromadny bod
D(f). Nech a # —3, 3 je lubovolny bod. Dostaneme

2 —2x4+4 a*>—2a+4
2 - 2 = f(a),
r—a T —9 a —9

teda funkcia f je spojitd v kazdom bode svojho D(f). O

Example 237 Nech f : R — R, f(z) =
kazdom bode svojho definicného oboru.

Zistite, ¢i funkcia f je spojitd v

_a?
241"

Solution 238 Pretoze 1 + 22 > 0, Vo € R a plati lim,__, m%’—il = ag—il = f(a),
Ya € R tak f je spojitd v kazZdom bode a € R, ktory je aj hromadngm bodom

D(f). O

Poznamka Ak je funkcia f definovand v bode a € A, ktory nie je hromadnym
bodom (taky bod nazgvame izolovangm bodom) jej definicného oboru (mnoZiny A ),
vtedy mozeme zvolit’ Og (a) tak, Ze Os (a)NA = {a}. Teda pre kazdé x € Os (a)NA
(je to len jediné x a to x = a) plati

f(Os(a)A) = f(a) € O (f (a),

pre kazdé € > 0. Teda f je v takom bode spojitd. []

Ked' vezmeme do tvahy vetu o spojitosti funkcie v bode, predchadzajicu
poznamku a pouzijeme vetu o limite absolitnej hodnoty funkcie, limite nasobku
funkcie ¢islom, limite stictu, sucinu a podielu funkcii plati veta:
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Theorem 239 Nech f,g : A — R, A C R su funkcie spojité v bode a, potom
lfl, f+g,cf, fg, a ak g(a) # 0, tak aj § st spojité funkcie v bode a.

Example 240 Nech f: R — R, f(x) = xsinz + 1. Ukdzte, Ze f(z) je spojitd v
kazdom bode z D(f).

Solution 241 Nech a € R je lubovolné, potom a je hromadny bod a podla vety o
limite sicinu a sictu funkcit mame lim, ,xsinz+1=asina+1= f(a). O

Theorem 242 Nech g: A — B je spojita vbodea € A, f:C — D, A, B, C, D C
R, 0 # H(g) C C je spojitd v bode g(a). Potom funkcia f o g je spojitd v bode a.

Example 243 Nech h : (1,00) — R, h(x) = & — 1. UkaZme, Ze h je spojita v
bode a = 2.

Solution 244 Ak oznacime g(v) = x —1 a f(y) = /Yy, potom h = fog. Vieme,
Ze g je spojitd v bode a = 2 a f je spojitd v bode y = 1. Tak podla predchddzajicej
vety h je spojitd v bode a = 2. Podobngm spdosobom sa dd ukdzat, Ze funkcia h je
spojitd v kazdom bode svojho definiéného oboru. [

V matematike sa ¢asto vyskytuju funkcie, pre ktoré lim, ., f (z) v hromadnom
bode a existuje ale hodnota f(a) nie je definovand. Takto definovani funkciu mozno
ydodefinovat” v bode = a hodnotou f (a) = lim, ., f (x) tak, aby bola spojita.

Example 245 Nech f: R\ {0} — R, f(z) = 22 Dodefinujme funkciu f v bode
x = 0 tak, aby bola v tomto bode spojitd.

Solution 246 Funkcia f nie je definovand v bode x = 0, ale tento bod je hromadnij
bod definicného oboru. Platilim, Sig’” = 1. Ked rozsirime definicng obor na R
a polozime F(0) = 1, dostaneme funkciu

sin x

pre x # 0

ktord je spojitd v kazdom bode x € R. [

Definition 247 Funkcia f : A — R, A C R sa nazyva spojitd zlava (sprava) v
bodea € A, ak Ve >030>0;Ve e A,a—d<zx<a=|f(zx)— f(a)] <e.
(Ve>030>0;Vee A a<z<a+d=|f(x)— f(a)] <e).

Theorem 248 (Veta o spojitosti zlava (sprava) funkcie v bode ) Dand je funkcia
f:A— R, AC R. Necha € A je hromadngj bod mnoziny C~ aj C*. Potom f je
spojitd zlava (sprava) v bode a vtedy a len vtedy ak lim, - f () (lim, .+ f (z))
existuje a plati lim, .- f(z) = f(a) (lim, .+ f () = f(a)).

0 pre <0

Example 249 Nech f : R — R, f(z) = 1 pre 23>0

. Zistime, C1 je tdto

funkcia spojitd sprava alebo zlava v bode x = 0.



Solution 250 Bod x = 0 je hromadny bod defini¢ného oboru lim, o+ f (z) =
lim, ,+1 = 1 = f(0),funkcia je v bode 0 spojita sprava lim, o f(z) =
lim, ,0-0 = 0 # f(0),funkcia f nie je v bode O spojitd zlava . V priklade 10
sme ukdzali, e lim, o f (z) neezistuje, teda funkcia f nie je v bode 0 spojitd. O]

Theorem 251 Funkcia f : A — R, A C R, je spojitd v bode a € A vtedy a len
vtedy, ak je v bode a zlava spojitd aj sprava spojitd.

Remark 252 Funkcia f : A — R, A C R je podla predchddzajicej vety spojitd
v bode a € A, ktory je hromadni bod mnozin A, C—, Ct wvtedy a len vtedy, ak
lim, .+ f(z)=lim, .- f(z) = f(a).

22 pre x<1

v pre 151 . Ukadzte, ze [ je

Example 253 Nech f : R — R, f(z) = {
spojitd v bode x = 1.

Solution 254 Nacrtneme graf funkcie f (z) .

Plat?
lim f(z)= lim z=1= f(1),

r—1t r—1t

funkcia je v bode 1 spojitd sprava

lim f(r)= lim 2> =1= f(1),

rz—1~ r—1—

funkcia f je v bode 1 spojitd zlava. PretoZe

lim f(z) = lim f(x)=f(1)

r—1+ r—1—

funkcia f je spojitd v bode v = 1. [

Definition 255 Nech M C A a funkcia f : A — R, A C R, je spojitd v kazdom
bode a € M. Potom funkciu f nazijvame spojitou na mnozine M. Ak f : A — R,
A C R, je spojita v kazdom bode a € A, tak hovorime Ze f je spojitd funkcia.
Budeme hovorit, ze funkcia f : A — R, A C R, je spojitd na intervale (a,b),
(a,b) C A, ak je spojitd v kazdom bode z intervalu (a,b). Funkcia je spojitd na
uzavretom intervale (a,b), ak je spojitd na (a,b) a spojitd zlava v bode b a spojitd
sprava v bode a.

Remark 256 FElementdrne funkcie si spojité.
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Niektoré vlastnosti spojitych funkcii na uzavretom intervale.

Axiom 257 (Azioma o infime a supreme) KaZdd meprdzdna ohranicend podm-
nozina mmnoziny redlnych ¢isel ma supremum aj infimum.

Theorem 258 (Heine-Borel) Nech C' je systém otvorengch intervalov, ktory pokryjva
uzavrety interval (a,b). Potom existuje koneény podsystém Cy, ktory tiez pokrgva

(a,b).

Theorem 259 (Veta o ohranicenosti spojitej funkcie na uzavretom intervale) Ak
f:{a,b) — R je spojitd funkcia, potom f je na intervale {(a,b) ohranicend.

Theorem 260 (Veta o minime a mazime spojitej funkcie na uzavretom intervale)
Nech f : (a,b) — R je spojitd funkcia. Potom f nadobida na intervale {(a,b)
minimalnu aj maximdlnu hodnotu.

Na ilustraciu vety uvddzame dva priklady:

Example 261 Nech f: R — R, f(z) = x — 2. UkdZme, Ze funkcia f je zhora
ohranicend a md mazximum v bode a = %, ale nie je zdola ohranicend.

Solution 262 Funkcia f je spojitd na definitnom obore R (teda vetu v tomto
priklade nemozno pouzit). Plati:

f(x):x—x2:—(a:2—x):1— x—12<ltakmaxf(m):1=f L
4 2) — 4 T€R 4 2]
Pretoze lim, 1o (z — 2?) = —oo tak funkcia nenadobida minimum. Tak sme

potvrdili, ze veta neplati. Pre lepsi prehlad naértnime graf funkcie f(x) = x — x?

OJ

Example 263 Nech f :(0,2) — R, f(x) = x — 2%, Ukdzte, 2e funkcia [ je zhora
aj zdola ohranicend a md mazximum v bode a = 5 a minimum v bode a = 2.

N

Solution 264 Podobne ako v predchddzajicom priklade mdme: definiény obor je
to uzavrety interval (0,2) .Plat: f(z) =z —2* = —(a?—2) =1 — (v — %)2 <
%,tak max,e,2) f () = % = f(%) Pretoze 0 < 2 <2 = = 0< 2z <
2= -9 < —(z— %)2 < 0 = minge f(x) = =2 = f(2).Pre lepsi prehlad
nacrtnime graf funkcie f(x) = x — 2% na intervale (0,2) .
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Aj ked’ vieme, Ze spojita funkcia na uzavretom intervale nadobida svoje
minimum aj maximum, veta 260 ndm neddva navod ako tieto extrémy
ndjst’.

Theorem 265 (Veta o medzihodnote) Nech f : (a,b) — R je spojitd funkcia.
Nech p je také ¢islo, ze plati f(a) < p < f(b), alebo f(a) > p > f(b). Potom
existuje ¢ € (a,b) také, Ze f(c) = p.

Tito vetu vyuzivame pri hl'adani nulovych bodov funkcie ako tzv. metédu
bisekcie. Jej podstata je velmi jednoduchd: dand je spojitd funkcia f : (a,b) —
R.takd ze f (a) <0 < f(b). Podl'a vety o medzihodnote existuje ¢ € (a,b) také ze
f(e) =0.

1. Nech d je stred intervalu (a, b) .

2. Ak plati f (d) = 0 nasli sme nulovy bod.

3. Ak plati f (d) < 0, potom vezmeme interval (d,b) a vrétime sa na krok 1.
4. Ak plati f (d) > 0, potom vezmeme interval (a,d) a vratime sa na krok 1.

5. Takto pokracujeme dalej, az pokial’ nezostaneme stit’ na kroku 2, alebo
pokial’ absolitna hodnota rozdielu koncovych bodov intervalu (a,d) , alebo
(d,b) nie je mensia ako nejaké dopredu zadané pevné ¢islo, ktoré udéva pres-
nost’ s akou hl'addme nulovy bod.

Theorem 266 Nech I je interval. Nech f : I — R je spojitd funkcia. Potom
H(f) je bud jednobodovd mnoZina, alebo interval.

Definition 267 Nech A C R. Funkciu f : A — R nazgvame rovnomerne spojitou
na mnozine M C A, ked'Ve > 035 > 0 také, 2e Ve,y € M : |z —y| < § =

[f(z) = fly)l <e.

Theorem 268 Nech f : (a,b) — R je spojitd funkcia. Potom f je na (a,b)
rovnomerne spojitd.
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Cvicenia.
1. Zistite, ¢i je funkcia f (x) = 5x2+22—6 spojitd v bode a = —3, 0, 1. [Je spojitd v bodoch a.]
2. Zistite, ¢ je funkcia f (z) = |62 + 3| spojitd v bode a = —3.
i lim .- |6z+3]=1lm_ ,- —6z—-3=0, i
2 2
lim . |62+3=lim___, 62+3=0,
lim - [6x+4+3]=lm__ _,+[6z+3]=0=f(-3)
2 2

i spojitd v bode a = —% i

3. Zistite, ¢i je funkcia f (z) = v/3 — 2 zlava (sprava) spojitd v bode a = V3.
F(V3)=0lim__ o f(z)=lim__ . v3—22=0,
f je v bodey/3spojitd zlava,

lim g+ f(z) nemd zmysel

4. Zistite, ¢ je funkcia f (z) = ;= spojitd v bodoch a = —2, 0, 4.

je spojitd v.a = —2, 0,v bode a = 4 nie je
definovand (teda tam ani nemoze byt spojitd)

5. Zistite, ¢i je funkcia f (x) = spojitd v bodoch a = —2, 0, 2.

4—
|[dx— z3\
D(f> =R~ {_27072}7
teda v tychto bodoch nie je spojita
6. Zistite, ¢i je funkcia f (x) = ¥2Z spojitd na intervale (0, 00).

Va € (0,00) = lim, ., f (a:) = lim,_, ¥0% = 50 — f(g)
funkcia je spojitd

7. Zistite, ¢i je funkcia f (x) = ﬁv spojita na intervale (1,3), alebo na (1,3) .

f=2%"h:(l,00) = R, h(z)=Vr—1,
g:(—o0, )—>R g(x) =+/3—z, suspojité, potom
):

f:(1,3) —, f(x FV je podiel dvoch spojitych funkcii, teda je spojitd

8. Zistite, ¢i je funkcia f spojitd v bode a a nacrtnite jej graf ak:

2y/x  xe€(0,1)
fl)y=¢ 4-20 z€(1,2) ,a=15
20 — 7 $E(g,oo)

v bode a = 1 je spojit4,

v bode a = g nie je definovand ,teda ani spojitd

9. Néjdite definiény obor funkcie f (z) = (lef_l Ak sa dé néjdite také rozsire-
nie funkcie f, ktoré oznac¢ime F' s definicnym oborom R, aby F' bola spojit4!
Napiste predpis ziskanej spojitej funkcie F'.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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D(f)=(-00,2)U(2,00),
f je spojita
hmx_’Q f (I’) = hmx—»Q % = hmz—>2 93(5_—22) =2,

F:R—>R,F(3;):{ f(Qx) ﬁi ii;

Néjdite definicny obor funkcie f(z) = -%;. Ak sa dd ndjdite také rozsire-
nie funkcie f, ktoré oznac¢ime F' s definicnym oborom R, aby F' bola spojit4!

Napiste predpis ziskanej spojitej funkcie F. [D (f) = (—00,2) U (2, 00) .Ned4 sa]

Uréte hodnotu parametra p tak, aby funkcia

el <0
ro={ 25 150

bola v bode a = 0 spojita. [p = §|

Urcéte hodnotu parametra p tak, aby funkcia

Vi1tx—1

xT) =
/@) P+2p—2 =0

Y

{ Vitz—v1+22 l‘?’éo

bola v bode a = 0 spojitd. [p=—-3Vp=1]

Néjdite definiény obor funkcie f(z) = ﬁg%. Ak sa d& ndjdite také
rozsirenie funkcie f v bode a, aby bola v bode a spojitd. Napiste pred-

pis ziskanej spojitej funkcie F' |, ked’ a = 0, —2, —3.

D(f) =R\ {-3,-2,0}, je spojita (podiel),
limx—>—3 f (x) = _§7 1imx4,,2i f (l‘) = :l:OO, hmxﬁoi f (x) = Foo,
f mozno dodefinovat’ iba v bode x = —3:
F:R\{-2,0} > R, F(z) = { f(z) pre ze€D(f)

-3 pre x=-3

Zistite, ¢i je funkcia f(z) = —L5 spojitd a ohraniCend na intervale (0,3).

[limxﬁg— ﬁ = —00, je spojitd, ale nie je ohraniéené,]

Zistite, ¢ je funkcia f (z) = |4z — 8] spojitd na intervale (—1,4). Ak &no,
ngjdite jej minimum a maximum na danom intervale.
8 —4x pre z€(—1,2)

f )= { dr—8 pre ze(2,4) PO
minge(-1,4) f (¥) = 0= f(2) , maxze(-14) f () =12 = f(-1)
Zistite, ¢i je funkcia f(z) = +/|z| spojitd na intervale (—3,2). Ak é&no,
ngjdite jej minimum a maximum na danom intervale.
[ Je spojitd, min,e(_32 f (z) =0,
max,e(-32) f (z) = V3.
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17.

18.

19.

20.

Zistite, ¢i je funkcia f(z) = m spojitd na intervale (0,3). Ak &no,
ngjdite jej minimum a maximum na danom intervale.

Funkcia f nie je definovand a teda ani spojitd v bode a = 2,
a na intervale (0,3) nenadobida ani maximum
ani minimum. (lim, o+ f (z) = Fo0)

Pouzitim vety o medzihodnote ukizte, ze funkcia x3 + 2 + 1 m4 na intervale
Funkcia f je spojitd na uzavretom intervale
aplati: f(-1)=—-1<0< f(1)=3
Podl'a vety o medzihodnote pre p =0 v intervale (—1,1)
existuje aspon jeden koren danej rovnice.

(—1,1) aspon jeden koren.

Pouzitim vety o medzihodnote ukdzte, ze rovnica 3 + % = 3 m4d na intervale
(1,3) aspon jedno riesenie.

M4 na danom intervale aspon jeden koren.]

Zistite, ¢ je funkcia f (z) = % ohrani¢end a ¢i ma minimum a maximum na in-
f(z) = % je na intervale (1,00) spojitd aj ohranicend
x

tervale (1, 00). MaXze(1,00) f () = f (1) = 1,inf,c1,00) f (2) = 0, nenadobtida minimum
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Diferencovatelné funkcie.
Derivacia funkcie.

Teraz sa budeme zaoberat’ derivdciou funkcie a jej pouzitim. K pojmu derivacie
funkcie vedi hlavne nasledujice typy tloh.

Example 269 Pozorujeme hmotni bod v casovom intervale I pri jeho pohybe po

priamke, ktord je ciselnou osou o;. Funkcia f : I — R, ktord kaZdému t € 1

jednoznatne priradi hodnotu f(t) - bod, v ktorom sa machddza hmotny bod na
f()—f(to)

¢iselnej osi op v okamihu t, popisuje pohyb tohto bodu. Cislo o nazgvame

priemernou rychlostou bodu pohybujiiceho sa v tasovom intervale (to,t). Cislo
f()—f(to)

limy oy == = f "(to) sa nazgva okamzitou rychlostou pohybujiceho sa bodu v

okamihu tg.

Example 270 V ¢asovom intervale I pozorujeme elektricky ndboj pretekajici priere-

zom vodica. Funkcia f: I — R, ktord kazdému t € I jednoznaéne priradi hodnotu

f(t) uddva velkost elektrického ndboja, ktory pretiekol prierezom vodica od zacia-

totného okamihu ty po okamih t, popisuje pozorovany jav. Cislo %{O(to) nazy-

vame prz’e(Ter(ngu intenzitou elektrického pridu na ¢asovom intervale(ty,t). Cislo
F)—f(to

lime oy == = f "(to) sa nazyva intenzitou elektrického pridu v okamihu t.

Example 271 Nech I je interval a nech f : I — R. Nech xo € I. Cislo W
je smernica setnice grafu funkcie f : I — R prechddzajicej bodmi (z, f(x)),
(2o, f(x0)). Cislo lim,_,, LE=L@) — £/ 20y je smernica dotyénice ku grafu

funkcie f v bode (xq, f(x0))- o

Predchadzajice priklady a cely rad inych fyzikdlnych a praktickych tloh nds

vedu k limite:
p £@) = £ (@)
T—T0 T — X

’

s ktorou sa teraz budeme castejsie stretat’ a podrobnejsie zaoberat.

Definition 272 Nech f : A — R je definovand v okoli bodu a € A. Ak existuje

vlastnd limita
o f@ =1

rT—a T —a

=f'(a),

tak ¢islo f'(a) nazyvame deriviciou funkcie f : A — R v bode a a hovorime, Ze
funkcia f je v bode a diferencovatelnd.

Remark 273 Casto budeme namiesto limity z predchddzajicej definicie pouzivat
ekvivalentni definiciu derivdcie:

o Flath) = f (@)

h—0 h

=[f"(a).

Tito definiciu dostaneme, ak v definicii derivdcie poloZime x — a = h.
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Derivéaciu funkcie f oznacujeme: f ', D f ~ (Leibnizovo oznacenie). My budeme
najcastejsie pouzivat’ prvé oznacenie.

Example 274 Nech f: R — R, [ (z) = 12® + 1. Ndjdite f '(=2), [ '(4).

1240
Solution 275 Pocitajme limity: f'(—2) =lim, , 5 % =lim, , 54 xi; 2 =
L hmx_> 9 ”;J; =1 Flim, o % —1 —1.
1,2 T r—
f /(4) =lim, .4 % =lim, 44 ::11 5 1 hmm—>4 ;;;274116 1 11mx_,4 % =
2.0

Example 276 Nech I je otvoreny interval, k € R, a € A je lubovolny bod. Nech
f:1— R, f(z)=Fk. Potom f'(a)=0.

Solution 277 Nech a € I je lubovolng bod.

f'(a) = lim M: hmu:()‘

Tr—a Tr — Q r—a ll — Q

Pretoze bod a bol lubovolng, tak f'(a) =0Va € 1. O
Example 278 Nech f : R — R, f () = . Ndjdite f '(a).

Solution 279 Nech a € R je lubovolny bod, potom f'(a) =lim, ., f(xz):(’:(“) =
lim, ., 2=2 = 1.0

Example 280 Nech f: R — R, f (z) = 2*. Ukdzte, ze f '(a) = 2a, Va € R.

Solution 281 Nech a € R je lubovolng bod, potom  f ' (a) = lim,__,, {8=@ —

= lim,_,, % = 2a.0d

1‘27(12
r—a

lim,_ .,

Ak pre funkciu f : A — R, a € A existuje f '(a), potom rovnica dotycnice ku
grafu funkcie f v bode (a, f(a)) ma tvar:

t:y—fla)=f"(a)(x—a) alebot:y=fla)+ [ '(a)(z —a),

ak pre funkciu f : A — R, a € A existuje f '(a) # 0, potom rovnica normaly
ku grafu funkcie f v bode (a, f(a)) mé tvar

n:y— fla) = —f,;w)(x —a), alebo y = f(a) — f+@($ — a).Normadla ku grafu
funkcie je priamka kolma na doty¢nicu ku grafu funkcie v dotykovom bode.

Definition 282 Nech f : A — R je definovand v lavom (pravom) okoli bodu
a € A. Ak existuje vlastnd limita

lim M:f’_(a) (lim sz’ (a)),

T—a~ T —a r—at Tr—a

tak ¢islo f' (a) (f’+ (a)) nazgvame deriviciou zlava (sprava) funkcie f: A — R
v bode a. f' (a), f' (a) nazjvame jednostrannymi deriviciami funkcie f v bode
a.

Theorem 283 Funkcia f : A — R definovand v okoli bodu a € A md v bode a
derivaciu f ' (a) prave vtedy, ak ma v bode a deriviciu zlava f' (a) aj derivdciu

(a
sprava. f', (a) a platt f” (a) = ', (a). Potom f'(a) = f' (a) = [, (a) .
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Z3akladné vlastnosti derivacii.

Definition 284 Nech f : A — R a A; C A je mnoZina vsetkych bodov x € A,
pre ktoré existuje f'(x), potom funkciu f' : Ay — R, x — [’ (x) nazgvame
derivdciou funkcie f: A — R. Ak M C Ay, tak hovorime, Ze funkcia f : A — R
je diferencovatelndg na mnoZine M. Ak f': Ay — R je spojitd na M hovorime,
e f : A — R je spojite diferencovatelnd na mnoZine M. Ak M = A = Aj,
hovorime, Ze funkcia f : A — R je diferencovatelnd a ak je f': A7 — R spojita
hovorime, e f : A — R je spojite diferencovatelnd funkcia.

Example 285 Nech f: R\{0} - R, f(z) = % Ukdazme, Ze f ' (z) = —xiz, Vo €
D(f).

Solution 286 Uvazujme x € D (f) = R\ {0} lubovolné. Potom

R O R € N - S (e ) B el ) N |
L (s B ey prrs e %

Pretoze f'(x) je spojitd funkcia, funkcia f je spojite diferencovatelndg. O

Example 287 Nech f : R — R, f(v) = sinxz. UkdzZme, Ze f'(x) = cosz, Vo €
R.

Solution 288 Uwvaiujme x € R, lubovolny bod, potom

, sin(z + h) —sinx . sinzcosh + coszsinh — sinx
f ' (x) =lim = lim =
h—0 h h—0 h
. . cosh—1 . sinh .
=sinz.lim —— +cosz lim —— = sinz.0 + cosx.1 = cos .
h—0 h h—0

Pretoze f'(x) je spojitd funkcia, funkcia f je spojite diferencovatelnd. O

Example 289 Nech f: R — R, f(z) = |z|.Ukdazme, Ze f nie je diferencovatelnd
(ani spojite diferencovatelnd) na R, ale md derivdciu iba pre x # 0, t.j. je difer-
encovatelnd (spojite diferencovatelnd) na intervale (0,00) a na intervale (—o0,0).

Solution 290 Nech x > 0, potom f(x) = x a akt > 0 je dostatocne blizko x
mame

f'(x) = lim

t—w t—xo t—az t — o

To znamend, ze pre x € (0,00) je f ' (x) spojitd funkcia, preto je funkcia f spojite
diferencovatelnd na intervale (0, 00) .

Nech x < 0, potom f (x) = —x a akt < 0 je dostatocne blizko © mdme
t) — —t—(—
f'(x) = lim Fl) = /) = lim —t=(=o) = —1.
t—z t—x t—z  t—2x

To znamend, e pre x € (—00,0) je f'(
spojite diferencovatelnd na intervale (—oo, 0

Va # 0.

x) spojitd funkcia, preto je funkcia f
). Ukazali sme, Ze [ md derivdciu pre
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V bode ©x = 0 dostdvame

O = tm LSO ey, =y
z—0~ z—0 r—0" X z—0" T
o fle) =) e
! — f— —_— i
f + (0) N mE%* z—0 $E>Ié+ X CUEIé+ xT 1
Pretoze f' (0) = =1 # 1 = [’ (0) = f'(0) 3, teda funkcia f nemd v bode
x = 0 derwdciu. Aj ked funkcia f(x) = |z| nie je diferencovatelnd funkcia, je

diferencovatelnd (spojite) na intervale (0,00) a na intervale (—oo,0).0]

Ak I je otvoreny interval, potom hovorime, ze funkcia f je diferencovatel'nd na
I ak je diferencovatelnd v kazdom bode = € I. Ak I = (a,b), potom hovorime, ze
[ je diferencovatel'na na (a,b) ak je f diferencovatelnd na (a,b) a existuji f /. (a)

af’(b).

Example 291 Nech f: (0,00) — (0,00), f(x) = vz. Ukdsme, 3e [ je diferenco-
vatelnd na intervalel (0,00), ale nie je diferencovatelnd na intervale (0,00) .

Solution 292 Pre x > 0 mdme

F(O)—f(x) 343 5 43
f ' (‘T) = limy ., F— = lim;_, % = lim; ., tl =T =
f r )
P . t)—f(0 .
Pre x =0 mdme lim;, g+ K )tf( ) — hmt_>0+ 2 —lim, o+ 5 1= = 0.
oo Lio . £)—£(0 : . o
Pretoze limita vyjrazu M sprava v bode x = 0 je rovnd oo, derivdcia sprava

v bode 0 neexistuje (limita nie je vlastnd), ale pre x > 0 je f'(x) = 2—11—, tak f
xr 2

je diferencovatelnd na intervale (0,00), ale nie je diferencovatelnd na intervale
(0,00).0

Theorem 293 (Veta o reprezentdcii diferencovatelnej funkcie) Nech f: A — R
je diferencovatelndg v bode a € A. Potom existuje funkcia r: A — R takd, Ze

a) r je spojitd v bode a,

b) lim, .7 (z) =r(a) =0 apre kazdé x € A je f(z) — f(a) = f '(a)(z —a) +
r(z)(x — a).
Theorem 294 (Veta o vztohu diferencovatelnosti a spojitosti funkcie v bode) Ak
je f:A— R diferencovatelnd v bode a € A, potom je v tomto bode spojitd.

Diferencidl funkcie a pravidlad derivovania.
Ak je f : A — R diferencovatelnd v bode a € A, t.j. plati vztiah

f(@) = f(a) = f(a)(x — a) + r(z)(z — a),

v ktorom pouzijeme substiticiu x = a + h, dostaneme f(a + h) — f(a) =
f'(a)h + r(a+ h)h. Pretoze plati lim;, o7 (a + h) = 0, tak mame

fla+h) = fla) = [ (a)h.

Vyraz f '(a)h sa nazyva diferencidl funkcie f v bode a a oznacuje sa df,. Mame
teda df, = f '(a)h. Ak g(x) = z, tak

dg, = dz, = ¢'(a)h = h, Va € R.
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Teda
df, = f '(a)dz,

zvycajne vsak nepiseme diferencidl v bode a, ale v bode x, t.j.

df, =df = f'(x)dz.

Pretoze f(a + h) =~ f(a) + df, vieme aproximovat’ hodnotu funkcie f (a + h)
pomocou hodnoty funkcie v bode a t.j. f (a) a diferenciélu df,.
Diferencidl mé elegantné vyjadrenie v Leibnitzovom oznaceni:

d
df = —dz.
f dxx

Theorem 295 (Veta o pravidlach derivovania) Nech f,g: A — R su diferencov-
atelné v bode a € A, nech ¢ € R. Potom

Ak g (a) # 0, potom

([)/(a) f'(a)g(a) — fla)g'(a)

9

Example 296 Nech f : R — R, f(x) = xsinz. Ndjdime f'(z) pre lubovolné
r € R.

Solution 297 PouZijeme vetu o derivdcii sucinu dvoch funkcii:
(rsinz) = (z)'sinz + 2 (sinz) = sinz + x cos x. [

Example 298 Nech f: R — R, f(z) = 2", n € N. Dokdzme, se f'(x) = na™!

pre kazdé x € R.

Solution 299  '(x) = (4" = lim,__, "=2" = lim,__, (U ettt e )
na" 1.0

Example 300 Ukdime, ze (z™") = —nz~""' n € N, pre kazdé x € R\ {0}.
Solution 301 PouzZitim vety o derivdcii podielu dvoch funkcii mdme:

ooy = () = WE T e

Pren=0, f(z)=2"=1 plati f'(z)=0.0
Remark 302 Na zdklade vysledkov predchdadzajicich dvoch prikladov mézeme pisat:
(") =na"', Yn € Z, Yo € R\ {0}.
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Example 303 Ukdzme, Ze plati
(Cn2™ + cpo1z™ P ezt ) =nc,s" 4+ (n— 1)ep 12" 2+ L+ 2007 + .

Solution 304 PouZitim vety o derivdcii ndsobku funkcie redlnym cislom a vety o
derivdcit suctu dvoch funkcii dostaneme turdenie. [

Example 305 Nech h: R — R, h(z) = 3£5. Ndjdime W (z).

+1

Solution 306 PouZitim vety o derivdcii podielu dvoch funkcii mame: h'(x) =

(32 = CE) () o) (o) _ mss

zi+1 (z4+1)° (z4+1)° T (@t+1)?

Theorem 307 (Veta o derivicii zlozenej funkcie) Nech f: B — R, BC R, g:
A— R, ACR tak, 2e ) # H (g9) C D(f) a zlozend funkcia

F=fog:{reA:g(x) e B} - R

je definovand v okoli bodu a. Nech funkcia g je diferencovatelnd v bode a € A a
md derivdciu g’ (a) a nech funkcia f je diferencovatelnd v bode b = g(a) a md
derivaciu f ' (b). Potom zloZend funkcia F = f o g je diferencovatelnd v bode a a
ma derivdciu

Remark 308 Ak si splnené predpoklady vety o pravidldch derivovania a vety o
derivdcii zlozenej funkcie zvykneme ich zapisovat skrdtene bez vypisovania argu-
mentov takto:

(cf) =cf’,
(f+g9)'=f"+4,
(fg) =f'9+ fd,
f fg fg
<g>

og) =(f' og)g

Example 309 Nech h: R — R,h (z) = sin 3z.Ndjdime h' ().

Solution 310 Nech u = g(x) = 3z, f (u) = sinu = h = fog. Potom podla vety
o derivdcii zlozenej funkcie plat?

W (@) = [f ' ()]s, o () = [cosu],_y, 3 = Beos 3.0

Example 311 Nech f : R — R, f (z) = v/1+ 2*. Ndjdime f'.

Solution 312 Podla vety o deridcii zloZenej funkcie mdame: (V1 + x4) ((1 + 2%

_1 _1
La+a) T (142 = §(1+2%) 24’ = 2 0
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Derivovanie zlozenej funkcie je vel'mi jednoduché pri pouziti Leibnitzovho oz-

nacenia. Podobne ako vo vete o derivécii zlozenej funkcie polozme y = (f o g)(x)
a omatme u = g(z), y = f(u), potom y = f(g(x)), % = ¢’ (x), % = (u). Tak

dostaneme

YL g = @) @) = f () () =

T dudx’

Example 313 Ukdsme, %e (2P) = paP~! pre kazdé p € Q.

Solution 314 Twrdenie sme u? ukdzali pre n € N. Najskor priamo z definicie
1 1
ukdseme, %e ak m € N, tak pre funkciu f(x) = zm plati f'(z) = Lom t:
tm —xm

1\’ ti 1 1 1
() =, s i, pthoeb

t—x tm o
1 1
tm —axm

= limy—, (et () () bt () () )

— 1 1

R A )T )T )T

Potom pre lubovolné raciondlne ¢islo p v tvare p = =, n € Z, plati: Tm =

n . ny /
(x%> a aplikdciou vety o derivdcii zloZenej funkcie dostdvame (a:ﬁ)/ = ((wi >

A\ Lyoay n_ 147 1.4 g, n_q
n|xm xm ) =nrm mo—xm - = 2rm .[]
m m
Niektoré (zékladné) pravidld derivovania:

(z*) = az* ', a € R,

(a*) =a"Ina, a >0,

(sinz) = cosz,

(cosxw) = —sinz,
tgxr) =
(tga) = —5—.
1
(cotgz) = ———,
sin®
tgz) = ——
1
tgr) = ———
(arccotg z) 22
1
(arcsinz)’ = ———,
V1—2?
1
(arccosx)’ = —

V1— 22
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1+z
11—z

!/
2
1 =
(=) -
! 1
ln‘x—i-\/a?—i-a?) = —
( ‘/IL'2—|—(12

(In|f (2)])" =

Derivacie vyssich radov.
Nech f : A — R. Ak oznacime f = fO, f/ = fO_ 7 = @  tak mozme
uvazovat’ o funkciach

fO: AR,

fO= (1) A - R,

fO = (fO) = (f®)": 4, > R,

fk) = (f(k_l))/ : A — R, kde A; je mnozina vsetkych bodov a € A, v ktorych
f®)(a) existuje.

Definition 315 Funkciu f® : A, — R, f®) (z) = (f(kfl))/(x) nazgyvame de-
riviciou k-teho radu funkcie f : A — R. Ak hodnota f® (a) existuje, hovorime,
ze funkcia f : A — R je v bode a k - krdt diferencovatelndg. Ak M C Ay, tak hov-
orime, e f je k - krdt diferencovatelndg na mnozine M. Ak je funkcia f*) : A, — R
spojitd na mnoZine M, hovorime Ze f je k - krdt spojite diferencovatelndg na mnoZine
M. Ak M = A = Ayg, hovorime, Ze f : A — R je k - krdt diferencovatelnd, resp k
- krat spojite diferencovatelnd funkcia.

Namiesto f*) sa tiez pouziva aj Leibnitzovo oznacenie ZZ—{, alebo oznacenie
DFkf.
Example 316 Nech f : R — R, f (z) = 2° — 32* + 2z — 1. Ndjdime derivdcie
véetkych radov funkcie f.
Solution 317 f'(z) = bz*—1223+2, plati: f': R — R, f"(x) = 2023 — 3622,
plati: f": R — R, f " (z) = 6022 —72x, plati: f " : R — R, f®(x) = 120272,
plati: f4 : R — R, f®(z) = 120, plati: f©® : R — R, f©(z) = 0, plats:
f® R — R, Je jasné, e plati f* (z) =0, f® : R — R,Vk > 6. Tak sme
dostali, Ze funkcia f md derivdcie vsetkych rdadov, ktoré maji defini¢né obory A =
A1:A2:A3:...:Ak:... |:|

Example 318 Nech g : R — R, g (z) = sinz. Ndjdime derivacie vsetkych radov
funkcie g.
Solution 319 Plati:
g (x) = cosz,g” () = (cosx) = —sinz, ¢” () = (—sinz) = —cosz,
gW (z) =sinz, ¢® (z) = cosz, ¢ (z) = —sinz.
Pozorngj ¢itatel si iste viimol, Ze po kaZdiyjch Styroch derivdcidch sa vysledky opakuji.
Derivdcie funkcie sin moZzeme zapisat’ prehladne takto:
k. _ _
(sinx)(”) _ ( 1);C sinz, n=2k k=1,2,..
(=1)"cosx, n=2k+1,k=0,1,2,...
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Cvicenia.

1. Vypoél’tajte derivdcie funkcif: fi (z) = /sin (%), fo(z) = 4%, f3(z) =

In 342 f, (r) = 21077, f; (z) = Insin2z.

£ (2) = (W)> S (@) = 3. n44%, £} (2) = — e,

f/ () =10"" (1 —21n10), f (z) = 2 cotg 2.

2. Vypocitajte derivdcie funkcii: f; (z) = arcsm\/_ f2 ) = zarcsinx +

(x
V1—122, f3(z) =arctg (z — V1+12?), fa(z) = f5 (z) = z°n®,

J (@) = g7t £} (@) = arcsing, i (2) = gy,

1l (x ( ) (1+1nx) fi (z) = 2% (cos xInx + H2L) |
in L
3. Zistite, ¢i je funkcia f (z) = { . Slél w7 7_£ 8 , diferencovatelnd v bodoch
s 1
V bode a = 0 plati: lim, g % =lim, o222 = lim, _sin %iﬂ
a=0, % V bode a = % nemusime deriviciu pocitat’ z deﬁnlcie, ale staci pre

r#0ndjst: f'(z) =sind —Lcosl f'(2)=1.

:L’arctg%, x#0

4. Zistite, ¢ je funkcia f(x) = { v bode a = 0 a) spojita,

0, r=0"
b) diferencovateln.
a) je spojitd v bode a = 0,
b) nie je diferencovatelnd v bode a = 0.

5. Pre funkciu f (x) = |2z — 6] ndjdite f'. V bodoch, v ktorych derivicia ne-
existuje vypocitajte derivaciu sprava a deriviciu zl'ava. Nacrtnite grafy f a
[

[ 6—2r pre =<3

f(x):|2$_6|:{2x—6 pre >3’
—2 pre x<3

/ —
f(x)—{ 2 pre x>3 ’
fL(3) =lim, 3+ 25 =

£7(3) = Tim,__y. 6220 — _22 }:>f’(3)§ﬂ.

L - z—3

6. Pre funkciu f(z) = +/|zr — 1| ndjdite f’. V bodoch, v ktorych derivdcia

neexistuje vypocitajte derivdciu sprava a deriviaciu zl'ava. Nacrtnite grafy f

—L 1
i ro-{ T IS )

7. Pre funkciu f (z) = |2® — 2 — 2| néjdite f’. V bodoch, v ktorych derivdcia
neexistuje vypocitajte deriviciu sprava a derivdciu zl'ava. Nacrtnite grafy f
—2x+1 pre z€(—1,2)
/ _ )
a f'. Fix) = 20 —1 pre z¢(-1,2) ’
fri=0.f @2
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. N4jdite rovnicu doty¢nice a normaly ku grafu funkcie f (z) = e

. Nédjdite rovnicu doty¢nice a normély ku grafu funkcie f(x) = e % cos2x v

bode A = (0,7).
[A=(0,1),t:2+y—1=0,n:2—y+1=0]

_ 2 . vz
1=2% v prieseéniku

s priamkou y = 1.

Uloha m& dve riesenia:
vbode Ty = (1,1): t1:2x+y—3=0,n; :x—2y+ 1 =0,
vbode To = (=1,1): ta: 2z —y+3=0,n:x+2y—1=0.

Né&jdite rovnicu doty¢nice a normaly ku grafu funkcie f(z) = In(z+1) v
bode A= (0,7).[A=(0,0),t:x2—y=0,n:2+y=0]

Nacrtnite graf funkcie f (x) = arccos 3z a néjdite rovnicu dotyé¢nice a normély
ku grafu funkcie f v jeho priese¢niku s osou o,. [t 3r+y—5=0,n:2-3y+ 37”

Ku grafu funkcie f () = zInz néjdite rovnicu normaly, ktord je rovnobeznd
s priamkou p: 2x — 2y +3=0. [n:y—x+3e 2 =0]

N4jdite uhol, pod ktorym sa pretinaji grafy funkcii f (z) = Inz a g (z) =
In” .
Névod: najskor urcte prieseénik funkcii f a g,

ko—k1
1+k1ko

kde ki, ko st smernice doty¢énic ku grafom funkcie f resp. g v ich priese¢niku.
Vysledok: ¢, = 7, ¢, = arctg 4.

potom pouzite vztah tgp =

)

™

N4jdite uhol, pod ktorym sa pretinaju grafy funkcif f: (0,2) — R, f(z) =

2
sinzag:(0,2) - R, g(z)=cosx. [¢ = arctg2y/2.]

V indukénej cievke preteka prid i, pre ktory plati i = 15sin® 3t, kde prud ¢
je dany v ampéroch a ¢as t v sekunddch. Vypocitajte indukované elektromo-
torické napiitie e; = —L% v Case t = %’r s, ak L =0,03H.[1,9V]

0.]
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Priebeh funkcie.
Lokalne extrémy funkcii.
Definition 320 Nech f : A — R, A C R, ¢ € A. Ak existuje také Of (c), Ze
Vo e 05 (c)N A je

a) f(z) < fc) (f(x) < f(c)) hovorime, 2e f : A — R md v bode ¢ (ostré)
lokdlne mazximum a hodnotu f (c) nazgyvame (ostré) lokdlne maximum funkcie f.

b) f(z) > f(e) (f(z)> f(c)) hovorime, 2¢ f : A — R md v bode ¢ (ostré)
lokdlne minimum a hodnotu f (¢) nazyvame (ostré) lokdlne minimum funkcie f. 'V
kazidom z predchddzagicich pripadov hovorime, Ze f : A — R md v bode c lokdlny
extrém.

o) AkYr € A (f(x) < [(c)) /
¢ (ostré) maximum a hodnotu f (¢) nazgvame (ostré) maximum funkcie f,

d) AkVz € A (f(z) > f(c)) f(x)> f(c) hovorime, Ze f : A — R md v bode
¢ (ostré) minimum a hodnotu f (c) nazgvame (ostré) minimum funkcie f.

(x) < f(c) hovorime, 2e f : A — R md v bode

Remark 321 Ak funkcia f : A — R md v bode ¢ mazimum (minimum), tak ma
v bode ¢ aj lokdlne maximum (lokdlne minimum).

Veta o minime a maxime spojitej funkcie na uzavretom intervale hovori o ex-
istencii maxima a minima spojitej funkcie f : (a,b) — R, ale nehovori ni¢ o tom
ako tito hodnotu négjst.

Theorem 322 (Nutnd podmienka ezistencie extrému funkcie) Nech f : (a,b) —
R. Ak funkcia f ma v bode ¢ € (a,b) lokdlny extrém a je v bode ¢ diferencovatelnd,
tak f'(c) = 0.

Remark 323 Predchddzajica veta implikuje, Ze jediné body v {(a,b), v ktorych
spojitd funkcia f : (a,b) — R moze nadobidal extrém si:

e koncové body intervalu (a,b) ,
e body c € (a,b), pre ktoré je f '(c) =0,
e body ¢ € (a,b), v ktorych f nie je diferencovatelns.

Definition 324 Bod, v ktorom mda funkcia derivdciu prvého rdadu rovni nule nazy-
vame staciondrny bod.

Ked’ hl'addme maximum, alebo minimum funkcie f : (a,b) — R stadi,
ak vySetrime hodnoty vo vSetkych staciondrnych bodoch a v tych bodoch
z intervalu (a,b), v ktorych derivdcia neexistuje a napokon v koncov-
ych bodoch a,b. Najvicsia z tychto hodnét je maximum a najmensia
minimum funkcie f na intervale (a,b).

Example 325 Nech f: (—1,2) — R, f(z) = 42% — 622 — 9x. Ndjdime extrémy
funkcie f.

Solution 326 Ako pomécku pre ndzornost nacrtnime priblizne graf funkcie f (x) =
43 — 622 — 92 pre x € (—1,2).
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f(z) = 122% — 122 — 9 = 3(2z + 1)(2z — 3).0dtial’ f '(x) = 0 v staciondrnych

bodoch x = —%, xr = % Tok funkcie f moZze mat extrémy iba v bodoch x = —1, x =
—3x =3 2 = 2Pretoze f(-1) = -1, f(—-3) =2 7(3) =-Z (2 =

27 -
—10,tak min<_1,2> f (.Z') = —277 = f (%) ; maX<_1,2> f (.I') = g = f (—%) .0

Remark 327 Vo vseobecnom pripade, ked hladdme extrémy nejakej funkcie nie je
priblizny nacrt grafu funkcie siucastou rieSenia prikladu. Grafy prislusnich funkcit
wvddzame v tejto casti iba pre ndzornost, aby si citatel uvedomil aj geometricki
interpretdciu extrémau.

Example 328 Nech f : (2,4) — R, f(z) = 42° — 62° — 92. Ndjdime extrémy
funkcie f.

Example 329 Ako pomdcku pre ndazornost nacrtnime priblizne graf funkcie f (x) =
43 — 622 — 9z pre x € (2,4) .

Z predchddzagiceho prikladu vieme, Ze pre Vo € (2,4) je f ' (x) # 0. Teda extrémy
funkcie moZzu byt len v koncovyjch bodoch: x = 2, x = 4. Takming g f (x) = —10 =
f(2), maxpy f(x) =124 = f(4).00

Moze sa stat), ze funkcia f ma extrém v bode ¢, v ktorom f ’(¢) neexistuje.

Example 330 Nech f : (—1,1) — R, f(z) = z5. Ukdsme, %e f'(0) B, napriek
tomu md funkcia f v bode x = 0 extrém, ndjdite aj iné extrémy ak existuji.

Solution 331 Ako pomécku pre ndzornost naértnime priblizne graf funkcie f (x) =
x5 prez € (—1,1).

Funkcia f je spojita. Ukdzeme, e f'(0) A. Derivicia funkcie f v bode x = 0 neex-
istuje, pretoze ak by existovala, potom by nasledujica limita musela byt vlastnou:

— f'(0)3.

lim
z—0 x x—0 z—0 3

flx)—f(0) . s .1 {—oo, pre x <0

oo, pre x>0
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Derwaciu funkcie f v bodoch x # 0 wvypoctitame lahko podla pravidiel derivovania:
2 1 2
fl(x) = 2~ 3. Pretose f(z) = 23 = (:ﬁ) > 0,Ve € (—1,1) a f(0) =

Funkcia f md extrém v bode x = 0. Dalsimi kandiddtmi na extrém si koncové body
intervalu. Pretoze f (—1) = f (1) =1, tak dostdvame:

min f (@) =0 = £(0), max f (r) = 1= f (1) = /(1) .0

(-1,1) (=1,1)

Example 332 Farmdar chce pouzit’2 km elektrického drotu na ohradenie obdlznikového
pasienka s maximdlnou plochou. Aké budi rozmery tohto pasienka?

Solution 333 Problém sformulujeme ako ilohu na hladanie extrému spojitej funkcie
na uzavretom intervale. Nech x,y si rozmery pasienka. Plati: 2(x +y) = 2 —=
y=1—x 2 € (0,1). Oznatme plosnyg obsah pasienka P = xy. Potom plochu
pasienka mozeme vyjadrit ako funkciu jednej premennej P (z) = x (1 — x). Hladdme
teda extrém funkcie P : (0,1) — R, P(x) = v — 2. Plati P'(z) = 1 — 2x. Sta-
ctondrny bod je bod r = % Vieme, e P moze mat na intervale (0,1) extrémy iba
v bodoch x =0, £, 1. Mdme P(0) =0, P(3) =1, P(1) =0. Tak

1 1
Px)=-=P(=).
max Pl =1 (2)

727

Teda y =1—x = % a pasienok s mazximdlnou plochou, ktory mozno ohradit’ 2 km
drotu je Stvorcovy pasienok s dlzkou strany %km. U

Vlastnosti diferencovatelnych funkcii.
Theorem 334 (Rolleho veta) Nech f : (a,b) — R je spojitd funkcia. Nech f je
diferencovatelnd na (a,b) a nech f(a) = f(b). Potom existuje ¢islo ¢ € (a,b), také

ze f'(c) =

Geometricky vyznam Rolleho vety: f: (—2,3) — R, spojitd, diferencovatelns
a (—2,3), f(—2) = f(3), potom existuje ¢ € (—2,3), také ze f'(¢) = 0. Body
c1, Ca, C3 SU vyznaéené cervenym stvoréekom na osi 0,.2* — 522 + 4

Example 335 Preverme platnost’ Rolleho vety pre funkciu f (x) = 23 +42* — 7o —
10 na intervale (—1,2).

Solution 336 Funkcia f je spojitd na intervale (—1,2) jej derivicia je f'(x) =
322 + 8z — 7. Derivdcia existuje Vo € R, ¢o znamend, 2e f je diferencovatelnd

a (—1,2). Plati f(—=1) = 0 = f(2). Predpoklady Rolleho vety si splnené, teda
existuje ¢islo ¢ € (—1,2), také ze f'(c) = 0. Najdeme toto ¢islo: Eislo ¢ splia
rovnicu 3z +8r —7=0 = C12 = =8+ V664+84 = —413@_ Lahko vidiet, Ze hladané
c= VT ¢ (1,2).0
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Theorem 337 (Cauchyho veta) Nech f : (a,b) — R, g : (a,b) — R su spojité
funkcie. Nech f, g si diferencovatelné na (a,b) a ¢'(x) # 0 pre kazdé x € (a,b).
Potom existuje ¢ € (a,b) také, ze

fb)—fla) _f'(e)
-9

(a)  g'(c)

Example 338 5 Zistime, ¢i Cauchyho veta plati pre funkcie f (z) = 23 a g (x) =
22 + 1 na intervale (1,2) .

Solution 339 Funkcie f, g su spojité na intervale (1,2) ich derivdicie si f'(x) =
322, ¢’ (z) = 2x. Derivdcie existujii Vo € R, ¢o znamend, e f a g st diferenco-
vatelné na (1,2) a ¢'(x) # 0 pre ka¢dé x € (1,2). Predpoklady Cauchyho vety si
splnené, teda existuje ¢islo ¢ € (1,2), také Ze

[l f@)—-f@) 8-1 7

g g@2)—g1) 5-2 3

.- . . . . 32 7 _ 14
Ndjdeme ¢islo ¢ splia rovnicu 5> = 3 = c= 5 € (1,2) .0
Theorem 340 (Lagrangeova veta) Nech f : (a,b) — R je spojita funkcia, difer-
encovatelnd na (a,b). Potom existuje ¢ € (a,b) také, Ze

=—————, (f(b) = fla) = f '(c)(b—a)).

Remark 341 Nech platia predpoklady Lagrangeovej vety. Potom ak v jej tvrdent
navzdjom zamenime a a b, turdenie zostane v platnosti, t.j. existuje také c € (a,b),
ze

=——"———, (f(a) = f(b) = f "(c)(a—D)).

Geometricky vyznam Lagrangeovej vety: f : (—2,2) — R, spojitd, diferen-
covatelnd na (—2,2), potom existuje ¢ € (—2,2), také ze f '(c) = %,teda
dotyénica ku grafu funkcie v bode (¢, f (¢)) je rovnobezna so se¢nicou, prechadzaju-
cou bodmi (-2, f (=2)), (2, f(2)). Body ¢1, c2 s vyznacené ¢ervenym $tvorcekom

na osi o,.

Example 342 Pomocou Lagrangeovej vety dokdzme nerovnicu: b% <In
pre 0 < a <b.

< b—a

a

SHISY
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Solution 343 Uvazujme funkciu f : (a,b) — R, f(z) = Inz. Pre 0 < a < b
je funkcia na (a,b) spojitda f'(v) = % a diferencovatelnd na (a,b). Predpoklady
Lagrangeovej vety si splnené, teda existuje ¢ € (a,b) také, ze f(b) — f(a) =

f(e)(b—a), tj. nb—Ina=1(b—a) alebo

b 1
In—- = -
a c

(b—a).

Potom pretoze 0 < a < ¢ < b dostdvame: % < % < %, odkial plynie:
b—a b—a b b—a b—a
< =Iln— = <

.O
b T ¢ a ¢~ a

Theorem 344 (Désledok Lagrangeovej vety)

a) Nech f : (a,b) — R je spojitd funkcia. Ak f'(x) =0, Vz € (a,b), potom
f(z) = const na (a,b).

b) Nech f, g : {a,b) — R su spojité funkcie. Ak f'(z) = ¢'(x), Vz € (a,b),

potom f — g = const na (a,b).

Example 345 Nech f : R — R je takd, e f(0) = 3 a f'(z) = 5 pre kazdé
x € R. Ukdzme, Ze f(z) = bz + 3.

Solution 346 Ak g(z) = 5x, potom ¢'(x) = 5 a teda f'(x) = ¢'(x), Vo € R.
Podla dosledku Lagrangeovej vety b) je f — g = constna kazdom uzavretom inter-
vale obsahugicom 0 a x. Teda f(x) — g(z) = f(0) — g(0) =3 — 0 = 3, to znamend
f(z) =g(x) 4+ 3 = bz + 3.0

Taylorova veta.

Predpokladajme, ze by sme chceli aproximovat’ hodnotu funkcie f(z) v blizkosti
bodu a a pozndme hodnotu f(a). Aproximaciu uz dokdzeme urobit’ pomocou difer-
enciélu (t.j. znalosti hodnoty f '(a)). Ak vsak chceme este presnejsiu aproximaciu
je potrebné namiesto aproximdcie linedrnou funkciou hodnotu f(x) aproximovat
polynémom.

Theorem 347 (Taylorova veta) Nech f : (a,b) — R je n-krdt spojite diferen-
covatelnd funkcia. Nech f je (n+1)-krdt diferencovatelnd na otvorenom intervale
(a,b). Potom existuje ¢ € (a,b) také, ze

f " (a)

() (g (n+1) (o
o f ( ) (b_a)n+f i ( >(b—a)"+1.

(b—a)’+..+ - )

f() = fla)+f "(a)(b—a)+

Remark 348 a) Taylorova veta je casto prezentovand v tvare, ked namiesto b
piseme x a namiesto a piseme x.

b) Taylorovu vetu pousivame hlavne v pripade, ked f!
na O (zg). Potom Vx € Of (xy) mdme

[ " (o)
2!0 o

") A, — R je spojitd

f (o)
(n+1)!

)n—i—l

f(@) = f(zo)+f "(zo)(w—m0)+

(x—x

kde ¢ € Of (x0) zdvisi nielenod x, xo ale aj odn € N .
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¢) Polynom

" (n)
To: R = R T (2) = flo) o) oot T (o gt L2100 (e
nazgvame n-ty Taylorov polynom funkcie f : (a,b) — R v bode o a
(n+1) c
T O (w0) — R, 1y (7) = —f(n - 1()!) (7 — o)™

nazgvame zvysok po n-tom Taylorovom polyndme funkcie (Lagrangeov tvar zvysku)
f:{a,b) = R v bode xy.

Example 349 Aprozimujme hodnotu sin ;—g s chybou mensou ako 0,00001.

Solution 350 Nech f(z) = sinz, 2 = &, 29 = 0. Vieme, Ze Ve a VYn plati
| fF ) (0)| = [sinc| < 1, alebo | fV) (c)| = |cosc| < 1 potom mdme odhad pre

T\ \| |0 (c) m 1 Tr\"
R<%> <%)“ (n+ 1) SRS <%) |

Ma platit ’Tn (;—g)‘ < 0,00001. Tdto nerovnica je splnend pre n > 6, teda

s I 7T 1 /me\® 1 /77’
in Tt () (EY 2 (E) L2 (T 2 573583.0
36 6(36> (36) 3!(36> T3 (36> ’

7T
36

L" Hospitalovo pravidlo.
Dokézali sme vetu: Nech f,g: A— R, A C R, a je hromadny bod mnoziny A,

lim f(x) =1L, lim g(x) =M #0, g(z) #0, Vx € A.

Potom

r—a

lim, ., L
g e—a g(r) lim, .,g(z) M
Vo viacerych pripadoch pri vypocte limity podielu funkcii § dostaneme, ze lim, ., f (z) =
0, lim,_, g (z) = 0. Napriklad
lim £ =1, lim 222 — 1,
z—0 o z—0 X
ale dosial’ nemame efektivnu metédu ako limity tohto typu pocitat’.

Theorem 351 (L’ Hospitalovo pravidlo) Nech f : {(a,b) - R a g : {(a,b) — R,
a < b < oo su diferencovatelné funkcie. Nech pre kazdé x € (a,b) je g(x) # 0
a ¢ (x) # 0. Nech lim, . f(z) = lim,_, g (z) = 0. Ak existuje (viasind alebo

nevlastnd)
/
lim f () =L,
v—b g (z)
potom
lim /(@) = L.

z—b @ (33')
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Remark 352 L’ Hospitalovo pravidlo plati za tijch istyjch predpokladov, ked pod-
mienku

limbf (x) = limbg () =0
zamenime za podmienku
limbf (x) = limbg () = o0.

Dokaz je vsak komplikovanejsi a nebudeme ho robit. Analogickd veta plati pre
vypocet limity v lavom koncovom bode definicného oboru.

z2—52+6
x2—-3z+2"

Example 353 Vypocitajme lim, 5

Example 354 Plati lim, 5 (2> =52 +6) =0 alim, (2> —32+2) =0 a aj
dalsie predpoklady L™ Hospitalovho pravidla si splnené, mdame

. 22 —5x+6 . 2xr—5 —1

lim ————— = lim = = _1.
—2 32 — 34+ 2 z—22x — 3 1
Treba st uvedomit, 2e L’ Hospitalovo pravidlo sme pouZili na vijpocet limity v bode
2 zlava. Analogicki vetu by sme pouZili na vypocet limity v bode 2 sprava. PretoZe
sa tieto limity rovnaju, tak su rovné limite v bode 2. [

sinx—1
cosr

Example 355 Vypocitajme lim,, .,z
Solution 356 Predpoklady L’ Hospitalovho pravidla si splnené, mdame

. sinx—1 . cos x 0
lim — = lim - = — =0.0
z—Z%  COST +—Z —sinx -1

Remark 357 L’ Hospitalovo pravidlo sa pouZiva pri vypocte limit ,typu” %, alebo
stypu” 2. Na tieto typy limit mozno vhodnymi dpravami previest’ limity

lim f(2)g(2), lim [f(x) —g(z)], lim f ()",

ktoré vedu k limitam ,typu” 0.00, oo — 0o, 1%°, 0o, 0°.

e®

zn

Example 358 Vypocitajme lim,
Solution 359 Predpoklady L’ Hospitalovho pravidla si splnené, dand limita je

stypu” 2, aplikujeme L™ Hospitalovo pravidlo n-krdt a dostaneme
e : e’ et
lim — = lim =.. lim — = oco.l]
z—00 I z—o0 N1 z—o0 1!

Example 360 Vypocitajme lim, (1 + %)x .

Solution 361 Predpoklady L’ Hospitalovho pravidla nie su splnené, pretoze dand
limita je ,typu” 1°. Ked funkciu (1 + %)x pouZitim vztahu f (x)g("”) = e9(@)In f(2)
(ktory uwvadzame bez predpokladov) upravime na tvar e” In(1+3) , potom v exponente
mame limitu ,typu” 00.0, ktori upravime na limitu ,typu” % takto:

(1+2) = 2O en )

= lim ———% = lim

lim zln T ~ T

potom
hrn <1+1) — hm ewln(l—l—%) — elimw*)ooxln(l—f—%) — G.D
X

r—00 T—00
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Monotdnne funkcie.
Budeme sa zaoberat vztahom medzi diferencovatelnostou funkcie a monoténnostou
funkcie.

Theorem 362 (Veta o existencii inverznej funkcie) Kazdd rydzomonoténna funk-
cita ma inverzni funkciu.

Theorem 363 Nech I je interval a f : I — B, B C R je spojitd bijekcia. Potom
f I — B je rydzomonoténna funkcia.

Remark 364 Nech I je interval. Hovorime, ze x € I je vnitorny bod intervalu I,
ked existuje také okolie Os (x), Ze Os (x) C I. MnoZinu vsetkych vnitorngch bodov
intervalu I nazyvame vnitrom intervalu 1.

Theorem 365 (Veta o spojitosti inverznej funkcie) Nech I je interval a f : I — B
je spojitd bijekcia. Potom funkcia f ~': B — I je spojitd.

Theorem 366 (Nutnd a postacujica podmienka monotdnnosti funkcie) Nech I je
interval a f : I — R je spojitd funkcia. Nech je f diferencovatelnd vnitri intervalu
I. Potom f je neklesajica (nerastica) na intervale I vtedy a len vtedy, ked f '(x) >
0, (f ' (z) < 0) vnatri intervalu I. Naviac f je rastica (klesajica) na I vtedy a len
vtedy, ked f'(x) >0, (f ' (x) <0) a f'(z) #Z0 (funkcia f nie je identicky rovnd

nule) na Ziadnom otvorenom podintervale intervalu I.

Example 367 Nech f : R — R, f(z) = 2® + 32? + 3z + 4. Ndjdime intervaly,
na ktorych je f monotdnna.

Solution 368 f'(z) =32>+6x+3=3(x+1)2>0, teda f ' (z) >0 pre x # —1.
Teda podla vety o monotdnnosti funkcie f (x) je rastica na (—oo,00) = R.O

Example 369 Nech f : R — R, f(x) = 2% + 4v — 6. Ndjdime intervaly, na
ktoriych je f monotonna.

Solution 370 f'(x) =2x+4 tak f'(z) >0 prex > -2 a f'(z) <0 prex < —2,
teda [ je klesajiica na intervale (—oo, —2) a rastica na (—2,00). Je jasné, ze v
bode x = —2 ma [ ostré lokdlne minimum f(—2) = —10 = ming f (), ktoré je v
tomto pripade aj minimom

Vetu o existencii inverznej funkcie spolu s vetou o monoténnosti funkcie mozeme
yinteligentne” pouzit’ pri aplikdcidch vety o existencii inverznej funkcie. Tak naprik-
lad pre nasledujice funkcie mame:

f:R—=R, f(x)=3x—-2, f'"(x)=3>0
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je rastuca (rydzomonoténna), teda mé inverzni funkciu

fURSR @) ="

f:R—R, f(r)=1-22" f'(v)=—62><0
je klesajiica teda md inverzni funkciu

s/l —x

J7HR-R T (@) = {5

f: <—g,g> — (=1,1), f(z) =sinz, f'(z) =cosxz >0

je rastica teda méd inverznu funkciu

(=11 — <—z7 z> , f 1 (z) = arcsin z.

2°2
Theorem 371 (Veta o derivdcii inverznej funkcie) Nech f : I — R je spojitd na
otvorenom intervale I a nech a € I. Predpokladajme, Ze f md inverzni funkciu
a f'(a) existuje, pritom f'(a) # 0, f(a) = c. Potom (f ~')(c) emistuje a plati

(F(0) = .

Test prvou derivaciou.

Nech f: A — R,c € A je diferencovatelnd na Of (¢) C Ay, kde f': Ay — R.
Hovorime, ze

f/ meni v bode ¢ znamienko z kladného na zdporné, ak pre kazdé xi, xo €
05 (¢), x1 < c<azyplati f'(x1) >0, f'(z2) <0a

f/ meni v bode ¢ znamienko zo zéporného na kladné, ak pre kazdé xzq, x5 €
05 (c), x1 < c <o plati f'(z1) <0, f'(x2)>0.

Veta (Test prvou deriviciou) Nech f : I — R je spojitd na intervale I a nech
c € I je vnitorny bod intervalu 1.

a) Ak [’ ment znamienko z kladného na zdaporné v bode ¢, potom f md v bode
¢ lokdlne maximum.

b) Ak f ' meni znamienko zo zdporného na kladné v bode ¢, potom f md v bode
¢ lokdlne minimum.

Example 372 Nech f : R — R, f(z) = x* + 4z. Ndjdime lokdlne minimum
alebo maximum funkcie f.

Solution 373 f'(z) =42 +4=4(2*+ 1) =4(z + 1)(2®* =z + 1) tak [ '(z) =0
pre x = —1. Pretoze pre x < —1 je f'(x) < 0 pre x > —1 je f'(z) > 0. Teda

f ! ment znamienko zo zdporného na kladné v bode ¢ = —1, teda nadobida v tomto
bode ostré lokdlne minimum min f () = f(—1) = =3, ktoré je v tomto pripade aj

minimom. Pre lepsi prehlad nacrtneme obrdzok
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Example 374 Nech f: R — R, f(z) = 2® — 3z — 2. Ndjdime lokdlne minimum
alebo maximum funkcie f a nacrtnite jej graf.

Solution 375 f/(z) = 32> —3 = 3(x + 1)(z — 1). Potom f'(x) > 0 pre x <
—1VvVae>1laf'(zr)<0pre—1<az<1. Teda f je rastica na (—oo,—1) a (1,00)
a klesajica na intervale (—1,1). Okrem toho v bode v = —1 f ' ment znamienko z
kladného na zdporné, teda f(—1) = 0 je lokdlne maximum, v bode x = 1f ' meni
znamienko zo zdporného na kladné a teda f(1) = —4 je lokdlne minimum. Pre

lepst prehlad nacrtneme obrdzok

/]

Example 376 Nech f: R\ {3} — R, f(z) = 2£1. Zistime intervaly monoton-

nosti, lokdlne extrémy funkcie a nacrtnite graf funkcie f.
Solution 377 f'(z) = —ﬁ. Tok f '(x) < 0,Vz € D(f) ateda f je klesajica

na intervaloch (—oo, %) a (l oo) Aby sme mohli lepsie nacrtnit’ graf funkcie

)
. : 204t _ : 2041 _ : _ 1
[ wvypocitame lim_ 1oy = 0%, hmm2 é+ 33;;1 = oo,ted;z flmamfa T =3
. L . etd . et
je vertikdlna asymptota. Plati  lim, . 575 = £, lim, . £75 = £.V tomto

pripade af ked je f'(x) < 0, Vx € D(f) nie je pravda, Ze [ je klesajica na D(f).
Skutoéne Va1 € (—o0,3) AVay € (3,00) plati f(x1) < f(x2), preto funkcia f
nemoze byt klesagica na D (f), ale je klesajica na intervaloch (—oo, %) a (%, oo)
Pre lepsi prehlad nacrtneme obrdzok

wn

Example 378 Nech f : R — R, f(z) = z3. Ndjdime extrémy funkcie f.

Solution 379 f'(x) = %x_é pre x # 0. Derivdcia funkcie v bode x = 0 neezistuje,
pretoze ak by existovala, potom by platilo:

f(z) = f(0) o 1

. . —00, re <0
(0 m—:hm—:hm—lz{ p

oo, pre x>0

— f'(0)3.

Pretoze f(x) > 0, Vo € D(f), ming f (z) = f(0) = 0 je minimom funkcie f. Pre
lepsi prehlad nacrtneme obrdzok

=1l
e—0 1 —0 —0 r  =—0 g3
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Konvexnost, konkdvnost' a inflexné body.
Nech f: A — R, c € A je diferencovatelna v bode c¢. Potom doty¢nica [. ku grafu
funkcie f v bode (¢, f(¢)) ma rovnicu I, : y = f(c) + f '(¢)(z — ¢).

Definition 380 a) Nech f : A — R je diferencovatelnd v bode ¢ € A a nech
l. je dotyénica ku grafu funkcie f v bode (c, f(c)). Graf funkcie f je konverny
(konkdvny) v bode (c, f(c)), ak existuje Os (c) C A taky, Ze ak x € Of (c) potom
bod (z, f(x)) lezt nad (pod) dotyénicou ..

b) Graf funkcie f je konvexny (konkdvny) na otvorenom intervale I C A, ak je
konvexny (konkdvny) v bode (z, f(x)) pre kazdé x € I.

Nech pre funkciu f : A — R existuje f’(c) a nech I je otvoreny interval
I C A, c € I. Definujme funkciu

g: 1= R, g(x)=f(x)=[f(c)+f"(c)(&=c)].

o Ak g(x) <0, Vx € I, x # ¢, potom dotyé¢nica ku grafu funkcie f prechddza-
juca bodom (¢, f(c)) lezi nad grafom funkcie f na I.

e Ak g(x) > 0,Vx € I, x # ¢, potom doty¢nica ku grafu funkcie f prechddza-
juca bodom (¢, f(c)) lezi pod grafom funkcie f na I.

Theorem 381 (Nutnd a postacujica podmienka konvexnosti (konkdvnosti)) Nech
I je interval a f : I — R je spojitd funkcia. Nech f: I — R je dvakrdt diferenco-
vatelnd vo vnitri intervalu I. Potom je funkcia f : I — R konvexnd (konkdvna)
na intervale I prave vtedy, ked pre kaZdy vnitornyg bod x € I je

f (@) >0(f "(x) <0).

Example 382 Nech f: R — R, f(v) = 42® — 62% — 92. Ndjdime intervaly, na
ktorych je funkcia konvexnd alebo konkduvna.

Example 383 f'(z) = 1227 — 12z — 9, f "(z) = 24z — 12 = 24 (z — ). Potom
f"(x) >0, akxz € (3,00), teda na tomto intervale je funkcia konveznd a f "(x) <
0, ak x € ( ) da na tomto intervale je funkcia konkdvna.4x® — 6x* — 9x

/]

1
2> X
te
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Example 384 Nech f : R — R, f (z) = 3z*—423. Ndjdime intervaly, na ktorych
je funkcia konvernd alebo konkdvna.

Solution 385 [ '(z) =122% — 1222, f "(x) = 362” — 24z = 36z (z — 2). Pretoze
f"(x) > 0 na (—0,0) a (%,00), na tychto intervaloch je funkcia konvexnd a
f"(x) <0, akz € (0,2), teda na tomto intervale je funkcia konkdvna.3z* — 4°

U

Inflexné body.

V predchddzajicom priklade sa konvexnost’ funkcie menila v bode (0, f(0)) na

konkavnost’ a konkdvnost’ v bode (%, f (%)) na konvexnost.

Definition 386 Nech f: A — R, ¢ € A. Nech ezistuje O, (c) C A také, Ze f je
na O. (¢) dvakrdt diferencovatelnd. Ak pre kazdé

11, T2 € O, (¢), 11 < ¢ < xojef "(xq).f "(x2) <0,
potom hovorime, %e funkcia f md v bode c inflexny bod.

Example 387 Nech f : (=27, 27) — R, f(x) = sinz. Ndjdite inflexné body
funkcie f.

Solution 388 f'(x) = cosz, f "(zr) = —sinxz. Potom f"(x) = 0, ak ©z =
—m,0,m, teda toto su inflexné body funkcie f. [

Okrem ,testu prvou derivdciou” existuje aj ind - priama metdéda ako zistit, ¢i
funkcia nadobida v staciondrnom bode maximum alebo minimum:

Theorem 389 (Veta o zistovani minima a mazxima) Nech k > 2 je pdrne prirodzené
¢islo a fF) : A, — R je spojitd na O; (c). Nech fO(c) =0 prei=1,2,...k—1
a fO(c) # 0. Ak f®(c) < 0, md funkcia f : A — R v bode c ostré lokdlne
mazimum. Ak f*)(c) >0, md funkcia f : A — R v bode c ostré lokdlne minimum.

Theorem 390 (Veta o zistovani inflexného bodu) Nech k > 3 je prirodzené ¢islo
a f®) . A, — R je spojitd na O;(c). Nech f@(c) =0 prei = 2,3,....k—1 a
f®)(c) #0. Potom plati:

Ak k je mepdrne, tak funkcia f: A — R md v bode ¢ inflexny bod.

Ak k je parne, tak funkcia f : A — R memd v bode ¢ inflexny bod.
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Example 391 Nech f: R — R, f(z) = 22® — 1522+ 362+ 6. Vysetrime extrémy
a inflexné body funkcie.

Solution 392 f'(z) = 622 — 30x + 36 = 6(z — 3)(z — 2), f"(z) = 122 — 30 =
12 (z - 3),
f'(2) =0, f"(2) = -6 <0 vbode x =2 nadobida funkcia f ostré lokdlne

MaTimum.

f'3)=0, f"(3)=6>0

v bode © = 3 nadobida funkcia f ostré lokdlne minimum. f " (x) = 12. Pretoze
f (g) =0alf” (g) =12, tak v bode v = gmd f inflexny bod.

/

U

Example 393 Nech f : R — R, f(z) = (x — 1) + 2z. Vysetrime extrémy a
inflexné body funkcie.

Solution 394 f'(z) =3(x — 1)2+2 > 2 > 0 funkcia f je rastica na R.
f(@)=6(x—1), f"(1)=0, f"(x)=6, f"(1)=6#0, fY(x)=0
funkcia f ma v bode x = 1 inflexny bod.(x — 1)* + 2

Example 395 Nech f: R — R, f (x) = 22% — 2%+ 3. Vysetrime chovanie funkcie
v bode z = 0.

U

Solution 396 Mdme
f(x) = 1225 —42® = 423(32% 1), f'(0) =0, f "(2) = 602*—122% = 1222 (52> —1),
£70)=0, f"(x) = 2402° — 24z = 242(102* — 1), £ "(0) = 0,
fO(x) = 7202% — 24, fP(0) = —24 < 0.

Funkcia f md v bode x = 0 ostré lokdlne mazimum aj ked to tak podla obrdzku
nemust vyzerat.
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Example 397 Nech f : R — R, f(z) = z'' — 325 + 1. Vysetrime chovanie
funkcie v bode x = 0.

Solution 398 Mdme
f(x) =112" — 152, f/(0) = 0. f "(x) = 1102 — 602>, f "(0) = 0,
f"(x) =9902® — 18022, f "(0) =0, f@(x) = 792027 — 360z, f@(0) =0,

O (z) = 554402% — 360, f®)(0) = —360 # 0.
Funkcia f md v bode x = 0 inflexny bod.

U

Priebeh funkcie.
Asymptoty funkcie.

Definition 399 a) Nech je dand funkcia f : (a,00) — R, a € R a priamka
y=kx+q.

Nech lim, . [f () — kz — q] = 0.Priamku y = kx + q nazgvame asymptotou
ku grafu funkcie f v bode co. (ass)

b) Nech je dand funkcia f: (—o00,a) — R, a € R a priamka y = kx + q.

Nech lim, ., o [f () — kx — q] = 0.Priamku y = kx + q nazgvame asymptotou
ku grafu funkcie f v bode —oo.

c) Ak pre funkciu f : A — R, A C R, kde a je hromadny bod mnoziny A plati
aspon jeden z nasledujicich $tyroch vztahov

T—a— r—at
lim f(z)=—o0, lim f(x)=—o0,
T—a~ r—at

potom priamku x = a nazyvame vertikdlnou asymptotou, alebo asymptotou bez
smernice (abs) ku grafu funkcie f.

Theorem 400 Priamka y = kx + q je asymptotou ku grafu funkcie f : (a,00) —
R, a € R v bode 0o vtedy a len vtedy ak

k= lim M, g= lim (f(z)—kx).

Tr—>00 €T Tr—>00

Ak vo vete o asymptote zamenime oo za —oo dostaneme, Ze veta plati aj pre as-
ymptotu ku grafu funkcie f v bode —oc.
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Example 401 Nech f : R — R, f(x) = © — 2arctgx. Najdime asymptoty ku
grafu funkcie f .

Solution 402 Funkcia f je spojitd na celom definicnom obore R, preto moze mat’
iba ass v bodoch —oo a 0o. Pre ass ku grafu v bode oo mdme

N AC)

r —2arctgr

— lim 1 ZYCET g
r—00 I T—00 x
g= lim [f(x) — 2] = lim [z —2arctgx — 2] = —2 lim arctgx = —.

Teda asymptota ku grafu v bode oo je priamka y = x — w. Podobne asymptota ku
grafu v bode —oo

— 2arct
Fe tim L) gy TT2acter
rT—>—00 €T Tr—>—00 €T
¢g= lim [f(z)—2]= lim [v—2arctgr —x]=—2 lim arctgzx =,
Tr——>—00 T—>—00 r—>—00

je priamka y = x + 7.1

Example 403 Nech f : R — R, f(x) = x%¢™®. Ndjdime asymptoty ku grafu
funkcie f. Nech f: R — R, f(z) = 2'' — 32° + 1. Vy3etrime chovanie funkcie v
bode © = 0.

Solution 404 Funkcia f je spojitd na celom R, preto moze mat iba ass v bodoch
o0 a —oo. Pre asymptotu ku grafu v bode oo mdme

2, —x
k= tim 2% — T o,
r—00 I T—>00 €T r—s00 €T
x2
q= lim [f(x) —0.2] = lim 2% = lim — =0.
T——00 Tr——00 z—o00 €%

Teda asymptota ku grafu v bode co je priamka y = 0. Podobne v bode —oo
2 —x
k= lim /(@) re v

= lim = lim xe " = —o0,
r——>—00 €T r———00 T r———00

f nemd asymptotu ku grafu v bode —oo. [

Zistovanie priebehu funkcie.

Znalost’ diferencidlneho po¢tu ndm pomédha zistit’ priebeh funkcie. V tejto casti spo-
jime v8etky doteraz prezentované metédy a tak mame moznost’ komplexne posudit’
graf funkcie. Pre dant funkciu budeme vyzadovat:

o Néjst’ defini¢ny obor funkcie - D(f), zistit’ kde je funkcia spojitd, najst body
nespojitosti a pripadne vertikdlne asymptoty. N&jst’ nulové body funkcie.

e Zistit’ parnost’ alebo nepédrnost’ funkcie.

e Zistit’ periodickost’ funkcie.
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e Nijst’intervaly, na ktorych je funkcia monoténna s vyuzitim derivicie funkcie
prvého radu.

N3gjst’ lokdlne extrémy.

N4gjst’ intervaly, na ktorych je funkcia konvexnd alebo konkdvna s vyuzitim
derivacie funkcie druhého radu.

N3gjst’ inflexné body.

Skiimat’ chovanie funkcie v krajnych bodoch defini¢ného oboru, ak defini¢ny
obor obsahuje body +o0o néjst’ asymptoty ku grafu funkcie, zistit’ obor hodnot
funkcie H (f).

Tieto idaje spolu s dostato¢nym poc¢tom bodov grafu funkcie ndm daji
moznost’ zndzornit’ graf funkcie v rovine.

Remark 405 Pri hladani ass ku grafu funkcie v bodoch oo a —oo je vghodné na-
jgskor zistit' chovanie funkcie v tychto bodoch. Ak plati lim, . f(x) = L € R,
potom priamka y = L je asymptotou ku grafu funkcie v bode co. Také isté turdenie
plati aj pre bod —oo. Dokaz tohto tvrdenia je jednoduchsij.

Example 406 Zistime priebeh funkcie f(x) =z — 2arctgx.

Solution 407 1) D(f) = R, funkcia je spojita v kaZdom bode x € R (rozdiel
dvoch spojityjch funkcit). Pretoze arctg0 = 0, ndjdeme aj nulovy bod f (0) = 0.
Aby sme nasli ostatné nulové body museli by sme riesit’ rovnicu

xr — 2arctgzr = 0.

Thito vsak nevieme analyticky vyriesit a tak ostatné nulové body ndjdeme ked budeme
kreslit’ graf funkcie f.

2) Plati: v € D(f) = —x € D(f) A f(—x) = —x — 2arctg(—z) = —x +
2arctgr = —f(x),teda funkcia f je nepdrna. V tomto bode sme vyuZili znalosti
vlastnosti elementdrnej funkcie arctg .

3) Funkcia f nie je periodicka.

4) Pre derivdciu dostaneme f '(x) = 1—2# = iz—:, teda | je diferencovatelnd
Vo € R a teda aj spojitd (¢o sme skonstatovali v bode 1) inymi metddami), pritom
je

f'(z) >0 na(—o0,—1) a(1,00), kde je funkcia f rastica /",

f'(x) <0 na(—1,1), kde je funkcia klesajica “\,.

Z tyjchto znalosti tiez vieme, Ze funkcia nie je periodickd.

5) V bode x = —1 md ostré lokdlne mazimum lokmax f (x) = f(—=1) = -1+ %

v bode x =1 md ostré lokalne minimum lokmin f (z) = f(1) =1 — Z.

6) f"(z)= (124%)2, pre kazdé x € R, pritom je

f"(z) <0 na(—00,0), kde je funkcia konkdvna N,

f"(xz) >0 na(0,00), kde je funkcia konvexnd U.

7) V bode x =0 md funkcia f inflexny bod.
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8) Skumame chovanie funkcie v krajngch bodoch defini¢ného oboru:

thoof (x) = thoo (x — 2arctgz) = oo, i limoo f(z)= N limo<> (x — 2arctgr) = —oo.
Pretoze limity v bodoch £oo si nevlastné treba ndjst asymptoty ku grafu funkcie
f v tychto bodoch. Asymptoty ku grafu funkcie f sme nasli v predchddzajicom
priklade:

v bode —oo je asymptota ku grafu funkcie priamka y = x + ,

v bode co je asymptota ku grafu funkcie priamka y = x — 7. H(f) = R.
Teraz mozme nacrtnut’ graf funkcie f. a jeho asymptoty. Na prvom obrdizku je
vidiet’ intervaly monoténnosti, na druhom intervaly konvexnosti a konkduvnosti.

AN A
R

Example 408 Zistime priebeh funkcie f(x) = x%e™".

Solution 409 1) D(f) = R, funkcia je spojitd v katdom bode x € R, pretoZe je
suc¢inom dvoch spojitych funkcii. Nulovy bod: jeding x =0, f(0) = 0.
2) Plati:

2 —x
_ ) = (2 () 2 e _f(x>
rED() = —r € D(AS(-0) = (e —arer 2 L I0)
funkcia f nie je pdrna ani nepdrna.
3) Funkcia f nie je periodickd. Ak by f bola periodickd musela by mat nekonecne
mnoho nulovych bodov.

4) f(x) =2xe™™ — 2% = 2(2 — x)e?, teda f je diferencovatelnd Vo € R a
teda aj spojita, pritom je

f(xz) <0 na (—o00,0) a (2,00), kde je funkcia klesajiica \,

f(x) >0 mna (0,2), kde je funkcia rastica /.

5) V bode x = 0 md ostré lokdlne minimum lokmin f (z) = f(0) = 0, v bode

x =2 md ostré lokdlne mazimum lokmax f (z) = f (2) = 4.

6) f"(x) = (22 — 4x + 2)e™®, pre kazdé v € R, pritom je

f"(x) >0 na (—00,2 - \/5) a <2 + 2, oo) , kde je funkcia konvexnd U,

f"(x) <0 na (2 — V2,2 + \/§> , kde je funkcia konkdvnan .

7) V bodoch x = 2 — /2, x = 2 + /2 mad funkcia f inflexné body.
8) Skumame chovanie funkcie v krajnyjch bodoch defini¢ného oboru:

lim f(z)= lim 2% * =0, lim f(z)= lim 2% " = oo.

Tr—>00 Tr—>00 r—>—00 r——00
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Pretoze limita v bode oo je vlastnd je priamka y = 0 asymptotou ku grafu funkcie f
v 00, v bode —o0 je limita nevlastnd, preto treba ndjst’ asymptotu ku grafu funkcie
f v —o0. Asymptoty funkcie f sme hladali v predchddzagucich prikladoch a zistili
sme, Ze f memd asymptotu ku grafu v bode co. H (f) = (0,00). Teraz méozme
nacrtnit’ graf funkcie f.

L

Example 410 Zistime priebeh funkcie f(x) = /8 + 2x — z2.

Solution 411 1) Musi platit8+2z —2* > 0= (v +2) (4 —z) > 0= D(f) =
(—2,4) . Funkcia je spojitd v kaZdom bode x € D (f), pretoze je zloZenou funkciou
z dvoch spojitych funkcit. Nulové body x = =2, f(=2) =0, x =4, f(4) =0.

2) Plati napriklad: 3 € D(f) = —3 ¢ D (f) = funkcia f nie je pdrna ani
neparna.

3) Funkcia f nie je periodicka. Ak by f bola periodickd musela by mat nekonecne
mnoho nulovych bodov.

4) fl(z) = \/841#%12’ teda f je diferencovatelndg Vx € (—2,4) a teda aj spojitd
(¢o sme uZ ukdzali aj v bode 1)), pritom je

f () <0 na (1,4), kde je funkcia klesajica \,,

f(x) >0 mna (—2,1), kde je funkcia rastica /.
5) V bode x = 1 md ostré maximum max,c—24y f (x) = f(1) = 3. V bodoch

r=—2 ax =4 mdminimum minge_o4 f (z) = f(=2) = f(4) =0.
" _ -9 ¥ 77z _ - . 17i .
6)f"(z)= ) pre kazdé v € (—2,4), pritom je f "(x) < 0 na (—2,4),

kde je funkcia konkdvna N.

7) Funkcia f nemd inflexné body.

8) Skiimame chovanie funkcie v krajnijch bodoch definié¢ného oboru sme uZ zistili
v bode 1) :

f(=2)=0,f(4)=0.
Pretoze definicny obor funkcie neobsahuje body +0o, nemozeme hladat’ ass v tyjchto
bodoch. H (f) = (0,3).

Teraz mozme nacrtnit graf funkcie f.
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Cvicenia.

1. Vysetrite monoténnost’ funkcie f () = = a jej extrémy ak existuju.

D(f) = (0,1)U(1,00), f'(z) = 5§57,
/" na (e,00),\, na (0,1) ana (1,e), f(e) =e =min f(x).
2. Vysetrite monoténnost’ funkcie f(z) = x — In(1+ 2?) a jej extrémy ak
existuju.

{ D(f)=R, f'(z) =1

/" na D(f),nemd extrém.

3. Pomocou Rolleho vety ukdte, ze rovnica tgx = 1 — z mé v intervale (0,1)
rieSenie.
[ Névod: zvol'te v Rolleho vete funkciu f (z) takto
f:(0,1) = R, f(z)=(x—1)sinz.
Potom f je spojitd na (0,1), f'(z) =sinz + (x — 1) cos z,
diferencovatelna na (0, 1)(samozrejme aj na R),
f(0) =0, f(1) =0, predpoklady Rolleho vety st splnené,
tak Jce€ (0,1): f'(¢c) =0, sinc+ (¢ —1)cosc =0,
pretoze t.j.cosc #0 = tgc=1—c.

4. Zistite, ¢ plati Cauchyho veta pre funkcie f, g f,¢9.(0,1) — R, f(x)
22, g(x) = 23, a ndjdite ¢islo ¢, pre ktoré plati ¢ € (0,1), J;EZ; g((a)) J;Eg

[Ano, ¢=2]

5. Zistite, ¢ plati Lagrangeova veta pre funkciu f.(l,e) — R, f(z) = Inz,
a néjdite ¢islo ¢, pre ktoré plati ¢ € (1,e), f(b) — f(a) = f' (¢)(b—a).
[Ano, c=e— 1.}

6. Zistite, ¢i Rolleho veta plati pre funkciu f(z) = 1 — v/22 na intervale (—1,1).
i Funkcia f je spojitd, plati f(—1) = f(1) = 0.
fl(x) = —%x_%existuje pre z € (—1,0)U (0,1), ale f'(0) neexistuje.

Predpoklady Rolleho vety nie si splnené.

7. Zistite, ¢i platf Lagrangeova veta pre funkciu f(z) = z+1 na 1ntervale (1,2)7?
[ Funkcia f Je spojitd na danom intervale,
f/(x) =1— %, je diferencovatelnd na (1, 2).
Predpoklady Lagrangeovej vety si splnené,
to znamend, ze Jc € (1,2), také ze
f2)—f)=f0)2-1),tjs=01-%)= c=+V2.
Vyhovuje ¢ = v/2.

8. Dokazte, ze plati: arctgb — arctga < b — a, pre a < b.

9. Zistite, ¢i Cauchyho veta plati pre funkcie f(x) = cosz, g(x) = sinz na
intervale (0, 7)7

[Ano plati, ¢ = %]
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PRI L : sinz—x
10. Vypocitajte limitu lim, o 22—
: sinc—x __ COS{Z‘ 1 _ 7 —sinx _
lim, o 23— =lim, g = = lim,_ .o IS e 1
Vi g (1-a?)"2(~22)

11. Vypocitajte limitu lim, g EZZ < 1]

12. Vypocitajte limitu lim, o+ (e* — 1) cotgz. [1]

13. Vypocitajte limitu lim, o 5= *4 tg ( A ) _ [_é}

™

14. Vypocitajte limitu lim,_ o+ (%)tgx. 1]

sinx} cotg(z—a) . [6

15. Vypocitajte limitu lim,_, [32£ cotgal

16. Kapacita C' rovinného kondenzatora, ktorého dosky maji plochu S, vzdi-
alenost’ medzi doskami je [ a permitivita dielektrika sa v zévislosti od vzdi-
alenosti linedrne men{ od hodnoty €; pri jednej doske po hodnotu €5 > ¢; pri

druhej doske je dand vztahom C = % Urcte kapacitu kondenzétora,
€1

ktorého permitivita ma hodnotu €; a nemeni sa v zavislosti od vzdialenosti.

S(e2—e1) __ Sex
Im2  — I~
€1

Pomocou L’Hopitalovho pravidla néjdite lim.,_,., C' = lim,,_,.,

17. Zistite priebeh funkcie f (x) = (ix__l)lg a nacrtnite jej graf.

1) D(f) = R\ {1} = (=00, 1) U (1, 00), f(5) = 0,spojité,
lim, ., =2 @ 1)2 = 00 prlamka x =1 je abs.
2) Plati — 1 € D(f), 1 ¢ D(f).Funkcia nie je ani pdrna, ani neparna.
3) Pretoze mé iba jeden nulovy bod (vid'l) nie je periodicka.
4) f ,<I) = _(xle)sa
ak x € (—00,0) = f'(z) < 0=\,
ak € (0,1) = f'(z) >0=/,
ak =€ (1,00) = f'(z) <0="\.
5) f(0) = —1 = lokmin f(z) = mingep(y) f(2).
6) £"(x) = (232,
ak =€ (— =t —3)= f"(z)<0=n

ak z € (-1, 1)= f"(z)>0=U,
ak x € (1,00) = f”(:v)>0:>U
7) V bode z = —Q,f(—l) =9 Je inflexny bod.

2

8) lim, 4o 2 @ ’1)2 = 0. Priamka y =0 je asymptota v bode oo aj —

H(f) = (=1,00).

18. Zistite priebeh funkcie f (x) = arcsin F a nacrtnite jej graf.
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1) D(f) = (0,00), f(1) = 0, spojitd, nemé abs.

2) Plati D(f) = (0,00).f nie je ani parna, ani neparna.
3) Pretoze m4 iba jeden nulovy bod (vid’l) nie je periodicka.
4) f/(l’) = _m7 ak z € (0,00) f’(I‘) <O\

5) f(0) = arcsinl = § = max,ep(s) f().

6) f"(x) = %, ak x € (0,00) = f"(z)>0=U.
7) Nem4 inflexny bod.
8) lim, . arcsin }jr—i = —3.Priamka y = —7 je ass v oo.

19. Zistite priebeh funkcie f (z) = 2? — 2 |x| a nacrtnite jej graf.

2?2 +2x, pre x € (—00,0
¥?—2r pre z € EO,oo) ) D(f) =R, f(=2) =0,
f(0) =0, f(2) = 0, spojitd, nem4 abs.
2) Plati =z € D(f) = —z € D(f),
fl=2) = (=2)* = 2|2 = 2® = 2[a| = f(x).
f je parna.
3) Pretoze mé tri nulové body (vid’l) nie je periodicka.

n f’<x>:{ Sty el SO =200 =250 B
ak r € (—o0,—1) = f'(x) <0=\, akze(-1,0) = f'(z)>0=".
ak x € (0,1) = f'(x) <0=\,, akze(l,o0) = f'(z)>0=".

5) f(0) = 0 = lokmax f(x), f(—1) = f(l() = —1): mingep(y) f(x).

” 2, pre z € (—00,0
6) f"(x) _{ 2 pre z € (0,00)
f"(z) > 0= Una (0,00) aj na (—o0,0).
7) Nem4 inflexny bod.
8)lim, 1o 2* —2|x| = 0o. Ass v bode — oo :

WEE

=

. . 2 ,
k=lim, ., - @ =lim, , % = —00, f nem4d ass v bode — oo.
Ass v bode 0o méame:
. . 2— z
kE=lim, % = lim,_ 0o T=2% = 00, f nem4 ass v bode oco.

H(f) = (~1,00). \ ; /

20. Zistite priebeh funkcie f () = —1 4+ v/ —22 — 4x + 5 a nacrtnite jej graf.
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1) D(f) = (=5,1), f(=2 = 2v2) =0, f(—2+2v2) =0
spojitd, neméd abs.
2) Plati D(f) = (=5,1). f nie je ani pdrna, ani nepédrna.
3) Nie je periodick.
4) f'(x) = \/_;f—_;fw% existuje na (—5, 1),
ak x € (—=5,-2) = f'(x)>0=,
ak ze€(-2,1)= f'(z) <0=\,.
5) f(—2) = =1+ 9 = 2 = max,ep(p) f(2),
f(=5) = =1 =mingep(y) f(z) = f(1).
6) f"(z)= m existuje na(—>5,1),
ak r € (=5,1) = f"(z)<0=n.
7) Nem4 inflexny bod.
8) f(—=5) = —1, f(1) = —1. Pretoze D(f) neobsahuje body =+ oo,

v =-va. || L

21. Zistite priebeh funkcie f (z) = 2L a nacrtnite jej graf.

1) D(f) = (0,5). £(2) = 0,spojits,
lim, o+ % = lim,__o+ %lnx +1=—o0.
Priamka x = 0 je abs.

2) Plati D(f) = (0,00) .f nie je ani parna, ani neparna.
3) Pretoze mé iba jeden nulovy bod (vid'l) nie je periodicka.
4) f'(z) = —2F ak 2€(0,1) = f'(z)>0=,
ak z € (1,00) = f'(x) < 0=\, .

5) f(1) =1 = max,ep(y) f(x)

6) f"(z) =22l ak z € (0,ez)= f"(z)<0=n,
ak z € (e2,00) = f"(z)>0=U.

7) V bode z = ez, f(e%l) = %e’% je inflexny bod.

e — iy, = = 0. Priamka y =0 je ass v o0.

8) lim,

H(f) = (=00,1).

22. Zistite priebeh funkcie f (z) = In £t} a nacrtnite jej graf.




i 1) D(f) = (=00, —1) U (1, 00), nemé nulovy bod, spojit4,
lim, ., - ln T — —o0, priamka z = —1 je abs,
x—i—l

lim, 1+ In 25 = oo, priamka 2 =1 je abs.
2) Plat{ € D(f) = —x € D(f).
r+1 x—1

3) Funk(na je zlozena ani vnitornd ani vonkajsia zlozka

nie si periodické funkcie, ani f nie je periodicka.

4) f’(ﬂ?) = _ﬁa ak x € (_007_1) f/(CE) <0 \m

ak z € (1,00) f'(x) <0\,.
5) Nem4d extrém. 6) f”(x) = (mrffﬂ)z,
7) Nem4 inflexné body.

8) lim, 1o 1n L = 0. Priamka y = 0 je asymptota v co aj —

23. Zistite priebeh funkcie f (x) = (1 — 3z) €** a nacrtnite jej graf.

1) D(f) = R,f(%) = 0, spojitd, nemd abs.
2) Plati © € D(f) = —z € D(f).
f(=2) = (1= 3(—2))e*%) = (1 + 3z)e 2.
f nie je ani parna, ani nepdrna.

3) Jeden nulovy bod =- nie je periodicka.

(—

ak z € (—2,00) f"(x) <0N.
7) Vbode z = —2, f(—2) = 3¢5 je inflexny bod.

37

24. Zistite priebeh funkcie f (z) = 22 a nacrtnite jej graf.

f(=2)=In == =InZ1 = —In 2= = — f(z), f je nepdrna.

ak v € (—oo,—1) f"(x) < 0N, akx € (1,00) f"(z) >0 U.

4) f'(z) = (=1 = 62)e*, ak x € (—o0, —3) ]f’($)>0/,
ak ¥ € (—¢,00) f'(x )<O\ 5) f(—%) = 3e73 = lokmax f(x)
6) f"(x) = (=8 —12z)e*, ak x € (—o0,—2) ["(x) > 0U,

8) lim, ool — 32)e® =lim, . oo =52 = lim, o ——5 = 0.
Priamka y = 0 je ass v bode — 00.lim, (1 — 3x)e*® = —cc.
Hl'addme ass funkcie f v bode oo.
kE=lim, .o % = lim, 001 — 3)e*” = —o0, f nemd ass v co.

123
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1) D(f) = (0,00), f(1) =0, spojita (podiel dvoch spojitych).

In?z

lim, o+ = lim,_ o+ %ln2 xr = 0o. Priamka x = 0 je abs.
2) Plati D(f) = (0, 00).Funkcia nie je ani parna, ani nepérna.
3) f ma4 jeden nulovy bod, te da niejeperiodicka.

4) f'(z) =220 ek g (0,1) f/(z) <0\,

ak x € (1,e?) f'(x) >0/, akx € (e?,00) f'(x) <0\, .
5) f(1) = 0 = mingep(p) f(x), f(e*) = ;12 = lokmax f(x).
x

6) f/(x) = 2 r3hrt) g e (0,677 f(2) > 0U,
ak © € (63_2\/5,63+2ﬁ) f"(z) < 0n,ak x € (63+2ﬁ),oo) f"(z) >0U.
7) V bodoch x = 63727\/5, z = 5% 5 inflexné body.
8) lim, oo 2 = lim, o, 2275 — Jim, ., £ = 0.

Priamka y = 0 je ass v oo.

H(f) = (0,00).

25. Zistite priebeh funkcie f (z) = xarctgz a nac¢rtnite jej graf.

1) D(f) = R, f(0) =0, spojitd, nem4 abs.
2) Plati x € D(f) = —x € D(f).

f(—z) = (—x)arctg(—z) = rarctgz = f(x).f je pdrna.
3) Nie je periodicki. (jeden nulovy bod).
4)f'(r) = arctgz + 352, ak 2 € (—00,0) f'(z) <0\,
ak x € (0,00) f'(z) >0 7.

5) f(0) =0 = min,ep(s) f(2)

6) f"(z) = ﬁ, ak x € (—o0,00) f"(xz) >0U.

7) Nem4 inflexny bod.

8)lim, o zarctgx = 00.Ass v bode — 00 :

1 xrarctgr __ 1 _ ™
k=1lm, ., o~ =lim, ., arctgr=—7,
1
. . arctgz+7Z . T2
q=Ilim, ., rarctgr+ir=I1lm, , o —F > =1lm, . 1_*””% =—1.
x x

s

Priamka y = —Jx — 1 je ass v — oo.
Podobne priamka y = 7z — 1 je ass v oo,

26. Zistite priebeh funkcie f (z) = ’32%?3 a nacrtnite jej graf.
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1) D(f) = R\ {3} = (=00,3) U (3,0),
fB3=v6)=0,f(3+V6) =0,
spojitd, lim, _,3- “”"’2;6%” = o0, lim, 3+ 9”2?%% =
priamka x = 3 je abs.
2) Plati —3 € D(f) = 3 ¢ D(f).f nie je ani pdrna,ani nepérna.
3) Nie je periodickd. (dva nulové body).
4) f'(z) = L ak x € (—00,3) f'(x) >0 /),
ak € (3,00) f'(x) >0 /.
5) Funkcia neméd extrémy.
6) f"(x) = %, ak x € (—00,3) f"(x) > 0U,
ak z € (3,00) f(z) <0N.
7) Nem4 inflexny bod.

—0Q,

. 2_
8) lim, 4o %7?“3 = F00.Ass v — 0.
T x2—6x+3 __
k —211m:,;_>_Oo 3 1,
q=lim,__,_ % —z=lim,_, _jf'gg = -3.

Priamka y = x — 3 je ass v — o0.
Podobne priamka y = x — 3

p———

je ass v oo.H(f) = R.

27. Zistite priebeh funkcie f (z) = In (4 — ) a nacrtnite jej graf.

' 1) D(f) = (~2.2), f(—/3) = 0, f(v/3) = 0, spoita.
lim, o+ In (4 —2%) = —oco.lim,__5- In (4 — 2%) = —oo0.
Priamky x = —2 a x = 2 su abs.
2) Plati z € D(f) = —x € D(Jf).
f(=z)=In(4 - (—2)?) =In (4 — 2?) = f(x).f je parna.
3) Nie je periodicks.
4) f'(x) = 725, akx € (—2,0) f'(x) >0 7, akz € (0,2) f'(z) <0 \,.
5) f(0) = In4 = max,cp(p) f(2).
6) f"(z) = ]Z(f;%ﬁ), ak z € (—2,2) f"(z) <0N.
7) Nem4 inflexny bod.
8) H(f)=(—o0,In4).

f ]

28. Zistite priebeh funkcie f(z) = arctg L a nacrtnite jej graf.
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1) D(f) = R\ {0} = (—00,0) U (0,00), nemd nulové body, spojitd,
lim, o arctg% = —3,lim,__ g+ arctg% =7
2) Plati z € D(f) = —x € D(f).
f(—=x) = arctgx = — arctgz = — f(z) f je neparna.
3) Funkcia je zlozend ani vnutorna ani vonkajsia zlozka
nie su periodické, ani f nie je periodicka.
4)f () = =15, ak € (—00,0) f'(z) <O\,
ak x € (0,00) f'(z) <0\, . 5) Nemd extrémy.
6)f"(z) = ﬂfﬁ’ ak z € (—o00,0) f”(x) < 0N,
ak x € (0,00) f"(x) > 0U.7) Nem4 inflexny bod.
8) lim, 4. arctgx = 0.Priamka y = 0 je ass v 0o aj v — 0.

H(f)=(-5.0)U(0.5).

=

29. Zistite priebeh funkcie f () = coshx = e”';ﬁ a nacrtnite jej graf.

1) D(f) = R,nem4 nulovy bod, spojitd, nem4 abs.
2) Plati z € D(f) = —x € D(f).
f(=2) = cosh (—z) = &< = coshz = f(z).f je parna.
3) Funkcia nie je periodicka.
4) fl(z) = =5 = 5 (e = 1), ak z € (—00,0) f/(x) <0\,

ak x € (0,00) f'(z) >0 7.
5) f(0) =1 =mingep(y) f(x).

6) f"(z) = <=, ak € (—o0,00) f"(x) > 0U.

7) Nem4 inflexny bod. 8)lim, ., &t~ = .
y X o0 2
. T —x . T —x
Ass fv—o0:k=lim, , “F— =lim, ., “=— = o0,
’ . €T —x
nem4 ass v — oo. Podobne lim, , . “t— = oo.

2

Nemd ass v co. H(f) = (1,00) °

30. Zistite priebeh funkcie f (z) = 1“75 a nacrtnite jej graf.




1) D(f) = (0,00). £(1) = 0. spojité
lim, o+ mT;c = lim,__o+ \/LE Inz = —oo. Priamka = = 0 je abs.
2) D(f) = (0,00).f nie je ani pdrna, ani neparna.
3) Jeden nulovy bod = nie je periodicka.
0 (@) = 22 ak w € (0,6) £ () >0/,
ak z € (e2,00) f'(z) <0\, .5) f(e?) =2 =max [ (z).
6) f"(x)= 341;2%8, ak x € (O,e§> f"(x) <on,
ak r € (e?oo) f"(z)>0U.
7) V bode = = e3, je inflexny bod.

8 =

8) lim, “‘Tf = lim,_ ., -+ = 0. Priamka y = 0 je ass v oo.

31. Zistite priebeh funkcie f (z) = sinhz = “=—

a nacrtnite jej graf.

1) D(f) = R, f(0) = 0, spojita, nem& abs.
2) Plati x € D(f) = —x € D(f).
f(—=z) =sinh (—z) = <= = —sinhz = — f(z). f je nepdrna.
3) Funkcia nie je periodicka.
4) f'(z) = <= = coshz, ak z € (—o0,00) f/(z) >0 .
5) Nem4 extrém.

6) /(1) = S5 = A (>~ 1),

2
ak x € (—o00,0) f"(z) < 0N, ak z € (0,00) f"(x) >0U.
7)x = 0 je inflexny bod.

L
—

32. Zistite priebeh funkcie f (z) = Incosx a nacrtnite jej graf.

. T _ ,—x
8) lim, o 55— = —00. Ass v —o00:

: T_e—% . T —x ,
E=lim, ., o “—5— =lim, . % = 00, f nemd ass v — oo.
. ez_eiz _ z
Podobnelim, ., “=— = co. Nemd ass v oo.
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[ 1) D(f) = Urez (=% + 2km, T + 2kx), £(0 + 2k7) = 0, spojitd,

lim, , = o+ 1ncosx = —o0,lim, =, 91— Incosx = —o0,
2 2
priamky z = —% + 2km, v = § + 2k7st abs.
2) Plati x € D(f) = —x € D(f).

f(—=z) =Incos(—x) =Incosz = f(x).f je parna.
3) f je periodickd s periédou T' = 27,

staci ju skimat’ na intervale (—5, 5)

4)f’( )Zﬂ— tge, ak z € (=3,0) f'(x) >0,

€ (0,3) f'(z) <0\ .5) f(0) = 0 = max f(x).

f"(x ):—COSQI, akz e (—%5,5) f"(z) <0nN.
7) Nem4 inflexny bod.

8) f je periodickd, ass nemé.

H(f) = (=00,0).
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Postupnosti a rady redlnych disel.

Postupnosti.
Definition 412 Funkciu f : N — R, nazgvame postupnostou redlnych cisel.

Ak polozime f(n) = a, pre ¥n € N, potom ¢isla ay, ag, ..., ap, ... iplne uréuji
postupnost’. Preto samotni postupnost’ f : N — R neoznacujeme symbolom f,
ale pouzivame symbol {a1, ag, ..., ay, ...} = {a,}, -, .Jedingm hromadnym bodom

mnoziny IN je co. Preto pri postupnostiach m& zmysel uvazovat’ o limite jedine
v tomto bode. Z definicie limity funkcie méme: prvok L € R je limitou funkcie
f: N — R v bode oo vtedy a len vtedy, ak VO, (L) 305 (c0) : f (O3 (c0) N N) C
O. (L) . Potom definicia limity postupnosti v bode oo sa d4 formulovat’ takto:

Definition 413 Cislo L € R nazgvame limitou postupnosti {a,}7 . ak
VO. (L) 3ng e N:Vn>ng (n € N) = a, € O. (L),

vtedy piseme
lim a, = L.

n—:oo

V pripade ak L € R hovorime, e postupnost'{a,}, -, je konvergentnd. V ostatngch
pripadoch (L € {—o0, 0o}, alebo L neexistuje) hovorime, %e postupnost'{a,} -, je
divergentnd.
Ak ¢islo L € R, definiciu limity postupnosti mozeme prepisat’ do tvaru:
Ve>03ng e N:Vn>nyg (n€ N) = |a, — L| <e.

Example 414 Nech ¢ € R a nech a,, = ¢,Yn € N. Potom lim,,__., a, = c.

Solution 415 Skutotne Ve > 0 nech ng € N je lubovolné. Pre kazdé n >
no (n € N) mame |a, — L| = |a, —c| =|c—c| =0<¢, t.5. lim, ,wa, =cO

Example 416 Zistite, ¢i je postupnost’{%}zo:l konvergentnd, alebo divergentnd.

Solution 417 Nacrtnime niekolko prvych clenov postupnosti:

Plati: 1
lim — =0.

n—oo M

Nech € > 0 je lubovolné, potom dng € N : ng > % Potom akn € N :n > ng
mdme }% — 0| = % < nio < ¢ teda limnéoo% = 0 a postupnost’ je konvergentnd. [

Example 418 Ukdzte, ze {(—1)"} ", je divergentnd.
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Solution 419 Nacrtnime niekolko prvych ¢lenov postupnosti:

Platt

n 1 n pdrne
(=1)" = { —1 n nepd '
pdrne

Sporom ukdzeme, Ze limita neexistuje. Nech limita existuje, oznacme ju L. Ak
by L > 0, potom |(—1)" —L| > 1,Yn € N - nepdrne. Ak by L < 0, potom
|(=1)" —L| > 1,Vn € N - pdrne. Teda pre kadé 0 < ¢ < 1 nendjdeme také L,
aby splnalo defintciu limity. Teda limita neezistuje a {(=1)"}>2, je divergentnd.d

Example 420 Ukdzte, ze {n?} | je divergenind postupnost.

Solution 421 Ak n € N, potom ¥n > 1 plati n®> > n, teda ak n > ngy, potom
n? > nd > ng, tj. lim, .n? = oo, tj. postupnost {n*}>~ | je divergentnd
postupnost.[]

Ohrani¢ené postupnosti.
Definition 422 Hovorime, %e {a,} ., je ohranicend, ak existuje M € R také, Ze
la,| < M, ¥n € N. V opaénom pripade hovorime, Ze postupnost’ je neohranicend.

Theorem 423 a) Ak {a,},- | je konvergentnd postupnost; potom {a,} -, je ohranicend.
b) Ak {a,}," | je neohranitend, potom {a,}. -, diverguje.

Remark 424 Veta nehovori, ze ak {a,} -, je ohranicend, ze potom je aj konver-
gentnd.

Monoténne postupnosti.

Definition 425 Hovorime, ze {a,} - | je rastica ak¥n € N a, < ani1, {an},
je neklesagica ak¥n € N a, < ayt1, {an} -, je klesajica ak¥n € N a, > an41,
{a,},2, je nerastica ak Vn € N a, > any1. Rastice, klesajice, neklesajice,
nerastice postupnostt nazyvame monotdénne postupnosti.

Theorem 426 Kazdd ohranicend monoténna postupnost’ je konvergentnd.
Theorem 427 Nech {a,},-, a {b,} -, su konvergentné postupnosti, potom aj
{a, +b,}7 1, {can}Z, {anbn}2, a ak lim, b, # 0,b, #0, Vn € N,n > ng,

tak aj {‘b’—"} je konvergentnd postupnost.
" Jn=1

Pre postupnosti platia vsetky vety o limitach funkcii.
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Theorem 428 (Veta o zamene limity postupnosti za limitu funkcie)

a) Nech {a,},", je postupnost a nech f : (1,00) — R je funkcia takad, Ze
f(n) =a,. Aklim, . f(x) = L, potom {a,} >, je konvergentnd alim, . a, =
L. Ak lim, . f (z) = too, potom {a,} ., je divergentnd a lim, ., a, = Fo0.
Teda

Tim f(n) = lm a, = lm f(a).
b) Ak lim,, . a, = a a funkcia f : A — R, a € A je spojitd funkcia v bode a,
potom lim,, ., f (a,) = f(a).

2n—1

Example 429 Vypocitajte lim, oo 5.

Solution 430 Limitu postupnosti pocitame presne tak isto ako limitu funkcie:

2n—1 22y _ 2
2.

lim,, o 3nts lim,, o 375
n

Example 431 Ndjdite lim,,_ ., 22,

n

1
Solution 432 Plati: lim, 1“7”” = lim, .o + = 0.Podla predchddzajicej vety
Inn Inz

mdme: lim, o = =lim, . 2% = 0,limitu postupnosti sme zamenili za limitu

funkcie, pre ktori mézme pouZzit’ L’Hospitalovo pravidlo. [
Example 433 Ukdzte, Ze lim, ., /n=1.

Solution 434 Nacrtnime niekolko prvych ¢lenov postupnosti:

PouZijeme predchddzajici priklad a dostaneme: lim,,_ o, {/n = lim, ., n» =
. 1
lim, ,oern®? =¢%=1.0

Pouzitim vety mozno ukdzat, ze lim,, % =0,r >0, lim, (1 + %)” =e,
lim, . /c=1,¢>0.

Remark 435 Pre postupnosti, ktorych definicngm obor je mnoZina celych cisel
vacsich alebo rovngch ako dané celé ¢islo m, (ktoré je obuykle 0 alebo 1) zostavaji
véetky turdenia pre postupnosti v platnosti s patricnymi modifikdciami.

Definition 436 Nech {a,} -, je postupnost redlnych ¢isel a {ny},-, je lubovolnd
rastica postupnost prirodzengch Eisel. Postupnost {an, }r., sa nazyva vybrand pos-
tupnost’ z postupnosti {a, },_, .

Theorem 437 (Veta o konvergencii vybranej postupnosti) Nech {a,} -, je pos-
tupnost’ a {an, },-, z nej vybrand postupnost. Ak lim, . a, = L € R, tak aj
limy_ . ay, = L.
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Remark 438 Opacné turdenie neplati. Plati negdcia predchddzajicej vety: ak
limy_ o @, neexistuge, potom lim,,__. a, tieZ neexistuje.

Theorem 439 Z kaZdej ohranicenej postupnosti sa dda vybrat’ konvergentnd pos-
tupnost.

Example 440 Ukdzte, ze z postupnosti {(—1)"} 7, moZno vybrat’ konvergentni
podpostupnost.

Solution 441 V priklade sme ukdzali, 2e postupnost {(—1)"} ", je divergentnd.
Napriek tomu ak z nej vyberieme podpostupnosti {1}~ a {—1},-, , tieto si kon-
vergentné.

Nekonecné Ciselné rady.
Definition 442 Nech {a,} - je lubovolnd postupnost redlnych isel. Pre kazdé
prirodzené c¢islo j definujeme

7j—1
Sj = E Utk = Am T Qmi1 + Ay + Qpys + .+ Am45—1
k=0
nazyvame n-tym ciastocnym suctom. Viyraz

U + Qi1 + Qi + oo+ Gpin + ... TESPEkLTVE Z Qs

n=m

nazyvame nekonetnym Eiselngm radom. Cislo a, nazgvame n-tym élenom radu.
Ak je postupnost {sy},- =~ konvergentnd (teda md koneénd limitu), tak &islo s =
lim,, o s, nazgvame suctom nekonetného radu Z . an @ hovorime, e rad Z
je konvergentny. Siucet s stotoZnime s radom Zn:m Qp.

Ak je postupnost {si}r-, divergentnd (teda jej limitou je 0o, —oo, alebo neexis-
tuje), hovorime, ze rad Y " a, je divergentny.

Example 443 Ukdzte, 2e > - je konvergentny rad a ndjdite jeho sucet.

n=1n n+1)

Solution 444 Plat7 —n(n1+1 = % n+ , Vn € N. Potom s, = % + % + 3% + ...+
_1 1 11 11 1 1 1
(1) — [1—5}+[§—§]+[§—z]+~-+[z—n—+1] =l-a

a limn_m Sp = lim,, [1 — n_+1] = 1. Teda dany rad je konvergentny a plati

Zfzol n(n+1 = 1.0

Theorem 445 (Nutnd podmienka konvergencie nekoneéného radu)
a) Ak > 07 a, konverguje, potom lim, . a, = 0.
b) Ak lim,, .o a,, # 0 (alebo neexistuje), potom rad > a, diverguje.

Podl'a predchddzajicej vety vieme, zerady Y oo 5, > oo, (1+2), 3> nsind,

divergentné rady.

Example 446 Ukdzte, ze rad ) > = konverguye a jeho siucet je cislo e.

2

o
n=0

(—1)"su
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Solution 447 Chceme ukdzat, Ze lim,_ .. s, = lim,__ [1 + % + % + ..+ %}
existuje a rovnd sa cislu e.Z Taylorovej vety pre funkciu f(z) = € na inter-
vale (0,1) mdme: e = 1+ 4 + 5 + .. + & + +1,,kde@ € 05;(0),0 <O <
1. Okrem toho €® < e < 3. Pretoze ‘v’n 2 3 mame 0 < ﬁ < % odkial
lim,,_ [1—%—%—1—%—1—...—1—%} =e.

Example 448 Ukdtte,ze Y " | + diverguje.

Solution 449 Ukdzeme, e plati sy > 1+ &, Vk.
S91 = 1 + %,
spp=14+1+t+is1414441-142
Tak ukdzeme, Ze
Sor > 1+ g, Vk.
Pretoze limy,__ (1 + %) = 00, tak je dany rad divergentny.l]

Geometrické rady.
Definition 450 Geometricky rad je rad tvaru Y - cr™, kde c¢,r € R si kons-
tanty a ¢ #0 a m > 0.

Theorem 451 Nech r je lubovolné ¢islo a nech ¢ # 0, m > 0. Potom geometm’ck‘y’
rad Y7 crkonverguje vtedy a len vtedy ok |r| < 1, jeho sicet je Y oo cr™

cr’™

1—r"
Example 452 Ndjdite sicet radu > oo (3)"

Solution 453 Dany rad je geometricky rad, ¢ = 1, r = L. Tak > (}L)n =

14
L =40

|

|

Theorem 454 o) Ak > 7 a, a Y . b, konverguji, tak rad >~ (an+ by)
tiez konverguje a plati:

Z(an+bn)zzgn+zbna

b) Ak > a, konverguje a ¢ € R, tak rad Yy . (ca,) konverguje a plati

Rady s nezapornymi ¢lenmi.
V tejto casti ukdzeme ako sa d4 zistit), ¢i dany rad s nezdpornymi ¢lenmi konverguje,
alebo diverguje.

Na urcovanie konvergencie radov typu y -, np, kde p > 0 je vhodné
integrdlne kritérium. To neuvddzame, ale uvedieme nasledujiice tvrde-
nie.

Remark 455 Rad ), n—lp konverguje vtedy a len vtedy, ak p > 1 a diverguje,
ak 0 <p<1.
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Porovnavacie kritérium.
Theorem 456 (Porovndvacie-majorantné kritérium)

a) Ak rad Y7, by, konverguje a 0 < a, < b,, Vn € N, potom aj rad Y>>, a
konverguje a plati > 07 an <> 07 b

b) Ak rad Y, | b, diverguje a 0 < b, < a,, Vn € N, potom aj rad > "> | a
diverguge.

Example 457 Ukdzme, Ze rad > - konverguge.

n=1 2"+1

Solution 458 Plati 2" < 2" +1 = 2n+1 2n, Vn € N.a pretoze rad >
konverguje (geometricky rad s kvocientom ; ) tak aj rad > 7

n=1 2"
konverguje
2

<2—n:

n=1 2'n+1
podla porovndvacieho kritéria.l] Podobne ak VYUZijeme nerovnicu

n=23, ..., ukdzeme %e aj rad Y - konverguje.

_1
2n—1

2n17 n12"1

Example 459 Zistime, ¢i rad Y Mﬁ konverguge, alebo diverguje.

Solution 460 Rad " I diverguje (p = 1), podla integrdlneho kritéria. Plati
n=1 2
n2

—2\/%,1 > ﬁﬁ > 0,Vn € Na pretoze rad Y, ﬁﬁ diverguje (p = %), tak podla

porovndvacieho kritéria aj rad -, Mﬁ dwerguge. [

Theorem 461 (Limitné porovndvacie kritérium) Nechy " a, ay - b, st rady
s mezdpornymzi ¢clenmi, b, > 0, Vn € N. Nech

lim 2% = I, kde L € (0,00).
a) Ak > 07 by konverguje, tak aj ., a, konverguge,
b) Ak > 7 | b, diverguje, tak aj Y a, diverguje.

Example 462 Zistime, ¢i rad y Sin% konvergugje alebo diverguje.

in 1
Solution 463 Rad > _1 L diverguje. Platia, = sm L>0,vneN lim, o 0= =

n

1 > 0,pretoze md Yo dwerguye, tak podla lzmztneho porovndvacieho kritéria aj
rad Y > sin - dwerguye O

Theorem 464 (D’Alembertovo podielové kritérium) Nech > 7 | a, je rad s klad-
nygmi clenmi a nech lim, . = =7, (mozné aj o).

a) Ak 0 <r <1, potom rad "22021 a, konverguje.

b) Ak r > 1, rad > | a, diverguje.

Ak r =1 kritérium ni¢ nehovort.

Example 465 Zistime, ¢i rad Y 1—7,1 konverguje alebo diverguge.

2n+1

2"+1 _1: (n+1)! __ 71z 2 _
m, r= hmn%m - — hmn*)oo P

n!

O,teda r =0 < 1 a rad podla podielového kritéria konverguje. [

Solution 466 Mdme a, = %, (pi1 =

Example 467 Zistime, ¢i rad > . konverguje alebo diverguje.

n=1 n2
— 2n+12 )
n . .
Solution 468 Mdme a, = n27 Upy1 = (n2+—1)2, = limy, e P52 = lim, o0 2 (nLH) -
2

n

2,teda v > 1 a rad podla podielového kritéria diverguje. [
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Cauchyho odmocninové kritérium.
Theorem 469 (Cauchyho odmocninové kritérium) Nech > 7 | a, je rad s nezd-
pornymi clenmi a nech lim,__.., /a, =r, (moiné aj o).

a) Ak 0 <r <1, potom rad Y >, a, konverguge.

b) Ak r > 1, rad > | a, diverguje.

Ak r =1 kritérium ni¢ nehovori.
Example 470 Zistime, ¢i rad )" | 565w konverguge, alebo diverguge.
Solution 471 Mdme an = j5057, © = limy o /55657 = LiMyp—co 17;—078 = ﬁ <
1,teda rad podla odmocninového kritéria konverguje. [

Example 472 Aplikujme D’ Alembertovo podielové kritérium a Cauchyho odmoc-
ninové kritérium aby sme zistili, ¢i rady Y -, %, > # konverguji alebo diver-
quji .

Solution 473 Ukdzali sme, Ze rad 22021% diverguje a rad Y # konverguge.
Pouzitim D’ Alembertovho podielového kritéria pre divergentnty rady o % dostaneme:
1

ap, = %, (pi1 = n+r1, r = lim, ., = lim, .- nL-i-l = 1,Pouzitim Cauchyho

n

1

odmocninového kritéria pre tento rad dostaneme: a, = -, r = lim, VE =1.

n

Pouzitim D’ Alembertovho podielového kritéria pre konvergentny rad Y -, #
1

; _ 1 1 1 (D2 1 n \2 _
dostaneme: @, = -5, Gpy1 = e T lim,,_ T = lim,,_ (n_+1) =1.
n
Pouzitim Cauchyho odmocninového kritéria pre tento rad dostaneme: a, =

n—12, r = lim, . ,"/# = 1.Tak sme ukdzali, Ze ak pri pouziti D’ Alembertovho

podielového kritéria alebo Cauchyho odmocninového kritéria dostaneme r = 1, tieto
kritérid mehovoria ni¢ o konvergencii danijch radov. [J

Rady so striedavymi znamienkami a kritérid konvergencie pre rady s lubovolnymi
¢lenmi.

Ak st éleny radu striedavo s kladnym a zapornym znamienkom, tieto rady sa
nazyvaju alternujuce rady. Napriklad rad:

(~1)"'"=2-44+8—-16+ ..,
=1

n

alebo rad

- 1 1 1,1 1
IV =14+ 4 _Z
;( ) n i 2 3 + 4 5 *
Theorem 474 (Leibnizovo kritérium konvergencie) Nech {a,}.., je nerastica
postupnost'takd, e lim, ., a, = 0. Potomrady Y20 (=1)"a, a > o0, (=1)""a,
konvergugi.

Example 475 Ukd%te, e alternujici harmonicky rad Y >, (—=1)" = konverguje.
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Solution 476 Mdme a, = %, teda {a,},-, je klesajica, nezdpornd postupnost,
takd, %e lim, .o =~ = 0. Potom rad Y 7", (—1)" L konverguje. O

Ak {a,} 7 | je nerastiica, nezdpornd postupnost'a lim, . a, = 0, potom zauji-
mavou vlastnostou oboch radov 3°°°  (—1)"a, a 3.2, (~=1)""" a,, je, ze chyba pri
aproximécii oboch radov &astotnymi sictami ¢ (=1)"a, a 3¢ (=1)"a
nie je vicsia ako ay, ;. Dokaz tohto tvrdenia ponechdme c¢itatel'ovi.

n

Absolitna a relativna konvergencia.

Dosial’ sme sa stretli iba s kritériami, ktoré nemozeme priamo pouzit’ na rad
Yo | an, kde a,, s zaporné, alebo niektoré ¢leny st kladné, niektoré su zaporné,
Vsetky doteraz prezentované kritéria mozno pouzit’ na urcenie konvergencie radu
> | |an|, pretoze tento ma uz nezdporné cleny.

Theorem 477 Ak rad Y., |a,| konverguje, potom aj »" " | a,, konverguje.
Example 478 Ukdzte, ze rad Y .. | (—1)" 25 konverguje.

Solution 479 Mdme ‘ -1)" ‘ % a pretoze rad Yy - 2 konverguje podla
integrdlneho kritéria (p = ) ad Y 00, (=1)" % konverguje. O

Example 480 Zistite, ¢i rad Y -, Sm(T) konverguge, alebo diverguje.

s nm
s1n( T)

n3

Solution 481 Mdme < n—lg,, Vn € N pretoze rad Yy .-, n% konverguje

podla integralneho kritéria (p = 3), tak aj rad Y Sm( ) konverguge. [J

Definition 482 Ak rad Y ", |a,| konverguje, hovorime, Ze rad Y | a, konver-
guje absolitne. Ak rad Y 7 | a, konverguje a rad Y - |a,| diverguje, hovorime,
ze rad Y | a, konverguje relativne.

Theorem 483 (Zovseobecnené kritéria konvergencie) Nech > >~ | a, je rad.

a) Porovndvacie kritérium. Ak |a,| < |b,|, Vn € N arad >, |b,| konverguje,
potom aj rad Y7, a, konverguje (absolitne).

b) Limitné porovndvacie kritérium. Ak lim, ‘g—:) = L, kde L > 0 a ak
> L |bu] konverguje, tak aj .- | an konverguje (absolitne).

c) D’ Alembertovo kritérium. Ak a, # 0,¥n € N a nech lim,,__
(mozné aj 00), ak r < 1, potom rad Y >, a, konverguje (absolitne). Ak r > 1,
rad Y | a, diverguje. Ak r =1, kritérium ni¢ nehovorrt.

d) Cauchyho kritérium. Nech lim, .. ¥/|a,| = r (moZné aj 00), ak r < 1,
potom rad Y7 | a, konverguje (absolitne). Akr > 1, rad > | a, diverguje. Ak
r =1, kritérium ni¢ nehovort.

=r

an41
a

Example 484 Ukdzte, ze > -, % konverguje absolitne pre |z| < 1, konverguje
relativne pre v = —1 a diverguje pre x =1 a |z| > 1.
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Solution 485 Ak x = 0 rad konverguje. Ak x # 0 pouZijeme D’ Alembertovo
zovseobecnené kritérium a dostaneme

n+1
" l.nJrl fﬂrl n
Up = —, Qpy1 = 1 e |x] hm — = |z|.
n n+1 n— = n+1

Ak |x| < 1 rad konverguje, ak |x| > 1 rad diverguje. Pre |x| =1 kritérium ni¢
nehovort, preto tento pripad musime skimat osobitne. Ak x =1 je to harmonickiyj
rad, ktory diverguje, pre x = —1 je to alternujici harmonicky rad, ktory konverguje
relativne. [

Example 486 Ukdzte, ze Y 2n +1)
verguje relativne pre |x| =1 a dwerguye pre |z| > 1.

D 241 ponverguje absolitne pre lz| < 1, kon-

Solution 487 Ak x = 0 rad konverguje. Ak x # 0 pouZijeme D’ Alembertovo
kritérium a dostaneme

—1 n -1 n+1
a, = (=1) 22 g = (1) 223
(2n+1) (2n +3)
(_1)n+1 "
. (2n+3) s 2n+1 2
nh—>oo (D" ont1 |$| n oo 2n+ 3 ’I‘ .
@t
Ak x| < 1 rad konverguje, ak |z| > 1 md diverguje. Pre x = 1 mdme
>y ((222;3 pre x = —1 je to rad Y7, (m@T Oba rady konverguji podla Leib-

nitzovho kritéria. Teda rad konverguje pre x € (—1,1) O

An41
an

Theorem 488 Nech je dand postupnost {a,},.,. Ak plati lim, .

:’]”’

alebo lim,, .o, ¥/|a,| =7, r <1, potom lim,__,, a, = 0.
Example 489 Ukdzte, Ze lim,, . fl—r,l =0,Vzr € R.

Solution 490 Ak x = 0 je turdenie jasné. Ak x # 0 oznacme a, = xn—?, potom

Z.n+1
. a . [ . 1
lim |—2 = lim (n;r:) = |z| lim =0<1,VxeR
n—-00 an n—so0 o n—oo 1 —f- ]_

n

—  lim x——o Vz € R.O

n—->0o00 n
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Cvicenia.
1. Zistite, ¢i postupnost’ {13_71:23” 1 konverguje, alebo diverguje.
343 3\ Mgt _
limy, o0 77557 = limy, oo (5) 2%374 = —00.
Diverguje.

2. Zistite, ¢i postupnost’ {m — n}:;l konverguje, alebo diverguje.

[ lim,, (m — n) = 0. ] Konverguje.
3. Zistite, ¢i postupnost’ {\/_ (\/W —/n )} konverguje, alebo diverguje.
i, (1 (VAT T - D)

I Konverguje. }

4. Zistite, ¢i postupnost’ {(1 — l)n}zo:l konverguje, alebo diverguje.

[lim, o (1—2)" =1, }

Konverguje.

5. Zistite, ¢i postupnost’ { V 5n}zo:1 konverguje, alebo diverguje.

lim,, o (V5n) = 1.
Konverguje.

6. Najdite sucet radu ), m-

Najdite n-ty ¢iastocny stucet.

Mame : (+1)1( vy :%<(ni1) - (ni4)>=
sl
nodlE =l
f3:1§[§§_52+g§_62+$1_72]71
si=3(G-35)+G-¢)+E-3)+G-9]

L i — 367 £Lun=1 (n+1)(n+4) ~ 36° i
1

7. Ngjdite sucet radu >~ (en - en+2>

Ngjdite n- ty c1astocny sucet

Sn —e+e2 —en+1 —en+2

> (erlb — en+2> —e+ez—2.

8. Ndjdite sucet radu > oo In (1 + ).
I N4jdite n-ty ¢iastoény sticet. 1
51 =1n2,
ss=In2+In3 =In3,

Sp=In(n+1),lim, o s, = lim, . In(n+ 1) = co.
S In(1+2) diverguje.




9.

10

11

12

13.

14

15.

16

17.

18

Vysetrite konvergenciu radu ) -, n%%

[Porovnavacie kritérium. Konverguje.|

oo 1

n=1 ny/n+1°
Limitné porovnéavacie kritérium.
Rad Y °, - konverguje (p =3 > 1).
n?2

1
Plati : lim,, .., =3+ =1 > 0 Konverguje.

3
n2

Vysetrite konvergenciu radu » |

o] 1
n=1 \/n(n+1) ’

Limitné porovnavacie kritérium.
Diverguje.

Vysetrite konvergenciu radu

< . . o0 . 1
Vysetrite konvergenciu radu ) °  sin -
Limitné porovnéavacie kritérium.
Diverguje.

Vysetrite konvergenciu radu Y7 sin £ tg <.

Limitné porovnavacie kritérium.
Konverguje.

oo 3™n!
n=1 nn °

Vysetrite konvergenciu radu )

[ Podielové kritérium.
Diverguje.

Vysetrite konvergenciu radu Y °° , 2

n=1 npn"
Podielové kritérium.
Konverguje.

n us

Vysetrite konvergenciu radu » - (—)2 sin 2.

2 2n
Podielové kritérium.
+1\2 . .
limy, o U2 LT iy (mety2 S
N — 00 n\2 . =« - n— 00 n sin 27
(5) sin 577 an+1
M s
1 n+1)2 SIN T 1
= lim,, o ( n 2sin hrg cos iy T 2 <L
Konverguje.

Vysetrite konvergenciu radu » o ntg 2,1%

Podielové kritérium.
Konverguje.

Vygetrite konvergenciu radu ZOO ( 142 )n

n=1 \2n+5
Odmocninové kritérium.
Konverguje.

139
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

o . . oo 3n+2\"
Vysetrite konvergenciu radu > 7, (22 +5)
Odmocninové kritérium.

Diverguje.

Vysetrite konvergenciu radu » | arctg ”%

Odmocninové kritérium.
Konverguje.

Vysetrite konvergenciu radu Zzo:l(—l)”_lm.
Kritérium pre rady so striedavymi znamienkami.

_ 1 1 _
(n = In2n+1 > In2n+3 (n+1,

Konverguje.

oo (=)™
n=2 nlnn °

Vysetrite konvergenciu radu )
Kritérium pre rady so striedavymi
znamienkami. Konverguje.

(-

Zistite, ¢i je rad absoliitne, alebo len relativne konvergentny » > *52—.

Podl’a kritéria pre rady so striedavymi znamienkami
. o0 1 . . 9
rad konverguje. Rad }» >, 5—= diverguje podla
porovnévacieho kritéria. To znamenad, ze rad

co (=1)nt . ,
Y o1 51 konverguje relativne.

Zistite, ¢i je rad absolutne, alebo len relativne konvergentny > >~ | (_2—:“

[Konverguje absolttne.]

Zistite, ¢ je rad absolitne, alebo len relativne konvergentny Zle(—l)"fl—ﬁ.
Rad diverguje.
lim,, Z—ﬁ =1.

Zistite, ¢i je rad absolutne, alebo len relativne konvergentny > >°  (—1)" (ggﬁ)n

[Rad absolitne konverguje.]
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