PREDNASKA 12.

NEKONECNE RADY

Definicia. Nech {a,} je nekonecénd ¢iselnd postupnost.
Vyraz ag + a1 + - -+ + a, + ... nazyvame nekoneény ¢iselny rad. Znacime

o0
g Qp,.
n=0

Cislo Sy = ag+ a1 + - - - + ay nazfvame N-ty ciastoény sticet nekoneéného radu.

Priklad 1. Vezmime biely obdl7nik s rozmermi 1x2 metre. Rozdelme ho na
polovice a jednu z nich zafarbime na ¢ierno. Biely zvySok opét rozdelme na polovice
a jednu zafarbime na ¢ierno. Takto pokracujeme dalej.
Ak4 cast je zafarbend po n krokoch? A v limite pre n — 0o?
Po piatich krokoch m4 ¢ierna plocha velkost
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Po n krokoch je ¢ierna plocha velkosti
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Definicia. Nech Z an je nekoneény ¢iselny rad.
n=0
Cislo Sy = ag + a1 + - - - + ay nazyvame N-ty Giastoény stcet radu.
Ak postupnost ¢iastoénych stuctov { Sy} konverguje, tak ¢islo

S = lim SN

N —oc0
nazyvame sucet radu a hovorime, ze rad je konvergenty.
Inak hovorime, ze rad je divergentny.

Priklad 2. Majme rad

21:1+1+1+1+....

n=1

S, =n

lim S,, = oo.
n— o0
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Rad Z 1 diverguje do oc.

n=1



Priklad 3. Majme rad

o0
1
Rad Z 30 konverguje a jeho sicet je %
n=0

Priklad 4. Majme rad

oo

Z(—1)”:1—1+1—1+....

n=0

So=1,8=0,5=1,5=0,....

lim S,, neexistuje.
n—oo

Rad Z(*l)n =1-1+1-1+... diverguje.
n=0

Priklad 5. Majme rad
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Najdime jeho sucet.
Riesenie.
Pretoze
1 1 1

nin+1) n n+l

(rozklad na elementdrne zlomky),
je

Potom n-ty ¢iastocny sucet radu je

S—l—l—i-l—l—i-l—l—i- +
"\l 2 2 3 3 4

Po vyruSeni rovnakych zlomkov je

1
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lim S, = lim (- — =1.
Rad i ; konverguje a jeho sicet je 1
P n(n T 1) gu] J Je L.

Priklad 6. Majme rad
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Najdime jeho sucet.

Riesenie.
Pretoze
1 2 2
n2—1 n-1 n+l’

je
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Potom n-ty ¢iastocny sucet radu je
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Sp=(2-2)+(2 -2 |4(2 -2 )+ 42 -2|4(2-—-—2_).
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Po vyruseni rovnakych zlomkov (vSimnite si druhy zlomok v prvej zitvorke a
prvy zlomok v tretej, rozmyslite si, ktoré dalsie dvojice zlomkov sa este rusia) je

a teda
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Rad 22 - konverguje a jeho sucet je
n—=

GEOMETRICKY RAD

Metoda z prikladov 5 a 6 z predoslej kapitoly sa da pouzit len v Specidlnych
pripadoch, nie vSeobecne

o0
1
(nefunguje napr. pre rad E —5— , 0 ktorom neskor ukdzeme, ze konvergu je.)
= In? —4

Geometricky rad je zaujimavy tym, ze ak je konvergentny, tak vieme Tahko
vypocitat jeho sicet.
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Definicia. Nech ¢ # 0. Rad Z cq™ nazyvame geometricky rad.

Cislo ¢ nazyvame kvocient.
Poznamenajme, ze geometricky rad je nekonecény sucet geometrickej postupnosti

o0
doeg"=cll+q+q+ 44"+

n=0
O konecnych suctoch geometrickej postupnosti, teda o kone¢nych geometrickych

radoch vieme, zZe ich sicet je pre ¢ # 1
N

Sy = .
N Cl—q

1—¢q

Podla definicie si¢tu nekoneéného radu teda potrebujeme pocitat limitu

S = lim Sy = lim ¢ .
N—oc0 N N—o0 1-— q
7 1ivah o postupnosti ¢V vieme, Ze jej limita je 0 ak |g| < 1, nekonecno ak ¢ > 1
a pre ¢ < —1) neexistuje. Tieto Gvahy zhrnieme do vety.

Veta. Geometricky rad je konvergentny prdve vtedy, ked jeho kvocient g spl;ia
nerovnost |q| < 1.
c

o0
Zc.q”: -

n=0

Stucet konvergentného geometrického radu je dany vztahom

geometricky rad diverguje do 400

Ak jeg > 1,
Ak je ¢ < —1, geometricky rad diverguje.

Priklad 7. Majme rad
— 2
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n=0

Néjdime jeho stcet.
RiesSenie. Po prepise na tvar
o0 1 n
>2(3)
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je jasné, ze ¢ = 2 a kvocient g =
Podla vzorca z Vety je
2 10 5
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Rad v priklade je teda konvergentny a jeho sicet je g




Priklad 8. Majme rad

Najdime jeho sucet.
RieSenie. Chytdk je skryty v tom, ze n nezacina od nuly, ale od n = 2.

Prvy scitanec v rade je teda as = 4%.
Toto ¢islo vieme vynat z kazdého s¢itanca, a preto je ¢ = ao

2

Kvocient ¢ = 3.
Podla vzorca z Vety je

o] n 4
>a(3) =%
= 3 1-3 3
Priklad 9. Majme rad
& 22n _

n=1
Néjdime jeho stcet.
Riesenie. Rad v zadani nie je geometricky!
Vieme ho ale rozdelit na dva rady. Ak st oba geometrické a konvergentné, tak
je konvergentny aj rad zo zadania a vieme vypocitat jeho stucet.
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5 n=1 n=1
Koeficient ¢ je v prvom rade ¢, % a v druhom ¢, =
Kvocient ¢ je v prvom rade ¢,

=2 a v druhom ¢, = %
Podla vzorca z Vety je

3 (zatiname od n = 1).
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