PREDNASKA 10.

L’HOSPITALOVO PRAVIDLO

Francizsky slachtic, markiz de I'Hospital bol okrem iného aj matematikom a
autorom oceniovanej ucebnice analyzy. Vysla na prelome 17. a 18. storocia a
hovori sa o nej, ako o prvej ucebnici diferencidlneho poctu.

V tejto knihe sa objavila aj veta, ktord hovori, ako pocitat niektoré limity
pouzitim derivacii.

Veta (I’Hospitalovo pravidlo). Nech f: A — R, g: A — R si diferencovatelné
funkcie a nech xo je hromadny bod A. Nech ezistuje také okolie OF(xo), Ze g(x) # 0
a g'(x) #0 pre x € OF(xo) N A.

Nech bud
a. existuji limity lim f(z) =0 ¢ lim g(x) =0,
T—xo T—To
alebo
b. existuji limity lim f(z) = o0 a lim g(x) = oc.
T—Tg T—To
!
Potom ak lim (@) = L, tak lim M =L.
T—T g’(x) T—x0 g(aj)

Povedané hovorovou recou, ak pocitas limitu podielu dvoch funkcii, pricom
obe sa blizia bud k nule, alebo obe do nekone¢na, moézes podiel funkcii nahradit
podielom smernic ich dotyénic. Ak limita existuje, tak je rovnakd, ako limita
povodného podielu.

Pouzime I’'Hospitalovo pravidlo v prikladoch.

Priklad 1. Vypocitajme limitu

sinx
lim
x—0 I

Riesenie.
Vysledok uz dopredu pozname, chceme ale vidiet postup pomocou I’'Hospitalovho
pravidla.
Pre menovatel je g(z) = « # 0 aj ¢’(x) = 1 # 0 na okoli 0F(0).
Pretoze
lim sinz = 0, aj lim z =0,
z—0

z—0

je splneny predpoklad a.

Pocitajme
. CosT
lim =1.
z—0 1
Pretoze tato limita existuje, tak aj
sinx
lim =1.
z—0 X

V nasledujicich prikladoch pouzijeme zauzivany zrychleny zapis.



Priklad 2. Vypocitajme limitu

Coet—1

lim .

x—0 €T

RiesSenie.
xr xT

et -1 e
lim = lim — = 1.
z—=0 X z—0 1

Pri tomto zapise je prvé rovnitko ,,podmienené”, plati len ak si splnené pred-
poklady vety a druhd limita existuje.

(Tu moézeme tiez poznamenat, Ze ak limita podielu derivdcii neexistuje, tak o
limite pévodného podielu nevieme povedat nic.)

Priklad 3. Vypocitajme limitu

Inz

lim .
x—1 xx — 1

RieSenie.
Inx

1
lim = lim £ =1.
x—1 xx — 1 rx—1 ]_

Nasledujuci priklad ukazuje, ze 'Hospitalovo pravidlo sa da pouzit opakovane.

Priklad 4. Vypocitajme limitu
x
lim ——.
z—o0 23 — 3z + 1
RieSenie.
x xT xr
lim —— = lim =
T—00 ;E?’ — 31’ —+ 1 T—00 3%2 — 3 T—00 6$ T—00 6
VyrieSeny priklad okrem opakovaného pouzitia 1'Hospitalovho pravidla mé aj
teoretické zoseobecnenie. Vidime z neho, ze exponencidlna funkcia rastie do nekoneéna
rychlejsie ako akykolvek polyném.

Priklad 5. Vypocitajme limitu

lim zlnz.
x—0+

Riesenie.
V zadani nie je podiel, preto treba najprv upravit sucin na podiel, a az potom
pocitat limitu.

lim zlnz = lim — = lim —%*— = lim —x=0.
z—0+ z—0+ > z—0+ -2 z—0+

Nevadi, ze prirodzeny logaritmus mé v nule limitu sprava rovni —oo, pre pouzitie
vety mozeme povazovat znamienko ,-” za vynaté pred limitu.



Priklad 6. Vypocitajme limitu
. (1 1 )
lim [ — — — .
z—0+ \xz sinz
RieSenie.

Aj v tomto priklade potrebujeme najprv limitovany rozdiel upravit.

= lim —~ =1

lim - im — = -
z—0+ xsinz z—=0+sinx +xcosx x—0+ 2cosx — xsinz

x—04

1 1 sinx —x . cosx — 1 . —sinx
r sinx

Uvedomme si, ze v priebehu vypoctu treba v kazdom kroku kontrolovat, ¢i su
splnené predpoklady I'Hospitalovej vety. V poslednom podieli uz je limita meno-
vatela rovnd 2, preto sme uz ’'Hospitalovo pravidlo nemohli ( a ani nepotrebovali)
pouzit.

Priklad 7. Vypocitajme limitu

. 2 1
lim | = - —— .
=0\ 22 1—cosx

RieSenie.
I 2 1 . 2—2cosx — a2 I 2sinx — 2x
im — | = lim = lim =
z—0 \z2 1—cosz =0 x2(1 — cosx) =0 22(1 — cosx) + z2sinz

. 2cosx — 2 . —2sinx
= lim - 5 = lim — 5 =
=0 2(1 — cosx) + 4xsinx + a2 cosx  +—0 6sinz + 6z cosx — x?sinx

—2cosx

. 1
= lim : —.
z—012cosx — 8xsinx — z2 cosx 6



ASYMPTOTY V NEKONECNE

Budeme sa zaoberat funkciou, ktora je definovana na niektorom neohrani¢enom
intervale. Kvoli konkrétnosti sa venujeme intervalu (a, co0). Situdcia v okoli —oo je
analogicka.

Pytame sa na spravanie funkcie f, ak jej premennd x rastie do oo. Konkrétne
sa budeme pytat, ¢i existuje takd priamka y = kx + ¢, Ze funkcia f sa pre velké
hodnoty x chova priblizne ako tato priamka. Je to akasi ,doty¢nica” ku grafu
funkcie f v nekonecne.

Ak taka priamka existuje, nazyvame ju asymptota v oc.

Ako priklad moézeme uviest funkciu arctg (z), ktord sa v pre x idice do nekonecna
blizi ku konstante 7, a teda jej asymptota v oo je priamka y = Oz + 3.

Skisme trochu spresnit nase predstavy o asymptote. Ako prvé ocakivame, ze
funkcia f a jej asymptota maju priblizne rovnaky smer. Teda chceme aby

lim f(z) =
z—o00 kx + q
Po uprave
f(z) f(z)
1= lim - = lim %
r—o0 EXTq T—00
Teda
k= tim 28
=00 I

Dalej chceme, aby sa rozdiel medzi grafom funkcie a asymptotou zmensoval k
nule,

lim f(x)— (kz+q)=0.

r—r00

Teda

g= lim f(x)— kx.

Tr— 00

Definicia. Nech f : (a,00) = R je funkcia definovand na intervale (a, o).
Ak existuju konecné limity

k= tim 18,
rT—0o0 X
q= lim f(x)— kx,
xr—r0o0
tak priamku y = kx 4+ g nazyvame asymptota funkcie f v oc.
Asymptotu v —oo definujeme analogicky.
Priklad 8. N§jdime asymptotu funkcie
2 -3

fla) =

v nekonecne.



RieSenie.

22 -3
2
-3
lim LEL — g T2y
T—00 X z—o0 T4 +
ateda k = 1.
2_3 2 _3_2_
lim =2 1z = lim — > % — % _ g,
a teda g = —1.

Priamka y = = — 1 je asymptota funkcie f v nekonecne.

Priklad 9. N§jdime asymptoty funkcie

xe
) =
fla) = s
v +oo.
RiesSenie.
re®
eT + 1 e*
lim = lim =1,
T—00 x z—o0 e 4 1
ateda k= 1.
m —C g = lim 222 7T,
z—o0 e + 1 T—00 et +1
a teda ¢ = 0.
Priamka y = x je asymptota funkcie f v nekonecne.
V —o0o je vypocet podobny.
re®
xT
im €L _ -0,
T——00 €T z——oc0 % 4 1
a teda k =0.
xT xr 1
im ¢ —0z = lim ,xe - lim —2 = lim — = lim —e® =0,
z——oc0 % 4 1 z——oc0 % 4 1 z——0c0 1 + e % z——o00 —e~ 7T T——00
a teda ¢ = 0.

Priamka y = 0 je asymptota funkcie f v —oc.



