PREDNASKA 4.

SPOJITOST

V kapitole o limite sme hovorili o logicky predpokladanej hodnote funkcie v bode
zo na zaklade hodnét v okoli tohoto bodu.

Tento predpoklad pritom mohol, ale nemusel byt naplneny, funkcie mohla mat v
bode z( ind hodnotu, ako predpovedala limita. Tiez nemusela byt v bode xy vobec
definovana.

O spojitosti funkcie v bode xg budeme hovorit, ak sa jej limita zhoduje s jej
funkénou hodnotou v danom bode.

Ako sa tento pojem zhoduje s naivnou predstavou o spojitej ¢iare? Jednoducho.
Ak je funkcia definovand na intervale a je spojita v kazdom jeho bode, tak jej graf je
krivka odpovedajica nasim predstavam o spojitosti (v zmysle nepretrhnutej ¢iary).

Presnejsie sformulujeme predchadzajice ivahy do definicie.

Definicia. Nech f: A — R, a nech x¢y € A. Hovorime, ze funkcia f je spojita v
bode zq, ak

lim f(z) = f (o).

r—xQ
Vsimnime si, ze posledny riadok definicie hovori, ze limita existuje, je vlastna, a
do tretice, ze limita sa rovna hodnote funkcie v bode zg.

Definicia. Nech f : I — R je definovand a spojitd v kazdom bode zg € I.
Hovorime, ze funkcia f je spojita na intervale 1.

Na zéklade vypoctov limit vieme, ze

Priklad 1. Konstantna funkcia
flz)=c
je spojitda v kazdom bode x € R a teda je spojitd na R.
Priklad 2. Funkcia
flz) =2
je spojitd v kazdom bode x € R a teda je spojitd na R.
Priklad 3. Funkcia

f(z) =sgnz
nie je spojitd v bode zyp =0, lebo lim =1a lim = —1.
x—04 r—0—

(Ale je spojitd v kazdom inom bode.)

Z viet o vlastnej limite vyplyvaji analogické vety o spojitosti.

Veta o spojitosti. Nech f: A— R, g: A — R su spojité funkcie v bode xg
Potom
o f(x)+ g(x) je spojitd funkcia v bode xy,
o f(x)-g(x) je spojitd funkcia v bode x,
f(x)

e ak naviac g(xg) # 0, tak —— je spojitd funkcia v bode xg.

g(z)



Veta (o spojitosti zlozenej funkcie). Nech f: A— B, g: B— R . Nech
o f(x) je spojitd v bode xg,
e g(y) je spojitd v bode yo = f(xo).
Potom zlozend funkcia g(f(x)) je spojitd v bode x.

VoIne povedané, sucet, sucin, podiel a zlozend funkcia zo spojitych funkcii je
spojita vSade tam, kde je prislusnéd operacia definovana.

Priklad 4. Polynomické funkcia
f(x) =ana™ + ...+ ap
je spojita na celom R.

Priklad 5. Raciondlna funkcia

P, (x)

je spojitd na kazdom intervale svojho Dy = {z; Qmn(x) # 0}.

Priklad 6. Zistime, ¢i je v bode 0 spojita funkcia

1
rsin— prex #0
f(w):{ y Pees
0 pre z = 0.

RieSenie. Podla vety o stcine je

1
lim zsin — = 0 = f(0),
x

z—0
a preto je f spojitd v bode 0.
Priklad 7. Zvolme konstantu a tak, aby bola v bode 1 spojitd funkcia
Vo —1
fl@)=q z-1

ar + 2 pre x < 1.

prez >1

RiesSenie.
-1 1 1
lim Vo = lim —— = —,
z—=1+ x — 1 z—1+ y/z + 1 2

lim azx+2=a+2= f(1).

rz—1—

Aby bola f spojitd v bode 1, musi byt a + 2 = % a teda a = —%.



SPOJITA FUNKCIA NA UZAVRETOM INTERVALE

V tejto trochu teoretickejsej casti sa budeme venovat vlastnostiam spojitej funkcie,
ktorej defini¢nym oborom je interval [a, b]. Poznamenajme, Ze je ddlezité, ze interval
je uzavrety a ohraniceny.

Veta (o vlastnostiach). Nech f : [a,b] — R je spojitd funkcia.
Potom
e f je ohranicend funkcia,
e f na intervale [a,b] nadobida minimum aj mazimum,
e jej obor hodnét Hy je bud uzavrety a ohraniceny interval, alebo jeden bod.

Poznamenajme, ze tretia vlastnost v sebe skryva predoslé dve. Kvoli zdorazneniu
sme ich uviedli zvlast.
Namiesto dokazu uvedieme len priklady na ktorych vidno vyznam predpokladov.

Priklad 8. Funkcia
fla) =a?
je sice spojitd, ale ak ju uvazujeme na maximalnom defini¢cnom obore R, ktory nie
je ohrani¢eny, tak nie je ani ohrani¢end, ani nema maximum a jej Hy = [0, 00).
Ohranicenost definiéného oboru je nutna.
Priklad 9. Funkcia
flz) =tgx
definovana na intervale (=%, %) je sice spojitd na tomto intervale, ale definicny
obor, nie je uzavrety.
Funkcia f nie je ani ohrani¢end, ani nemd maximum, ani minimum a jej Hy = R.
Uzavretost definiéného oboru je nutn4.

[ sprexz#0
f(x)_{Oprex:O

Priklad 10. Funkcia

definovana na intervale [—1, 1] nie je spojitd v bode 0.

Funkcia f nie je ani ohranicend, ani nemé maximum, ani minimum a jej Hy =
(=00, —1] U1, 00).

Spojitost funkcie je nutna.

Druhé tvrdenie je tiez skryté vo vete o vlastnostiach, ale pretoze je zakladom
numerického hfadania rieseni rovnic, tiez ho uvedieme zvl1ast.

Veta (o koreni). Nech f:[a,b] = R je spojitd funkcia.
Nech hodnoty f(a) a f(b) maji rézne znamienka.
Potom existuje taky bod c € (a,b), Ze

fle)=0



Priklad 11. Bisekcia. Predstavme si, Ze rieSime rovnicu
24323 - —x—-1=0.

Pre najdenie korenov nepozname ziaden vzorec.
Funkcia

fl)=a%+32% —2? —2z -1
je spojita.
Lahko zistime, ze f(0) = -1 a f(1) = 1.
Z vety o koreni vieme, Ze niekde v intervale (0, 1) je jedno rieSenie nasej rovnice.

Sktisme bod %
1 43
f (2) =3

Nie je to sice rieSenie, ale uz vieme, ze koren 1 je niekde v intervale (%, 1.
Opét skusme vypoéi tat hodnotu v strede tohoto intervalu, v bode %.

; 3\ 829
4)  1024°

Koren 1 je teda niekde v intervale (%, 1.
Skisme este raz vypoci tat hodnotu v strede tohoto intervalu, v bode %.

7 3865
S) =222 20118,
ji(s) 52768 8

Takéto postupné spresiiovanie sa vola metéda bisekcie. Uvedomme si Ze sa vieme
pribli zit ku korenu s I ubovoInou vopred zadanou presnostou.

Metéda je dost pomald, moderné metddy si rychlejsie, ale aj ony maji niekde
v pozadi vyuzitie vety o koreni.

Uloha. Mézete si sami vyskusat eSe jeden alebo dva dalsie kroky. Potom néjdite
(priblizny) koren pouzitim vhodného softvéru.



