PREDNASKA 3.
LIMITA FUNKCIE, POKRACOVANIE

POROVNAVANIE A LIMITA
Je prirodzené ocakavat, ze vacsia funkcia ma vacsiu limitu. Presnejsie

Veta (o porovnani).
Nech f: A— R, h: A— R, pricom f(x) < h(x).
Nech existugi limity li_>m fx)=1L1 a 1i_>m h(z) = Lo.
T—To T—ITQ

Potom Ly < Ls.

Téato prirodzend veta ma dva uzitoéné dosledky.

Veta (o dvoch policajtoch). Nech f : A— R, g: A— R, h: A— R, pricom
f(x) < g(x) < h(z). Nech existuji limity lim f(x) = lim h(x) = L.
T—T0o T—T0o

Potom aj lim g(x) = L.
Tr—x0

Veta (o vynulovani ohraniéenej). Nech f: A— R, g: A — R . Nech existuje

limita lim f(xz) =0, a nech je funkcia g(x) ohranicend.
T—rT0o

Potom lim f(x)-g(x) =0.
T—x0

Precitané Tudskou rec¢ou, prvy désledok hovori, ze ak dve funkcie maji rovnaki
limitu, tak kazda funkcia medzi nimi m& td istd limitu.

Druhy doésledok hovori o sti¢ine, ak jeden ¢initel ide k nole a druhy je ohraniéeny,
tak stcin ide tiez k nule.

Priklad 9. Vypocitajme limitu

sinx

x—0 X

RieSenie.
Argumentéaciu urobime len x > 0, pre x zdporné sa odhady odvodia rovnako.
Najprv vyuzijeme nerovnost

sinex <z
a z nej dostaneme
sin x
<1.
x
Na druhej strane
sinx
r<tgx =
cosT

tato nerovnost plati pre 0 < z < Z) a preto
2

sin
cosx < —.
T

Pretoze

sinx
cosr < — <1
T



limcosz =1=lim 1
x—0 x—0

z vety o dvoch policajtoch dostaneme, ze

. sinxz
lim =1.
x—0 X

Tento vysledok budeme v dalsich vypoctoch pouzivat bez odvodzovania.

Priklad 10. Vypocitajme limitu

. sin2z
lim .
x—0 51‘
Riesenie.
sin 2x . sin2z 2 2
im = lim ==,
z—0 bx z—0 2z 5 5

V poslednom kroku sme vyuzili, ze ak x — 0 tak aj 2z — 0. Tento krok bude
obsahom v8eobecnejsej vety o limite zlozenej funkcie.

Priklad 11. Vypocitajme limitu

. 1
lim 2 sin —.
z—0 X
RieSenie.

Pocitame limitu sic¢inu dvoch funkcii, z ktorych jedna ma limitu nula

lim x =0,
x—0
a druhé
o1
—1<sin—<1

je ohranicena. Preto

lim z sin — = 0.
x—0 x

1
(V8imnime si, ze samotnd funkcia sin — v nule nem4 limitu. Nakreslite si obrdzok
x
vhodnym softvérom.)
Veta (o limite zlozenej funkcie). Nech f: A— B, g: B— R . Nech
e cxistuje limita lim f(x) = yo,
T—T0
o cristuje limita lim g(y) = L,
Y—Yo
o f(x) # yo na nejakom prstencovom okoli OF(zg).

Potom i = 1li = L.
otom lim g(f(z)) = lim g(y)



Priklad 12. Vypocitajme limitu

I 22 +2x—3
Tl—>Inl CC2 — 1 ’
RieSenie.

Pocitame limitu zlozenej funkcie. Vnutornd zlozka je funkcia

22 +922—3
fo) ===
jej limita je
2490 — -1
g &2 =3 _ . (@-D@E+3) oz +3
z—1 x2 -1 r—1 (xfl)(gchl) zo1 x4+ 1

Teraz
lim /= V2
Preto
2
2z — 3
lim [0
x—1 x4 —1
3
( Vsimnime si, ze je splnend aj tretia, technickd podmienka, ze < i ] #*2v
T

okolibodu z = 1.)

NEVLASTNA LIMITA

Vo vete o vypocte sme predpokladali, Ze vSetky limity st vlastné. (Pripomenme:
¢isla.)

V nasledujicej vete budeme riesitsituaciu, ked jedna z funkcii méa limitu oo,
alebo —oo.

Budeme sa zaoberat len pripadom oo druhd moznost sa lisi len znamienkom.

Veta (o vypocte pre nevlastnid limitu). Nech f: A— R, g: A — R.
Nech existuje limita li_>m f(z) = +o0.
x xo
Potom
o ak je funkcia g(x) ohranicend zdola, tak lim f(x)+ g(z) = +oo,
T—TQ
o ak je funkcia g(x) ohranicend zdola kladnou konstantou, tak
lim f(z) - glz) =-+oo,
Tr—T0o
1

lim ——— = 0.
° 5% F(2)



Priklad 13. Vypocitajme limitu

lim 4+ — = oo.
xT—r00 €T

Priklad 14. Vypocitajme limitu

. 1
lim z+ — = oo.
z—0+ x

Priklad 15. Vypocitajme limitu

lim z - arctgx = oc.
Tr—r0o0

Priklad 16. Vypocitajme limitu

Priklad 17. Vypocitajme limitu

RieSenie.
24201 ?(1+2- 1L 1+2- 1
i D2l B0 me) g Loy, O o)
Priklad 18. Vypocitajme limitu
oot 4322 -2 41
lim
z—oo 3 —3x24+5
RieSenie.
ot 3 —22 41 2t (145 -F+ ) . . 1+ -2+ 4
lim 3 5 = lim 3 = = lim z- lim et
T—00 x> —3x2+5 T—00 3 (1—;4—;) r—00 T—00 1—54-?)
Priklad 19. Vypocitajme limitu
o2t 4322 -2 +1
lim .
z—oo 3zt — 322 +5
RiesSenie.
. 22t 43222241 2+ -3+ ) . 2+2-2+L) 2
lim = lim 3 = = lim 3 = = —.
r—00 3.’E4 — 3LE2 +5 T—r00 rt (3 -z + xj) T—00 (3 - 32 + xT) 3

Uloha. Zamyslite sa a sformulujte vSeobecné pravidlo pre pocitanie limity
podielu dvoch polynémov v oo.



Ako doplnok uvedme este vlastnost:

Veta. Nech f: A— R,.
Nech lim f(z) =0 a nech f(x) > 0 na nejakom prstencovom okoli OF(xy).

r—rxo
1
Potom lim —— = 4o0.
20 1)
Priklad 20. Vypocitajme limity
lim —— = oo,
z—0 4"
1
lim — = oo,
z—0+ ™
. 1 —00 pre n neparne
lim — = )
z—0— ™ OO pre n parne.



