PREDNASKA 15.

MOCNINOVE RADY A TAYLOROV RAD

Mocninové rady.

7 kapitoly o geometrickom rade vieme, ze ak kvocient ¢ spiﬁa lg] < 1, tak
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Reprezentujme teraz q ako redlnu premennid. Formalne ostava rovnost rovnaka.
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pre -1 <z < 1.
Teraz ju ale chapeme ako rovnost funkcii,
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fla) = =ay(l+z+a®+a3+a*+- +a"+...).
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Funkciu f(z) mo6zeme chipat ako nekoneény polyném na intervale (—1,1).

Priklad 1. Rad
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konverguje pre z € (0,2).

Priklad 2. Rad
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konverguje ak —1 < IT < 1, teda pre = € (—2,4).
Priklad 3. Rad
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n=0 n=0

konverguje ak —1 < < 1, teda pre z € (—%,2).

Geometricky rad z Prikladu 3 zovSeobecnime do podoby, kedy s¢itavame Cleny
typu (z — o)™ nasobené koeficientom, ktory nie je konstantny.

Definicia. Rad -
Z en (x — o)™
n=0

nazyvame mocninovy rad so stredom v bode x( a koeficientami a,,.

O konvergencii mocninového radu hovori této veta.



Veta. Pre mocninovy rad
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existuje také r € [0,00) U{oo}, Ze rad
konverguje na intervale (xg —r,xo +7) a
diverguje pre x ¢ (xg —r,x0 + 7).
Cislo r nazijvame polomer konvergencie mocninového radu.

Ak r = oo, tak rad konverguje na celej redlnej osi R.

Veta o polomere. Ak existuje limita
lim /|c,| =1
n—oo

alebo
im 1ol
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tak polomer konvergencie mocninového radu
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je
oo, ak =0,
=0, ak 1 =00,
r:%, ak 0<Il<o0.

Priklad 4. Majme rad

Pretoze

lim /n=1,

n—oo
tak polomer konvergencie r = 1 a rad konverguje na intervale (1, 3).
Priklad 5. Majme rad
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Pretoze

1
lim D iy =0
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tak polomer konvergencie r = 0o a rad konverguje na celom R.



Veta o derivovani. Ak mocninovy rad konverguje na intervale (xg —r, 29 +17) a

flz) = Z cn (. —m0)",
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tak

fl(x) = Z n ey (x—x0)" 1,
n=1

a tento rad tieZ konverguje na intervale (xg — r,xo + 7).

To znamen4, Ze stic¢et mocninového radu je nekoneéne vela krat diferencovatelnd
funkcia na intervale (zo — r, 29 + 7).

Priklad 6. Vypocitajme sucet radu

Riesenie.
Z prikladu 4 uz vieme, Ze rad konverguje na intervale (1, 3).
Vezmime na tomto intervale rad
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To je ale geometricky rad a
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Derivovanim radu dostaneme

;n(x —2)" = B2

Prendsobenim (z — 2) a pridanim nultého ¢lena dostaneme

> n_ T—2
;::On(x—Q) *7(3_33)2'



Taylorov rad.

Uvazujme o mocninovom rade

o0
Z en (T —x0)",
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ktory mé kladny polomer konvergencie r > 0.
Jeho sucet je funkcia premennej x

f(x):ZCn(m_mO)n:CO"'Cl(x—?UO)+C2(l’—$o)2+-~-—i—cn(x—xo)"—i—...
n=0

definovand na intervale (zo — r,z9 + r).

Aky je vztah medzi funkciou f a koeficientami ¢,, jej mocninového radu?

Ak za premenni x dosadime stred intervalu konvergencie, ¢islo xg, tak vsetky
zétvorky typu (z — xo)™ vynulujeme a dostaneme

f(xo) = co.

Pre 1. derivaciu f’ je

fl(z) = Z nep (2—x0)" 1 = e142¢0 (v —0)+3c3(x—120) %+ - A nc, (x—z0)" 1. ..
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V bode z je

f'(xo) = c1.

Pre 2. derivaciu f” je

f(z) = Z n(n—1)c, (x—20)""2 = 2c2+3-2c3(x—x0)+4-3cs(x—20) 2+ - -An(n—1)c, (x—x0)" >+ ..
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V bode zg je

f”(.%‘o) = 202.

Rovnako dostaneme

f’”(aﬁo) =3- 2037

a vSeobecne

M (z0) = nley.

To znamend, Ze n-ty koeficient v mocninovom rade so stredom v bode zy pre
funkciu f je



f[n] (1‘0) .

Cp = 1
n.

Teda ak f je si¢tom mocninového radu so stredom v bode zq, tak je to rad
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Definicia. Nech funkcia f: I — R ma vsetky derivacie a nech xy € I. Rad
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nazyvame Taylorov rad funkcie f so stredom v bode xg

Priklad 7. Majme rad
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Je to rad so stredom v bode x¢ = 0.
Pretoze
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jeho polomer konvergencie je r = co.
Nazvime jeho sicet ako exp(x).
Zrejme exp(0) = 1.

Lahko spocitame, 7e
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exp(l):ZE:1+1+§+6+"'7+”“
= nl !

Sucty na pravej strane s postupne 2, 2.5, 2,666, . ... Limitni hodnotu ozna¢ime
pismenom e a je 2,71....

D4 sa overit, ze funkcia exp(x) mé vSetky vlastnosti exponencidlnej funkcie a je
exp(z) = €.
Teraz aj mozeme overit, ze
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Ak oznacime n — 1 = m, tak dostaneme
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To je ale zase funkcia exp(x), preto

exp' (z) = exp(z).

Rad z nasho prikladu je Taylorov rad funkcie, ktort oznacujeme ako e” a vieme
z neho overit vetky jej vlastnosti.



