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Kapitola 1

Uvod

1.1 Pomocné pojmy

O funkcii budeme hovorit v tom pripade, ked méame k dispozicii dve mnoziny
A, B a pravidlo (predpis) f, pomocou ktorého je kazdému prvku € A priradeny
prave jeden prvok f(z) € B. (Zapisujeme x — f(z).) Teda funkcia je vlastne
trojica (A, B, f), ¢o budeme zapisovat v tvare

f:A— B.

V tejto suvislosti mnozinu A nazyvame definiény obor (obor definicie) funkcie
f. Zvykneme pouzivat aj oznacenie A = D(f). Mnozinu B nazyvame koobor
funkcie f. Oborom hodnot funkcie f nazyvame mnozinu

H(f) ={f(z) |z € A}.

Je zrejmé, ze vzdy plati H(f) € B. O obore hodnot mé zmysel uvazovat iba v
pripade zloZenej funkcie a pri inverznej funkcii. Vo zvysnych pripadoch vysta-
¢ime s kooborom.

Definicia 1 Nech f : A — B a g : B — C st dané funkcie. Potom je
definovand funkcia

h=(gof):A— C, h(z) = (go f)(z) = g (f(x)).

Tito funkciu nazgvame zloZend funkcia (kompozicia) z funkcid f a g. Funkciu
g : B — C nazgvame hlavnd zlozka a funkciu f : A — B wvedlajsia zloZka
zloZenej funkcie.

Definicia 2 UvaZujme o funkcii f : A — B.

1. Nech pre kazdé x1,29 € A také, Ze 1 # xa, je f(x1) # f(x2). Potom
hovorime, Ze funkcia f je injekcia.

3



4 KAPITOLA 1. UVOD

2. Nech B = H(f). Potom hovorime, Ze funkcia f je surjekcia.

3. Ak f je injekcia a aj surjekcia sucasne, tak ju nazgvame bijekcia.
Definicia 3 Nech funkcia f : A — B je bijekcia. Potom je definovand funkcia
B — A y— ()

takd, Ze
f~Yy) ==z prdve vtedy, ked f(zx) =1y.
Funkciv f~' : B — A nazyjvame inverznd funkcia funkcie f.

Tento semester sa budeme zaoberaf len redlnymi funkciami jednej realnej

.....

nebude zaujimat obor hodnot funkcie, budeme uvazovat o maximélne moznom
koobore, a teda polozime B = R. Tuto dohodu budeme zapisovat v tvare

f:A—R.

Definicia 4 Uvazujme o funkcii f : A — R. Nech A je takd mnoZina, Ze pre
kazdé x € A aj —x € A. Potom:

1. Ak pre kazdé x € A plati
f(=2) = f(z),

tak hovorime, Ze funkcia f je pdrna. (Jej graf je sumerny podla osi y-ovej.)
2. Ak pre kazdé x € A plati
f(=z) = —f(2),

tak hovorime, Ze funkcia f je nepdrna. (Jej graf je sumerny podla zaciatku
stradnicovej sustavy.)

Definicia 5 Uvazujme o funkcii f : A — R. Nech existuje T > 0 také, Ze
1. pre kaZdé x € R plati: x € A prdve vtedy, ked x + T € A,
2. pre kazdé x € A plati f(z) = f(x +T).

Potom hovorime, Ze f je periodickd funkcia a T je jej perioda. Ak existuje
najmensie T > 0, ktoré€ spliia podmienky periodicnosti funkcie, tak ho nazgvame
najmensia perioda funkcie f.

Poznamenavame, Ze nie kazd4 periodick4 funkcia musi mat najmensiu peri-
6du (vid konstantnd funkcia).

Definicia 6 Nech f: A — R je dand funkcia. Potom mnoZinu
G(f) ={(z, f(x)) SR xR |z € A}
nazyvame graf funkcie f.

Definicia 7 Nech A C R a existuje také M > 0, Ze pre kazdé x € A plati
|x| < M. Potom hovorime, Ze mnoZina A je ohranidend.

Definicia 8 UvaZujme o funkcii f : A — R. Ak jej obor hodndt H(f) je
ohranicend mmnozina, tak hovorime, Ze funkcia f je ohranicend.
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1.2 Priklady

Cast I

1. V nasledujicich prikladoch najdite definiény obor funkcie f, ked

() f(z) = 25 +log(1—2). oo [(=1,0) U (0,1)].

(c) f(z) =/2cos(3z) — /3.
Ukez (- + 55 &5+ 7). k€ Z].

2. V nasledujicich prikladoch najdite definiény obor funkcie f a vySetrite
parnost a neparnost funkcie, ked

() f0) = Z=s
[(—o0, —1) U (2, 00) ; nie je parna, ani neparna] .

(b) flo)=2E [R\ {0} ;nepérna] .

a®*—1

3. Dana je funkcia f : f(x) = |z Iz:;ll . Najdite defini¢ny obor, obor funké-

nych hodnét, upravte predpis funkcie a potom nacrtnite graf.

[D(f) = (=00, =2) U (2,00);  H(f) = (2,00)].

4. Zistite, ¢ k funkcii /1 — log, (x — 1) existuje inverznd funkcia, ak ano,
najdite ju.
f:(1,3) = (0,00) je bijekcia,
F71i(0,00) — (1,3), fl(x) =2 4+ 1. ] '

5. V nasledujtcich prikladoch st dané funkcie f : A — B,g : B — R.
N4jdite mnoziny A, B tak, aby existovala zlozena funkcia g o f a potom
najdite jej predpis.

(a) f(2) =55, 9(2) = Va.

8
S~—
\

T A=1(0,1)U(1,00), B=(—00,1)U(1,00),
f:<0,1)U(1,00 —>(—OO,1)U(1,00), f(x):\/-i
g:(—oo,l)U(l,oo)—>]R,g(x):if},

[ (9o /) (0, 1)U(1,00) = R, (go f) (z) = g(f(2)) = YEH
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Cast II

1. V nasledujucich prikladoch najdite definiény obor funkcie f, ked

() f(2) = e [(—2,3)].
(b) f(w)=Y=dets [(—00,0) U (0,1) U (3,00)].
(©) F(x) = /=241085(T — 1).  cevereriie i (10, 00)).
d) f(z) = \/—2+10g%(x—1) ............................. (1, 10)],
@) f(@) =T —3] = L. oo [(—00,2) U (4, 00)).
() flo) = YEEL,

[Unez {(km, 5 +km) U (5 + k5 + k) }]

2. V nasledujucich prikladoch najdite definiény obor funkcie f a vySetrite
parnost a neparnost funkcie, ked

(a) f(z)=1—+/2cos(2z). ....... Upez (—3% + km, T + kr) , parna).
(b) f(z)=1In (g’f—i) e [(—3,3) nepérna).

(c) f(z) = log (£52).
[(—\/5, O) U (\/ﬁ, oo) , ani parna, ani neparna).

3

(d) f(z)= Ve SRR R R R R R R PR PR PR PP [R\ (—1,1), nepéarna].
(&) f(x) = VI—tg .

[UkeZ (fg +km, T+ k7r> , ani parna, ani nepérna] .

3. Rieste tieto dve tlohy:

(a) N4jdite inverznt funkciu k funkeii f(z) = —5+ 3y/z.
f:(0,00) — (=5,00) je bijekcia,
J7h i (=5,00) = (0,00), [7H(a) = (552)°.

(b) Dan je funkcia f : R — R, f (2) = 22 —4x. N4jdite také dve ztizenia
s maximélnym D (f;), ¢ = 1,2, aby k nim existovali inverzné funkcie.
N4ajdite ich predpisy a nacrtnite grafy danej aj inverznej funkcie v
oboch pripadoch.

f1:(—=00,2) = (—4,00) je bijekcia,
it (—4,00) = (=00,2), fyl(z)=2—- V4 +a,

f2:(2,00) = (—4,00) je bijekcia,
fiti(—4,00) = (2,00), fil(x) =2+ itz

4. V nasledujucich prikladoch najdite definiény obor funkcie f, ak
(a) f(z) =arcsin(3x —5). oot [(3,2)].
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(b) f(x) =arcsin =25 ... (=00, —1) U (5, 0)].
(¢) f(x) =arccos(z® — 22). ... [(1- f 2,1+ V2)].
(d) f(x) = arctg YEE2ES R\ {5}].
(e) flz) =arctg \/Z=22E6 [(—00,2) U (3,00)].
(f) f(w) = arccotg Y25 ..o [(=3,3)\ {1}].

5. Dané su funkcie f: A — B, g : B — C. Najdite mnoziny A a B tak, aby
existovala zlozena funkcia g o f a najdite jej predpis , ak:

(a) f(z) =In(5-=z), g(z)=2+x
[ A= (—00,4), B=(0,00),
fi(=00,4) — (0,00), f(z) =In(5—x)
g:(0,00) = R g:r):2+\/5, ]
| (9o f):(=00,4) =R, (9o f)(2) =g(f(z)) =2+ /In(5—2)

[ A=1(0,9) —00,
[ <079) - (700,5% f(x) =2+ \/5,
g:(—00,5) = R, g(x) =In(5—z),
(90f):(0,9) =R, (9o f)(z) =g (f(2)) =In@ - =)
Cast III
1. Nakreslite graf funkcie f, ak
(a) f(z) =/,
(b) fl@)=(3)",
(c) f(x) =27,
(@) f(z) = logy =
(e) f(z) =logyu
2. V nasledujucich prikladoch najdite defini¢ny obor funkcie f, ked
(@) f(x) =+/3—=loge(b—). oiriiiii [(—3,5)].
(b) flx)=,/1—loga(z—3). ... [(Z,00)].
(c) f(z) = logs (;j{;ﬁ) RO PR UPRROPR [0, 4)].
() f(z) = logs (2?;;@2) TR PR URRRRRR 0, 2)].

(e) f(z) = arctg Y2+2r=2=,

(f) f(x) =arcotg /ZE3. ... [(—o0, —3) U (5, 00)].

r—5"
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(g) f(z) =In[l —logip(z? =5z +16)].  «eorrrrriiiieeea.n. [(2,3)].

3. V nasledujucich prikladoch najdite definiény obor funkcie f a vySetrite
péarnost a neparnost funkcie, ked

(a) f(x)=2y/6=2]x|. o [(—3,3), nepérnal.
(b) f(z)=In(5—-12z-3]). ......... [(=1,4) ani parna, ani neparna).
(c) flz)= fg;f. ............................. [R\ (=1,1), parnal.
(d) f(z) = 1\1((11__7;). ........ [(—1,0) U (0,1), ani parna, ani nepérna).
() flo) == ... [(—o00, —3) U (3,00) \ {-5,5}, parnal.
(f) f(z) =+/tg 2x). ..[Uez(k3, T + k%), ani parna, ani neparnal.

4. Rieste nasledujtce dve tlohy:

(a) Néjdite inverzna funkciu k funkeii f(z) = 3 + arcsin(2z + 1).
f:(=1,0) = (3—-%,3+ %) je bijekcia,
f_1:<3_%>3+ %>_)<_170>7 f‘l(m):—%+%sin($—3). .
(b) Vysetrite, ¢i funkcia f : (—00,0) — (=00, =7), f(z) = —2? +4x -7
je bijekcia. Ak dno najdite k nej inverznt funkciu.
Dané funkcia je bijekcia,
(=00, =7) = (—00,0), fi(z)=2—+y—2—3.
5. Dané su funkcie f: A — B, g: B — C. Najdite mnoziny A a B tak, aby
existovala zlozena funkcia g o f a najdite jej predpis , ak:




Kapitola 2

Diferencialny pocet

2.1 Uvodné pojmy.

Definicia 9 Nech a € R a ¢ > 0. Epsilonovym okolim bodu a nazijvame mno-
Zinu Oc(a) = (a — €,a + €). Prstencovgm epsilonovym okolim bodu a nazjvame
mnoZinu O2(a) = O.(a) \ {a}.

Mnozinu O (o0) = (2, 00) nazgjvame e-ovym okolim bodu co. Prstencové e-
ové okolie O2(c0) definujeme predpisom O2(o0) = O.(o0). Podobne definujeme
epsilonové a prstencové epsilonové okolie minus nekonecna vztahom O2(—o0) =
0. (—00) = (—00,-1).

€
Definicia 10 R* = R U {co, —o0}.

Definicia 11 Nech A C R a a € R*. Budeme hovorit, Ze bod a je hromadngm
bodom mnoZiny A, ak v kaZdom O2(a) lezi bod mnoZiny A.

2.2 Limita a spojitost funkcie

Definicia 12 Nech f: A — R, a,b € R* a a je hromadngm bodom mnoZiny A.
Ak pre kazdé O.(b) existuje OF(a) také, Ze f(O%(a)NA) C OL(b), hovorime, Ze
funkcia f: A — R md v bode a limitu b. PiSeme lim,_,, f(x) = b.

Definicia 13 Nech f : A — R a a € A je hromadnym bodom mnoZiny A. Ak
lim,_,, f(z) = f(a), budeme hovorit, Ze funkcia f: A — R je spojitd v bode a.
Ak funkcia f je spojitd v kaZdom bode a € C C A, tak budeme hovorit, Ze
funkcia f je spojitd na mnoZine C.
Ak funkcia f je spojitd v kaZdom bode a € A, tak budeme hovorit, Ze funkcia
f je spojitd.

Vetal Nech f : A - Rag: A — R. Nech lim,_, f(z) = b € R a
lim, ., g(z) = by € R. Potom
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1. limw*)a(f + g)(.T) = by + by,
2. 1lm£_,a(fg)(l‘) = bl.b2,
3. akby #0 aaj g(x) # 0 pre kazdé x € A, tak

i (5) =5,
4. limg g | f|(2) = |b1]-

Definicia 14 Nech f: A — R a C C A. Potom funkciu (f|C) : C — R, (f|C)(z) =
f(z) pre kazdé x € C, nazyvame ziZenie funkcie f na mnozine C.

Veta 2 Nech f: A — R, C C A aa€R* je hromadnym bodom mnoziny C.
Nech lim, ., f(x) = b. Potom aj lim,_,,(f|C)(z) = b.

Definicia 15 Nech f: A — R aa € R. NechC = (—o0,a)NA a D = (a,00)NA.
Ak a je hromadnym bodom mnoZiny C, tak lim,_,.(f|C)(x) = limgy_.— f(z)
nazyvame limita funkcie f v bode a zlava.

Podobne, ak a je hromadnym bodom mnoZiny D, tak lim,_.(f|D)(x) =
lim, o f(z) nazgvame limita funkcie f v bode a sprava.

Veta 3 Nech f: A— R alim,_,, f(z) =b.

Ak a € R je hromadny bod mnoziny C = (—o00,a)NA, tak aj lim,_,_ f(x) =
b.

Podobne, ak a € R je hromadny bod mnoZiny D = (a,00) N A, potom
lim, ot f(z) = 0.

Veta 4 Nech f: A — R aboda € R je hromadng bod mnoZiny C = (—oo,a)NA
a aj hromadnym bodom mnozZiny D = (a,00) N A. Potom lim,_., f(x) existuje
prdve vtedy, kedlim,_,,_ f(z) = lim,_ .+ f(2z). V pripade ezxistencie potom plati

lim f(z) = lim f(x) = lim_f(2)

Definicia 16 Nech f: A—Raa € A. NechC = (—00,a)NA a D = (a,00)NA.
Ak a je hromadnym bodom mnoZiny C a funkcia (f|C) je spojitd v bode a,
tak hovorime, Ze funkcia f je spojitd v bode a zlava.
Ak a je hromadngm bodom mnoZiny D a funkcia (f|D) je spojitd v bode a,
tak hovorime, Ze funkcia f je spojitd v bode a sprava.

Veta 5 Nech f: A — R aboda € A je hromadny bod mnoZiny C = (—oo,a)NA
a aj hromadngm bodom mnoZiny D = (a,00) N A. Potom funkcia [ je spojitd v
bode a prdve vtedy, ked je spojitd v bode a sprava aj zlava.

Veta 6 Nech f : A - B C Rag: B — R. Nech lim, ., f(x) = b a
lim, ., g(xz) = c. Nech je splnend aspoti jedna z nasledujicich podmienok:

o Pre kazdé x € A\ {a} je f(x) #Db.
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e Funkcia g je spojita v bode .
Potom lim, (g o f)(z) = lim,_, g(f(x)) = c.

Veta 7 Nech f: A — B C R je spojitd v bode a a funkcia g : B — R je spojitd
v bode f(a). Potom funkcia (go f) : A — R je spojitd v bode a.

Daosledok 1 Zlozend funkcia zo spojitych funkcit je spojitd.

Definicia 17 Nech lim,_,, f(z) € {oc0, —oc0}. Potom hovorime, Ze funkcia f
md v bode a nevlastnid limitu.

Veta 8 Nech lim,_., f(x) = co. Potom lim,_,(—f(z)) = —oc.

Veta 9 Nech f: A— R ag: A— R. Nechlim, ., f(x) = 00 a existuje k € R
také, Ze g(x) > k pre kaZdé x € A. Potom lim,_..(f + g)(z) = oo.

Veta 10 Nech f: A—Rag: A— R. Nechlim,_,, f(z) = 0o a existuje k € R
také, Ze k > 0 a g(x) > k pre kazdé x € A. Potom lim,_,(f.g)(x) = oc.

Veta 11 Nech lim,_,, |f|(x) = co. Potom lim,_,, %(az) =0.

Veta 12 Nechlim,_,, f(z) =0 a pre kaZdé x € A je f(z) > 0. Potom lim,_,, %(w)

Q.

Veta 13 Nech f: A—R, g:A—R ah:A— R. Potom

1. Ak pre kaZdé x € A je f(x) < g(x), tak v pripade existencie vlastnich
limét im,_,, f(z) alim,_.q g(x), plati: lim, ., f(z) < limg_,, g(x).

2. Ak pre kaZdé x € A je f(x) < g(x) < h(z) alim,_, f(z) = lim,_, h(z),

tak existuje aj lim, ., g(x) a plati: lim, ., g(z) = lim,_, f(z) = lim,_,, h(x).

Veta 14 Nech funkcia f : (a,b) — R je spojitd (na intervale {(a,b).) Potom:
1. Je na intervale {a,b) ohranicend.

2. Nadobida na intervale (a,b) minimum a aj mazimum. To znamend, Ze
existugi ¢, C' € (a,b) také, Ze pre kazdé x € (a,b) plati f(c) < f(z) < f(C).

3. Ak f(a).f(b) <0, potom existuje c € (a,b) také, Ze f(c) =0,
Daosledok 2 (Veta o medzihodnotdch) Nech I je interval a f : I — R je spojitd

funkcia. Nech a,b € I st lubovolné a d € R je také, Ze min{f(a), f(b)} < d <
max{ f(a), f(b)}. Potom existuje ¢ € (min{a, b}, max{a,b}) také, Ze f(c) =d.
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2.2.1 Priklady
Cast I

KAPITOLA 2. DIFERENCIALNY POCET

1. Vypocitajte limity v nasledujtcich prikladoch:

(a) lim,_,q % ..........

(b) lim,—o [LEFE=2 4+ 1n(1 — a?)]

(c¢) lim, .o %. .................
2x—

(d) lim,— o (g%;) ...........

x +3:v 5
2x3—4x+1"°

423 —22°% 47
(1 hmz" o T3 —-3x2—6x+9°

limg, o

2% —3z2 4221

() limg— o T o SPPURPP
||

TaEgr e

(1) limgoo —AZ—. ..
T—00 /F ]

(m) limg_y —A2—
xr— 2_1
(n) L ||

n) limg 1 7255

pre x < 0,
2. Nech f(z) =47,

—2cosx prex > 0.

Vypocitajte lim, . f(z).

_ .L+5

3. Nech f(x) . Vypocitajte

(a) lim, oo f(2).
(b) lim,—,_ f(x).
(c) limg 34 f(z).
(d) lim;—3- f(2).
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Nacrtnite graf funkcie.

4. Je funkcia f(z) v bode a spojita?

z3—1

B B — prex #1,
(@) a=1, fla)= {13 prex = 1.

lim,_,; f(x) = =3 = f(1), teda je v bode a spojitd].

zarctg% prexz <0,
(b) a=0, f(z)=<0 pre x = 0,

l—cosx
2

pre z > 0.

[lim, o f(x) neexistuje, teda nie je v bode a spojita).
5. Najdite parameter p tak, aby funkcia f(x) bola v bode a spojité:

3 2
z”—4r” +o46 prex #2 a x#1,

@ a=2 f@)= { i

P pre x = 2.

sin(2x)
b) a=0, f(z)= {z_( 22) prea<o. b€ {-2,2}].
=F prexz > 0.

2 B <1
(@ a=1, fly=4""7% POr=s
—r+ 2 prex > 1

Potom naértnite graf funkcie. .......... ... ... [p=4].

Cast II

1. Vypocitajte limity v nasledujtcich prikladoch:

(a) lim, o ZHEREHB2H2 [—1].
(b) lim,_.4 x2j1_—8 5 e [41/3]
(c) limg_g 12‘151174. ............................................. (1]
(d) limg,_,_4 xQ_"f_gi_él. ................................... [Neexistuje]
(€) limy oo(1 =3z + 722 —423). . [—o0]
() limaoe 5o [0].
(g) limy oo BT5387 4042 [—od].
(h) iMoo 105208 [—1]
(i) limgooz[In(z 4+ 1) —Inax]. oo [1]
() limy— o (g;t;)%*l ........................................ [€?].
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L pre z < 3,

2. Nech f(z) = {””‘3

(z—3)?sin1t; prez > 3.
Vypoéitajte lim, 5 f(Z). .oovririii [Neexistuje].

tg (3z) —_ 0
3.Nechf(x):{ @ pre g <=9

3sin(gf:v) pre0 <z < Z.
Vypoéitajte limy o f(2).  «vvrrii [3].

4. Vypoditajte limity funkcie f(z) v 0o, —oco a v bodoch, v ktorych f(z) nie
je definovana. Potom nacrtnite graf, ak:

() f() = 72710

i lim, o f(J?) =0, lim, f(x) =0,
lim, oy f(z) = oo, lim, o f(z) = —o0,
| lim, .54 f(z) = —o0, lim, . 5 f(z) = o0

(b) f(2) = 25

[ lim, . f(=

) =0, lim, ,_ f(z) =0,
lim, 24 f(z) =

oo, lim,_._ o f(z)=—o0,
| limg oy f(7) =00, lim, .o f(7) = —o0
() fla)=2=2.
[ lim, oo f(z) = —00, lim, . . f(z) = oo,

| limg 14 f(z) = -1, lim, ;- f(z) =1,
5. Je funkcia f(x) v bode a spojita?

2246220 prex #2, x#0, v #1,

— 2’ — 3 —3x24+2x
(8) a /(@) {7 pre x = 2.

[lim, o f(x) =7 = f(2), teda je v bode 2 spojitd].

_ 2z—-8
(0) amd, fla)={ Va1 V3 pre z # 4,
2 pre z = 4.

lim,_4 f(x) = 4V/3 # f(4) = 2, teda nie je v bode 4 spojita].

sin(2z) 0
(© a=0, f()=]5mEn Per7O
;;;1 pre x = 0.

[lim, o f(2z) = f(0) = 2, teda je v bode 0 spojitd].
(r —1)cos *= prex < 1,

@ a=1, )= {23,;2 e

pre z > 1.

[lim,_ f(x) neexistuje, teda nie je v 1 spojitd].
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z+1 re x <0,
(e) a’:07 f(m):{:p2sin,1 P B

sinx

pre z > 0.
[lim,_,o f(x) neexistuje, teda nie je v 0 spojitd].

6. Najdite parameter p tak, aby funkcia f(x) bola v bode a spojité:

sin(5z)
= prez #0,
(a) a=0, f(z)z{ 2 R T [p=3].
P pre x = 0.
1
@ 0
(b) a=0, f(z)= {e pre z 7 0’ ................. [p neexistuje].
p  prez=0.

7. N4ajdite parameter p tak, aby funkcia f(z) bola v bode a spojitd a potom
nacrtnite graf funkcie:

2% —5246
~—%-3  prex # 3,
(a) a =3, f(ac):{ 3 P [p=1].
P pre x = 3.
2
px prex <1,
b) a=1, =< T =42
()a f(x) {g_p; prez > 1 [p ]
x+2 _9
(c) a=-2, f(z)= { er2® PrE@FA =L [p neexistuje].
p prex = —2

8. D4 sa funkcia f(z) dodefinovat v bode a tak, aby bola v iom spojitd? (V
pripade kladnej odpovede napiste jej predpis!)

z%4+22—3 75 1
a) a=1, z) = ©f2e=8 g)={ #He—2 PETT L
( ) f( ) x2+4+x—2 f( ) % prele.
(b) a=2, f(z)=%. ..[lim,_o neexistuje, neda sa dodefinovat].
sin(6z)
0o prez < 0, B
(c) a=0, f(x)= x+(92 )T T [4no, f(0) = 3].
P pre x > 0.
Cast III

1. Vypocitajte limity v nasledujicich prikladoch:

(a) lim, o 22202k 1.
(b) lim, g ©502 492 [0]
() limgp 25¥ES [—1]
(d) Timy s =50 [20]
(€) limy oo (2 + 322 + 723 —42%). ..o [—o0]
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. 27
(f) limy o &%. .......................................... [0].
. _ 4 .2
(g) limy oo =DEALATEES [—o0].
. a2 43
(h) lim, w. ..................................... [—%].
(i) lim (L"'Q>2m+2 [€?]
R P :
CE277\'I

2. Nech f(z) =4 *°7
J(@) (zsin (3 —z) prex > .

Vypocitajte limy . f(Z).  corrii [7].

3. Vypocditajte limity funkcie f(z) v oo, —oo a v bodoch, v ktorych f(z) nie
je definovana. Potom nacrtnite graf, ak:

(a) f(z) = 5.
[ lim, . f(z) =0, lim,, o f(z) =0,

| limg .oy f(z) =00, lim, o f(z) = —o0
(b) f(2) = =55
[ lim, oo f(2) =0, lim, . f(z) =0,
lim, 54 f(z) = —o0, lim, .5 f(z) = oo,
| lim, 3¢ f(z) = —o00, lim, . 3 f(x)=o00

() f(z) = =i5i=.

[ lim, oo f(2) =0, lim, .o f(z) =0,
lim, 5 f(z) = —i, lim, 14 f(z) = —o0,

| lim, 1 f(z) = oo,

4. Je funkcia f(z) v bode a spojita?

z3—8
— pre x # 2,
2, flz)= { L _
pre x = 2.

(a) a

lim,_o f(x) = 12 # f(2), teda nie je v bode 2 spojitd].

(2z)? —4nx

== pre x < T,
b) a=mn T) = Tz
( ) ’ f( ) {4msin (x—%”) pre x > .

lim, . f(x) = —47 = f(7), teda je v bode 7 spojita].

(z — 1)arccotg =5  prexz < 1,
(¢c)a=1, f(x)=<w prex =1,

sin(mz)
x

prex > 1,.
[lim, 1 f(x) =0 # f(1) = 7, teda nie je v bode 1 spojitd].

5. Najdite parameter p tak, aby funkcia f(x) bola v bode a spojité:
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(@=3)°—4 rex #5
(a) a=5, f(a:):{ 5 PreTAS p=4).
P pre z = 5.
2 1
b) a=1, f)=40% PEESL p e {0,1}]
ptg % prex > L.
£ pre x < 4,
c) a=4, Z)y=<4, TS =4].
© (@) { S b3

6. Najdite parameter p tak, aby funkcia f(z) bola v bode a spojitd a potom

nacrtnite graf funkcie:

eP?
(a) a=0, f(z)=
p—x
T+p
(b) a=2, f(r)={ 2
p
7. Zistite, ¢ k funkcii f : (—oo,

funkcia, ak dno, najdite ju.
f : (_007 _1) - (0,00)
o

(O’ OO) - (_007

2.3 Postupnosti

pre x < 0, p=1]
prex >0, e p=1].
pre x < 2,
Pre T =2, it [p=—4].
pre x > 2.

_1) - va(x) = ]_Eafvz

existuje inverzna

je bijekcia,
_1)7 f—l (x) — —1—+1+4z? \;W

Definicia 18 Postupnost (redlnych &isel) je funkcia f : Nt — R. Hodnotu
f(n) = a,, nazgvame n-ty élen postupnosti. V tomto pripade postupnost zapisu-

o

jeme v tvare (an), ;.

Ak ezistuje lim,, oo a,, = a € R, tak hovorime, Ze postupnost (a,),., je
konvergentnd. Vo zvysnyjch pripadoch hovorime, Ze postupnost je divergentnd.

Veta 15 Postupnost (a,)..., je konvergenind a lim, .o a, = a prdve vtedy,
ked pre kazdé € > 0 existuje ng € N také, Ze pre kaZdé n > ng, n € NT plati

|an

—a| <e.

Definicia 19 Nech (an)zo=1 je postupnost redlnych cisel. Ak pre kazdé n € N*

je

® a, < ap41, tak hovorime,
e a, < apt1, tak hovorime,
® a, > an41, tak hovorime,

® a, > Gn41, tak hovorime,

(
Ze postupnost (ar,

(

(

Ze postupnost (an,

% (o)

Ze postupnost (a,),_, je rydzo rastica;

o0 . ’ .
n—1 J€ rastica;

3

9

)
)

Ze postupnost an)zozl je rydzo klesajuca;
)

o, je klesajuca.
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Uvedené€ postupnosti sa nazyvaji monotonne postupnosti.
Veta 16 KaZdd rastica zhora ohranicend postupnost je konvergentnd.

Definicia 20 Nech f : Nt — Nt f(k) = ny je rjdzo rastica postupnost
prirodzengjch ¢isel a g : NT — R, g(n) = a, je postupnost redlnych ¢éisel. Potom
ZloZent funkciu (ktord je tieZ postupnostou) go f : Nt — R, (go f)(k) =

g(f(k)) = g(ng) = an, nazjvame vybrand postupnost z postupnosti (an),,
pomocou postupnosti (ng) - -
o0

Veta 17 Nechlim,, .o a,, = a. Potom pre kazdi jej vybrani postupnost (an, ).,
plati limy_, o Gn,, = a.

Veta 18 (Bolzano-Cauchyho kritérium konvergencie postupnosti) Postupnost
(an),2, je konvergentnd prdve vtedy, ked pre kazdé e > 0 existuje ng € N také,
Ze pre kazdé m,n > ng, m,n € Nt plati

lan, — am| < e.

2.3.1 Priklady

Cast I
1. Pomocou definicie limity postupnosti dokazte, ze lim,,__, % =2, a
néjdite prislusné ng, ak € = g5 - veoeeeieii i [no = 4999] .

2. Najdite n-ty ¢len postupnosti {0,9;0,99;0,999;...} a vypocitajte jej li-

Mitu. .o [an =1- (1—1())”, lim, o a, = 1] .

3. Zistite, ¢i st postupnosti konvergentné
(@) {1+cos(NT) o e [Divergentnd.

n=1"

(b) {1"'2'*;5’% - %}HZI e [Konverguje k — 1].

4. Vypocitajte limitu postupnosti, ak

() {(3-12) \/E};. ....................................... 3],

) {3+ )™ 0],

(c) {\/n2+4—\/n2—4}n:2. .................................... [0].

Cast II
1. Pomocou definicie limity postupnosti dokazte, ze lim,__, ., Z—j& =1, naj-
dite prislusné ng, ak € = 1—10. .................................. [no = 19].

2. Vypocitajte limitu postupnosti, ak:
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(a) an = VIHNZ —n [0].
(1) tn = VA (VAT T = V). oo 4.
(€ an=5+5+5+ 4+ [1].
) an=(1+&) " [e3].

2.4 Nekonecné rady

Definicia 21 Nech (ay,),—, je postupnost redlnych éisel. Potom symbol

o0
Zan=a1—|—a2+...—|—an—|—...

n=1

nazjvame nekoneény c¢iselny rad. Cislo a,, nazjvame n-ty clen radu.

K radu )7, an je priradend takd postupnost (s,),., , Ze plati

Sp=a1 t+azx+...+ay

pre kazdé n € N*. Postupnost (s,),.., nazjvame postupnost ciastoénych sictov

radu > 00 | ay.
Ak postupnost (sp),., je konvergentnd, tak hovorime, Ze rad Y.~ an je
konvergentny. Ak je divergentnd, tak aj rad je divergentny.

Definicia 22 Nech st dané rady > .- an a Yo b,. Potom rad

o0

Z(an +bp)

n=1
, v oo oo
nazgvame suctom radov )~ an a Y~ by.

Ak ¢ € R, tak rad
Z(can)
n=1

> an a konstanty c.

nazyvame sucin radu Y~

Veta 19 Nech rad Y .- (a, + by) je sictom radov Y .~ an a Y., by. Nech
tieto rady st konvergentné a plati Y > | a, = s1 a Y .o b, = s2. Potom aj rad
Yoo 1 (an + by) je konvergentny a plati

o0

Z(an + bn) = S1 + So.

n=1

Nech c € R ac#0. Potom rad Y. (cay) je konvergentny prdve vtedy, ked
je konvergentny rad Yo~ | a,. V pripade konvergencie, ak Y ., a, = s, tak

o0

Z(can) =cs= CZ .

n=1
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Definicia 23 Rad

oo
S =1t
n=1

nazjvame geometricky rad. Cislo ¢ nazgvame kvocient geometrického radu.

Veta 20 Geometricky rad Y-, ¢" ' je konvergentny prdve vtedy, ked |q| < 1.
V pripade konvergencie plati

DA =g+t T =
n=1

Veta 21 (Bolzano-Cauchyho kritérium konvergencie nekonecného radu) Rad
S0 an je konvergentny prdve vtedy, ked pre kaidé e > 0 ezistuje ng € N
také, Ze pre kazdé m > n > ng, m,n € N* plati

|@nt1 + G+ ...+ am| <e.

Veta 22 (Nuind podmienka konvergencie nekonecného radu) Ak rad Y, | an
je konvergentny, tak

lim a, =0.

n—oo
Definicia 24 Rad Y ", an = Y.~ Gnyk nazgvame zoySok radu Y 7| ap
po k-tom clene.

Veta 23 Rad Y., | a, je konvergentny prdve vtedy, ked je konvergentny jeho
zvysok

0 oo
§ Ay = E An+k
n=k+1 n=1

po (lubovolnom) k-tom élene.

Definicia 25 Nechrady Y o an ad o by si také, Ze |a,| < by, pre kazdén €
N*. (Je zrejmé, Ze 0 < b,.) Potom hovorime, Ze rad > --_, b, je majorantngm
radom radu Y, a,. Piseme

o0 oo
Z an < Z by
n=1 n=1

Veta 24 (Porovndvacie kritérium konvergencie radu) Nech

[eS) 9]
Z an K Z by,
n=1 n=1

Ak rad Y77 | by, je konvergentny, tak je konvergentny aj rad Y| a,.
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Dosledok 3 Nech
S dh
n=1 n=1

Ak rad Y7 | ay, je divergentny, tak je divergentny aj rad > - by.

Definicia 26 Ak rad Y.~ |ay| je konvergentny, tak hovorime, Ze rad Y .~ | a,
je absolitne konvergentny.

Poznamka 1 Pretoze |a,| < |a,|, je zrejmé, Ze rad >, | |an| je majorantngm
radom radu Zzozl ap. Z toho uz vyplyva, ak dang rad je absolutne konvergentny,
tak je aj konvergentny. Tvrdenie neplati v opacnom slede.

Veta 25 (d’Alembertovo kritérium konvergencie radu) Nech a,, # 0 pre kaZdé
n € NT. Ak
lim |7+

n—0oo | QAp

<1,

potom je rad Y .., a, absolitne konvergentny.
Ak
lim dntl

n—oo (07%

> 1,

tak rad Y. | an je divergentny.

Veta 26 (Cauchyho kritérium konvergencie radu) Nech
lim {/|a,| < 1.
n—oo

Potom je rad 220:1 an absolutne konvergentny.

Ak
lim {/|an| > 1,
n—oo
tak rad .7 | an je divergentny.

Veta 27 (Limitné porovndvacie kritérium konvergencie radu)) Nech rady

o0 o0
E a, a E by,
n=1 n=1

st take, Ze
0<ap, 0<b, prekaidé neNt.
Nech .
lim > =L, 0<L<oo.

n—00 (A,

s (oo} oo ” v ’
Potom dané rady > " an a Y. " b, si bud sicasne konvergentné, alebo
st sucasne divergentné.
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Definicia 27 Nech a,, > 0 pre kaZdé n € N*. Potom rad

o

S (-1)"ay =a1 —ay+az—as ...+ (-1)"Ma, + ...

n=1

nazyvame radom so striedavym znamienkom.

Veta 28 (Leibnitzovo kritérium konvergencie radu) Nech a,, > 0 pre kaZdé n €
N* a postupnost (a,), -, je klesajica. Aklim, .o a,, =0, takrad Y, (—=1)""ta,
je konvergentny.

Definicia 28 Rad

o0
Zan(z—a)"=a0—|—a1(as—a)—|—a2(sc—a)2+...+an(a:—a)"—|—...

n=0

nazgjvame mocninovym radom. Cislo a € R sa nazjva stred radu. Cisla a, sa
nazyvaju koeficienty mocninového radu.

Veta 29 Pre kaZdy mocninovy rad Y _," o an(z — a)" ezistuje 0 < p < oo také,
Ze dany rad konverguje pre kazdé x € (a — p,a + p) a diverguje pre kaZdé x €
(=00, a—p)U(a+p, 00). Hodnotu p nazyvame polomer konvergencie mocninového
radu.

Dangj mocninovy rad konverguje len pre x = a prdve vtedy, ked p = 0. Rad
konverguje pre kaZdé x € R prdve vtedy, ked p = occ.

2.4.1 Priklady
Cast I

1. Pomocou definicie najdite sticet radu

=
i1M3

1
1m. .............................................. [36].

(U7 = "R T L)e oo [0].

n

NgE

(b)

n=1

2. Vysetrite konvergenciu geometrického radu

A
&
08
~—
L
=
3
2

............................... [Konverguje, s = 2].

3
Il
o

o0
(b) ZO(—I)” () [Diverguje].
3. Vysetrite konvergenciu nasledujtcich radov:
0 2n
(a) > (37:1'*;12) e [Konverguje].

3
I
-
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(b) > 2,?_:_1. ........................................... [Diverguje].
0 n?+3n . .
(c) > (Z—ﬁ) e [Diverguje].
n=1
(d) 21 COSE. L [Diverguje].
(e) sin(7-(L+n)). [Konverguje].
n=1
(£) D Mt gm. oo [Konverguje].
n=1
o~ n?+3n : :
(g) 2_:1 Py e e R R R R R [DlvergUJe].
(h) 3 gt [Konverguje].
n=1

oo
(i) Y s#=. .[Konverguje. Pouzite limitné porovnavacie kritérium].

4. V nasledujtcich prikladoch najdite mnozinu vsetkych ¢isel, pre ktoré dané
rady konverguju:

o0

@) 3% s @4 [(2,6)].

Cast II

1. Pomocou definicie najdite sicet radu

—
o
S~—
3
NGEI
I
—
)
3=
\
)
3
3
M
N~—

i
L

©
118

In(T4+24). [Diverguje].

3
Il
_

2. Najdite stcet radu:
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(b) S BB 0].

477.
n=0

3. Vysetrite konvergenciu nasledujtcich radov:

o0 2
(a) Z_:l = (”T‘H)n e [Konverguje].
00 2n
(b) Z_:l ( 2’:;25 ) e [Konverguje].
o) 3n
(c) Z_:l ( 27;:*'31 ) ...................................... [Diverguje].
(d) Zl (;j' 711),' ......................................... [Konverguje].
n=
(e) > 32,7”' ............................................ [Diverguje].
n=1
0 > BB [Konverguje].
(2) 21 (B) singn. oo [Konverguje].
(h) 21 sin. [Diverguje].
(1) 21 % SIN . [Konverguje].
. S . .
() 21 D e [Diverguje].
(k) 2_:1 120 [Konverguje].
o0 3 .
Q) 21 #Jg?w. ..................................... [Konverguje].
o0 4 . .
(m) Z_: #—;EH ....................................... [Diverguje].
o0 n—+1 .
(n) nZ::1 (-1)"* ﬁ .................................. [Konverguje].

4. V nasledujucich prikladoch najdite vsetky z € R, pre ktoré dané rady
konverguju a urcte polomer konvergencie:

(a) ingn-(gg—?,)n. ........................... 2 € (2,4), p=1].
(b) 0:0% (T = 1) [z €eR, p= o]
(© 3 2 (@4 we (Y L) p=1
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(e) 20 (L™ @—-2)% [z € (0,4), p=2]
Cast III
1. Pomocou definicie najdite sicet radu:
(a) nZ=:1 n2+én+6 ................................................. [1].
(b) nZ=:1 e S [3].
(c) 21 (VR—vn—=1). . [Diverguje]
2. Najdite sucet radu:
(a) ; e 28],
oS _1yn+1
(b) Zo PP PP PR [6].
3. Vysetrite konvergenciu nasledujtcich radov:
(@) dosingn. [Konverguje].
n=1
&)
(b) Z_:l NS . [Konverguje].
&)
(c) YomPsinlr. L [Diverguje].
n=1
(d) 21 1 [Konverguje].
00 2n
€ > (iygf) ...................................... [Diverguje].
n=1
() 21 (n‘i;), ......................................... [Konverguje].
n=
[ee) 2
(g) 21 + (”TH)" ..................................... [Diverguje].
n=
(h) > (;:Il ........................................ [Konverguje].
n=1
00 2
(i) > (3;:"12) ....................................... [Diverguje].

3
Il
-
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. & n n?42n . .
() 21 (=) P [Diverguje].
(k) 21 T e S [Konverguje].

S n?+3 : :
Q) 2_:1 P e S P PR [Diverguje].

4. V nasledujucich prikladoch najdite vsetky z € R, pre ktoré dané rady
konverguju a urcte polomer konvergencie:

(a) 21 22 (2 — 1) [ze€(3,2), p=13]
(b) jo 2L (o 9yn [z €R, p= od]
(€) X Grpbmr & e e (7,7, p="1

2.5 Diferencovatelnost funkcie

Definicia 29 Nech f: A — R aa € A je hromadnym bodom mnoZiny A. Nech
existuje vlastnd limita
L @)~ f(a)

T—a r—a

= /'(a).

Vtedy hovorime, Ze funkcia f je diferencovatelnd v bode a. Hodnotu f'(a) na-
zyvame derivdcia funkcie f v bode a.

Ak funkcia [ je diferencovatelnd v kaZdom bode a € M C A, potom hovori-
me, Ze funkcia f je diferencovatelnd na mnozine M. Ak funkcia f : A — R je
diferencovatelnd na mnoZine A, tak hovorime, Ze f je diferencovatelnd funkcia.

Definicia 30 Nech f: A - R a A1 = {a € A | ezistuje f'(a)}. Potom funkciu
1A = R, z— f'(z) nazgvame derivdcia funkcie f.

Ak funkcia ' : Ay — R je spojitd v bode a, tak hovorime, Ze funkcia f je v
bode a spojito diferencovatelnd.

Ak funkcia f' : A1 — R je spojito diferencovatelnd v kaZdom bode mnoZiny
M C Ay, tak hovorime, Ze je spojito diferencovatelnd na mnoZine M.

Ak A1 = A a funkcia [ je spojito diferencovatelnd na mnoZine A, tak zjed-
nodusene hovorime, Ze funkcia f je spojito diferencovatelnd funkcia.

Veta 30 Nech f : A — R je diferencovatelnd v bode a € A. Potom existuje
takd funkcia p: A — R, Ze:

1. p(a) =0,

2. funkcia p : A — R je spojitd v bode a. To znamend, Ze lim,_,,p(z) =
p(a) =0,
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3. pre kazdé x € A plati
f(@) = f(a) + f'(a)(x — a) + p(z)(z — a).

Veta 31 (Nutnd podmienka diferencovatelnosti funkcie v bode) Nech f : A — R
je diferencovatelnd v bode a € A. Potom je v tomto bode spojitd.

Veta 32 Nech funkcie f : A — R a g : A — R st diferencovatelné v bode
a € A.Potom

o Funkcia (f +g) : A — R je diferencovatelnd v bode a a plati
(f+9)(a) = f'(a) + ¢'(a).
o Funkcia (f.g) : A — R je diferencovatelndg v bode a a plati
(f-9) (a) = f(a)g(a) + f(a)g(a).

o Funkcia (5) : A — R je diferencovatelnd v bode a a plati

Y _ fa)g(a) = f(a)g'(a)

- (a) - 2 )

g 9%(a)
za predpokladu, Ze funkcia (5) : A — R je na mnoZine A definovand, a
teda aj g(a) # 0.

Veta 33 (Veta o diferencovatelnosti zloZenej funkcie) Nech funkcia f : A —
B C R je diferencovatelnd v bode a € A a funkcia g : B — R je diferencovatelnd
v bode f(a) € B. Potom zloZend funkcia (go f) : A — R je diferencovatelnd v
bode a a plati

(g0 f)(a) =g'(f(a))f'(a) = ((g" o F)a)) f'(a) = ((g" © f)-f')(a).

Veta 34 Nech I je interval a funkcia f : I — J je spojitda bijekcia, ktord je
diferencovatelnd v bode a € I. Nech f'(a) # 0. Potom jej inverznd funkcia
f~t:J — I je diferencovatelnd v bode b = f(a) a plati

(5 0 = s = 7 :

Definicia 31 Nech je dany mocninovy rad

T @) ) (o)

oo

Zan(x—a)":ao—i—al(a:—a)+a2(x—a)2+...+an(x—a)”+....
n=0

Potom hovorime, Ze rad

Z na,(r —a)" "t = ay + 2as(x — a) + 3az(x —a)* + ...+ na,(r —a)"" 4. ..
n=1

vznikol z daného mocninového radu derivovanim clen po clene.
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[&.°]
Veta 35 Nech p je polomerom konvergencie mocninového radu >, a,(x —a)™.
n=0
Nech pre kaZdé © € (a — p,a + p) plati
ap+ai(z—a)+ax(z—a)+... +a,(z—a)"+... = s(z).

o0
Potom p je polomerom konvergencie aj radu Y. na,(z — a)"~! a pre kazdé
n=1

x € (a—p,a+ p) plati

ay + 2as(x —a) + 3az(z — a)’> + ...+ na,(z —a)" t +... =5 (2).

2.6 Priebeh funkcie

2.6.1 Lokalne extrémy

Definicia 32 Nech f: A—R aa € A.
Nech ezistuje také prstencové okolie O%(a), Ze:

1. Pre kazdé x € Of(a) N A je f(x) < f(a). Potom hovorime, Ze funkcia f
md v bode a rydze lokdlne maximum.

2. Pre kazdé x € O3(a) N A je f(z) > f(a). Potom hovorime, Ze funkcia f
md v bode a rydze lokdlne minimum.

Nech existuje také okolie Os(a), Ze:

1. Pre kazdé x € Os(a) N A je f(x) < f(a). Potom hovorime, Ze funkcia f
md v bode a lokdlne mazimum.

2. Pre kazdé x € Os(a) N A je f(x) > f(a). Potom hovorime, Ze funkcia f
md v bode a lokdlne minimum.

Vsetky wvedené pojmy nazyvame spoloénym terminom lokdlne extrémy.

Definicia 33 Nech I je lubovolny interval s koncovymi bodmi a,b. Potom vniit-
rom intervalu I nazgvame interval Int(I) = (a,b) C I.

Veta 36 (Nutnd podmienka pre existenciu lokdlneho extrému) Nech A je inter-
val a f: A — R. Nech

1. a € Int(A) je bod z vnitra intervalu A.
2. Funkcia f je diferencovatelnd v bode a.

8. Funkcia f md v bode a lokdlny extrém.

Potom f'(a) = 0.
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2.6.2 Intervalové vlastnosti funkcii

Veta 37 (Rolleho veta) Nech je dand funkcia f : {a,b) — R, o ktorej plati:
1. Je spojitd (na uzavretom intervale {(a,b)).
2. Je diferencovatelnd na otvorenom intervale (a,b).
5. f(a) = f(0).
Potom ezistuje ¢ € (a,b) také, Ze f'(c) = 0.
Veta 38 (Lagrangeova veta) Nech je dand funkcia f : {a,b) — R, o ktorej plati:
1. Je spojitd (na uzavretom intervale {(a,b)).
2. Je diferencovatelnd na otvorenom intervale (a,b).

Potom ezxistuje ¢ € (a,b) takeé, Ze

—a
Désledok 4 Nech I je interval a f : I — R je diferencovatelnd funkcia. Nech

pre kazdé x € I je f'(x) = 0. Potom ezistuje ¢ € R také, Ze f(x) = c pre kaZdé
el

Veta 39 (Cauchyho veta) Nech si dané funkcie f : {(a,b) > R a g: (a,b) — R,
o ktorych plati:

1. S spojité (na uzavretom intervale (a,b)).
2. S4 diferencovatelné na otvorenom intervale (a,b).
3. ¢'(z) #0 pre kaZdé x € (a,b).

Potom existuje c € (a,b) také, Ze

(L)1 1010

gl

Veta 40 (I’Hospitalovo pravidlo) Nech si dané také funkcie f : (a,b) — R a
g: (a,b) = R, Ze o nich plati:

1. S4 diferencovatelné (na intervale (a,b)).
2. g(x) #0 a ¢ (x) #0 pre kazdé x € (a,b).

3. lim f(z) = lim g(x) = 0.

r—a r—a
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Ak za tychto predpokladov existuje lim (g—:) (z) = lim (%) , tak existuje aj

r—a r—a

lim (g) (z) = lim (%) a plati

r—a r—a

i () = m (Gr) = (5) 0= o (55

Poznadmka 2 Veta plati v tom istom znent, ked v nej tretiu podmienku lim f(z) =
r—a

r—a

lim g(x) = 0 nahradime podmienkou lim g(x) = oco.

2.6.3 Priklady

Cast I
1. Zderivujte funkciu f(x) = sin (cos2x). ...... [(cos(cos 2x))(—sin 2x)2] .

2. Pomocou definicie vypocitajte derivaciu funkcie f(x) v bode a, ak:

(a) a=2, f(z):%. ................................ [f’(2):—%].
(b) a=1, fx)=+/le—=1]. .o [f'(1) neexistuje] .
3. N&jdite rovnicu dotyénice a norméaly ku grafu funkcie f (z) = e~* cos 2z
v bode A=(0,7)....... [A=(0,1),t:24+y—1=0,n:z—y+1=0].

4. Néjdite rovnice doty¢nic k hyperbole 722 — 2y? = 14, ktoré st kolmé na
priamku p : 2z 4+ 4y — 3 =0.
[t1:20—y—1=0, t2:2x0—y+1=0].

5. V nasledujicich prikladoch vypoécitajte limity (aj s pouzitim L’ Hospita-
lovho pravidla):

(a) limyooo 28T [~1].
n z+
(b) lima:—>0+ }rnlgziﬁ g;g © ettt i e e e e i e i e e [1} .
3 1‘2— s
(c) limg_o 74 g (TE). [—%] .
(d) lmyor (In2)%. [1].

6. VySetrite spojitost funkcie

Inz-logo(1 —x) prezx € (0,1),
f:(0,00) =R, f(z) =<0 prez =1,
g pre z € (1,00)

v bode 1.
lim, ;- f(z) =0, lim, 14+ f(z) =e. Funkcia f nemdze byt spojita
v bode 1, lebolim,_.; f(z) neexistuje, a teda sa nerovna f(1).
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Cast 11
1. Zderivujte funkciu f(x), ak:

(8) F(2) =M COSE.  wovveeeeiii e [Finz]

(b) f(2) =255 [ptes In2 ]
(€) f(Z) =TT, o [:E%*2 (1- lnx)_
(d) f(x) = arccotg®(\/T).  oeriiiii [—%ﬂ@ .

(e) f(z)=aresin(BZ). ... L\/All_lm .

(f) f(z) =arccotgyiz. vvriiiiiiii [902_;"&?7:_22)2 .
(@) F(£) = 10YF2. oo [10ﬁ (1 n %) .
(h) f(z)=(Inx)® [(Inz)” (Inlnz + )] .

(a) a=2, f(z)=183x—6]. .cooiiii [neexistuje] .

(b) a=4, f(x)=Vx+4 (5]
_ __ Jxsinz prezxz <0,

(¢) a=0, f(x)= {x2 preq o0, e [0].

3. Zistite, ¢i je funkcia
arctg 1 ex #0
f(.]:) — {I T g xT pr # )

0 prex =0

(a) spojitd v bode a =0,
(b) diferencovatelnd v bode a = 0.

a) Je spojitd v bode a =0,
b) Nie je diferencovatelnd v bode 0. |-

4. N&jdite rovnicu dotyé¢nice a normély ku grafu funkcie f(z) v bode A, ak

fla) ==t A= (2,7).

[A=(2,2), t:xa4+y—4=0,n:z—y=0].

5. Najdite rovnicu dotyénice a normaly ku grafu funkcie f : f (z) = el_x2, ktora

prechadza priese¢nikom grafu funkcie s priamkou y = 1.
Prieseéniky A4; = (1,1), A2 =(-1,1)
t1:2z24+y—3=0, n:x—2y+1=0
to:20 —y+3=0, ny:x+2y—1=0
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6. N4jdite rovnicu doty¢nice ¢ a normély n ku grafu funkcie f (r) = 22 —
2z + 3, ak dotycnica t je rovnobezna s priamkou p: 3x —y + 5 = 0.

[t:120 — 4y —13=0, n:dz+12y—61=0].

7. Zistite, v ktorom bode je doty¢nica ku grafu funkcie f (z) = % rovno-
DEZNA S 0SOU Op. vttt et [(e l)] .

8. Najdite rovnicu doty¢nice a normély ku grafu funkcie f (z) = lnz, ak
doty¢nica je kolmé na priamku p: x + 2y — 2 = 0.
t:y—2x4+14+In2=0,n:4y+2x—1+4In2=0].

9. V nasledujtcich prikladoch vypoéitajte limity (aj s pouzitim L’ Hospita-
lovho pravidla):

(a) limg_o ZSBE=2_ [-1].
(b) limg o 2T 2.
(¢) lmy_oq (6% —1)COtG@.  vvenei i [1].
(d) limgog (bga) ™ . [1].
(€) limu—or (1) 8% 1].
() limgj_,oo( arctgm) .................................... [e‘ﬂ
(8) iy (557 = 5l ) oo B
(B) Timgoo1o (557 = )+ oo B
(i) lim, g (Sm2) @D [ecots3]

10. VysSetrite spojitost funkcie

=L prem€<—g,0),
s
f:<f§,1>HIR, fl@)y=40 pre x = 0,
z?lnx  prez € (0,1).

[Funkcia nie je spojitd v bode 0].

11. Vypocitajte deriviciu funkcie f(x) v bode 0, ak:

(a) f(x) :{ R A0 [0].

3 r=0

2?lnz, x>0

(b) f(x):{ v 0 e, [0].
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12. Zistite, ¢i funkcia

1_ 1
fiR=R, f(z)={% 1 pre x # 0,
2 prex:()

je spojité a vypocitajte f'(0).

[Funkcia je spojitd,  f/(0) = —2].

Cast III
1. Zderivujte funkciu f(z), ak:

) (—sin 2x) {’/57505572'”-

(a) f((E) = CO{)S/Ex. .............................. [ W om

(b) f(x) — 3C0t8Tarcesin o {3cotgx (_(lnB)aﬂ + #)
= e e e iz )|-

33

] :
() f(x) =logs(tga®). oorvriii [ |-

(z) =In (arctg (V5z)) . ...l [2( 2

=1 t
(cotg w)erccess (—Ileotge) _ —caceons, )

f
f

() £() = (cotg x)recos,
f

2. Pomocou definicie vypocitajte derivaciu funkcie f(x) v bode a, ak:

arctg \/ﬁ)(l—&—&z)\/%_ :
(r) = (3z)sm®. ... [(3z)s™* ((cos z)(In3z) + #2&)] .

(x) = e’ arccotg L. ... {emg (33:2 arccotg r — ﬁ)} .

(a) a=2, flz)=VAz+1. ... [f'(2)=12].
(b)y a=3, f(r)=|x—3]. «oiiiii [f'(3) neexistuje].

3. Zistite, ¢i je funkcia

f(z) = {(95—1)20039611 pre z # 1,

(a) spojitd v bode a =1,

(b) diferencovatelnd v bode a = 1.

a) Je spojitd v bode a =1,
b) Je diferencovatelnd v bode 1 a /(1) =0.

4. N&jdite rovnicu doty¢nice ¢ a normély n ku grafu funkcie f (z) =

3x + 5, ak t je rovnobezné s priamkoup:z —y+1=0.
[A=(2,3),t:xa—y+1=0,n:z+y—5=0].
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5. Najdite rovnicu doty¢nice a normaly ku grafu funkcie f (z) = tgx v bode
A= (%, ?) .

[A=(3,1), t:y=22+1—-F, n:y=—2+1+Z].

6. Najdite rovnicu doty¢nice ¢ a normaly n ku grafu funkcie f (z) = In(z—2),
ak dotycnica t je kolma na priamku p: x +y = 0.

[A=(3,0),t:y=2—-3, n:y=—-x+3].

7. V nasledujuicich prikladoch vypoéitajte limity (aj s pouzitim L’ Hospita-
lovho pravidla):

pmarctgs 1.

e preze(F,5),
f('r): ln(z—%) ﬂ.
te prex € (577r).

Vypocitajte lim, .z f(x).

lim, .z f(z) =35, limy_zq f(z)=0, lim,_z f(z) neexistuje].
9. Zistite, ¢i funkcia f(z) je spojitd v bode a = 0, ak:
cotgx — % pre x # 0,
(a) f(x)= R [Je] .
0 pre x = 0.

2z + 3 pre x <0,
(b) fl@)=9 . .
(sinz)® prex > 0.

[Nie je, lim, o4 f(z)=1# f(0) =3].

2.6.4 Monoténnost

Definicia 34 Nech I je interval a f : I — R. Nech pre kaZdé x1,x5 € I také,
Ze x1 < T9 je

1. f(z1) < f(x2). Potom hovorime, Ze f je rydzo rastica funkcia.

2. f(x1) > f(x2). Potom hovorime, Ze [ je rgdzo klesajica funkcia.
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3. f(x1) < f(x2). Potom hovorime, Ze | je rastica funkcia.
4. f(x1) > f(x2). Potom hovorime, Ze f je klesajica funkcia.

Vsetky uvedené funkcie nazyvame monotonne funkcie. Funkcie uvedené v
prvgch dvoch bodoch sa nazgvaji rijdzo monotonne funkcie.

Definicia 35 Nech je dand funkcia f : A — R a interval I C A. Ak zuZenie
fII : I — R je rydzo rastuca (rydzo klesajica, rastica, klesajica) funkcia,
tak budeme hovorit, Ze funkcia f je rydzo rastica (rydzo klesajica, rastica,
klesagica) na intervale I.

Veta 41 Nech I je interval a je dand funkcia f : I — R. Nech
1. Funkcia f je spojitd na intervale I.
2. Funkcia f je diferencovatelnd na vnatri Int(I) intervalu I.
3. Pre kazdé x € Int(I) je f'(x) > 0.

Potom je f: I — R rastica funkcia (na celom intervale T ).

Veta 42 Nech I je interval a je dand funkcia f : I — R. Nech

1. Funkcia f je spojitd na intervale I.

2. Funkcia [ je diferencovatelnd na vnitri Int(I) intervalu I.

3. Pre kazdé x € Int(I) je f'(z) > 0.

4. Nech neexistuje podinterval J C I taky, ze f'(x) =0 pre kaZdé x € J.

Potom je f : I — R rydzo rastica funkcia (na celom intervale I).

2.6.5 Konvexnost, konkavnost, inflexny bod

Definicia 36 Nech I je interval a f : I — R. Nech pre kaZdé xy,xs,23 € 1
take, Ze x1 < xo < x3 plati:

1. Bod (x4, f(x2)) lei pod priamkou uréenou bodmi (1, f(x1)) a (x3, f(x3)).
Potom hovorime, Ze [ je rydzo konvexnd funkcia.

2. Bod (z2, f(x2)) lezi nad priamkou uréenou bodmi (z1, f(x1)) a (x3, f(z3)).
Potom hovorime, Ze f je rydzo konkdvna funkcia.

3. Bod (x2, f(x2)) lezi pod, alebo na priamke uréenej bodmi (x1, f(x1)) a
(z3, f(x3)). Potom hovorime, Ze f je konvexnd funkcia.

4. Bod (z2, f(x2)) lezi nad, alebo na priamke uréenej bodmi (x1, f(z1)) a
(23, f(x3)). Potom hovorime, Ze f je konkdvna funkcia.
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Definicia 37 Nech je dand funkcia f : A — R a interval I C A. Ak ziZenie
fII: I — R je rydzo konvexnd (rydzo konkdvna, konvexnd, konkdvna) funkcia,
tak budeme hovorit, Ze funkcia f je rgdzo konvexnd (rydzo konkdvna, konvernd,
konkdvna) na intervale I.

Veta 43 Nech I je interval a f : I — R.

1. Funkcia f je rjdzo konvexnd prdve vtedy, ked pre kazdé x1,x2, x5 € I také,
Ze x1 < 9 < T3 je

f(x2) = f(a1) - f(z3) — f(z2)

T2 —T1 T3 — T2

2. Funkcia | je rydzo konkdvna prdve vtedy, ked pre kaZdé x1,x2, 23 € I také,
Ze x1 < Ty < T3 je

f(x2) — f(x1) S f(z3) — f(x2)

T2 — X1 T3 — X2

3. Funkcia f je konveznd prdve vtedy, ked pre kaZdé x1,x2,x3 € I také, Ze

T < T2 < T3 je
f(z2) — f(21) < f(x3) — f(z2)
To — T - T3 — T2

v

4. Funkcia [ je konkdvna prdve vtedy, ked pre kaZdé x1,xs,x3 € I také, Ze

T < 22 < T3 je
f(x2) — f(z1) > f(z3) —f(xz).

T2 — X1 L3 — T2

Veta 44 Nech I je interval a je dand funkcia f : I — R. Nech
1. Funkcia f je spojitd na intervale I.
2. Funkcia f je diferencovatelnd na vnitri Int(I) intervalu I.
3. Nech f': Int(I) — R je rgdzo rastica (rydzo klesajica, rastica, klesajica)

Potom f : I — R je rydzo konvexnd (rydzo konkdvna, konvexnd, konkdvna)
funkcia (na celom intervale I ).

Veta 45 Nech I je interval a je dand funkcia f: 1 — R. Nech
1. Funkcia f je spojitd na intervale I.
2. Funkcia f je dva razy diferencovatelnd na vnitri Int(I) intervalu I.
3. Nech f"(x) >0 (f"(z) <0, f"(z) >0, f"(x) <0) pre kazdé x € Int(I).

Potom f : I — R je rydzo konvexnd (rydzo konkdvna, konvexnd, konkdvna)
funkcia (na celom intervale I).
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Veta 46 Nech I je interval a je dand funkcia f : I — R. Nech
1. Funkcia f je spojitd na intervale I.
2. Funkcia f je dva razy diferencovatelnd na vnitri Int(I) intervalu I.
3. Nech f"(x) >0 (f"(x) <0) pre kazdé x € Int(I).
4. Nech neezxistuje podinterval J C I taky, Ze f"(x) =0 pre kaZdé x € J.

Potom f: I — R je rgdzo konveznd (rydzo konkdvna) funkcia (na celom inter-
vale I).

Definicia 38 Nech I je interval a f : I — R je funkcia, ktord je diferencova-
telnd v bode a € Int(I). Nech existuje také okolie Os(a) C Int(I), Ze je splnend
jedna z nasledujucich podmienok

1. Funkcia f: I — R je na intervale (a — 6, a) rydzo konvexnd a na intervale
(a,a 4+ 6) rydzo konkdvna.

2. Funkcia f : I — R je na intervale (a — 6, a) rydzo konkdvna a na intervale
(a,a+ 0) rgdzo konvernd.

Potom hovorime, Ze funkcia f md v bode a inflexny bod.

Veta 47 Nech I je interval, f : I — R je diferencovatelnd funkcia a a € Int(I)
je jej inflexny bod. Ak je f v bode a dva razy diferencovatelnd, tak f”(a) = 0.

Veta 48 (Taylorova veta) Nech n je prirodzené éislo a funkcia f : {a,b) — R
je

1. n-razy spojito diferencovatelnd (na intervale {(a,b)),

2. (n+ 1)-razy diferencovatelnd na (a,b).

Potom existuje c € (a,b) také, Ze

% (b—a)+ LY 4 _ oy +10@ (b— a)”+7f(n+1)(c) (b—a)"*.

f(b)—f(a) = 21 n! (n+1)!

2.6.6 Priklady
Cast I
Vysetrite priebeh funkcie f(x), ak:

3
1. f(z) = mZZJ:i-l

D(f) = R, nepéarna ]
/mna : R
\, na : -—

Una : (—o0,—v3)a(0,v/3)
Nna : (=300 a (v3,00)
ABS :  nema

ASS D oy=2x v 4o




KAPITOLA 2. DIFERENCIALNY POCET

D(f) = R
/' na (1))
\ na (7OO> i>
U na (=00, 3) a(1,00)
Ana = (L)
ABS nema
| ASS nema |
fla) = oz
[ D(f) = (0,00) |
/ mna : (0,€?)
N, na : (€?,00)
Una : (e3,00)
N na (0,€3)
ABS oz =0
| ASS : o y=0 v oo |
. f(x) =In(4 — 2?).
(D(f) = (-2,2), péma ]
/" na : (=2,0)
N\ na o (0,2)
Jna : -
Nna : (=2,2)
ABS =2, z=2,
| ASS :  nema l
. f(x) = x — 2arctg «.
[ D(f) = R, neparna 1
/" mna : (—oo0,—1) a (1,00)
N na o (=1,1)
Una : (0,00)
(na : (—o0,0)
ABS : nema,
| ASS D y=x—-m vV 00, Yy=T+T V —00 |
. f(z) = arcsin (sinz).
[ D(f) = R, neparna, periodicka s periédou 27 |
/ ma : ((4k—-1)5,(4k+1)5), ke Z
\ona : ((k+1)I,(4k+3)I) keZ
Una : -
(fna : -—
ABS :  nema,
| ASS : nema ]
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4

Cast II

Vysetrite priebeh funkcie f(x), ak:

1. f(z) = %.
D(f) =

/" na :
\, ha
U na
N na
ABS

| ASS

R\ {-2}
(727 2>

2. f(x) = (%)2

[ D(f) =
/" na :

\, na
U na

() na
ABS
| ASS

3. f(x) = Ltz

D(f) =
/" na
\, na
U na

M na
ABS

| ASS

T 3
4. f(2) = .

xr=—2

y=0 v £
RA\{-1}

(-o0,-1) a (1,00)

39
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D(f) = R\{1}
/" mna : (—o00,1)a(5,00)
N\ na o (1,5)
Una = (=1,1)a(1,00)
(fna : (—o0,—1)
ABS =1
| ASS o y=z+5 v Lo
. f(z) = a2es.
D(f) = R\{0}
/" na : %,oo)
N\, na : (—o00,0)a (0,%)
Una : (—00,0)a(0,00)
(Jna : -—
ABS :ox=0
| ASS :  nema
f(x) = arcsin (L—i)
D(f) = (0,00)
/" na —
\, na (0, 00)
U na (0, 00)
N na -
ABS nema
ASS y=-5 VvV o0
f(z) = (230 1)12~
D(f) = R\{1}
/" na (0,1)
. na (=00,0) a (1,00)
U na —%,1 1a 1,00)
Aua © (-50-B)
ABS r=1
ASS y=0 v +oo
- J(@) = st
D(f) = R\{-1}
/" na (—00,—3) a (—1,00)
\, nha (—3,—-1)
U na (0, 00)
N na (—o0,—1) a(-1,0)
ABS x=-1
ASS y=35-1 v £oo
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D(f)
/" na
\, na
J na
N na
ABS
ASS

neparna

10. f_(x) = zIn(2?).

D(f)
/" na
\, na
U na

N na
ABS

ASS

R\ {0}, neparna
(~50,- 1) a (2,20)
(:0) a (0,7)

11. f(x) = coszx + In(cos x).

D(f)
/" na
\, na
U na

(N na
ABS

ASS

Urez (=% +2km, T + 2km)
§—72r+2k7r,0+2k;7r>, keZ
0+ 2km, 2 +2km), keZ
(-5 +2km, 5 +2k7), ke
x=—5+2km, x=5+2km, kel
nema

parna,

12. f(x) = arctg .

D(f)
/" na
\, ha
J na
() na
ABS
ASS

13. f(x) = zarctgx.

14. f(z) = 2.

D(f)
/" na
\, na
U na
N na
ABS
ASS

R\ {0}, neparna |
(—00,0) a (0,00)
(0,00)
(—O0,0)
nema
y=0 v £oo |
R, parna
(0,00)
(_OO7O>
R
nema
=% -1 v oo, y=-"F-1

v
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D) = R\{n3}
/" na : -
\\ ha (—00,In3) a (In 3, 00)
U na (In3,00)
(] na (—00,1n3)
ABS x=1n3
| ASS y=0 v o0, y:% v
15. f(z) = §/(x? — 1)
[ D(f) = R, péarna
/S mna : (-1 0) (1,00)
Sma o (—oo-1)a (0,1)
U na (—00,—V3) a <\[ o0)
ﬂ na < \/g _1> < ) > <11\/§>
ABS nema
| ASS nema
Poznamka 3 [’ a [ neexistuji v bodoch x = £1.
Cast II1I

Vysetrite priebeh funkcie f(x), ak

3

L f(z) = 53

D(f) =
/" na :
\, na

U na

(] na
ABS
ASS

2. f(z) = 7.

D(f) =
/" na :
\, na

U na

(N na
ABS
ASS
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D(f) = R\{fl,l}v pérna
/" na (0,1) a (1,00)
\\ ha (—o0,—1)a(-1,0)
U na (-1,1)
() na (=00, —1) a (1,00)
ABS r=-1,z=1
| ASS y=0 v +£o0
4 f($) = $21,4
[ D(f) = R\{-2,2}, neparna
/" na —
\, na (—o00,—2) a (—2,2) a (2,00)
U na (—2,0) a (2,00)
N na (—o00,—2) a(0,2)
ABS r=-2 =2
| ASS y=0 v =+
3 f(x) = a:il
[ D(f) = R\{-1}
/" na (0, 00)
N\, na : (—oo,—1)a(-1,0)
Una : (-1,00)
N na : (—o0,—1)
ABS z=-1
ASS y=0 v —o0
6. f(x)=e"
[ D(f) = R, parma
/" na (—00,0)
\, na (0, 00)
U na foo,_T2> a <72,oo>
N na _T‘/E7§>
ABS nema
ASS y=0 v £
7. f(x) = (1 — 3x)e®".
D(f) = R
/" na (foo, ;>
\, na %1,003
U na —o00, 22)
(N na 2,00
ABS nema
ASS y=0 v —o0

43
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10.

11.

12.

13.

KAPITOLA 2. DIFERENCIALNY POCET

f(x) = ze®.

D(f) = (0,00)
/" na (e71,00)
\, na (0,e71)
U na (0, 00)
(] na -
ABS nema
| ASS nema ]
flx) =1+ (22 - 1)3%
[ D(f) = R, péarma
" na (0, 00)
\x na (_OO7O>
U na (=00, —1) a <_—é,%>;a<l,oo)
Aon (2t (G
ABS nema
| ASS nema
fla) = =50
[ D(f) = R\{3} |
/" mna : (—00,3);a(3,00)
\ -
U na (=00,3)
N na (3,00)
ABS x=3
| ASS y=x—-3 v Foo |
f(z) =In (;%1)
[ D(f) = (-1,1), nepérna |
/" na : (—1,1)
\ -
U na (0,1)
N na (-1,0)
ABS r=1 z=-1
| ASS nema ]
f(x) = x + 2arccotg x.
D) - R
/" mna : (—oo,—1)a(l,00)
Noma o (-L1)
U na (0, 00)
N na (—00,0)
ABS nema
| ASS y=z v o0, y=x+21 v

— OO
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D(f)
/" na
\, na
U na
() na
ABS

ASS

45
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Kapitola 3

Integralny pocet

3.1 Urcity integral

3.1.1 Definicia urcitého integralu

Definicia 39 1. Nech (a,b) je uzavrety interval. Nech xg,x1,x2,...,x sU
také, Ze a = xg < 1 < T3 < ... < x = b. Potom k + 1—ticu D =
(xo, 21, T2, ..., x) nazgvame delenie intervalu {a,b). Intervaly (z;_1,x;)

nazyvame deliace intervaly.

2. Nech D = (xg, 21,2, ..., Tk) je delenie intervalu {a,b). Potom ¢islo || D|| =
max{x; —x;—1 |1 =1,2,...,k} nazgvame norma delenia D.

3. Nech (D,,)22, je postupnost delent intervalu (a,b). Aklim, .o || Dyn| =0,
potom hovorime, Ze postupnost (D,,)2; je normdlna postupnost deleni
intervalu {a,b).

4. Nech funkcia f : A — R je ohranicend na intervale (a,b) C A a D =

(xo, 21,22, ...,2%) je lubovolné delenie intervalu {(a,b). Nech body ¢; €
(xi—1,24) st lubovolne zvolené pre i = 1,2,... k. Potom ¢éislo
k
Sp(f) =Y fle)(wi —wiv)
i=1

nazgvame integralny sucet funkcie f pre dané delenie D intervalu {(a,b) a
volbu bodov ¢; € (x;_1,x;).

Definicia 40 Nech funkcia f : A — R je ohranicend na intervale {(a,b) C A.
Ak pre kazdi normdlnu postupnost deleni (D)2, intervalu (a,b) a kaZdi volbu
bodov ¢; v integrdlnych sictoch Sp, (f), postupnost (Sp, (f))52, konverguje k
tomu istému c&islu J, tak hovorime, Ze funkcia f je integrovatelnd na intervale
{a,b). Cislo

J = lim Sp,(f)

n—oo
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nazgvame urcity integrdl funkcie f na intervale (a,b) a oznacujeme

b b
J:/f:/f(:z:)d:z:.

Veta 49 (Pruvd postacujica podmienka integrovatelnosti) Nech funkcia f : A —
R je spojitd na intervale (a,b) C A. Potom je na tomto intervale integrovatelnd.

Definicia 41 Nech st splnené nasledujice podmienky:
1. Funkcia f : A — R je ohranicend na intervale (a,b) C A.

2. V intervale (a,b)ezistuje len koneény pocet bodov, v ktorych tdto funkcia
nie je spojitd.

3. V kazdom bode z intervalu (a,b) ezistuje vlastnd limita funkcie f sprava
a aj zlava.

4. Existuju vlastné limity lim, .+ f(x) alim,_,— f(x).
Potom hovorime, Ze funkcia f je po ciastkach spojitd na intervale (a,b).

Veta 50 (Druhd postacujica podmienka integrovatelnosti) Nech funkcia f :
A — R je po diastkach spojitd na intervale {a,b) C A. Potom je na tomto
intervale integrovatelnd.

3.1.2 Vlastnosti urcéitého integralu

Veta 51 Nech funkcie f : A — R a g : A — R st integrovatelné na intervale
(a,b) C A aceR je lubovolnd konstanta. Potom

1. Funkcia (f +g) : A — R je integrovatelnd na intervale {a,b) a plati

b b

/(f+g)/bf+/g-

a a

2. Funkcia (cf) : A — R je integrovatelnd na intervale (a,b) a plati

oo

3. Funkcia |f]: A — R je integrovatelnd na intervale (a,b) a plati

b b
[ =< [
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Veta 52 Nech funkcia f : A — R je integrovatelnd na intervale (a,b) C A.
Potom je integrovatelnd aj na kazdom intervale (c,d) C (a,b).

Veta 53 Nech funkcia f : A — R je integrovatelnd na intervale (a,b) C A a aj
na intervale (b,c) C A. Potom je integrovatelnd aj na intervale {a,c) a plati

c b c
Jrojr

Veta 54 Nech funkcie f : A — R a g : A — R su integrovatelné na intervale
(a,b) C A a pre kaZdé x € {a,b) plati f(x) < g(x). Potom plati

b b
/fé/g-

3.1.3 Veta o strednej hodnote

Nech funkcia f : A — R je integrovatelna na intervale (a,b) C A. Potom je
na tomto intervale ohrani¢ena. To znamenad, ze existuju k, K € R také, Ze pre
kazdé x € (a,b) plati k < f(z) < K. Preto plati

b b

/kdasg/f(:c)dxg/bf(dx.

a a

7 toho dostévame ,

k(b—a) S/f(x) dx < K(b—a).

A dalej

b
1

< < K.
k;_b_a/f(x)dx_K

b
1
o [f@ e

nazyvame strednd hodnota funkcie f na intervale {(a,b).

Veta 55 Nech funkcia f : A — R je spojitd na intervale {a,b) C A. Potom
existuje ¢ € {(a,b) také, Ze

Cislo

b
1) = 5= [ 1) do.

To znamend, Ze spojitd funkcia dosahuje na intervale (a,b) svoju stredni hod-
notu.
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3.1.4 Hlavna veta integralneho poctu

Definicia 42 Nech funkcia f : {(a,b) — R je integrovatelnd na intervale {(a,b).
Potom funkciu

F:{a,b) > R, F(m):]f:/mf(t)dt

nazyvame funkcia hornej hranice integrdalu funkcie f.

Veta 56 Nech funkcia f : {a,b) — R je integrovatelnd na intervale (a,b). Po-
tom funkcia

T
F:lab) —R, F(a:):/f(t)dt
je spojitd.
Veta 57 (Hlavnd veta integrdlneho poctu) Nech funkcia f : (a,b) — R je spo-
jita. Potom funkcia

F:lab) — R, F(z) :/f(t)dt

je diferencovatelnd (na intervale {a,b)) a navyse
F'(z) = f(z) pre kazdé x € (a,b).

Definicia 43 Nech je dand funkcia f: I — R, kde I je interval. Nech existuje
funkcia F : I — R takad, Ze

F'(z) = f(x) prekazdé =z €l.
Potom funkciu F : I — R nazgvame primitivna funkcia funkcie f : I — R.
Veta 58 Nech funkcia Fy : I — R je primitivnou funkciou funkcie f : I — R.
Potom funkcia Fy : I — R je primitivnou funkciou funkcie f : I — R prdve
vtedy, ak existuje ¢ € R také, Ze pre kaZdé x € I je Fa(z) = Fi(z) + c. To

znamend, Ze dve primitivne funkcie tej istej funkcie sa lisia iba o konstantu.

Veta 59 (Newtonov - Leibnitzov vzorec) Nech funkcia f : {a,b) — R je spojitd
a F:{(a,b) — R je jej lubovolnd primitivna funkcia. Potom

b b
/ f = / f(z) dz = F(b) — F(a) = [F(2)]’.

Poznamka 4 Definiciu urcitého integralu zovSeobecriujeme nasledujicim spo-
sobom:
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1. [f=o0.

a

a

b
2. Ak a > b, definujeme [ f=— [ f.
a b

3. Nech f : {a,b) — R je spojitd funkcia. MoZeme definovat funkciu

b
G:{a,b) > R, G(z) = /f(t)dt.

Tdto funkcia je diferencovatelnd (na intervale {a,b)) a plati

G'(z) = —f(z) pre kazdé =z € (a,b).

4. Nech f: I — R je spojitd funkcia, I je interval a bod a € I. Definujme
funkciu G : I — R, G(z) = [ f(t)dt. Nie je problém ukdzaf, Ze tdto

a

funkcia je diferencovatelnd a G'(x) = f(x) pre kazdé x € 1.
Veta 60 Nech f : I — R je spojitd funkcia na intervale I. Potom k nej existuje
primitivna funkcia.
3.2 Neurcity integral

3.2.1 Definicia

Definicia 44 Nech I je interval a f : I — R je funkcia. Potom jej lubovolni
primitivnu funkciu F' : I — R nazyvame neurcity integrdl funkcie f. Oznacujeme

Fr) = [ f(x) de.

Poznamka 5 1. Je zrejmé, Ze oznacenim [ f(z) dx nie je vysledok jedno-
znacne uréeny. Je to jedna z primitivnych funkcii funkcie f. Teda [ sinz dx =
—cos x rovnako dobre, ako [sinz dx = —cosz + 356. Teda tieto vysledky
sa mozu lisit o kostantu. Preto, ked napiseme

/sinx da::/sina: dx,

nebude to znamenat, Ze
—cosx = —cosx + 356,
ale Ze existuje konstanta ¢ € R takd, Ze

—cosx + ¢ = —cosx + 356.
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2. Oznacenie F(x) = [ f(z) dx nie je mozné chdpat ako rovnost funké-
ngch hodnot. Rovnost [ sin3d3 = — cos 3 neddva Ziaden zmysel. Oznacenie
[ f(x) dx treba chdpat ako dlohu o ndjdeni jednej z primtivnych funkcid
funkcie f a rovnost F(z) = [ f(z) dx ako jeden z moznych vysledkov
uvedenej ulohy.

3.2.2 Metéda per partes

Veta 61 Nech funkcie f : I — R a g: I — R si spojito diferencovatelné na
intervale I. Nech H : I — R je primitivna funkcia funkcie (f'g) : I — R. Potom
(fg — H) : I — R je primitivna funkcia funkcie (fg') : I — R. V symbolike
neurcitych integralov to znamend, Ze

[uir=1a- [r9).

Désledok 5 Nech funkcie f : I — R a g : I — R sid spojito diferencovatelné
na intervale I a body a,b € I st lubovolne zvolené. Potom

b
[ 1@ (@) de = 109(0) - f@(@) - [ £@)g(z) .

a

3.2.3 Substituéna metoda

Veta 62 (Pruvd veta o substitucnej metdde) Nech I a J si intervaly, ¢ : J —
I C R je spojito diferencovatelnd a f : I — R je spojitd funkcia. Nech F : I — R
je primitivna funkcia funkcie f : I — R. Potom (F o) : J — R je primitivna
funkcia funkcie ((fop)¢’) :J — R.

Désledok 6 Nech I a J st intervaly, ¢ : J — I C R je spojito diferencovatelnd
a f:I— R je spojitd funkcia. Nech o, 3 € J st lubovolné. Potom

©(B) ®(B)

f(x) dwz/f.
) o)

B

3
/((fo ©)p') = /f(«ﬂ(t))w’(t)dt -

@ p(a

Veta 63 (Druhd veta o substitucnej metdde) Nech I a J si intervaly, o : J — I
je spojito diferencovatelnd bijekcia a f : I — R je spojitd funkcia. Nech G : J —
R je primitivna funkcia funkcie ((f o ¢)¢') : J — R. Potom (Gop™1): I — R
je primitivna funkcia funkcie f: I — R.

Désledok 7 Nech I a J su intervaly, ¢ : J — I je spojito diferencovatelnd
bijekcia a f : I — R je spojitd funkcia. Potom pre kaZdé a,b € I plati:

b b e (b) e (b)
[1=[1@a= [ Wewre)= [ sewnewan
a a p~1(a)

v~ 1(a)
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3.2.4 Niektoré vyznacné substitucie

1. Integraly typu

/R - ki/ax—l—b k,i/am—i—b v jax +Db e
" NVer+d Ver+d Scher ’
kde funkcia R vznikla pomocou koneéného poétu racionalnych operacii (séitania,

odéitania, nasobenia a delenia) na vedlajsich zlozkach.
Takéto integraly rieSime nasledujicim postupom:

1. Vypoditame najmensi spolo¢ny nasobok k = lem {k1, ko, ..., ks}.
2. Polozime

) 1

Vertd v (z)
3. Potom

b— dtk
T= o= o(t).
4. Dalej
ad — be
dr = ¢/ (t)dt = ———kt" 1 dL.
z=¢'(t) (ctF —a)?

5. Este mame

ar+b . jazx +b &
=t eto ¢ =tki.
cr+d e cx+d

6. Je zrejmé, ze kﬁ je celé cislo. Preto po dosadeni do pévodného integralu
dostavame integral

gk , , _
/R o O ) 90 e gy
ctk —a (cth — a)?

¢o je integral z racionalnej funkcie.

IL. Integraly typu

/R (C,x, vVaz? + bx + c) dz,

kde a > 0 a funkcia R vznikla pomocou kone¢ného poctu racionalnych operacii
(s¢itania, od¢itania, ndsobenia a delenia) na vedlajsich zlozkéch.
Takéto integraly riesime nasledujicim postupom:

Vax? +bx + ¢ = +t + ax.

1. PoloZime
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2. Potom
az? + bz + ¢ = t? + 2\/axt + az?.

V tejto rovnosti vypadne druhd mocnina z. Preto mozeme vypocitat .

3. Dostavame

. t?—¢ — o(t)
“bhx2vat OV
4. Potom )
+2./at? + 2tb + 2
dr = ' (t)dt = Vat' + cva dt.

(b £ 2/at)?
5. Treba si este uvedomit, ze

2 —c

\/ax2+bx+c::I:t:l:ﬁx::l:t:t\/ﬁbi2\/at.

6. Preto dany integral

/R(c,x, \/aa:2+bx+c> dx

je prevedeny na integral z racionalnej funkcie

t2 —¢ 2 —¢ +2./at? + 2tb £+ 2c\/a
Rle, ¢ 44+ dt.
/ (c’ b+ 2vat’ ﬁbi?ﬁt) ( (b+ 2/at)? )

II1. Integraly typu
/R (c,x, vaz? + bx + c) dz,

kde ¢ > 0 a funkcia R vznikla pomocou kone¢ného poctu racionalnych operacii
(s¢itania, od¢itania, ndsobenia a delenia) na vedlajsich zlozkach.
Takéto integraly rieSime nasledujicim postupom:

1. PoloZime

Vax? +bx 4+ c = +/c+ xt.

Pre jednoduchost budeme uvazovat len o jednej zo Styroch moznosti
Vax? + bx +c = /c — xt.

2. Potom
az? +bx + ¢ = ¢ — 2v/cxt + 222,

V tejto rovnosti vypadne ¢, preto mozeme kratit x—om. Vypodcitame x.



3.2. NEURCITY INTEGRAL 95

3. Dostavame
2t\/c+b
= —- = (t).
v=—n—— =¢)
4. Potom

do = ¢ (t) dt = _2(t2\é§tf)j vea) o

5. Treba si eSte uvedomit, Ze

Var?+bx+c=+c—zxt=+/c— (W>t

t2—q

6. Preto dany integral

/R(c,x7 \/axz—i—bx—i—c) dx

je prevedeny na integral z racionalnej funkcie

/R<C7 W, Vi (2t\/6+b>t) (—Z(tz\/é—&-tb—k\/éa)) "

t2 —a 2 —a (t?2 — a)?

Iv. Integraly typu
/R(c, sinz, cosz) dz,

kde funkcia R vznikla pomocou koneéného poétu racionalnych operacii (séitania,
odéitania, nasobenia a delenia) na vedlajsich zlozkach.
Takéto integraly riesime nasledujicim postupom:

1. PoloZime

x —
tgy =t=¢""(2).

2. Dostéavame

x = 2arctgt = p(t).

3. Potom )
dr =¢'(t)dt = dt
r=¢ () 1+ ¢2
4. Dalej
. o2t — 2
SsIr = a COST =

141¢2 1+t
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5. Preto dany integral
/R (¢,sinz,cosx) dx

prevedieme na integrél z racionalnej funkcie

2t 1—t2 2
R dt.
/ <C’1+t2’1+t2>1+t2

V. Integraly typu
/R (c, tgx, sin?z, cos?z, sin 2%) dx,

kde funkcia R vznikla pomocou koneéného poétu racionalnych operécii (s¢itania,
od¢itania, ndsobenia a delenia) na vedlajsich zlozkach.
Takéto integraly riesime nasledujicim postupom:

1. PoloZime

tgr =t = (z).

2. Dostévame

x = arctgt = ().

3. Potom

4. Dalej

. t2 ) 1 ) 2t
sin“x = ——, cos“x = a sin2r=-——-.
1+¢2 1+¢2 1+¢2

5. Preto dany integral
/R (c, tg z, sin’z, cos?x, sin 22:) dx

prevedieme na integral z racionalnej funkcie

t2 1 2t 1
R (¢t , , dt.
/ (C 1+271+¢2 1+t2>1+t2
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3.2.5 Priklady
Cast I

1. Pomocou prvej vety o substittcii poéitajme (jednoduché) integraly:

(a) [ 37azT 0T ceeii [Z—%arctg %}
() [z de. [+ 1n(3 + 4a?)]
(C) fﬁ d.T ....................................... [—m}
(d) [e tge™ dm. oo [~ 1In|cose®|].
(e) f % dr. ..o ... [% In(z? + 42 + 5) — darctg (z + 2)] .
(f) [ ede. [In(2? + 2z + 5) — Larctg 1] .
() [ =25t de. i [3n(a? + 20+ 8) — Sarctg =21
2. Pocitajme integraly z racionalnych funkcii:
f 522 +2zizz2v2z 8 d.ﬁ
[z +2In|z| +3In|z — 2| +4ln|z + 2|].
2z z—23

(b) f 22+:12 AT, [ln |\E+3I5} .
(c) ﬂ_jxlg, dr. oo 2In|z|+ 1 - 3L —2Infz +1]].

522 —7x4+10
(d) 3 —x2—41x—6 dz.

[2In|z — 3|+ 2 In (22 + 22 + 2) — Barctg (z + 1)] .
2 —
() [ miimriters 4o
[2In |z + 5| — 3arctg (22 + 1)].

() [ st da.

{lln|x+1\ —lln(x2_x—|—1) +%arctg§ (230—1)].

() ] 2
[g—x+lmu@_m@.
6x—13
f (412+4w+17) dz.
[% In (4x2 + 4z + 17) — 2arctg #] .
3. Pocitajme metédou ”Per partes”:

a) [asinzdr. ..o sinz — x cos ] .
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8
>

|

1n(:v2+3:1c—10)—”—;+3§—21n|x—2|—%ln|x+5\}.

x (2z—1)e?®

(b) [xe® dr. o [ S }
(¢) [(@®—z+1)e**dr. ... [% (a:?’—%—i—%—i—%)}
(d) [(222 +3)cos2z dr. ... [7].

0
(e) [Inzdr. ... [xlnz — z].
(f) [xlogig2xdr. ...l {I—; (logyg 22 — 572 10)}
(g) [esinwdr. ... [2 (sinz — cosz)] .
() [ SEpde. [ztgz + 1n|cos zl].
(i) [arccotgw dz. ............. ... [zarccotgz + £ In(2? + 1)] .
() [xn(z? + 3z — 10) da.

J

—

n(z? — 4z + 6) dx.

®
N—

V2

—

(r —2)In(2? — 4z + 6) — 22 + farctg(m_Q)} .
1) [zarctg(z + 3) dz.

[(I @ =8 arctg(ax +3) — 2 2 4+ 31n(2? + 62 + 10)}

4. Pomocou prvej vety o substittcii pocitajme integraly:

27 1
a) f W A, |:761n2(27’5+3)6:| .
1 1 2
b) fﬁ X [ arcsin —3}
c) f\/ﬁ AT [—1v3—4a?].
Inb
e”—2)e”
(d) f2 Sy da.
% In42 —In15) — % (arctg % — arctg %)} .
) J S dE e [4n|izme].
5 ) ]
(f) {msmxdﬂ .............................. [3+2mn3].
/2 ] .
(g) bf m AT, [ln g] .

(h) f m(lnzf2)(lngm72lnz+2) dx. -+ |In s 2 — arctg (11’1.%' - 1):| :
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5. Pomocou druhej vety o substiticii pocitajme integraly:

Y41 ¥z
a) [ g dr 45 — & +24m | i ||
b) [/ e 3 (m|5] - - &) b= /2
64
2vz
(C) { W d.]}' ....................................... [12 ln %] .
- In|1-2¢ _
(d)f\/% {%— > (133215)’ ——x+\/1:2+x+3}.
(e) [Va?+4x+3dx.
2 In t+2
[—%—%—F l ‘+8(t+2) t:x—\/z2+4x+3}.
) [ o=z e [—2arctg (7“1*?’2*9”2*2” .
1
(2) _Of% AT, [—8, 345]
1 t —+1
(h) [ = dm. oo =
(i) f m d:L' .................. [{arctg{ <3tg( ) + 1)i| .
. 1 tgZ+1—+/2
(J) fmd.f ............................. [%ln %ﬁ}
% tgx
(k) g‘mdx ................................ |:7T (%-ﬁ)}
% in 2
(].) b"m dx ........................................... [%] .
% 2 2
(m) f m d]} ........................................ [1,246] .
0
% 1
(H) {m dl’ ......................................... [Z] .
Bl
(o) J sy PP [0,152].
) Jeos(Inz) de. ... [Z (cos (Inz) + sin (Inx))] .

6. Vypoéitajme [ z2eV® da.

[(2 (vz)® — 1022 + 40 (v2)* — 1202 + 240/7 — 240) eﬁ] .

7. Vypocitajme plosny obsah rovinnej oblasti ohranicenej krivkami:

(a)y:xlnx,x:%,x:?,yzo. ................. [—%—F%ln?].
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(b) Parabolou y = 22 —62+8 a jej dotyénicami v bodoch A = [1,3], B =
[4,0]. o FE

8. Vypoditajme objem zrezaného kuZela, ktory vznikne rotéciou elementarnej

oblasti okolo osi 0,. Polomery jeho podstav st r = 1, R = 2 a vyska

U o B [Tn].
Cast 11

1. Pomocou prvej vety o substittcii pocitajme (jednoduché) integraly:

(a) fﬁ AT, [2farctg Vaa|
(b) [ de. o [§In(4 + 3z )] .
(€) J Gotmys A8 oo [fﬁ :
) [Z5tsde. [21n(2? + 22 4 2) — 6arctg (z + 1)] .
() [ #52=de. .. [% In(2? + 42 +7) — farctg ””\;12
() [ePcotge™ dm. ..o [In|sine®|].
2. Pocitajme integraly z racionalnych funkcii:
(a) [ g7 dm. o iln Igi;ﬂ :
(B) JAE do. oo lnfz| — 21nje + 1.
(c) %dm .............. [%Z—x+3ln|x—2\—21n|x—|—1|-.
G [%ln\m—ﬂ—ﬁ—%lnm—kﬂ:.
() [ miotitl2 . ..., {2ln|x+5|fln\x+1|f%+1_.
(f) IW—:Q&%J dx.
{13—0 Injz—1— & n (22 +22+7) + farctg (%)] .
(g) %dm. ............. [%+1n|x_z\_21n|x+1|}.

(h) [ zo—mi5eys do.
{ln% + farctg (—1)} .
f 223 —iﬁ+-£41, 4 dx.
[3In[(2? — 2z + 2) (22 + 22 + 2)] — 2arctg (z + 1)] .
3. Pocitajme metédou ”Per partes”:

a) [warctgr dr. ... [322arctgr — $o + Larctgz] .
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(b) [22€3 du. ..o [627“' (922 — 6z + 2)}
(€) foF exp (22) ST d  ooiiiiii [2em + 1]
() [olna? de. o [L;(lnx2 - 1)}
(e) [In(z?+1)de. ..ol [In(z? + 1) — 2z + 2arctg z]
(f) fanx Q2. oo (e — 2)]
(g) fe% COS(BL) AT o eveeee e [-2 (" + 2)]
(h) [2ln(z? — 2z +5) do
[l(x +3)In(z% — 22 +5) — & — x + darctg 1)}

(i) [In(z® 4+ z —2) da.

[zln(z®> + 2 —2) -2z —In|z — 1|+ 2In|z + 2] .
) [ 2?In(z? + 4z + 4) dz.

{I—;ln(m2+4m+4)—%(m—;—m2+4x—81n|$+2\)].
k) [a?arctg Ldew. ...l [%arctg%Jr%f In(z? + 1)

(D) [eVZdr. oo {Ze\f r—1)

T
{a\r;%f de. o { \/1+ +4\/1 —4].

4. Pomocou prvej vety o substittcii pocitajme integraly:

a) [ gy dv [22 —In|e2® — 2¢ + 5| + arctg (<51)] .

(b) S/ ee(f,;l) dT. [% In (62’3 + 1) — arctg (ew)] .
In5

(c) 1f3 ﬁ AT [In \/5] .
In2

d@ f %ew dr. o [ln2 + arctg 3 — arctg 2] .
0

(e) f 's2inwc'osm dx.

sin® z+sin x+3

—

1n (sin’z +sinz + 3) — %arctg (% (2sinz + 1))} .

w A o [—31n2].

cos? xr—cosz—2

(f)

O —uh
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(8) J ssreint srems 42
{ln\sinx\ ln|s1n x+sinz+ 1| — \/garctg (\[(%—l—sinx))} .
5. Pomocou druhej vety o substiticii pocitajme integraly:
(a) [avo+2de. ..ol [% (x+2)7— %\3/(304—2)4} .
(0) [ oo do: e [6In(1 + ¢/z)].

{g(m_l)%_x+1+4\/xf—41n(1+\/m)}.

LT AT [7+1n4].

9
J
4
1— Y21
(e) f o1+ Y/ (z+1)*

In|z+1] = 3In|¢z +1+ 1| — 6arctg (Vo +1)].

() [ o doe oo 20 (1+ V20— 1) + k|-
) [l de [2W—1m(1+\/m)4—pr7\/2ﬁ:.
(h) 2f73+fr B, oo 8+ 24
i) [ ﬁ drT. [@ (arcsin (3 — %)) :
j) f#\/wdx ........................... {ln’%
() jz VI T2 A0, oo 2]
1) f\/ﬁ dr. oo [—Qarctgt t= @*‘f}
m) ofm dT. [£]-
(M) [ dm EE==1lk
0) [sE—dw. ... [ga,rctg (\/itg%)} .
m de. ..ol [Q‘f (arcth)_
E m dr. oo [—arctg (% — 1) .
r) [ifSineteoss g, [2(In|t — 1| — In|t| — arctgt), t = tg ] .
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g 2
1+tg® a 2—/3
() [ AEES s do. o 2545]
T
(t) fslnzm—k;m ........................ [\/%arctg < gtg$>:| .
w/2
6. Vypocitajme 0fsin5:rcosx dT. [%]

7. Vypocitajme plosny obsah rovinnej oblasti ohranicenej krivkami:

2

(a)y:zf—ig,y:%. .................................. (2 (37 —2)].
M) y=Inz, y=1In>2z. ... ., [3—e€].

8. Kruh 2% +y? = 8 je rozdeleny parabolou y = ‘C—; na dve c¢asti. Vypocitajme
plosny obsah mensej z nich. ... .. .. . ool [277 + %] .

9. Vypocitajme objem telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti okolo osi o,.

o . v s v . . 2
Oblast je urcend ¢iarami y = %, y=sinzx,z>0. .............. [L} .

Cast III

1. Pomocou priameho integrovania, vyuzivajuc len vzorce integralov elemen-
tarnych funkcii, vypocitajme:

(a) [3x®+2x—4dde. ... [%x‘l +x? — 4z .

) (5 =8) doe i 5 -]
(c) [ (\/a??’— ﬁ) dT. {2‘%’53 - 2xé: .

12 T 412 /25 |
37 25 :

7 AT
(F) [E2Lda. oo {g—s+m—;+x-.
(8) [e®a™ dm. . [16:16:; .
(h) [ (5 cosx — 2x° + 1+3$g> dr. ... [5 sinz — ‘%6 + 3arctg z|.
i [ (1077” + ;iﬁ’) dr. oo [—% + x + 2arctg z|.
j 2sinx —3cosx) dr. ...l —2cosz — 3sinz]|.
G J( )
1 arcsin z |
(k) f V3322 dﬂf ......................................... {T

x

(1) f3212+231 AT. |:3$ — m_ .
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(m) [ EEE dr. [+ £].
(n) [ (COCSZZ)QSTH —dT. [—cotg x — tg z].
(0) [t dz. .o [tg x — x].
(p) [eotg®xdr. ... [—cotg x — x]

(q) f m L. [tg .T] .

1+22°

(r) [ % AT, [—1 +arctg 2]
(8) [ de. In|z| + 2arctg ] .

2. Pomocou prvej vety o substitticii po¢itajme (jednoduché) integrély:

(8) [ 8T dz. Prrerd
(b) [ 55 dre oo [LIn]5 + 23]
(€ [amaz dr. o {B—%arctg( Sm)}
(@) [arimmde. [ In(3 + 922)]
() [ Z5mde. [In (22 + 2z + 5) — farctg (£51)]
() [ o de. [% In(z? — 4z + 7) + Larctg 2}
(8) [2SBf_dy. [—In|cosz —1]].
(h) [ \;% dr. [—% /(sinz + cosx)ﬂ .
3. Pocitajme integraly z racionalnych funkcii:

CATB fE e {9”3—3 +2 4 4r+1n" |:p|i2\23‘5 .
f(xx _”” s dT. _2ln\x—3|—ln|x—1|—|—%_ :
f%dx. ............. 21n\:£—2|+1n|x—3|——-.

(d) %ﬁ:ldaﬁ .................. [ +2x+ln|x\—3ln|x+1|}.
(e) [35ocldde. ln|x+3\+2ln|x—l|+% .
) | eieEh A
[ln |z + 1|+ $In|z? + 22 + 3| — —arctg x\'}l}
) f(lﬂvj)”wdx ......... [IIn|1+ 2| — $In|l — 2| — Jarctgz] .

(h) of in;erJrf) dr. [3Ing+ % — farctg 5] .
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f aeteelo g L]
2

6) if—?’f—w;ﬁ Q2. oo (5 3],
3

(k) !#‘:—2&6—1 dl’ ................................... [1112"‘%] .

4. Pocitajme metddou ”Per partes”:

(@) [ dw. e 5 (mz-1)].
(D) [2€ " date oo [—we—7 — e=7].
¢) fe% SINE T oo 2D ]
(d) [farctgz dr. ... [rarctgz — 3 In(1 4 2?)] .
(&) [a?3% dx. ... &5 (2 - 25 + 27|
(f) [zarccotga dr. ..., {I Lt larccotg z + %} i
(8) [y a?sinwde. ... (72 —4].
h) g‘xarccotgxdx. ............................................ .
) [arccos® dr. i [zarccosz — /1 —2?].
) fxarctgx AT, [‘ig — (\/‘3’21)] .

k) [In(z? — 2z — 3) da.

[zln(z? =22 —3) =2z +In|z+ 1| — 3In|z — 3] .
) [In(z? — 62 +9) da.

[In(z? — 62 +9) — 2z — 61In|z — 3|] .
m) [In(z? + 2z + 3) dz.

_ (z+1)
[(x+1)ln(x +2z+3) 2x+farctg Ne ]

n) [az?arctg (z —1) dz.
[% ((:z:3 + 2)arctg (z — 1) — % — 2z — In(2? — 22 + 2))} :
5. Pomocou prvej vety o substiticii pocitajme integraly:
a) f\/%ﬁ AT, [—%m] .

b) f m dT. [%arctg (%(EI — 1))] .
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2¢°7 -3¢ 4+10 7o [t —2In|e® — 2| +31Inle” — 5.

(c) T e 10 OF: ceeeesieeeeenen
) [ % dv. [—In(cos®x + 2cosz + 5) + arctg (<=2+1)].
() [ GoleesLodu. il [3In|sinz — 1| + ZIn(sinz + 2)] .
(f) OE mgéﬁiﬁ d:L' .................................... IZ% ].n %] .
/2
sin x cos T 6
(g) ‘({‘ m dx ................................... I:% 1I1 %] .
6. Pomocou druhej vety o substiticii pocitajme integraly:
(a) [ midgilede. ... [22 — In (€7 — 2¢® + 5) + Sarctg <51 ].
Yz Yz _ )}
)IH\/;Sd:c ..................... {( —Yr+In(Jr+1))].
A=
f 1_,’_1 ................. [ln Gi?ﬂ + Qarctg 1+‘L ] .
i+
(d) [ dr. L 2vI+z+n|VI+z—1—-In[l+VI+z.
ON v == =2

[—§—4t—91n|t—3|+1n|t+1|, t:\/2x+3}.

4

) of“ff AT, o [In9].
) S \/ﬁ dT. [3 (arcsin (z + 3))] .
) fol ﬁ AL, |:1n 5+§fi|

[ e e
[2ln|t|—|—1ln|2t—|—1|—|—2 2t+1,t:\/x2—x+1—x}.

) g 3+Closx dr. oo {g (arctg@ - arctg%)} .

(k) [ dr. [tg% —In (tg® (%) +1)].
0

o f 47515inw AL, e [% In 2]

-3
T

(m) of 1igtgx AT, [Z—1im2].

) fm dr. ... [‘{—?arctg (\/gtg.ﬁ)} .

Inb5

7. Vypocitajme [ O [4—7].
0



3.2. NEURCITY INTEGRAL 67

27
8. Vypoditajme [ cos3zcosdw dr. ......... i [0].
0

9. Vypocitajme plosny obsah rovinnej oblasti ohranicenej krivkami:

_ 2 _ 16

(@) y=ao—1y° =22+ 1. [?]

(b) y=a?, y=322,y=2. ... 3 (2-v2)].

10. Vypocitajme objem telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti okolo osi o,.
Oblast je uréena ¢iarami y = sinz, y =22, ... %2} .



