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1. PoLYNOMY
Zakladné pojmy.
Definicia 1.1. Nech n € NU {0}, ag,a1,...,a, € C. Funkciu

f:C—C, f(z)=apz" +a, 12" '+ +ayz +ag (1)
nazyvame komplezny polyném komplexnej premennej z (struéne ho budeme nazyvat len poly-
ném). Cisla ag, ay, ..., a, st koeficienty polynému f a vyrazy ayz* pre k € {0,1....,n} st

¢leny polynému f, Specidlne ag je absolitny clen.
Polyném g : C — C, g(z) = 0 nazyvame nulovy polyndm a budeme ho oznacovat 0.

Poznamka 1.1. KedZze definiény obor aj koobor polynémov je vidy mnozina C, budeme na-
miesto dlhého zapisu (1) pouzivat kratsi:

f(z) = apnz™ + ap 12"+ -+ a1z + ag

alebo

anx™ + ap_12" L+ + a1z + ag
alebo

f(z)
alebo

f

Mnozinu vSetkych komplexnych polynémov premennej z budeme oznacovat P(C) a mnozinu
vietkych polynémov s realnymi koeficientami P(R). Prvky mnoziny P(R) budeme tiez nazyvat
redlne polynomy.

Je zrejmé, ze P(R) C P(C).

Stucet f+ g, rozdiel f —g a sucin fg polynémov f, g definujeme Standardne, tak ako su tieto
bindrne operacie definované pre funkcie, teda

f+9:C—C, (f+9)(z) = f(z) +g(z)
f=9:C—C, (f—g)(z) = f(z) —g(z)
f9:C—C, (fg)(z) = f(z)g(x)

Priklad 1.1. Uréte f +g, f— g, fg,ak f(z) =2 -1, g(z) =22+ 2+ 1.

Riesenie
(f+g)(z)=f(z)+g(z)=(x-1)+(@*’+z+1) =22 +2z
(f—9)(z)=flz)—g(z)=(x—-1) - (e*+z+1) = —2? -2
(f9)(z) = f(z)g(z) = (z —D)(z* +z+1) =2 -1

Poznamka 1.2. Sucet, rozdiel a sti¢in dvoch polynémov je opit polyndm.

Rowvnost polynémov definujeme ako rovnost funkcii. KedZe polynémy maji rovnaké defini¢né
obory, mbdZeme povedat, Ze dva polynémy f, g st rovnaké a pisSeme f = g, ak f(z) = g(z) pre
vsetky = € C.
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Veta 1.1. Nech f(z) = asz* +as_12° '+ +ajz+ag, as # 0a M = max{|agl,|a1],...,|as—1}-
Potom pre kazdé komplexné ¢islo z, ktoré vyhovuje podmienke |z| > 1 + ‘a—]\f‘, je f(z) #0.

Dokaz
Pre kazdé komplexné ¢islo x plati
|f(z)] = |asz® + as—125" 1 + -+ + a1 + ag| > |asz® + as_12° 1 + - + arz| — |ag| >
> |asz®| —Jas—12° | = -+ = [arz] — ag| = |as||z|* — |as—1[]z[* " — -+ —|ai1|z] — |ao| =
= las||2]* — (las—1|lz]*~ + - + |an||z] + |aol) > |as||z|* — (M]z"! + - + M|z| + M) =
= las|lz* — M(|z]*"" + - + 2] +1)

Pre komplexné ¢isla z, ktoré spliuji podmienku |z| > 1 + ‘a—]\/f‘ dalej plati

s s—1 s ‘Z|s -1 s s
[f(2)] = las||z[* = M (|27 + - + |2] + 1) = |as|[z]” = M FE |as||2|* — = (27 = 1)
Z podmienky |z| > 1+ % vyplyva ‘Z‘% < |as|, a preto

[F(2)] > las|z” = [as|(]2* = 1) = |as| > 0

Absolttna hodnota ¢isla f(2) je kladnd, ¢o znamena, ze f(z) # 0.
0

Veta 1.2. Polyném f(z) = apz™ + ap—12" 1 + - + a12 + ag je nulovy vtedy a len vtedy, ked
ag=a1 =...=a, =0.

Dékaz (nepriamo)

Predpokladajme, ze niektory z koeficientov polynému f je rézny od nuly. Oznac¢me s najvicsie
¢islo k € {0,1,...,n}, pre ktoré aj, # 0. Potom f(z) = asz® +as 12°~ ' +--- + a1z + ag, pricom
as # 0, a podla predchddzajiicej vety existuje komplexné ¢islo z, pre ktoré f(z) # 0. To je vsak
v spore s tym, Ze f je nulovy polyném.

O
Veta 1.3. Dva polynémy
f(@) = ana" + ap_12™ '+ + a1z + ag, an # 0,
9(T) = bp™ 4 b1 ™+ + bz + by, by # 0
st rovnaké prave vtedy, ked n = m, ag = by, a1 = by,...,a, = by.
Dékaz
Polyndémy f a g st rovnaké prave vtedy, ked polyndm f — ¢ je nulovy. To nastane prave vtedy,
ked ag — by =0, a; — by =0,..., ¢ize ked ag = by, a1 = by,... a vtedy samozrejme n = m.
O

Definicia 1.2. Stupiiom polynému f(z) = apz"™ + ap_12" ' + -+ + a1z + ag, ktorého aspon
jeden koeficient je nenulovy, nazyvame ¢islo

st(f) = max{k € {0,1,...,n}; ar # 0}
Priklad 1.2. Nech h(z) = 0z° + 22" + 52 — 1, potom st(h) = 4

Polyném stupna s mozeme pisat v tvare
f(z) = asz® +as 12 '+ +aix +ag, as #0

(koeficienty ay pre k > s st nulové, preto ¢leny s tymito koeficientami netreba pisat). Tento tvar
nazyvame normdalny tvar polynému f. Koeficient as; nazyvame najvyssi koeficient, ¢élen azx®
najvyssi ¢len polynému f.

Polynémy nultého stupna a nulovy polyném nazyvame konstaniné polynémy, polynémy prvého
stupna - linedrne polyndmy, polynémy druhého stupna - kvadratické polyndmy a polyndmy
tretieho stupna - kubickée polyndomy.
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Uvedomme si, Ze nemame definovany stupen nulového polynému. Tento nedostatok mdzeme
odstranit takto:
Definicia 1.3. Stupnom nulového polynému nazyvame symbol —oo.

Stupne nenulovych polynémov st prirodzené &isla, ktoré vieme scitovat a porovnavat. Aby to
bolo mozné aj so stupiiom nulového polynému, dohodnime sa, 7e pre vietky n € N U {0}

—00+n=n+(—00) =—00
—00 + (—00) = —00
—o0o<n

Veta 1.4. Pre kazdé dva polynémy f,g € P(C)

st(f +g) < max{st(f),st(g)}
st(fg) = st(f) + st(g)

Dokaz
Nech
f(z) = apa" + ap_12"' + -+ a17 + ag, an #0,

g(:z:) = bpz™ + bmflﬂjm_1 +--+ bz + by, by #0
st nenulové polynémy, potom st(f) = n a st(g) = m. Vzhladom k tomu, ze
f(2)g(z) = [anz™ + an 12" + - 4+ a1z + ag][brx™ + by 12 4 -+ bz + by] =
= anbmanrm + (anbm—l + an—lbm)anrmi1 4+ (alb[] + agb1)$ + agbo, anbm 7é 0,

st(fg) = nm = st(f) + st(g).

Pre ¢isla m, n plati prave jedna z moznosti: m = n alebo m < n alebo m > n. Povedzme, ze
n > m (v opa¢nom pripade by sme postupovali analogicky). Ak polozime by = 0 pre m < k < n,
tak g(z) = bpz" + bp_1x" L+ - F bz +bo a

f(@) +g(x) = (an +bn)z™ + (an_1 + by 1)z '+ +

V pripade, Ze n > m je ap, + b, = a, +0=a, # 0 ast(f +g)
Ak n=m a a, # —by, tak a, + b, #0 ast(f +¢g) =n =st(f
Ak n=m aa, = —by, tak a, + b, =0 a st(f +g) <n =st(f
Vo vsetkych troch pripadoch plati st(f + ¢g) < max{st(f),st(g)}.

Ostava este overit pripad, ked niektory polyném je nulovy. Nech napriklad g je nulovy poly-
ném. Potom

f(@)g(z) = f(z) -0 =0, st(fg) = —oc = n+ (-00) = st(f) + st(g)
f(@) +g(x) = f(z) + 0= f(z), st(f +g) = st(f) < max{st(f),st(g)}

Delenie polynémov so zvyskom.
Priklad 1.3. Zistite, ¢i k polynémom f(z) = 1, g(z) = = + 1 existuje polyném h tak, aby
f=gh.
Riesenie
Pre polyném h ma platit: 1 = (z + 1)h(z), odkial pre stupne vyplyva
1+ (—o0) = —o0, ak st(f) = —oc

st(gh) = st(z + 1) + st(h) =1+ st(h) :{ I, ak st(f) = n > —oo

V oboch pripadoch st(gh) # st(f) = 0. Znamena to, ze pozadovany polyném h neexistuje.
|

V predchidzajicom priklade sme videli, ze podiel polynémov f,g je funkcia, ktord nie je
polyném. Podobnd situécia je pri deleni celych ¢isel. Tu tiez podiel celych ¢isel nemusi byt celé
¢islo. AvSak existuje tu delenie celych ¢isel so zvySkom. Nasledujica veta hovori, Ze delenie so
zvy$kom je mozné zaviest aj pre polyndmy.
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Veta 1.5. Ku kazdym dvom polynémom f,g € P(C), g # 0, existuju také polynémy ¢,r €
P(C), 7e

L f=gq+r,

2. st(r) < st(g).
Podmienkami 1 a 2 st polynémy ¢, r jednoznaéne urcené.

O

Poznamka 1.3. Polyném ¢ z predchadzajicej vety sa nazyva podiel a polyném r zvysok po
deleni polynému f polynémom g.

Priklad 1.4. Vydelte polyném (1 — 2i)z? + 3z — 2 + i polynémom 4iz? + (=1 + 2i)z — 4.
Riesenie
KedZe pre tieto polyndmy plati
(1 —20)2% + 3z — 2+ i = [diz® + (=1 +20)z — 4]0 + (1 — 2i)2? + 3z — 2+

st((1 —20)2? + 3z — 2+ 14) < st(diz® + (=1 + 2i)z — 4)

tak podielom je nulovy polyném a zvysok je (1 — 2i)z? + 3z — 2 + .
|

Algoritmus na vypocet podielu a zvysku si ukdzeme na konkrétnom priklade.

Priklad 1.5. Vydelte so zvyskom polyném f(z) = 52° — z* + 223 + iz — 2i polynémom g(z) =

2
-+ + 1.
Riesenie

Vypocet podielu g a zvysku r je takyto: Vydelime najvyssi ¢len polynému f najvyssim ¢lenom
polynému g a dostaneme prvy ¢len podielu g. Vynédsobme ho polynémom ¢ a tento sicéin odéi-
tajme od polynému f. Dostaneme polyném f; stupiia mensieho ako st(f). Zapisat to mozeme
takto:

(5z° — x4+ 223 + iz — 2i) : (2% + v + 1) = 523
—(5z° + bxt + 5x3)

—6z" — 327 + iz — 2

Predchadzajaci postup zopakujeme, pricom polyném f nahradime polynémom f;. Ziskame
tak druhy ¢len podielu g a polyném f5. Tento postup opakujeme k-krat, kde k£ je uréené pod-
mienkou st(fx) < st(g). Cely vypocet je potom takyto:

(52° —z* +22° + iz — 2i): (2> + 2+ 1) =523 — 622 + 3z + 3
—(52° + 5z + 523)
—6z* — 327 + iz — 2i
— (=62 — 623 — 622)
323 + 622 + iz — 2i
— (323 + 322 + 3z)
322 + (=3 +i)z — 2i
—(32? 4+ 3z + 3)
(=6 +14)x — 3 — 2i

Podielom polynémov f, g je polyném q(z) = 5z% — 622 + 3z + 3 a zvyskom je polyném r(z) =
(=6 + 1)z — 3 — 2i. Pre tieto polynémy plati

50 —xt 4 22% 4 iz — 2= (2 + 2+ 1)(52> — 62 + 3z +3) + (=6 + i)z — 3 —2i
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Poznamka 1.4. Pri vypocte koeficientov podielu g a zvysku r sa pouZivaju len operacie sci-
tovania, nisobenia a delenia, preto ak f,g si redlne polynémy, tak aj g, r st redlne polyndmy.
Dokonca, ak f,g st racionidlne polynémy (ich koeficienty s racionédlne ¢isla), tak aj ¢,r s
racionalne polynémy.

Veta 1.6. ZvySok po deleni polynému f polynémom z — ¢, kde ¢ € C, je konStantny polyném
r(z) = f(e).

Dokaz

Nech ¢ je podiel a r zvySok po deleni polynému f polynémom z — ¢. Potom

f(z) = (z —c)g(z) +r(x), st(r) <st(z—c) =1
Stupent polynému r je teda bud 0 alebo —oo, ¢o znamend, %e polyném r je kongtantny, ¢ize
r(x) = u,u € C. Mdzeme teda pisat

flz) = (z — c)q(z) +u
odkial pre z = ¢ dostaneme

f(c) = (c—c)g(c) +u = 0q(c) + u = u.

O

Vsimnime si teraz blizie delenie polynému f(z) = ap,z"+a,_12" '+ - -4a1z+ag polynémom
g(z) =z—c,kden > 1, a, # 0, ¢ € C. Podielom je polyném q(z) = b, _12" ' 4by_ox™ 24 -+
biz+by a zvySkom r(x) = u. Podme zistit, aké st ich koeficienty bg, by, . . ., by—1, u. Predovietkym
plati rovnost polynémov

™ + ap 12" N+ dartag = (x — ) (bp 12" F by x4 -+ bz + ) +u=

=bp_12" + (bn_2 — Cbn_l)xnfl + -+ (b[] - cbl)a: 4+ u — cby

Porovnanim koeficientov dostaneme

an = bp1 b1 = ap
an —1 = by_9—cby_ bp—2 = ap_1+cbp_1
: odkial
a; = b() — Cb1 b() = a1+ Cbl
ajy = UuU-— Cb() u = ag+ Cb[]

Vysledné vztahy je vhodné pisat v tvare tabulky

an anp—1 e ai ag
c cbn_1 ... chby cbg
anp Qp_1+cbp_1 ... a1 +cby | ag+chy
~ — —— | N———
bnfl bn_Q bO u:f(c)

ktora nazyvame Hornerova schéma.

Priklad 1.6. Hornerovou schémou vydelte polyném f(z) = z° — 22* + 2 — 8z + 2 polynémom
x — 2 a vypocitajte f(2).

Riesenie

1 -8 2

0 2 —12

1 001 -6 |-10

Podiel je polyném z* + z — 6 a zvySok —10. Takze plati

N
DO DN
[en) Raw)

flz)=(z—2)(z* +2 —6) — 10
f(2)=-10
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Definicia 1.4. Hovorime, 7e polyném f je delitelny polynémom g,g # 0, a piSeme g | f, ak
existuje taky polyném h, ze f = gh.
Polyndém g sa nazyva delitel polynému f.
Pozndmka 1.5. V&imnime si, Ze polyném f je delitelny polynémom g prave vtedy, ked zvySok
po deleni polynému f polynémom g je nulovy.
Namiesto ,,polyndém f je delitelny polyndémom ¢* sa tieZ hovori ,polyndm ¢ deli polyném f*.
Priklad 1.7. Zistite, pre aké ¢isla a, b je polyném f(z) = az®+ 2z +bzx +a delitelny polynémom
g(r) = 2% + 1.
Riesenie

Vydelenim polynému f polynémom g dostaneme podiel ¢(z) = ax + 2 a zvySok r(z) =
(b — a)z + a — 2. K splneniu podmienky ¢ | f staéi, aby zvySok r bol nulovy polyném. Teda
b—a=0, a—2=0,odkial a =2,b = 2.
Polyném g deli polyném f, ked a = 2,b = 2.

Korene polynému.

Definicia 1.5. Komplexné ¢islo ¢ nazyvame koreriom polynomu f, ak f(c) = 0.

Priklad 1.8. Zistite, ¢i niektoré z ¢isel 3, 1+ je koretiom polynému h(z) = 22 — 522 + 62 — 2.

Riesenie

Stadi zistit, ¢i hodnota polynému h v danych ¢islach je 0. Pocitajme

h(3)=2-3-5-3246-3—-2=54—-45+18—-2=25

Vidime, ze ¢islo 3 nie je korenom polynému h.

Hodnotu polynému h v ¢isle 1 4 ¢ vypocitame pomocou Hornerovej schémy.

2 -5 6 —2

144 2421 —=b—1 2

2 =342 1-—4 |\0 =h(l+1)

Zistili sme, ze h(1 4+ 14) =0, teda 1 + 4 je korefiom polynému h.

Veta 1.7. Komplexné ¢islo ¢ je korefiom polynému f prave vtedy, ked (z —c) | f.

Dékaz

Najprv dokdZeme implikiciu: Ak c je koren f, tak (z —c) | f. Nech teda f(c) = 0. Vieme, zZe

f(z) = (z = c)q(z) + f(c) = (z = c)q(=)
~~
0

To ale znamena, ze (z —c) | f.

Teraz dokdZeme opa¢nt implikiciu: Ak (z — ¢) | f, tak ¢ je korenr polynému f. Nech teda
(x —¢) | f, potom existuje taky polyndm h, Ze

f(z) = (z = c)h(z)
Tato rovnost plati pre vSetky z € C, Specélne teda aj pre z = c:

fle) = (c—c)h(c) =0-h(c) =0
7 toho vyplyva, Ze ¢ je koren polynému f.

O

Definicia 1.6. Ak ¢islo ¢ je korenn polynému f stupna n € N, tak linearny polyném z — ¢
nazyvame koreriovy ¢initel polynému f.
Definicia 1.7. Komplexné ¢islo ¢ sa nazyva k-ndsobny koreni (k € N) polynému f, st(f) > 1,
ak (@ — o) | fa(z— )t /7.
Pre k = 1 hovorime, Ze c je jednoduchiy korer.



ALGEBRA A ANALYTICKA GEOMETRIA 7

Poznidmka 1.6. Ak c je k-nasobny koreii polynému f, tak f(z) = (z — ¢)*g(z) pre vhodny
polyném g, ale pre kazdy polyném h, je f(z) # (z — ¢)* T h(x)

Priklad 1.9. Zistite, kolkondsobnym korefiom polynému f(z) = z° — 5z* 4 72® — 222 + 42 — 8
je cislo 2.

Riesenie

Pomocou Hornerovej schémy vydelime polyném f polynémom z — ¢. Ak vyjde nulovy zvysok,
opakujeme delenie pre podiel, ktory sme predtym dostali. Toto delenie opakujeme dovtedy, kym
vyjde nenulovy zvy8ok. Nasobnost koreha je potom zrejme pocet deleni, pri ktorych vysiel nulovy
zvysok.

1 -5 7 -2 4 -8
2 2 62 0 8

1 -3 1 0 4 |0
2 2 -2 -2 —4

1 -1 -1 -2 [0
2 2 2 2

1 1 1 ]0
2 2 6

1 3 |7

Cislo 2 je trojndsobnym koreiiom polynému f, ktory mozeme pisat v tvare
flz) = (z —2)3(2® + z +1).

|
Veta 1.8. (o racionédlnych korenioch) Nech raciondlne ¢islo %, kde p, ¢ st nestidelitelné celé ¢isla,
je korent polynému f(z) = a,z" + a, 12"~ ' + -+ + a1z + ag, ap, #0, n > 1, s celoéiselnymi
koeficientami. Potom ¢ | a,, p | ap.

Dékaz
Hodnota polynému f v éisle %’ je nula, preto

p\" p\"" p
0 = an<—> —i—an_l(—) +orF+a1=+aq
q q q

n n—1

p p P
0 = anq—n-l-an—lF +---+a15+ag /-q"
0 = app" +an—1p" g+ +aipg” ' + apq”
—anp" = ap_1p" g+ +aipg” 4 agq”
—app" = q(an—1p" '+ +aipg" 4+ apq" )

Vsetky ¢isla v poslednej rovnosti s celé, preto z tejto rovnosti vyplyva, 7e ¢ deli a,p™ a kedZe
p a g st nesudelitené, musi g delit a,,.
Ak 7 tretej z predchadzajucich rovnic vyjadrime apq”, dostaneme

—agq" = p (anp™ '+ an—1p" g+ +aig" )

z ¢oho vyplyva p | apq™ a kedZe p a ¢ st nesudelitelné, tak p | ag.
O

Priklad 1.10. N4jdite vietky raciondlne korene polynému f(z) = #2° — 22t + 123 — 122 + 1

Riesenie

Polyném f nema, celo¢iselné koeficienty, ale polyném g(z) = 6f(z) = 22° — 324 4+ 223 — 222+ 1
ano. Navyse pre kazdé komplexné ¢islo z plati f(z) = 0 prave vtedy, ked g(z) = 0, To znamen4,
P

7e g ma rovnaké korene ako f. Mozeme teda hladat racionédlne korene polynému g v tvare 7
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kde p je celé cislo, g je prirodzené ¢islo vyhovujice podmienkam: p deli ag = 1, ¢ deli a5 = 2.
Do tvahy pripadaju ¢isla:

1
p € {£1}, q € {1,2}, odkial vyplyva Pe {il’ii}
q
Ak polyném g ma raciondlny koreni, tak podla predchidzajicej vety to moze byt len niektoré
z Cisel 1, :l:% a ziadne iné. Ktoré z nich je korefiom polynému g, mdzeme zistit Hornerovou
schémou. V pripade, 7e natrafime na korei, zistime hned jeho nasobnost.

2 -3 2 -2 0 1
1 2 -1 1 -1 -1

2 -1 1 -1 -1 [0
1 2 1 2 1

2 1 2 1 [0
1 2 3 5

2 3 5 |6

Zistili sme, 7e polyném g je delitelny polynémom (z—1)2, ale nie je delitelny polynémom (z—1)3,
¢o znamend, %e 1 je dvojnasobny koreni polynému g a tento polyném modzeme napisat v tvare
g(z) = (v — 1)2(223 + 22 + 2z + 1).

Tretie delenie polynému g polynémom z — 1 v Hornerovej schéme uz nebolo nutné vykonat.
Staéilo si uvedomit, Ze realny polyném h(z) = 223+ 22 +2z+1, ktory je nenulovy s nezdpornymi
koeficientami, nemoze mat kladné korene, lebo hodnota tohto polynému v kladnom ¢isle je kladné
¢islo, a teda nie nula. VSetky dalSie korene polynému g uz musia byt korefimi polynému h. Preto
staci pokracovat v Hornerovej schéme pre polyném h, pri¢om, kladné ¢isla uz nemusime overovat.

2 1 2 1
—1 -2 1 -3

2 -1 3 |2

Cislo —1 nie je koretiom polynému g.

2 1.2 1
- -1 0 -1
2 02 |0

Polyném 2z24-2 u7 nemé realne korene (teda ani racionélne), a preto ¢islo —% je len jednoduchym
korenom polynému g.

Polyném g, a teda aj f, ma prave tieto raciondlne korene: 1 - dvojnasobny, —% - jednoduchy
a polyném f modzeme pisat v tvare saéinu f(z) = tg(z) = £(z — 1) (z + 1) (222 + 2).

Veta 1.9. Nech f € P(R), st(f) > 1, potom plati: Ak ¢ € C je koren polynému f, tak aj
komplexne zdruzené ¢islo ¢ je koren polynému f. Naviac, ak ¢ je k-ndsobny koren polynému f,
tak aj ¢ je k-nasobny koren polynému f.

Dékaz
Urobime doékaz len prvej éasti vety. Nech ¢ je koreit polynému f(z) = apz™ + a, 12"~ ! +
<+ +aijx + ap, potom

0

0= f(z) =anc" +ap_1c" L+ +ajc+ay=
= apc+a, 1c" 1+ ... +ac+ay =
= a,(@" +a, 1(@" " +... +aic+ay = £(©).

f(€) =0, teda € je korenn polynému f.



ALGEBRA A ANALYTICKA GEOMETRIA 9

Redlny polyndém stuptia aspoit 1 nemusi mat Ziadny redlny koren. MdZe sa stat, zeby kom-
plexny polyndém stupfiia aspon 1 nemal ziadny komplexny korein? Takato situdcia nemdze nastat,
pretoze plati:

Veta 1.10. (Zakladna veta algebry) Kazdy komplexny polyndém stuptia aspon jedna mé aspon
jeden komplexny koren.
O

Priklad 1.11. N4jdite vetky korene polynému f(z) = 22° 4 5z 4 823 + 722 + 62 + 2, ak viete,
7e jednym korefiom je —1 + 1.

Riesenie
f je polyndm s redlnymi koeficientami, preto dal§im jeho koretiom je —1 + 7 = —1—4. Vydelme
polyném f korenovymi ¢initelmi z +1 — ¢, x + 1 + i:
2 5 8 7 6 2
-1+ 242 541 —4+4+21 -5+i -2
2 342 340 342 1+4 [0
—1—4 —2-21 —1—4 —-2-27 —1—3
2 1 2 1 m

Podielom je polyném h(z) = 223 + 22 +2x+ 1. Zvysné korene polynému f st korefimi polynému
h. Jeho jediny racionalny koren sme nasli v predchadzajicom priklade, je nim ¢islo —%. Tiez
sme tam zistili, ze h(z) = (z + 5) (22% + 2). Zostavajtice korene polynému f st preto korefimi
polynému 2z? + 2. N4jdeme ich riesenim kvadratickej rovnice 2z% + 2 = 0:

22 +2 =0
2 = —1
T =1
Polyném f ma korene —1 + 4, —1 —1, —%, i, —1. S to vSetko jednoduché korene.

Nech f(z) = apz™+a, 12" ' +---+ajz+ag, a, # 0, n > 1. Podla zdkladnej vety algebry méa
tento polyném aspon jeden koreni. Oznac¢me ho ¢1. Polyném f je delitelny korenovym ¢initelom
T — c1, teda existuje polyném f; stupna n — 1 tak, ze

flz) = (z —c1) fi(z)

Ak n—1 > 1, tak f; ma koren, mdzeme ho oznadit co, a existuje taky polyném fo, st(fo) =n—2,
7e

fi(z) = (z — c2) fa(z) a potom f(z) = (z — c1)(z — c2) f2(x)

Takto mézeme pokracovat dalej a po n-tom zopakovani tohto kroku dostaneme
fl@)=(z—c)(z—c)...(x —cn)fo(x), st(fo) =0
fo je konStantny polyndém, preto pre vSetky komplexné ¢isla z je fo(x) = b, kde b je komplexné
¢islo. Vzhladom k tomu, 7ze najvyssi koeficient polynému f je a,, musi platit: b = a,.Tak sme
dospeli k tvaru polynému f
flz)=ap(z —c1)(z —c2)...(x —cp)
ktory nazyvame rozklad polyndmu f na sicin koretiovijch éinitelov.

Z tohto tvaru polynému f vyplyva, ze ¢isla cq, co, ..., c, st jeho korene a okrem nich Ziadne iné
nema. Preto plati

Veta 1.11. Polyném stupna n, » > 1, ma najviac n réznych korenov.
O

Poznamka 1.7. Polyném nultého stupna nema ziadny koren. Korenom polynému stupna —oc
(nulového polynému) je kazdé komplexné ¢islo.
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Veta 1.12. Nech f, g st komplexné polynémy stupiia najviac n, g # 0,n € NU{0} a nech pre
n + 1 komplexnych ¢éisel zg, x1, ..., x, plati

f(xo) = g(zo), f(z1) = g(1),..., f(zn) = g(zn),
potom f = g.
Dékaz
Polyném f — g je stupna najviac n a mé asponn n + 1 korenov, lebo (f — g)(zx) = 0 pre

k€ {0,1,....n}. Z toho, na zdklade predchadzajicej vety vyplyva, ze f — g je nulovy polyndm,
a teda f = g.

O

Kanonicky rozklad polynému nad R a nad C.
V rozklade polynému f na sicin koreniovych ¢initelov nemusia byt korene cy, ..., ¢, navzijom
rozne. Povedzme, Ze navzajom rdzne st len ¢y, ..., ¢, (K < n), pri¢om c¢; sa tam vyskytuje ri-

krat, ..., cp ri-krat. Potom mdZeme pisat
f@x)=an(z—c1) (x —c)" ... (x — ci)"*
r+ro+--+rg=n
Tomuto tvaru hovorime kanonicky roklad polynému f nad C.

Priklad 1.12. Ako sme zistili v predchddzajicom priklade, polynom f(z) = 22° 4+ 52t + 823 +
72% + 62 + 2 m4 iba jednoduché korene: —1+1i, —1 —4, — —i. Preto jeho kanonicky rozklad
nad C je takyto:

1
55 b

fl@)=2x+1-9)(z+1+1)(z+ %)(w —1)(x +1)

V priklade predtym sme nagli racionalne korene polynému g(z) = 22° — 3z + 223 — 222 + 1. St
to 1 - dvojnésobny, —% - jednoduchy koreir. Zvysné korene st korefimi polynému 222 + 2, teda
1 a —1, tiez jednoduché. Takze kanonicky rozklad nad C polynému g je

o() = 2z — 1)2(x + 1

S = i)z +3)

|
Zaoberajme sa teraz redlnym polynémom f(z) = a,z" + a, 12"~ ' + -+ + a1z + ag, ap # 0,
n > 1 a moznostou rozlozit ho na siéin realnych polynémov, ¢o mozno najmengieho stupia.

Povedzme, 7e polyném f mé redlne korene (navzajom rozne) ci,...,c, nasobnosti v poradi
T1,...,T, a imagindrne korene (navzdjom rozne, a pretoze f € P(R), po dvoch komplexne
zdruzené) aq,aq,. .., Gy, Gy, Nasobnosti sq,. .., sy,. Potom

flx)=an(x—c1)™"...(x—cp)™(x — 1) (x —@7)° ... (& — )’ (z — @)™

je kanonicky rozklad polynému f nad C. Samozrejme sa mdze stat, ze polyném f nema redlne
resp. imaginarne korene, v takom pripade by v kanonickom rozklade nevystupovali redlne resp.
imaginarne korenové ¢initele.

Lahko sa presvedéite, Ze pre kazdé komplexné ¢islo « plati

(z — a)(z — @) = 2° — 2Re(a)z + |o|> € P(R)
Pouzitim tohto vztahu mozeme kanonicky rozklad nad C polynému f upravit na tvar
flz)=an(z—c)™...(x — i)™ (2% +prz+ q)® ... (2% + P + gm)*™

kde ci,...,c, st navzijom rdozne reilne korene nasobmnosti r1,...,r, polynémy z? + P;T +
¢;, J € {1,...,m} maji imagindrne korene «;,@;, ktoré st s;-nasobnymi koreiimi polynému
fari 4+ 4+r+2(s;y + -+ 8n) = n. Takyto tvar redlneho polynému nazyvame kanonicky
rozklad nad R polynému f.
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Priklad 1.13. Z kanonického rozkladu nad C f(z) = 2(z+1—i)(z+ 1 +i)(z + 3)(z — i) (z +1)
polynému f(z) = 225 + 5z* + 823 + 72 + 6x + 2 vynasobenim polynémov z +1 —i, z+ 1 +i a
r — 1, « + 1 dostaneme kanonicky rozklad nad R

fz) =2 (:1: + %) (22 + 27 + 2)(z® + 1)

Podobne z kanonického rozkladu nad C g(z) = 2(z — 1)*(z + 3)(z — i)(z + i) polynému g(z) =
22° — 32 4 223 — 222 + 1 dostaneme kanonicky rozklad nad R

g(z) =2(z — 1)2 (ac + %) (2% +1)
|

Kanonické rozklady niektorych polynémov mozeme ziskat ich postupnym rozkladom na stéin
pouzitim vhodnych taprav a vzorcov.

Priklad 1.14. N4jdite kanonické rozklady nad R aj nad C polynémov f(z) = 42* + 622 +9 a
g(z) = 82% — 27.
Riesenie

Bikvadraticky troj¢len sa da rozlozit na stéin dvoch polynémov druhého stupiia doplnenim
prvého a druhého ¢élena alebo prvého a tretieho ¢lena na Stvorec. V jednom pripade vyjde rozdiel
Stvorcov, ¢o vieme rozlozit na suéin.
Skiisme doplnit na $tvorec prvé dva ¢leny kvadratického trojélena f:

2 2
f(a:):4<x4+%x2+%>:4<<x2+z> —%4—%)24((3:24-%) +i—;)

Nedostali sme rozdiel §tvorcov. Dopliime na §tvorec prvy a treti élen:

2 2
flz) = 4<<$2+g> —3x2+gx2) =4<<x2+g> —gﬂ) =
= 4<$2+g— gx) <$2+g+\/gx>:4<x2—\/§x+g) <x2+\/§x+g)

Podarilo sa ndm rozloZit polyném f na stéin kvadratickych polynémov. Ich diskriminant D =
% — 4% = —% je zaporny, teda tieto kvadratické polynémy nemaju redlne korene. Preto

je kanonicky rozklad polynému f nad R. Na rozloZenie polynému ¢ na siaéin pouzijeme vzorec
a® £ 0% = (a £ b)(a? F ab + b?).

g(z) =8 <($2)3 - @3) =8 (xQ B g) <x4 * gxg i %>

Polyném z° — 5 rozlozime podla vzorca pre rozdiel §tvorcov. Druhy polyném je %f, ktorého
rozklad nad R uz pozname. Kanonicky rozklad polynému g nad R teda je

g(x):s;(x_\/g) (er\/g) (ﬁ_\/g“g) <x2+\/§x+§>

Kanonické rozklady nad C polynémov f a g ziskame z ich kanonickych rozkladov nad R, ak
rozlozime v nich vystupujice kvadratické polyndmy na stcin linedrnych polynémov. K tomu
sta¢i najst korene dvoch kvadratickych rovnic

3 3 3 3
2 e © 2 e R
T \/;x+2 0, x+\/;x+2 0
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Lahko vypocitate, ze su to ¢isla

v3 3. V3 3. V3 3. V3 3.
22 2\/51’ 2v/2 2\/52’ 22 2V2 W2 22

Kanonické rozklady nad C teda st

fe)=4 (-5 - 535i) (¢ - 35+

o+ )

Poznamka 1.8. (o algebraickych rovniciach) Algebraickou rovnicou stuptia m, m > 1, nazy-
vame rovnicu f(z) = 0, kde f je polyném stuptia n. Riesenim (koreriom) tejto rovnice je kazdé
komplexné ¢islo ¢, pre ktoré plati f(c) = 0, t.j. ¢ je koreit polynému f. Riesit algebraickt rov-
nicu f(z) = 0 znamend najst vSetky jej korene, t.j. vSetky korene polynému f. Poznamenajme,
7e pre vypocet korenov algebraickych rovnic vyssich stupnov ako 4 neexistuji vo vSeobecnosti
analogické vzorce ako pre kvadratické rovnice. Pre algebraické rovnice stupnov 3 a 4 sice takéto
vzorce existujid, ale pre svoju komplikovanost st prakticky nepouzitelné. Na rieSenie algebraic-
kych rovnic Tubovolného stupiia sti vypracované numerické metédy, pomocou ktorych mozno
vypocitat korene s lubovolne zvolenou presnostou.

Cviéenie 1.

(1) Vynéasobte polynémy:
(a) 2z* — 623 + 52 — 1)(z% — 2z + 2) [22% — 1025 4 162 — 723 — 1122 + 122 — 2]
(b) Bz3 4+ (1 —i)z? +iz —2+4)(32> + (1 +4)z® —iz — 2 — 1)
[92° + 62° + 22 — 142% — 522 + 22 4 5]
(2) Vykonajte delenie so zvyskom:

. 1. 2 B
(a) (22* — 32% + 422 — 5z +6) : (22 — 3z + 1) [ podiel: 227 4 3z + 11

zvySok: 25z — 5

podiel: 223 —z — 1

.6 Z 9D it B p2) e (43 g2
(b) 2i2® + (2 — 24)2” —ia” +2” — %) « (iz” + (1 —§)2° +1) [ZVYéok: —i?+z+1 |

(© (=%~ a) (o - 1+2i) i
(3) Pomocou Hornerovej schémy vykonajte delenie so zvyskom:

(a) (z' — 223 + 422 =62 +8) : (z — 1) [(z — 1) (23 — 2% + 3z — 3) + 5]

(b) 4z +2%) : (z+1+1) [(z +1+44)(4z? — (3 + i)z — 1 + Ti) + 8 — 6]

(¢) Bz + (1 — 3i)x® — 2iz? +iz — i) : (v — ) [(z — i) (323 + 2% —iz + 1 +4) — 1]
(4) Pomocou Hornerovej schémy vypocitajte f(c):

(a) f(z) =2* — 32% + 62> — 10z + 16, c = 4 [136]

(b) f(z) =62* =723 + 42+ 2, c = —3 1]

(¢) 2+ (1 +2i)z* — (1 +3i)z> + 7, c = —2—1 [—1 — 44i]

(5) Aké podmienky musia splhat komplexné ¢&isla p, ¢, m, aby polyném z* + pz? + ¢ bol
delitelny polynémom z? 4+ maz + 1? [m=0,g—p+1=0alebog=1,p=2—m?]
(6) Urcte ¢islo a tak, aby ¢islo ¢ bolo korefiom polynému f:
(a) f(z) =2 +22° —az+2, c=3 (4]
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(b) f(z) =22° —az* — 2% + az® + 3a, c = —1 [%]
(7) Zistite kolkondsobnym korenom polynému f je ¢islo ¢:
(a) f(z) = 2% — 42° + 62* — 823 + 1022 — 8z + 8, c =2 [dvojndsobny]
(b) f(z) =25 =52t + 723 =222 + 42— 8, c =2 [trojndsobny]
(¢) f(z) =25+ 72" 4+ 1623 + 822 — 161 — 16, c = —2 [Stvornasobny]
(d) f(z) =25 —2iz® —2* — 22 +2iz+ 1. c=i [trojndsobny]
(8) N&jdite racionalne korene polynémov:
(a) 227 — 132° + 625 + 132" — 1823 + 2922 — 227 + 3, [1 - dvojnasobny, —3]
(b) 6a' 1129 — o 4, -3, 2
(c) 10z* — 1323 + 1522 — 18z — 24 [nemd racionalne korene]
(d) 24z° + 10z* — 23 — 1922 — 5z + 6 [3, -2, 3]
(e) 2%+ z* — 623 — 142% — 11z — 3 [—1 - Stvornasobny]

(9) Rieste rovnicu, ak poznate jeden jej koreii:
(a) 2 =42+ 82 -4 =0, 1 —i [1+i, -1+£3
(

b) 425 — 1625 + 352* — 6023 + 7122 + 162 —20 =0, 2+ [Qj:z, +21,

3]
+3]

c) 8 — 2% — 1323 + 922 + 82 +20 =0, —1 + 2, [~1+2i, 2 - dvojnasobny, —1E1V3]

)
)
(c)

(d) 25+ 2t 4+ 23 — 22—z — 1, ——+z‘é_ [1, 3(~=1 £ +/3) - dvojnasobny]
(10) Nech a, b, ¢ st navzajom rozne komplexné ¢isla. Dokazte, ze polynémy f, g st rovnaké.

a’(z —b)(z—c) b (z—a)(z—c) c(z—a)lz—>b)

@ 1@ =g T e—at-0 T c-ae-p @
r—b)(z—c z—a)(x—c z—a)(x—>b
(b) flw) = ((a - b;ga - c; ((b - a;Eb - c)) + ((c - a;Ec - b))’ 9(x) =1
(11) Najdite kanonicky roklad polynémov nad C:
(a) iz® + 1 [z(x+z) (x—@) (x—#)}
(b) o' —1 [(z = 1)(z + 1)(z —i)(z + )]
(¢) 3z° 4 5zt + 102> + 142 4+ 32 — 3 [3(z +1)? (z - 1) (z + iV3)(z — iV3)]
(d) 621 — 1123 — 22 — 4 (62 = 2) (2 + 2) (o - 280) (o — =0T
(12) Né&jdite kanonicky roklad polynémov nad R:
(a) z* 4+ 4 [(z% + 27 + 2)(2? — 22 + 2)]
(b) 26 —8 [(z = V2)(z + V2)(2? + V22 + 2) (2% — V22 + 2)]

3 (x _ V/6+2v34 6—2\/§> (x _ \/6+2\/§—\/6—2\/§> )
2 2
(c) 3z* — 1822 4+ 9

( VvV 6+2v3+ 6—2\/§> ( \/6+2\/§—\/6—2\/§>

(d) 4z + 22 + 1 [4(:1: +‘[ac+ )( )}
(e) 225 + 32° + 23 + 322 — 1 2(z-3) (z+1)3(z —:c—i—l]
(f) 2% —22° + 21 + 422 — 8z + 4 [(z — 1)2(2% + 2z + 2)(2? — 22 + 2)]



