DETERMINANTY STVORCOVYCH MATIC

Definicia. Nech n € N, A € C™*" a nech matica A;; vznikne z

matice A vynechanim riadku A;, a stfpca Ay
Determinantom matice A nazyvame ¢islo det A definované nasle-

dovne:
1) ak n = 1, A= (au), tak det A = aii,
2) ak n > 1, tak

det A =aj;det Aj; —ajpdet Ajg + -+ + (—1)n+1CL1n det Ay,

= Z(—l)l"'jalj det Ay, (rozvoj podla 1. riadku).
j=1

Podl’a definicie pre:

n = 2: det (&11 a12> = aq1 det(agz) —aiz det(azi) = ari1a22 —ai2a21

a1 az2
a1 G122 Q13
n=3 A= o1 Q22 Q923

az; aszz2 ass

Cl11(61226l33 - C132CL23) - CL12(CL21G33 - Cl316123) + a13(a21a32 - a31&22)
= (a11a22a33 + a12a23a31 + A13G21032)
—(as1a22a13 + agzaz3a11 + aszasiaiz) (Sarusovo pravidlo)

a1l a2 a1z | ail ai2
a21 Q22 423 | A21 G292
asz1 aszz aszs| azi as2

Definicia. Nech A = (a;;) € C"*". Cislo a;; = (—1)"*7 det A;; sa
nazyva algebraicky doplnok prvku a;; v matici A.

1
Priklad. Vypocitajte algebraickeé doplnky prvkov matice A = | 3 —
0
. -1 1 - 31
a1 = (_1)1+1 11 ‘ = _27 a12 = (_1)1+2 01 ‘ = _3, ce

1

=N
_ =W



Veta o vypocte determinantu. Nech A = (a;5) € C™*", n > 1.
Potom plati:
(1) Ak B wvznikla z matice A pomocou ERO
a) Aix — Aji, 1 # j, tak det B = —det A,
b) Ajx — @A, a € C, tak det B = adet A,
c) Aix — Aix +aAj, i # j, tak det B = det A.
(2) PrevVie{1,2,...,n}

a) det A = Z aikli, (rozvoj podla riadku Ay ),

b) det A = Z akiQx; (rozvoj podla stlpca Ayi)

(3) Nech A, A’ A” e C™™ anechie€{1,2,...,n}.
Ak AZ* = A + Al apreVk # i plati Ak* = A}, = Al,,
tak det A = det A+ det A”.

Definicia. Matica A € C"*" sa nazyva

a) dolnd trojuholnikova, ak j > i = a;; =0,

b) horna trojuholnikovd ak j <i = a;; =0,

c¢) trojuholnikova, ak je dolné alebo horna trojuholnikova,

d) diagonélna, ak je dolnd aj horna trojuholnikova.

Matica AT = B = (b;;) € C™™™ sa nazyva matica transponovana
k matici A, ak plati

bij=a;;prevVi=12,...,n,7=1,2,...,m

Dosledky vety o vypocte determinantu:
1. Ak pre 7 # j A,; = Ay, tak det A = 0.
. Ak je A trojuholnikova, tak det A = aq1 - ass - - - Gnp,.
3. det AT = det A.

[\

ailx ai2 ais a1l a21 asi
Pre maticu A = ao1 Q22 Q923 oznacme adJ A= C~L12 &22 632
as1 as2 ass aiz Gz3 as33
adj A sa nazyva matica adjungovana k matici A.
A(adjA) =

a11011 + a12a12 + @13G13  a11021 + a12022 + 13023 11031 + A12G32 + A13033
a21011 + Q22012 + A23A13  G21021 + Q22022 + (23023 (21031 + A22032 + 423033
az1G11 + az2G12 + a33a13  a31021 + 32022 + a33023 31031 + A32032 + 433033
det A 0 0
= 0 detA O = (adjA)A
0 0 det A



Predchadzajtuce vipocty sa daju urobit’ pre kazdé n € N:
Veta. Nech A € C™*"™, det A = d.

Potom A(adj A) = (adj A)A = dI,,.
Matica A je requldrna ptdve vtedy, ked det A # 0.

adj A.

V tak de A=l =
akom pripade ot A

Veta (Cramerovo pravidlo). Nech A € C™*", b € C"™! ¢
det A=d#0
Potom md sustava Ax = b jediné riesenie
= é(dl, dy, ... dp)", kde d; je determinant matice, ktord
vznikne z matice A zdmenou stl})ca Ay za stl}?ec pravych stran b.

Priklad. Pomocou Cramerovho pravidla rieste sustavu

231 — Ty + 13 = 2 2-1 1 6 0 0
4oy + 19 —x3 =1 d=| 4 1-1 =| 4 1-1|=6,
—2$1+2$2—$3:—1. -2 2 -1 Ri+Ro -2 2-1
2-1 1 30 0
d=| 1 1-1 = 1 1-1|=3
-1 2-1 Ri+R, -1 2-1
2 2 1 2—-1 2
do=| 4 1-1|=6, ds=| 4 1 1|=12.
—2-1-1 -2 2-1
3 1 6 12
===3 =—-=1 =— =2.
176 T2 6 TG
Priklad. Pomocou determinantov najdite inverzni maticu k matici
a) A— (1 2 <Co§a sma>
—sina  cosa
2 1-1 -2 0-3
c)A=110 3 6 1 1
11 1 5—-1 3
13 50
50-20
Vypocitajte 3471
21 01



LINEARNA ZAVISLOST A NEZAVISLOST

Definicia. Nech aq,aq,...,ar € C, X1,X2,...,X; € C™. Potom
(1) x = a1x1 + agxa + -+ - + agx € C™ sa nazyva linedrna kom-
binacia prvkov xi,Xo, ..., Xg.

(2) Nech M C C™. Mnozina vSetkych linedrnych kombindacii prvkov
mnoziny M sa nazyva linedrny obal mnoziny M (Lo M).

(3) Hovorime, ze usporiadand k-tica (x1,Xz,...,Xy) je linedrne
nezavisla, ak

alxl+a2x2+...+akxk:0 — a1:a2:"':ak20

(4) Usporiadana k-tica (x1,Xa,...,Xy), ktord nie je linedrne neza-
visla sa nazyva linedrne zavisla.

(5) Ak k =na (x1,X2,...,X,) je linedrne nezavisla, tak sa nazyva
usporiadana baza priestoru C".

Veta.

1. Usporiadand k-tica (x1,Xa,...,Xk) prvkov C™ je linedrne zdvisld
prave vtedy, ak sa niektoré x; dad vyjadrit’ ako linedrna kombindcia
predchddzajucich prvkov (X1,Xa2,...,X;—1).

2. Ak k > n, tak kazdd usporiadand k-tica (X1,Xa,...,Xk) prokov
C" je linedrne zauvisld

3. Usporiadand biza B = (by,bs,...,by) priestoru C™ md vlast-
nostu:

3a. B je linedrne nezdvisld,

3b. LoB =(C",

3c. Kazdé x € C™ sa dad jedingm sposobom vyjadrit’ ako linedrna
kombindcia prvkov bazy B.

Veta. KazZdd linedrne nezdvislda usporiadand k-tica prvkov C™ sa dd
doplnit’ na usporiadani bdzu C™.

Priklad. F = (e1, e, e3), kde
e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1) je usporiadana béza
priestoru R? aj priestoru C3. Nazyva sa §tandardns baza.

Dokaz.
a1€]+agex+azes = (ala 07 O)+(07 a2, O)+(07 07 043) = (0517 a, CV?))
Preto a1e; + ases + azesz = (0,0, 0) — a1 =ay =az =0.



Definicia. M C C" sa nazyva podpriestor priestoru C”, ak
(1) x,ye M = x+y€eM,
(2) xe M,aeC = axe M.

Veta. M C C" je podpriestorom priestoru C™ vtedy a len vtedy, ak
je linearnym obalom nejakej podmnoziny B C C™.

Definicia. Usporiadand k-tica B = (by, bs,...,by) C C™ sanazyva
usporiadand baza podpriestoru M C C", ak

1) B je linearne nezavisla.

2) LoB=M.

Veta. Vsetky usporiadané bdazy daného podpriestoru M C C™ maji
rovnaky pocet k < n prvkov. Toto c¢islo sa nazyva dimenzia pod-
priestoru M (dim M.

Definicia. Nech A € C™*". Cislo dimLo{A1., Ao, ..., Apms} sa
nazyva hodnost’ matice A (oznacujeme h(A)).

h(A) je maximalny pocet linedrne nezavislych riadkov matice A.

Veta. Hodnost’ matice A sa nezmeni vykonanim ERO a plati

h(A) = dim LO{Al*AQ*, caey Am*} = dim LO{A*lA*Q, Ceey A*n}
Veta. Nech A € C™"*"™. Potom

det A#0 < h(A)=n < JA .

Veta (Frobeniova). Sistava linedrnych rovnic md rieSenie vtedy a
len vtedy, ak sa hodnost’ matice sustavy rovnd hodnosti rozsirenej
matice sustavy.

Priklady.
1-12 31
1. Uréte hodnost matice A= 2 0 1-1 2
0-23 55

2. Zistite, ¢i (0,2,3,—1) € Lo{by, bs, b3}, ak
by = (0,2,3,—1), by = (—1,1,2, -2), by = (—1,5,8, —4).
1,1

3. ZiStite7 ¢i B = (b17b27b3)7 bl = (17 17 1)7 b2 = ( ) 7_1>7
bz = (1,2, 3), je baza priestoru C3.
111 1 _} } ;_; 11 1
4. Urcte hodnost' matic [ —1 1 2 -2 |, , 1111
~158-4 “Los—d 12 3
023-1



