SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

Sustava m linearnych rovnic s n neznamymi x1, xo, ..., T, ma tvar:

a11T1 + a12x2 +... 4+ a1, = by

2121 + a29x2 + ...+ a9px, = by

(S)

......................

Am1T1 + GmaZTot ... + QpnTn= bm

ai; (1€{1,...,m}, j€{l,...,n}) st dané ¢isla (koeficienty), pravé
strany b1, bs,...,b,, su tiez dané zname cisla.

Definicia. Usporiadand n-tica ¢isel x = (x1,z2,...,T,) sa nazyva
riesenim sustavy (S), ak pre niu platia rovnosti vo vSetkych rovniciach
danej sustavy.

Riesit’ sistavu linedrnych rovnic znamend néjst’ mnozinu vsetkych
rieSeni. Budeme ju oznacovat’ P.

Priklad. Pre ,,stustavu” jednej rovnice s jednou neznamou ax = b,
a,b € R moézu nastat’ tri pripady

b
l.a#0 = P = {—} — prave jedno rieSenie.

a
2.a=0=b = P=R — nekonecne vela rieseni.
3.a=0,b#0 = P = () — ziadne riesenie.

MATICE

R™ (C™) bude oznacovat’ mnozinu vsetkych usporiadanych n-tic
redlnych (komplexnych) ¢isel. Zavedieme v nich algebraické operacie:

Definicia. Nech x = (z1,22,...,2,),y = (Y1,Y2,--.,yn) € R" (€
C"), nech a € R (€ C). Potom
i) xey=(x1+y1,22+vy2,.. ., Tn +Yn)
sa nazyva sucet usporiadanych n-tic x a y.

(i) a ©@x = (ax1,axs, ..., 0xy,)

sa nazyva nasobok n-tice x ¢islom «.
(iii) Usporiadana n-tica 0 = (0,0,...,0) sa nazyva nulova.
(iv) Usporiadana n-tica —x = (—x1, —Z2,..., —Zy)

sa nazyva n-tica opacna k n-tici x.
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Definicia. Obdiznikovs tabulka redlnych (komplexnych) ¢isel a;j,

ie{l,2,,....m},j€{1,2,...,n}
ail ai2 Ce A1n
a1 a9 an
" — (aij>1§i§m
.......... 1<j<n
am1 am2 cee Amn

sa nazyva matica typu m x n nad redlnymi (komplexnymi) ¢islami.
Mnozinu vsetkych matic typu m X n oznac¢ujeme R™*™ (C™*™).

oznacenie: )
A, alebo R; — -ty riadok, A,; alebo S; — j-ty stlpec matice A.
Ak A e R™*", tak A;x € R", A,; € R™.

Definicia. Matica A = (a;;) € R™*™ sa nazyva matica sustavy
linedrnych rovnic

a11T1 + a12T2 +... +aipxT, =b

211 + a22x2 +...+ agnxy, = b

Am1T1 + Am2aT2+t ... + G Tn= by,

Matica
ail a2 c e A1n b1
A* a1 a9 c e Aon, b2
Aml  Gm2 - Gmn | bm

sa nazyva rozsirena matica sistavy (S).

Na popisanie Gausovej eliminac¢nej metddy rieSenia sustavy linedarnych
rovnic (Upravy matice A) zavedieme nasledujice pojmy:

Definicia. Nech A = (a;;) € R™*". Vedicim prvkom (pivotom)

nenulového riadku matice A sa nazyva prvy (zlava) nenulovy prvok

v tomto riadku. Ak je A;, nulovy riadok, tak nema ved. prvok.
Matica A sa nazyva stupnovitd, ak pre kazdé i € {1,2,...,m—1}

plati

1. Ay, = 0 = A;;1. = 0 (nulové riadky st pod vsetkymi
nenulovymi).

2. Ak a;p a a;11,4 su pivoty i-teho a ¢ + 1-ho riadku matice A, tak
q > p (t.j. pivot v nizsom riadku je viac vpravo).



Definicia. Dve sustavy linedrnych rovnic (S1) a (S2) sa nazyvaji
ekvivalentné, ak je kazdé riesenie ststavy (S1) tiez rieSenim sustavy
(S2) a naopak, kazdé rieSenie sustavy (S2) je rieSenim sustavy (S1).

Hovorime, ze matice A € R™*("*t1) o B ¢ RF*("+1) g ekviva-
lentné (piseme A ~ B, ak si rozsirenymi maticami ekvivalentnych
stustav linearnych rovnic.

0O -1 1 2|-3
Priklad. Matica A = (é é 8 é 8 nie je stupnovita, ma-
0 O 0 2|0
1 0 1
tica B = U _1 L2 = je stupnovita (B vznikla z matice A
0O 0 0 2|0
0O 0 0 0O

zmenou poradia riadkov: Ry < Ry, R3 < R4. Je zrejmé, ze A ~ B.
Mnozinu P vsSetkych rieseni sustavy, ktorej rozsirenda matica je B
najdeme ,,spatnym dosadzovanim”:

R3 zodpoveda rovnici: 2x4 = 0, teda xq =0,
v S3 nie je pivot, zvolime si r3 = a,
Rs zodpoveda rovnici: —x9 + x3 + 224 = —3.

Dosadime za x3, x4: —x9 +a = —3 — To = a—+ 3,
Ri:zi14+x94+24=0 — 1= —29 — 14 — r1 = —a— 3.

P={(-a—-3,a+3,a,0): a € R}

Gaussova eliminacnd metdéda je algoritmus, ktory zmeni danu
maticu A ma stupnoviti maticu B tak, aby A ~ B a néasledne
,,spatnym dosadzovanim” vypocita mnozinu vSetkych rieSeni zod-
povedajtcej sustavy.

Najprv si uvedomime, ze nasledujice operacie na matici nemenia
mnozinu P vSetkych rieseni zodpovedajtcej sustavy.

Definicia. Elementarnou riadkovou operaciou (ERO) na matici A

sa nazyva

1. Ajw — Aj,, i # j (vzdjomnd vymena dvoch riadkov).

2. Ajy — aAi., a # 0 (ndsobenie niektorého riadku nenulovym
¢islom).

3. Ajx — Aj + aAj,, i # j (pricitanie ndsobku iného riadku k
danému riadku).

Veta. Ak matica B vznikne z matice A pomocou ERO, tak A ~ B.



Veta. KaZdd matica A = (a;;) € C™*" sa dad upravit’ na stuprioviti
pomocou konecného poctu ERO.

Nacrt dokazu.

1. Ak A =0, tak je stupnovita.

2. Ak A # 0, tak ndjdeme jej prvy (zlava) nenulovy stfpec Ay, av
nom prvy (zhora) nenulovy prvok a;, j,. Ak i; # 1, tak vykoname
Rl A Ril-

3. Dostaneme maticu B, j < j1 == B,; =0, byj, # 0. Vykondme
ERO: Rl — blljl Rl.

4. Dostaneme maticu C, j < j1 == C4; = 0 a navySe ¢, = 1.
Teraz vykondme ERO: R; — R; — ¢, R1,1=2,3,...,m.

0O ... 0 1 x x ...x\

O ... 0 O [x *x ...x
Vysledkom je matica tvaru | . . . . : . |Kroky

O ... 0 O [x *x ...x

1-4 potom vykondme na vyznacenej podmatici (ma m — 1 riadkov).

Definicia. Nech A = (a;;) € R™*" je stupnovita. Matica A sa

nazyva redukovana stupnovita, ak

1. Vsetky pivoty jej riadkov sa rovnaju 1.

2. 'V stipci matice A, v ktorom sa nachadza pivot niektorého riadku
su vSetky ostatné prvky nulové.

Veta. KazZdd matica je ekvivalentnd s jednoznacne urcenou reduko-
vanou stupnovitou maticou.

Veta. Nech A € R™*("*D je (redukovand) stupriovitd matica, ktord

je rozSirenou maticou sustavy linedrnych rovnic (S). Ak md A k

nenulovych riadkov, tak

1) Ak je Ak = (00 ... 0| 1), tak suustava (S) nemd rieSenie.

2) Akk=n a Age =00 ... 1| ¢), c € C, tak (S) md prdve jedno
riesenie

3) Ak k<n aAk. #(00 ... 0| 1), tak md sustava (S) nekonecne
vela rieseni a na urcenie mnoziny P vsetkych riesent treba n — k
parametrov.



Pozndmka. Ak st pravé strany vSetkych rovnic sustavy (S) nulové,
tak ma aspon jedno riesenie. Také sustavy sa nazyvaju homogénne.
Pri ich rieseni upravujeme maticu sistavy (nie rozsirena).

Priklad. 1. Rozhodnite, ¢i je dand matica (redukovand) stupnovita.
Ak ano napiSte mnozinu vSetkych rieSeni prislusnej sustavy.

10 0 —1]2 2 10 0 |1
a)[o 10 2 |3 by[1 1 1 =10
00 1 1 |-1 000 1 [-1
2 10 1 |-1 2 0 0|1
oo 1 —-1]1 o 1 1]1
000 0 |3 0 0 2|3

2. Rieste sustavu

xr1 + (1 + ’L)CCQ - 225(33 =7
7:5131 — 3%2 + (1 — 2)1’3 =2

3. Rieste sustavu s parametrom \ € C'

A1 +22 +x3 =1
r1+Axg+x3 =1
T+ X2 +)\JZ3:1

MATICOVE OPERACIE

Ak A je matica ststavy (S) a b je stipec jej pravych strdn, tak sa
stustava strucne zapisuje v tvare
Ax = b (A krat x rovna sa b), presnejsie:

Definicia. Nech A = (a;;) € C"™*", x € C™*1, tak stipec Ax =

ailp ai2 A1n L1 a11x1 + a129 + - -+ a1p,Tn
_ az1 Qa22 aon L2 B a91%1 + 92T + -+ - + aonTn
Am1 Qm2- - -Gmn Ln aAm1T1 + Am2T2 + et AmnTn

sa nazyva sucin matice A so stlpcom x.
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Definicia. Nech A = (a;5),B = (b;j) € C"™*", a € C. Potom
definujeme

A+ B = (aij +bij)icicm, oA = (aai;j)i<icm;
1<5<n 1<j<n

Sucet dvoch matic nerovnakého typu nie je definovany.

Definicia sti¢inu matic. Ak A = (a;;) € C™* B = (b;;) €
Ck*n tak definujeme A - B = C = (¢;;) € C™*™, pricom

k
Cij = Az* . B*j = ailblj + ai2b2j + ... aikbkj = § aiSij

s=1

Ak sa pocet riadkov matice B nerovnd poctu stfpcov matice A, tak
sicin A - B nie je definovany.

Priklad. Nijdite A, B € R**2, pre ktoré AB # BA (nisobenie

matic nie je komutativne).

EHED-GD6D-CDE)

0 0>’B:

Veta. Nech A € C™** B e CF*f D e Ct*".
Potom plati (AB)D = A(BD) (asociativny zdkon,)

Veta. Nech A,B € C™**, D e C*¥*n E ¢ C**™. Potom platia
diostributivne zdkony:
(i) (A+ B)D=AD + BD (ii) E(A+ B) = FA+ EB

0, i#J
1, i=j

Teda jednou z moznosti je A = 8 :

Definicia. Matica A € C™*", pre ktoru plati: a;; = {

sa nazyva jednotkova. Oznacuje sa I,,.
Pc(Cm™" — PI, =P, QeC™r — I,Q=Q.

Definicia. Matica A € C™*"™ sa nazyva regularna (invertibilnd),
ak 4 B € C"*"™, pre ktoré AB = BA = I,,. Matica B sa potom
nazyva matica inverzna k matici A (oznacenie: B = A™!). Matica,
ktora nie je regularna sa nazyva singularna.

Pritom plati AB = 1,, = BA = I,, a inverzna matica existuje
najviac jedna.



—8 29 —11
Priklad. A= | —5 18 —7 |. N4jdite A~!, ak existuje.
1 -3 1
r1 Y1 <1 1 0 O
Hladdme A=' = | 20 yo 2o | tak,aby AA=t=[0 1 0|,
rs Ys z3 0 0 1
t.j. rieSime tri sustavy:
T 1 Y1 0 21 0
Alaxzs | = |0}, Aly ] = | 1], Al 22| = | 0]. Ich
T3 0 Ys 0 23 1
rozsirené matice su:
-8 29—-11 |1 -8 29—-11 10 -8 29-1110
-5 18 =710 ], -5 18 =7 |1 ], -5 18 -7 0).
1 -3 110 1 -3 110 1 -3 1]1
Riesime naraz vSetky tri:
-8 29—-11 {100 10013 -4 5 3 —4 5
-5 18 -71010|~---~[0102-3 1|, A'=|2-3 1
1 -3 1]001 0013 -5-1 3 -5 —1

Tento postup plati vSeobecne: A € C™ ™ roz8irime o I,,. Ak
(A| I,) ~ (I, | B), tak B = A~1. Ak redukovand stupniovitd matica
ekvivalentnd s A nie je I,,, tak AA™L

Priklad. 1. RieSte maticové rovnice

1 -1 3 5
a)(3 4>X_ 2 4

1 -1 2 -5 -1 0
b)X<3 0 1)_<6 3 7)'
2. Vypocitajte A=!, ak A =

1 -1 1 2 1 2
20 o) w(h L) oGd)

2 -1 1
4 1 -1

-2 2 -1



