
Domáce úlohy cvičenie 3 - riešenia 
 

DÚ 1: Uvažujte štvorcovú maticu 𝑪 = (
𝟐 −𝟏

−𝟏 𝟑
) a vektor 𝒙⃗⃗ = (

𝒙𝟏

𝒙𝟐
) ∈ ℝ𝟐×𝟏. Vykonajte 

násobenie 𝒙⃗⃗ 𝑻𝑪𝒙⃗⃗ . Ukážte, že takto získaná kvadratická forma je (ostro) väčšia ako nula (tj. 

𝒙⃗⃗ 𝑻𝑪𝒙⃗⃗ > 𝟎) pre ľubovoľný vektor 𝒙⃗⃗ ≠ (
𝟎
𝟎
). 

Riešenie: 

𝑥 𝑇𝐶𝑥 = (𝑥1  𝑥2) (
2 −1

−1 3
) (

𝑥1

𝑥2
) = (2𝑥1 − 𝑥2    − 𝑥1 + 3𝑥2) (

𝑥1

𝑥2
) = 2𝑥1

2 − 2𝑥1𝑥2 + 3𝑥2
2 

Upravme: 

𝑥 𝑇𝐶𝑥 = 2𝑥1
2 − 2𝑥1𝑥2 + 3𝑥2

2 = 𝑥1
2 + 𝑥1

2 − 2𝑥1𝑥2 + 𝑥2
2 + 2𝑥2

2 = 𝑥1
2 + (𝑥1 − 𝑥2)

2 + 2𝑥2
2 

Ak 𝑥 ≠ (
0
0
), potom 𝑥1 ≠ 0 alebo 𝑥2 ≠ 0. Takže môžu nastať tri situácie: 

1. 𝑥1 ≠ 0 a súčasne 𝑥2 ≠ 0, 

2. 𝑥1 ≠ 0 a 𝑥2 = 0, 

3. 𝑥1 = 0 a 𝑥2 ≠ 0. 

Ak 𝑥1 ≠ 0 a súčasne 𝑥2 ≠ 0, tak 𝑥1
2 > 0, 2𝑥2

2 > 0 a (𝑥1 − 𝑥2)
2 ≥ 0. Z toho vyplýva: 

𝑥1
2 + (𝑥1 − 𝑥2)

2 + 2𝑥2
2 > 0 

Ak 𝑥1 ≠ 0 a 𝑥2 = 0, potom 𝑥1
2 > 0, 2𝑥2

2 = 0 a (𝑥1 − 𝑥2)
2 > 0. Z toho vyplýva: 

𝑥1
2 + (𝑥1 − 𝑥2)

2 + 2𝑥2
2 > 0 

Ak 𝑥1 = 0 a 𝑥2 ≠ 0, potom 𝑥1
2 = 0, 2𝑥2

2 > 0 a (𝑥1 − 𝑥2)
2 > 0. Z toho vyplýva: 

𝑥1
2 + (𝑥1 − 𝑥2)

2 + 2𝑥2
2 > 0 

Celkovo teda pre 𝑥 ≠ (
0
0
) máme: 𝑥 𝑇𝐶𝑥 > 0. 

 

DÚ 2: Pre každé konečné reálne číslo 𝒙 nájdite hodnosť matice 𝑨𝒙, kde: 

𝑨𝒙 = (

𝒙  𝟏  𝟏  𝟏
𝟏  𝒙  𝟏  𝟏
𝟏  𝟏  𝒙  𝟏
𝟏  𝟏  𝟏  𝒙

). 

Riešenie: 

Uvažujme najprv 𝑥 = 1, potom: 

𝐴1 = (

1  1  1  1
1  1  1  1
1  1  1  1
1  1  1  1

) 

a jej hodnosť je rovná 1, tj. ℎ(𝐴1) = 1. 

Nech teraz 𝑥 ≠ 1. Upravujme maticu 𝐴𝑥 na stupňovitú maticu: 

𝐴𝑥 = (

𝑥  1  1  1
1  𝑥  1  1
1  1  𝑥  1
1  1  1  𝑥

)
~

𝑅1 ↔ 𝑅4
(

1  1  1  𝑥
1  𝑥  1  1
1  1  𝑥  1
𝑥  1  1  1

)

~
𝑅𝑗 ∶= 𝑅𝑗 − 𝑅1

𝑝𝑟𝑒 𝑗 = 2,3,4
(

     1            1             1             𝑥
     0  (𝑥 − 1)           0  (1 − 𝑥)

     0            0  (𝑥 − 1)  (1 − 𝑥)
(𝑥 − 1)     0             0  (1 − 𝑥)

) 

~

𝑅𝑗 ∶= (
1

1 − 𝑥
)𝑅𝑗

𝑝𝑟𝑒 𝑗 = 2,3,4

(

   1    1
   0 −1

   1 𝑥
   0 1

   0   0
−1   0

−1 1
   0 1

)
~

𝑅4 ∶= 𝑅4 + 𝑅1
(

 1    1
 0 −1

1    𝑥
0    1

0   0
0   1

−1 1
   1 1 + 𝑥

) 



~
𝑅4 ∶= 𝑅4 + 𝑅2

(

 1    1
 0 −1

1    𝑥
0    1

0   0
0   0

−1 1
   1 2 + 𝑥

)
~

𝑅4 ∶= 𝑅4 + 𝑅3
(

 1    1
 0 −1

1    𝑥
0    1

0   0
0   0

−1 1
   0 3 + 𝑥

) 

Ak 𝑥 = −3, tak ℎ(𝐴−3) = 3. 

Ak 𝑥 ≠ 1 a súčasne 𝑥 ≠ −3, tak ℎ(𝐴𝑥) = 4. 

 

DÚ 3: Pre každé konečné reálne číslo 𝝋 nájdite inverznú maticu k matici 𝑴𝝋, ak existuje, 

pričom: 

𝑴𝝋 = (
𝐬𝐢𝐧𝝋 𝐜𝐨𝐬𝝋

−𝐜𝐨𝐬𝝋 𝐬𝐢𝐧𝝋
). 

Riešenie: 

Uvažujme najprv také 𝜑 ∈ ℝ, že 𝜑 ≠ 𝑘
𝜋

2
, kde 𝑘 ∈ ℤ (tj. sin𝜑 ≠ 0 a súčasne cos 𝜑 ≠ 0). Potom: 

(𝑀𝜑|𝐼2) = (
sin𝜑 cos𝜑

− cos𝜑 sin𝜑
|
1 0
0 1

)
~

𝑅1 ∶= (cos𝜑)𝑅1
(
sin𝜑 cos𝜑 cos2 𝜑
− cos𝜑 sin𝜑

|
cos𝜑 0

0 1
) 

~
𝑅2 ∶= (sin𝜑)𝑅2

(
sin𝜑 cos𝜑 cos2 𝜑

−sin𝜑 cos𝜑 sin2 𝜑
|
cos𝜑 0

0 sin 𝜑
)

~
𝑅2 ∶= 𝑅2 + 𝑅1

 

(
sin 𝜑 cos𝜑 cos2 𝜑

0 sin2 𝜑 + cos2 𝜑
|
cos𝜑 0
cos𝜑 sin𝜑

)

~

𝑅1 ∶=
−1

cos2 𝜑
𝑅1

(
− tg𝜑 −1

0 1
|

−1
cos𝜑 0

cos𝜑 sin𝜑
) 

~
𝑅1 ∶= 𝑅1 + 𝑅2

(
− tg𝜑 0

0 1
|

−1
cos𝜑 + cos𝜑 sin𝜑

cos𝜑 sin𝜑
)

~
𝑅1 ∶= (− cotg𝜑)𝑅1

 

(
1 0
0 1

|
1 − cos2 𝜑

sin𝜑
− cos𝜑

cos𝜑 sin𝜑
) = (

1 0
0 1

|
sin2 𝜑
sin𝜑

−cos𝜑

cos𝜑 sin𝜑
) = (

1 0
0 1

|
sin𝜑 − cos𝜑
cos𝜑 sin 𝜑

) = (𝐼2|𝑀𝜑
−1) 

 

Teda pre 𝜑 ≠ 𝑘
𝜋

2
 máme 𝑀𝜑

−1 = (
sin𝜑 −cos𝜑
cos𝜑 sin 𝜑

). 

Ak 𝜑 =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋, kde 𝑘 ∈ ℤ, potom: cos𝜑 = 0 a sin 𝜑 = (−1)𝑘. Teda: 

𝑀𝜋
2
+𝑘𝜋

= (
(−1)𝑘 0

0 (−1)𝑘) 

a je regulárna. Nájdime inverznú maticu: 

(𝑀𝜋
2
+𝑘𝜋

|𝐼2) = (
(−1)𝑘 0

0 (−1)𝑘|
1 0
0 1

)
~

𝑅1 ∶= (−1)𝑘𝑅1
(
(−1)2𝑘 0

0 (−1)𝑘|
(−1)𝑘 0

0 1
) 

~
𝑅2 ∶= (−1)𝑘𝑅2

(
1 0
0 1

|
(−1)𝑘 0

0 (−1)𝑘) = (𝐼2|𝑀𝜋
2
+𝑘𝜋

−1 ) 

Teda pre 𝜑 =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 máme 𝑀𝜑

−1 = (
(−1)𝑘 0

0 (−1)𝑘) = (
sin 𝜑 − cos𝜑
cos𝜑 sin𝜑

). 

Ak 𝜑 = 𝑘𝜋, kde 𝑘 ∈ ℤ, potom: sin𝜑 = 0 a cos𝜑 = (−1)𝑘. Teda: 

𝑀𝑘𝜋 = (
0 (−1)𝑘

(−1)𝑘+1 0
) 

a je regulárna. Nájdime inverznú maticu: 

(𝑀𝑘𝜋|𝐼2) = (
0 (−1)𝑘

(−1)𝑘+1 0
|
1 0
0 1

)
~

𝑅1 ↔ 𝑅2
(
(−1)𝑘+1 0

0 (−1)𝑘|
0 1
1 0

)
~

𝑅1 ∶= (−1)𝑘+1𝑅1
 



(
(−1)2𝑘+2 0

0 (−1)𝑘|
0 (−1)𝑘+1

1 0
)

~
𝑅2 ∶= (−1)𝑘𝑅2

(
1 0
0 1

|
0 (−1)𝑘+1

(−1)𝑘 0
) = (𝐼2|𝑀𝑘𝜋

−1) 

Teda pre 𝜑 = 𝑘𝜋 máme 𝑀𝜑
−1 = (

0 (−1)𝑘+1

(−1)𝑘 0
) = (

sin𝜑 − cos𝜑
cos𝜑 sin𝜑

). 

Celkovo teda pre ľubovoľné konečné reálne číslo 𝜑 platí: 

𝑀𝜑
−1 = (

sin 𝜑 − cos𝜑
cos𝜑 sin𝜑

). 

 


