1. Vypocitajte derivaciu funkcie f(x) = —|4 — x| v bode a = 4.
RieSenie:

Funkcia f nema derivaciu v bode a = 4, pretoze:

{4 4=z -0 —(z—4
0 (¢ B VT B B ) N
T4+ Tz —4 r—4+ T —4 =4+ x —4
kym:
— f4 4—a|— 4
hmM:hrnl—x‘o_h T,
T—4— x—4 r—4— x—4 z—d— 1 — 4
2. Vypocitajte derivaciu funkcie f(z) = arccosz v bode a = —1.
RieSenie:
Funkcia f nema derivaciu v bode a = —1, pretoze:
t = arccos
arccos z — arccos(—1) . arccosx — arccos(—1)
:vlr{ll +1 :$££I}+ x+1 - T = -1+ -
- v t— m—
) t—m ) t—m
= lim ——— = lim =
t=T—COST — COST  t—m— . t—m\ . t+m
(—2) sin sin
2 2
t—7
1 1
= |tim—2 | |lm— | = (- lim—— =
t—m— | t—m t—m— | t+m t—m— | t+m
sin sin sin
2 2 2
— a = —
o . 3z
3. Zderivujte funkciu f(x) = .
log, 8
RieSenie:
Upravme najprv predpis funkcie f:
3z 3z 3 xlnzx
= = = l =
N0 = 108~ s ~ 3ma Y = Tz
Inx
Potom: . . ) (1 + o)
+Inx
/ = — 1 / = — —_ l = —
@) ln2(x ne) In2 (xx+ nx) In2
4. Zderivujte funkciu f(x) = cos(arcsin z).
RieSenie:
) = sin(arcsinz) = —x
V1 —a? V1— a2
5. Zderivujte funkciu f(z) = In(1 + sin® ) — 2sinz arctg(sin z).
Riesenie:
2 si 2 si
fl(x) = SIRTERT  gcosa arctg(sinz) — SIRTERT _ 9cosw arctg(sin x)

1 +sin’z 1+sin’x



44+ 3x — x?

. Uréte D(f), vypocitajte f'(z) a urcte D(f").

RiesSenie:

Ozna¢me p(r) =4 + 3z — 2% a q(x) = 2% + 2z — 3. Pretoze pod odmocninou mézu
lezat len ¢isla vacSie ako nula alebo rovné nule a stcasne nie je mozné delit nulou,
tak € D(f) prave vtedy, ked:

p(z) >0 astcasne q(z) >0 (1)
alebo
p(x) <0 asucasne g(z) <0 (2)

Kedze p(z) = (4 —z)(x + 1) a g(z) = (x — 1)(x + 3), tak p(z) > 0 pre z € (—1,4),
p(x) <0 pre x € (—oo,—1) U (4,00) a g(z) > 0 pre x € (—o0,—3) U (1,00), kym
q(z) <0 pre z € (=3, 1)

Z podmienky (1) teda mame:

€ (=1,4) N{(—o0,=3) U (1,00)} = (1,4). (3)
Z podmienky (2) mame:
z € {(—o00,—1)U{4,00)} N (=3,1) = (=3,—1). (4)

Z (3) a (4) dostavame: D(f) = (=3, —1) U (1,4).
Vypocitajme f'(z):

1 |22 420 -3 <(3—23:)(x2—|—2x—3)—(2x+2)(4+3x—x2))'

/ —_— -
f(x)—2 44 3z — a2 (22 4 2z — 3)?

Po uprave:

=1 2?4203 [(ba? 420+ 17
2 4+ 3z — 22 \ (22 + 22 — 3)2

Plati: D(f") = (=3,—1) U (1,4).

2 —x — a2

. Uréte D(f), vypocitajte f'(z) a urcte D(f").

RiesSenie:

Ozna¢me p(x) = 2 — z — 2% a q(z) = 2* + 2x — 3. Pretoze pod odmocninou mézu
lezat len ¢isla vacSie ako nula alebo rovné nule a stcasne nie je mozné delit nulou,
tak € D(f) prave vtedy, ked:

p(x) >0 asufasne g(z) >0 (6)
alebo
p(x) <0 asucasne g(z) <0 (7)

Kedze p(z) = (1 —z)(x +2) a g(z) = (x — 1)(x + 3), tak p(z) > 0 pre z € (-2, 1),
p(z) < 0 pre x € (—oo0,—2) U(1l,00) a g(x) > 0 pre x € (—o0, —3) U (1,00), kym
q(z) < 0prex € (—3,1).

Z podmienky (6) teda mame:

€ (—2,1) N {(—00, —3) U (1,00)} = 0. (8)



Z podmienky (7) mame:
zr € {(—o00,—2)U(l,00)} N (—3,1) = (-3, —-2). 9)

Z (8) a (9) dostavame: D(f) = (=3, —2).
Na druhej strane D(f) je mozné zistit aj jednoduchsie. Upravme predpis funkcie f:

| 2—z—-2>  [(Q-z)(z+2) [-z-2
flz) = m_\/(x—l)(x+3)_ r+3 (10)
T+ 2

Takze pre z # 1 musi byt podiel 3 < 0 a sucasne x # —3. To je pravda vtedy

x
a len vtedy, ak = € (—3,—2). Cize D(f) = (=3, —2).
Vypocitajme f'(x):

N A e S A L U N N e
f(x)-( m—|—3>_< 1+a:—|—3>_2 x+2 ((x+3)2>' (11)

Plat: D(f') = (—3, —2).

9 _
. Nech f(z) = arcsin (—g) Urcte D(f), vypocitajte f'(x) a urcte D(f’).

RieSenie:

Pretoze nie je mozné delit nulou, urc¢ite 2 ¢ D(f). Pre vsetky x € R\ {2} je po-
9 _

diel z = —1 a preto f(z) = arcsin(—1) = —g pre vietky z € R\ {2}. Teda
x j—

D(f) =R\ {2}, f'(x) = 0a D(f') =R\ {2}.

. Najdite rovnicu doty¢nice t4 a norméaly ns ku grafu funkcie f(x) = 4% v bode
A = (=2, 7). N4jdite rovnicu doty¢nice a normaly ku grafu funkcie g(z) = z*—4x+3,
ak dotycnica je rovnobezna s t4.

RieSenie:
Bod A = (=2, f(—2)) = (=2,1). Pretoze f'(z) = —2ze* " tak f'(—2) = 4. Rovnica
doty¢nice ku grafu funkcie f v bode A bude:

tar y—f(=2)=f(-2)(z - (-2))
y—1=4(x+2)
y=4r+8+1
y=4r+9

Rovnica normély ku grafu funkcie f v bode A bude:

i Y= = 5y = (<2)
y—l—_?l(x+2)
z 1
YT



10.

11.

Pre derivaciu funkcie g plati: ¢’(z) = 2z — 4. Aby doty¢nica ku grafu funkcie g bola
rovnobezna s ty : y = 4w + 9, tak jej smernica musi byt rovna 4. Cize hladame bod
B = (b,g(b)) taky, ze ¢’(b) = 4. Rovnici 2b — 4 = 4 vyhovuje jediné b = 4. Prislusny
bod B = (4,3) a rovnica doty¢nice ku grafu funkcie g v bode B je:

tg:  y—g(4)=g4)(z—4)
y—3=4(x —4)
y=4x — 16+ 3
y=4r —13

Rovnica normély ku grafu funkcie g v bode B je:

npt y—o(t) = e =4
y—3="—(e—4)
y=-7+1+3
y=—§+4

Néjdite rovnicu doty¢nice a normaly ku grafu funkcie f(z) = kx + ¢, kde k € R,
g € R, v bode A = (a, f(a)), kde a € R je lubovolné.

RieSenie:
Pre akékolvek a € R je f'(a) = k. Rovnica doty¢nice ku grafu funkcie f bude:
tar  y—fla)=f(a)(x—a)
y—ka—q==k(x—a)
y=kx —ka+ka+q
y=kr+q=f(z)

Cize dotyénicou k priamke v Tubovolnom bode priamky je priamka samotna.
Rovnica normély ku grafu funkcie f bude:

1
ny - y—f(a):f(a)(x—a)

—1
y—ka—q=—(x—a)prek #0

x a b
yz—E—l—E—Hﬁa—l—q
o a+ qk + ak?
YT TRt TR

Pre k = 0 bude rovnica normély ku grafu funkcie f v bode A: x = a.

N4jdite rovnice doty¢nic k hyperbole 72? — 2y? = 14, ktoré st kolmé na priamku p :
2z +4y — 3 = 0.
RieSenie:

Smernicovy tvar rovnice priamky p je y = —3 + %, takze priamky kolmé na p budua
mat smernicovy tvar rovnice: y = 2x + ¢, kde ¢ € R je (zatial) nezndma konstanta.
V rovnici hyperboly 7z? — 2y*> = 14 st zadané predpisy dvoch funkcii y,(z) =

\/ 222 =T a yao(x) = —y/222 — 7, oboch definovanych na (—oo, —v/2) U (v/2, 00).



N4jst body dotyku dotycnic s hyperbolou mézeme pomocou derivéicie oboch funkeii:
/ _ 7 / _ 7 -

Y (z) = ?5;277, resp. ¥'y(z) = —ﬁ definovanych na (—oo, —v/2) U (v/2, 00).

Pretoze dotyc¢nice k hyperbole musia mat smernicu rovnu 2, tak x-ovu stradnicu

kazdého z tychto bodov najdeme z rovnic:

Tx
T (12)
24/122 =7
N (13)

2,/%:62—7

Zrejme hladané x z rovnice (12) musi byt také, 7e * > v/2 > 0 a x z rovnice (13)
také, ze © < —v/2 < 0. Kazdej z rovnic vyhovuje teda len jediné rieenie. Oznacme
rieSenie rovnice (12) ako x4 a rieSenie rovnice (13) ako zp, potom x4 = 4 axp = —4.
Bod dotyku dotycnice s grafom funkcie y; oznaéme ako A a bod dotyku dotycnice
s grafom funkcie yo oznacme ako B. Potom A = (4,7) a B = (—4,—7). Rovnice
doty¢nic st nasledujice:

ta: y—7=2(x—4), tp: y+7=2(x+4)
y=2zx—1 y=2xr+1
12. Vypocitajte pribliznt hodnotu funkcie f(z) = 4/ %:132 — 7 v bode z = 4,04.
Riesenie:

Funkcia f sa zhoduje s funkciou y; z predchadzajtuceho prikladu. Jej priblizna hod-
notu vieme uréit z rovnice doty¢nice ku grafu tejto funkcie v bode (4,7): y = 2z —1.
Konkrétne: f(4,04) =2.4,04—1=28,08—1 = 7,08. (Na porovnanie skuto¢na hod-
nota funkcie f v 4,04 zaokrtihlena na Styri desatinné miesta: f(4,04) = 7,0799.)

13. Vypocitajte limity. Na vypocet pouzite I’'Hospitalovo pravidlo.

xr

—1

(a) lim —
z—=0 SInx

RieSenie:

Ak mame pouzit na vypocet I’Hospitalovo pravidlo, mali by sme vediet ako
znie:

Nech f,g: A — R, a € R* je hromadny bod A, nech:

1) f, g sa spojité a diferencovatelné na A\ {a},

2) pre kazdé x € A\ {a}: g(x) #0, ¢'(z) #0,

3) lin () = limg(z) = 0

/
Ak existuje lim f/(x), tak existuje limf(x)
z—a g (1) z—ag()

a rovnaju sa.

Pozn.:

Veta plati v tom istom zneni, aj ked podmienku 3) nahradime podmienkou
lim|g(x)| = oco.

Tr—a

e’ —
V pripade lim
=0 S x .. . > . , .
a menovateli zlomku st spojité a diferencovatelné na dostato¢ne velkom okoli
bodu 0, pri¢om je splnena podmienka 2) I'Hospitalovho pravidla na tomto okoli.

Aplikujic preto I’Hospitalovo pravidlo na tuto limitu, dostavame:

ide naozaj o limitu typu ”8” taku, ze funkcie v Citateli

. 1
. lim =-=1.
z—0 sinx = z—0 coSx 1



(b)

RiesSenie:

I’Hospitalovho pravidlo mézeme pouzit aj viackrat po sebe:

T _ 1 ) T _ 1 T 2 _ 1 T 1) —1 )
=) DH e lhae (@ =) (@ (@4 1)~ 1) LH
z—0 ln(l — xQ) = 20 —2x z—0 2 =
1 — 22
— im 2z (e*(z + 1) — 1) + (22 — 1) (e*(z + 2)) _0-2_ iy
z—0 2 2
© Jim = (= 2arsin (=) )
c¢) lim z |7 — 2arcsin [ ———
r—00 ZL‘2 +1
RiesSenie:
T — 2arcsin _r
I _9 . T _ x2+1/) L'H
] ggo |7 arcsin —\/m = | g{)lo % _
=2 21.2
= lim = = lim ——— =2.
2arcin (- )
T — 2arcsin [ ——
2
To, ze lim T il je naozaj limita typu ”g" vychédza z toho,
T—00 =
ze: ’
) zc4+1—-1 . 1
lim = lim
T—00 241 T—00 2 +1

a teda pre xr — oo podiel

nésledne preto arcsin (

/
(1 — 2 arcsin (L)>
2+ 1

1 1
d) L - —
( ) :L"Lr(r)l+ X et — 1
RieSenie:
. 1 1
lim ——
=0+ e% —1
. 1
= lim =
=0+ 24 2
In(11z)

(e)

204 In(15x)

RieSenie:

T i z? y
——— = lim {/——— = lim
2 +1 T—00 T2 +1 T—00

x

sa blizi k 1 po c¢islach mensich ako jedna,

vz +1
T
vz +1

er—1—=x

2 _ 2z
_ -9 ¢+ 1 Ty
2
2Vt 41 1 =2
a2+ 2Z+1 22+ 1
L'H .. e’ —1 L'H e’
lim —— lim ———
= 20+ e* — 1+ ze* = 20+ 2e% 4 xe?

lim ——
ccl{(I)l—l— x(ew — ].)

) ide k arcsin(1) = 7. Zarovei:




Pre + — 0+ ide logaritmus v ¢itateli aj v menovateli do —oo, takze v tomto

pripade ide o limitu typu "=2".
; 11
im In(11z) L'H lim 1 — lim le
=0+ In(15z) = 2—0+ % a—0+ T
14

R

RiesSenie:

Limita je rovna nule, pretoze:

1+e™ 140
lim + = + = 0.

T—00 LEQ

00
Limita splita podmienky I'Hospitalovho pravidla a preto je mozné ju vypoéitat
aj za jeho pomoci:
1 1—x2 L’H —92 1—x2 )
lim e lim —2°  — lim — el = .

T—00 r? = z—00 T T—00

3e* —2e7 % +2cosx —sinx

I
(8) x1—>ngo 4e® 4+ be™® — cosx + 3sinx

RieSenie:

Ide o limitu typu , pretoze pre x — oo ide e* do nekonencna, e™* — 0
a limity sin x, resp. cosx sice neexistuju, ale funkcie sin aj cos st ohranicené.
Vsetky podmienky 1’Hospitalovho pravidla su splnené, takze ho je mozné po-
uzit. Je to sice mozné (dokonca opakovane), ale iplne nevhodné, pretoze:

noon
o

3e® —2eF +2cosx —sinz I'H .. 3e® +2e % —2sinx —cosz L'H
im im
z—oo 4T + he ™ —cosx + 3sinx = z—oo 4e® —He T +sinx +3cosx =
I 3¢ —2¢ % —2cosz +sinz L'H . 3e* 4+ 2e7* +2sinx + cosx L’H
= lim

r—oo 4eT +He T +cosx —3sinx = az—oo 4e® —He T —ginx — 3cosx =
3e? —2e %4+ 2cosx —sinzx

im ,
z—oo 4e% + Hhe % — cosx + 3sinx

Doslo k zacykleniu a dalsim pouzivanim I’Hospitalovho pravidla sa k rieSeniu
o ni¢ blizsie neprepracujeme.

To vSak neznamenad, Ze limita neexistuje. Limita existuje a ma rieSenie. Vel mi
rychlo ho mozno najst elementarnymi postupmi:

x —2z (2cosz—sinx)
. 3e®—2e %+ 2cosx —sinx . © (3_26 +T) 3
lim : = lim . = —.
00 4e® + 5e—* — cosx + 3sinx T00 o <4 + Be—2z 4 (— cos z+3 sin x)) 4

et

(33—1)3'

14. Vysetrite priebeh funkcie f(z) =

RieSenie:

1. D(f) = R\ {—2}, funkcia ma jediny nulovy bod x = 1 (f(1) = 0), priese¢nik
s osou Oy je bod (0,—1), pretoze f(0) = —1.
2. 7 asymetrickosti defini¢cného oboru vyplyva, ze funkcia nie je parna, ani neparna

a nie je ani periodicka.



3. Funkcia je spojita (ide o podiel spojitych funkecii). Asymptotou bez smernice
(dalej ABS) je priamka x = —2, pretoze
(x—1) 27

4. Vypocitajme derivaciu funkcie f:

3z —1)2(x+2)? =2 +2)(z—1) (x—1)>*(x+2)

/ _ = 3z +2)—2(zx—1
e e g (B2 =2 1)
(r —1)? (x —1)%(z +8)
= (x+2)3(3x+6—2x+2) = 127 (15)
Derivacia je nulova vz = 1, = —8 a v bode x = —2 nie je definovana. Vyraz

(x — 1)? je kladny pre vsetky x # 1. Vyrazy (z + 8) a (z + 2)® menia znamienko
podla toho, ¢i je x > —8 alebo z < —8, resp. x > —2 alebo x < —2. Presnejsie
r+8>0,ak x> —8ax+8<0, ak x < —8. Podobne (z +2)* >0,ak z > —2 a
(r+2)® <0, ak x < —2. Sthrnne:

fi(x)>0 ak © € (—o0, —8)
f'(x)=0 ak r = —8
f'(z) <0 ak © € (—8,—2)
f'(x) nie je definovana ak © = —2
f'(z) >0 ak r € (—2,1)
f'(z)=0 ak v =1
f'(x) >0 ak x € (1,00)

Intervaly monoténnosti funkcie:

[ je rastuca na intervale (—oo, —8)
f je klesajuca na intervale (—8, —2)
f je rastiica na intervale (—2, c0)

5. Funkcia m4 ostré lokdlne maximum v bode z = —8 a jeho hodnota je f(—8) =
81

6. Druht derivaciu funkcie f ziskame derivovanim prvej derivacie (15):

2 —1D(x+8)+ (z—1)2)(z+2)>=3(x+2)%(x — 1)*(z +8)
(x +2)8

fz) =

_ - D+2)y (2x+16+2 — 1)(z +2) — 3(z — 1)(z + 8))

(z +2)8
= %(3($+5)($+2)—3($_1)($+8))
= Z())J(CIT;;Z((:L'2+7$+10)—($2+7$—8)):% (16)

Druhé derivacia je definovana vsade okrem bodu —2. Vyraz (z + 2)* nachadzajici
sa v jej menovateli je kladny pre vSetky xz # —2. O znamienku druhej derivécie
rozhoduje vyraz (z — 1). Mame:

f(z) <0 ak © € (—oo0, —2)
f"(x) nie je definovana ak r = —2

f'(x) <0 ak v € (—2,1)

f'(xz)=0 ak v =1

f"(z) >0 ak x € (1, 00)



15.

Pre funkciu f teda plati:

f je konkévna na intervale (—oo, —2)
f je konkavna na intervale (—2,1)
f je konvexna na intervale (1, 00)

7. Inflexny bod funkcie f sa nachadza v bode 1, pricom f(1) = 0.
8. Pre limity v krajnych bodoch defini¢ného oboru plati:

x3—3x2+31’—1_

S = e = (1)
. oot =322+ 3 -1

Asymptoty so smernicou (dalej ASS) y = kx+q pocitame v 400 aj v —oo. Pocitajme
najprv v 4oo:

3 2
_ —1
P ) N ks e ok bl

T—00 T r—oo T3 + 42 + 4z
22 =322 4+3zx -1
= i — kx = i —z =1 —
1= ) ke ) s T e ey 4
oot =322+ 3 —1— 2% —42% — 4x o =Tt —x—1
= lim = lim ——M— = -7
zT—r00 2 +4x +4 z—oo 2 +4x +4

Cize ASS v 400 je priamka y = z — 7.
Pocitajme ASS v —oo:

o fle) 2P =32 43 -1
22— 32243z -1
= 1 —kxr= 1 —x = 1 —
oo ? =3+ 3r—1 -2 — 42 —4x o =Tt —x—1
— hm = m —————————— = _7
T——00 2 +4x +4 z——oo x2 4+ 4w +4

Cize ASS v —c0 je takisto priamka y = = — 7.
9. Pretoze funkcia f je spojité na intervale (—2, —oo) a plati (14) i (17), tak H(f) =
(_007 OO)

2z
Vysetrite priebeh funkcie f(x) = arcsi ~
ySetrite priebeh funkcie f(z) = arcsin (x2 mn 1>

RiesSenie:

1. Pretoze D(arcsin) = (—1, 1), tak pre vSetky = € D(f) musi platit:

2z
—ls x?+1 =1
—2—1< 2x <z’+1
—xt—2r—1< 0 <az?-2r+1
~@+1)’< 0 <(z-1)7

¢o je pravda pre vsetky x € R a teda D(f) = R. Funkcia mé jediny nulovy bod
z =0 (f(0) =0).

2. 7 toho, 7ze funkcia méa jediny nulovy bod, vyplyva, Ze nie je periodicka. Z toho,
ze arcsin je neparna funkcia vyplyva, ze f je neparna:

f(—z) = arcsin (M> — arcsin ( 2 ) — — arcsin ( 2 ) = —f(z)

(—z)2+1 2+ 1 2+ 1




pre vietky € D(f). f nie je parna, pretoze napr. f(—1) = —%, kym f(1) = 7.
3. Funkcia je spojita (ide o zloZenie spojitych funkcii). ABS funkcia f nema.
4. Vypocitajme derivaciu funkcie f:

2 2?2+ 1 — 222 2 1— 22
f'(x)
€T = =
41.2 (I2 + 1)2 33'4 + 21.2 4 1— 41’2 (332 + 1)2
(22 + 1) (22 + 1)
B 2 1—a® 2 11—z  2(1—2a?)
Vi —222+1 (22412 @2 1)2(22+ 1) (a2 + 1)1 —2?
(% +1)
Z toho vyplyva:
2
a Pres e(—1,1)
f'(x) =
—2
a Pres € (—o0,—1)U(1,00)
V bodoch x = —1 a x = 1 derivécia funkcie f neexistuje. Presnejsie:
v ( 2 ) L7
resin —
i (@ =FED vl 2y, 2
r—=—1—- I — (—1) r——1— x+1 z—1-22 +1
, ( 2 ) LT
arcsin —
m L SNy et VA R
r——1+ T — (—]_) z——1+ x+1 z——1-72 +1
, ( 21 ) 7T
arcsin - =
Ry . 211) 2 2
z—1— x—1 el r—1 - s—1-x2 + 1 o
, ( x ) 7T
arcsin - =
limM = lim v+l 2:lim —2 = —
=1+ x—1 1+ x—1 e—1+x2 + 1
7 predchadzajuceho dostavame:
f'(z) <0 ak x € (—o0, —1)
f'(z) nie je definovana ak r = —1
f'(x) >0 ak v € (—1,1)
f'(x) nie je definovana ak r =1
f'(z) <0 ak z € (1,00)
Intervaly monotoénnosti funkcie:
f je klesajica na intervale (—oo, —1)
f je rastuica na intervale (—1,1)
f je klesajica na intervale (1, 00)
5. Funkcia mé ostré lokalne (globéalne) minimum v bode z = —1 a jeho hodnota je
f(=1) = ~ T Funkcia ma ostré lokalne (globalne) maximum v bode x = 1 a jeho

™

hodnota je f(1) = 5
6. Z prvej derivacie funkcie f vyplyva:



—4x

——— prex € (—1,1)
2 + 1)2
pray=q Y
CFEE pre z € (—oo,—1) U (1,00)

Druhé derivacia nie je definovana v bodoch —1 a 1. Sthrnne méame:

f(z) <0 ak x € (—o0, —1)
f"(x) nie je definovana ak r = —1
f'(x) >0 ak v € (—1,0)
f'(x)=0 ak © =0
f(z) <0 ak x € (0,1)
f"(x) nie je definovana ak =1
f'(xz) >0 ak z € (1,00)

Pre funkciu f teda plati:

f je konkavna na intervale (—oo, —1)
f je konvexna na intervale (—1,0)
f je konkévna na intervale (0, 1)

f je konvexna na intervale (1, c0)

7. Inflexny bod funkcie f sa nachadza v bode 0, pricom f(0) = 0.
8. Pre limity v krajnych bodoch defini¢ného oboru plati:

. . . 2x )
Q}Lrgof(x) = xh_}ralo arcsin <x2 n 1) = arcsin(0) =0 (19)
lim f(e) = lim_arcsin (7 ) = aresin(0) = 0 (20)
Jim f(z) = lim arcsin| —o—— ) = arcsin(0) =

Z (19) a (20) vyplyva, ze ASS v +00 aj v —oo je priamka y = 0.
9. Vzhladom k bodu 5. a vzhladom k tomu, Ze funkcia f je spojita na celom R
mame H(f) = (-Z,%).

T 202

sinx

16. Vysetrite priebeh funkcie f(x) = — 5p°
sin 2x

RieSenie:
1. Pre vsetky x € D(f) musi platit:
sin2x # 0
2¢v # km; kde k € Z
v # k:%; kde k € Z
Z toho vyplyva D(f) = R\ {k%; k € Z}. Funkcia nema Ziaden nulovy bod, pretoze

sinx = 0 prave vtedy, ked = = km, kde k € Z, lenze tieto body nepatria D(f).
2. Upravme predpis funkcie:

sin x sin x 1

fz) = = = (21)

sin 2x 28Inx cosx 2cosx

Vzhladom k definiénému oboru funkcie a z toho, ze funkcia cos je 2w-periodicka,
vyplyva, ze f je 2m-periodické. Z toho, Ze cos je parna funkcia méame, Ze f je parna:

f(=z) = . - f(x)

~ 2cos(—x)  2cos(z)




1 s
=)
3. Funkcia je spojita (ide o podiel spojitych funkcii). ABS funkcie f st priamky

r=—5 +km, kde k € Z, pretoze:

pre vSetky x € D(f). f nie je neparna, pretoze napr. f (—%) =

1 1
lim flx) = lim = — =-00
x—)(—%—&-?kw)— m—><—%+2k7r)—2 CoOS T 0—
1 1
lim flz) = lim = — =00
o (= +2km)+ e (~Z42km)+2cosz O+
1 1
lim  f(x) = lim =— =00
x—)(%—&-?kw)— m—><g+2k7r>— 2cosw 0+
1 1
lim  f(z) = lim =— =—-00
o= (5 +2km)+ m%(%+2k7r)+2 cost  0—
kym
: . 1 1 1
xlgilwf(x) B xlgile cosx  2(—1)F (=1) 2 (22)
4. Vypocitajme derivaciu funkcie f:
1 " 1sinz
(x) = =— 23
J() <2005x) 2 cos? x (23)
Z (23) a D(f) mame:
f(x) > na intervaloch (2km, % 4 2km)
f(x) > na intervaloch (2 + 2k, (2k + 1)7)
fl(x) < na intervaloch ((2k + 1)m, 37 + 2k7
f(z) < na intervaloch (27 + 2k, 2(k + 1)7
f'(x) nie je deﬁnované v bodoch » = k%; kde k € Z.
Intervaly monoténnosti funkcie:
f je rastuca na intervaloch (2k7r, -+ 2]{:7r)
f je rastiica na intervaloch ( + 2k, 2k +1) ) ,
f je klesajuica na intervaloch ( (2k + 1), 7T + Qkﬂ) ,
f je klesajuca na intervaloch (%77 + 2k, 2 (k+1) ) ,
kde k € Z.
5. 7 predchadzajiceho vyplyva, ze funkcia neméa ziaden extrém.
6. Druha derivacia funkcie f:
3 .2 .
y cos’xr +2sin“zrcosxr 1+sin“zw
= = 24
UG 2costx 2cos® x (24)
Z (24) dostavame:
f'(x) <0 na intervaloch (—32r + 2km, —m + 2k)
f(xz) <0 na intervaloch (—m + 2k, —% + 2k)
f'(x) >0 na intervaloch (-2 + 2k, 2k)
f'(xz) >0 na intervaloch (2km, % + 2km)

f"(x) nie je definovana v bodoch = = kF; kde ke Z.

Pre funkciu f teda plati:



f je konkavna na intervaloch (—%ﬂ' + 2km, —m + 2km) ,
f je konkavna na intervaloch (—7r + 2k, —5 + 2km) ,
f je konvexné na intervaloch (—g + 2k, 2k7r) ,

f je konvexné na intervaloch (2k7r, 5+ 2k7r) ,

kde k € Z.
7. 7 predchadzajiceho vyplyva, ze funkcia neméa Ziaden inflexny bod.
8. Vzhladom k D(f) dostavame, ze funkcia neméa ASS ani 400, ani v —oc.

9. Zo spojitosti funkcie f, jej intervalov monotonnosti a z (22) mame, ze H(f) =
1 1
(—00,=3) U (3,0).



