1. Vypocitajte limity alebo ukazte, Ze neexistuju:

(a)

(b)

x4+ 53 — 1722 — 1200 — 144

i
i 3+ T2 + 8x — 16

r——4

RieSenie:

Ozna¢me f(x) = 2t + 5 — 172? — 1200 — 144 a g(z) = 23 + 72? + 8z — 16.
- [f(x)

Potom lim

rz——4 g(x)
je dvojnasobnym koreniom polynému f ako aj g, ¢o Tahko vidno z Hornerovej

schémy:

je typu "%”, pretoze f(—4) = 0 = g(—4). Navyse ¢islo —4

pre f: 1 5 -17 -120 -144 |preg: 1 7 8 -16
-4 -4 A4 84 144 -4 -4 -12 16
1 1 -21 -36 0 1 3 -4 0
-4 -4 12 36 -4 -4 4
1 -3 -9 0 1 -1 0
4 4 28 -4 -4
1 -7 19 1 -5
Preto:
. xt+ 52 — 172% — 1200 — 144 . (z+4)* (2?32 -9)
lim = lim =
z——4 23 + Te? + 8x — 16 -4 (x+4)%(z—1)
2 =3r-9 19 19
= lm—m——m=—=——
e——4 -1 -5 )
x4 52% — 1722 — 1200 — 144
lim
r—1+ 3 + 722 4 8z — 16
RieSenie:
Z Casti (a) prikladu méame:
ot +52° — 172* — 120z — 144 (z+4)*(2® — 3z —9)
a3+ 722 + 8z — 16  (z ) —1)
Preto:
. a4 5% — 1722 — 1202 — 144 (x+4)%(22-32—-9) 11
lim = — = —00
o1+ a3+ Tx? 4 8z — 16 e=1+ (v +4)%(z—1) 0+
. at+ 52 — 172 — 1200 — 144
lim
T——00 3+ 722+ 8x — 16
RieSenie:
.2t 45 — 172 — 1202 — 144 ozt(1+2 - -1 _ 1
lim = lim L e =
=300 23 + 722 4+ 8z — 16 I O B )
5 17T _ 120 _ 144
N O ek Sl shenke=2) NN
S (R R
I 0 — 27 +1
P 2100 — 97 1 1
RieSenie:
Ozna¢me f(z) =2 —2r+ 1 a g(x) = 2'% — 22 + 1. Potom lim féxi je typu
xT— g T

non

o pretoze f(1) = 0 = g(1). Upravme f(z) aj g(z) pomocou Hornerovej
schémy:



1 0 O 0 -2 1
1 1 1 1 1 -1
1 1 1 1 -1 0
Cize:
o0 —22+1 . (z-D@®+2® 4+ +x—-1) 49-1 48 24
lim——— = lim = = ="
21100 — 22 +1  ami(z—1)(2®+2%8+...+2—-1) 99—-1 98 49
© 1 20 — 22 +1
e) lim ——
z—oo 100 — 27 + 1
Riesenie:
e 2oyl 2P tas) . (I-gh
hmwo—: im —- 3 T = lim - 5 — =0
T—00 I —2x+1 T—00 I (1—@4—%) T—y00 I (1—xm—|—m)

(o) lim(x —1)2 + 41 — 1|
=1 222 —3x+1
RieSenie:

. (= 1)? 4+ 4]1 — x|
|
ool 222 — 3z +1

neexistuje, pretoze:

—1)2+4|1 - — 1) +4(x -1 —1 —1+4
e Ve L B Ut V| ) N () (et Bt
a—1+ 22 —3r+1 a—1+  2x2—3r+1 a—1+ 222 —3x+1
. (=1 (z+3) . r+3 4
= lim = lim =- =4,

et (z— 1)(20 —1)  a=1422—1 1

kym:

—1)2 — —1)2 — — —1—
lim (x—1)*+4|]1 — z| — fim (x =1 +4(1 —2) _ fim (x—1)(z—1—4)
e—s1— 202 -3z +1 e—s1— 202 — 3z +1 v—1- 2202 -3z +1

_ g B DE=S) e
s=1-(x —1)2x —1) «=1-22—1 1

(x — 1) +4[1 — x|

I
(&) JMim — 5,1
RieSenie:
lim (x— 1) + 4|1 — 2 — bim (=12 +4(1—2) o (x —1)(z —5)
z——oc0 222 —3x+1 T——00 222 —3x + 1 T——00 (x — 1)(2:17 — 1)
_ 5 _5
= lim (z—5) = lim x( Z)— lim z

x—>—oo(2[L‘ — 1) a T——00 (2 — %) 00 — % N
(h) ! 3 —2x+2
im—
e—s1xt — 222 4+ 1
RieSenie:

Ide o limitu typu "%". Vyraz v menovateli mozno Tahko upravit tak, aby bolo
jasné, ze pre x — 1 ide (z* — 222 + 1) k nule po kladnych ¢islach:

Coad—=2r+2 o3 —2r+2 1
lim R

polzt — 222 1 ol (22 —1)2 “or



ot =20 42
() Im—

RiesSenie:
Ide opit o limitu typu "1 5 "rovnako ako v ¢asti (h) prikladu, ale limita neexistuje,
pretoze:
. 3 —2x + 2 ~ lim 2 —2x + 2 1
im ———— - T - =
s R S R x?2(z?2—-1) 0+ 7
kym:
=22 42 oo =242 1
lim — = lim ———— = — = —o0.
z—1— g4 — 2 T—1— 1;2(:52 — 1) 0—

() 1mi— V2=

e—1x2 + 3z — 4
RieSenie:

Ide o limitu typu ”%”. Vyraz v citateli sa da upravit pomocou vztahu:
(a —b)(a® + ab+ b*) = a® — b®. Potom:

zﬂx2+3x—4 x%(x2+3x—4) 1+ 2 -z

, 1-(y2—a)°
= lim 5
wﬁl(:ﬂ2+3x—4)<1+\3/2—m+ V2 —x) )

1- 92—z y (1m)21+\/2x+

= lim 1-(2-7)
Hl(a:—l)(x+4)(1+€/2—a:+(€/2—x)2>
= lim vl 5
x_’l(x—l)(m—l—él)<1—|—{72—x—|—({72—x)>
1
= lim
=1 (g 1 4) (1 F Y2+ (mf)

1 1
51+1+1) 15

Pripadne mozete na vypocet pouzit substiticiu:

_ 35
- 2=z 1— 32—z t=v2-u

lim ————— = lim =| ¥?=2-2 |=
el +3x—4 2-51(2—2)2-T72—2)+6 ro 1t 1
. 1—t . (—1)(t—1) lim —1
=lim—————— =lim = =
=16 — T3 46 =1 (t—1) (O +tr+13 —6t2 -6t —6) t=1(t32—6)(2+t+1)
-1 1

T (=5(1+1+1) 15

(k) Tim Y210+

T——2 2 —4

Riesenie:
Ide o limitu typu ”%”. Na vypocet pouzijeme substiticiu:

_ 3/
i V21042, Vor 104241010 PR
m ———————— = lim - - -
ey 2 g e—-2(z 4+ 10)%2 — 20(z + 10) + 96 T — =2t —2




(n)

. t+t3—10 . (t —2)(1* + 2t +5)
im————— =1lim =
=246 — 2003 + 96 t=2(t — 2) (15 4 2¢4 + 413 — 12¢2 — 241 — 48)

. t2+2t+5 13 13

1m = _

i=2(t3 —12)(12 + 2t +4)  (—4)(13—1) 48

VP VB+ VT3
r—3 x2 . 9
RieSenie:

V skutoc¢nosti ide o limitu pre x — 34, pretoze funkcia, ktorej limitu poc¢itame,
nie je pre x < 3 definovana. Tato limita je typu "%”. Pouzijeme elementarne

dUpravy na jej najdenie:

. VT —V3+Vr—3 T (VT —V3+ V2 —3) (Ve +v3) _

z—3 2 -9 T—3 \/ng (\/_+\/_)
=3+ VI3V +V3) — Iy \/—(\/F+\/‘+f)_
VT 3VaT3(vItvE) o Vo 3yaT3(vat V3
\/xT+\/_+x/__0+\/_+\/__1

VT a(VE VA VB(VEEVE) VB
YT+T— T+

lim
z—0 1—./1— %
RieSenie:

Ide o limitu typu "8” Pouzijeme elementérne ﬁpravy na jej najdenie:
. VI+5—Y1+7 (\/1+ D+v1i-3)

S (e R v
:hm(\/l YT +yT-5)

x—0 1_1_|__

1+ 1
<hm(\/ — Vit )> <hm1+,/1—5):
r—0 x—0 2
Yl+5-1+1-/1+7 31 1421
= 4lim + i + =4limY—2>— 4limL

x—0 x—0 € x—0 X

4li (m—1)<31+§)2+31+§+1>
= 1m
T ((YTED) 15 )

i (TFE 1) ((MW (/75" + V)
(4
4

20 x T+ o)+ (YT+2) + T+ +1
3 4
4 J1+3) —1 Y1+2Z) —1 4 4 1
—lim( 3) ——lim( 4) :—limi—limiz———zl
3z—0 x 4 x—0 x 3z2—03x =—04x 9 4 36
limvze+4—+vVr+1
T—r00
RieSenie:
4 — 1 4 1
i Va Tl Vol = lm WEFAVEADVet A+ Ve +l)

(x+4)—(z+1)

e=oon/x + 4+ o+ 1
3

lim =
roo/x + 44 o+ 1




(0) 1

—sin® (%) — 3§ cos(2z)

3:1—13% sin(3z)
RieSenie:
Pretoze sin i =sing = %, coS (2%) = ’71 a sin (3%) =sinm = 0, ide o limitu
typu n 0 "
2 z 1 l—cosx 1

- sm (5) — 5 cos(2x) . (g) _ 1—cosz| 2 5 cos(2x) _
P sin(3x) 2 2 T sin(3x)

1 1-— 2
=|—=) lim Cos,x + cos(2r) = }COS(QQZ) =2cos’z — 1| =

2) et sin(3z)

1

(1 hm—cos;'t—i-Qcosza: (1)l Cosx(cosx—g)

2) et sin(3x) T sin(3x)

:(_1)hmcosx(cosm—%) (cosz + ): (h —coszx ) _ cos x—i)

s (sin(3x)) (Cosx—i— ) % cosx—i— x—>7 sin(3z)

1 2 — 1 4
_ (_5) lim% — <—§) lim ———— cos® ® — ‘sln r) = sin (4 cos® r — 1)‘

e—7 sin(3x) T sm(3x)

1 . 4eos*z —1 1 I 1) -1
=(—< | lim = imsin™ (z) = —c—= = —F=
8 ) z—rsinx(4cos?x — 1) 8 ) ar 8\/5 44/3

| | ( 2 )
lim zsin | —
T—00 x

RieSenie:
Na vypocet vyuzijeme vztah: lim sin =1
:c—>0 €T

2 = t t
limzsin | — | = b=3 thg—thﬂ:2
T—00 T r — 00; t — 0+ t—04+ ¢ t—0+ ¢

i 3
i ST (x + 3m)
T—T m—X
Riesenie:
sin
Na vypocet vyuzijeme vztah: hH(l) =1
=0 2

3 =7 — in (47 —t in(—t
limsm (x + 3m) | t=m—ax | _ 11msm( T —t) _ limsm( ) _
=T T — T x—mt—0 t—0 t t—=0 t

in(t
R .U

t—0 ¢

lim (1n(1 — 2)) (sin ( -
lim (In z)) | sin | —
RieSenie:

1
Pre x — 0ide (In(1 — z)) k nule, pretoze In 1 = 0. Na druhej strane lin(l) (sin (—))
T

neexistuje. Funkcia sinus je vSak ohranicené a teda (sm (x)) je rovnako ohrani-
1
¢ena na (—oo,0)U(0, o) (ateda aj na (—oo, 0)U(0, 1)). hH(l) (In(1 —z)) (sin (—))
T—> €T

1
je teda typu "0.ohrani¢ena" a preto lim (In(1 — x)) (sin <—)> =0.
x

z—0



Presnejsie:

1
—1§Sin(—>§1 pre x >0
x

glx):=In(l —2) <Inl=0 pre0<z<l

C(1—2) > (In(1 — 2)) <Sin <1>> >(l—2) pre0<z<l

T
—g(x) =0+ prex — 0+ g(x) >0— prex — 0+

Cize (In(1 —x)) (sin (1)> —0  prex— 0+

X

. 1
—1 <sin (—)
T

g(z):=In(l—2)>Inl=0 prex<0

“ (1 =) < (In(1 — 2)) <sin <1>> <l(l—z) pres<0

Podobne:

IN

1 pre z < 0

T
—g(x) = 0— prex - 0—  g(z) >0+ prex — 0 —
. 1
Cize (In(1—xz)) (Sin (—)) —0 pre x — 0—
x
. V3m—cosz
(s) lim —
T—r00 T
RieSenie:

Pre x — oo ide % do nuly, preto:

V3T — 1
lim VO T COST lim — (\/ 31 — cos x) = (.ohrani¢enad = 0

T—00 x T—00

2. Vysetrite spojitost funkcie f v bode a, ak:

2?sin (1)
——2=, pre x # 0;
(a) a:Oaf(x): Sinx

0, pre x = 0.

Riesenie:
lim zsin [ —
2%sin (1 xsin (1 20 ( )
limf(x) = limf(z) = lim,—(x) = lim—: () == A VA
r—a r—0 r—0 Ssinx rz—0 SINT .oosinx
lim
€T z—=0 x
1

lim x sin (—) = (.ohrani¢ena = 0 = f(0) = f(a).
x—0 x

Plati teda lim f(z) = f(a), ¢iZe funkcia f je spojita v bode a.

T—ra

3
— 2
robrt2 o
24+x—6
(b) a=2a f(z) =
5
- pre x = 2.

77



RieSenie:

. B a2 =5r+2 . (r-2)(a*+2r-1)
ggﬂ) lim f(x) = HE?I??E_Jg (z = 2)(x +3)

) q: +2x —1
i = L 2 £(2) = fla).

Teda lim f(x) # f(a), ¢ize funkcia f nie je spojita v bode a.
r—a

tg(2
&l x)7 pre z > 0;
a=0a f(z) = x
e?® 4+ 2 cos(2z), pre x < 0.
RieSenie: . |
tim f(z) = Tim BT _ iy SCT)_  2sinzeoss
20+ aH0+ x z—0+x cos(2r)  a—0+ xcos(2r)

. sinx . 2cosx
—(B&:z)(}gggaa)—2%3—f@f

Teda lim+f(x) # f(a), ¢ize funkcia f nie je spojita v bode a.
r—a

2+ |z|
- , pre x> 0;
a=0a f(z)=¢ ¢ —1
2+ |z|, prez <O0.
RieSenie: 5 5
lim f(xz) = lim *lzl _
z—0+ z—=0+e% — ] O—|—
Teda hm+f( x) = 00, ¢ize funkcia f nie je spojitd v bode a.
r—a
([ Vz—2-1
_— pre x > 3;
) x?2 =9
a=3a f(z) = 12 pre r = 3;
x? —2x —3 <3
_— e :
(2t — 10224+ 9’ pre &
Riesenie:
. Vr—2-1 ) vr—2-—1 vr—2+1
lim f(z) = lim ————— = lim =
T—3+ =3+ 2-—9 T—3+ 2 —9 \/;LTQ +1
x—3
= lim —.
TR [V RSV
—2r—3 -3 1
lim f(z) = lim i lim (z=3)(w+1) =
T3 v=3—-x4 — 102249  2-3— (2 — 3)(23 + 322 — 2z — 3)
r+1 . 1 1

o3 (22— D)z +3) e (z—1)(z+3) 12

1
= lim f(z)atedalim f(z) = —. KedZe lim f(z) =
T—a Tr—a 2

1 z—a

Dostali sme xlgorllJrf (x) = o

f(a), tak funkcia f je spojita v bode a.



