Najdite defini¢ny obor funkcie h(z) = /15

)
) Ukazte, ze funkcia g(z) = ﬁ je klesajuca na intervale A = (—o0, —2).
(c¢) Najdite horné a dolné ohrani¢enie funkcie g na intervale A.
) Ukézte, ze
lim g(z) =0, lim g(z)= —o0,
T——00 T——2

kde funkcia g ako v predchédzajicom je definované na A.

(e) Ukazte, ze funkcia g je spojita na A.

(f) Najdite inverznt funkciu k funkeii f : (—o0, —2) — (=00, —1); f(x) = 5 |ac|‘ §
— |z
(g) Najdite v8eobecny predpis funkcie F"(z) = (F o Fo...o F)(z) (¢ize funkcia
n-krat
F zlozena n-krat sama so sebou), kde F'(z) = :
2+

RieSenie:

(a) Oznacme defini¢ny obor funkcie h ako D(h), potom pre x € D(h) musi platit:
xr # —2 a sicasne == > 0.

Pre z # —2 bude -%; > 0 prave vtedy, ked:

z+2 —
x>0 asicasne z+2>0 (1)
alebo
r <0 asicasne x+2<0. (2)

Z podmienky (1) dostavame x > 0 a z podmienky (2) mame z < —2. Z toho vyplyva,
ze D(h) = (=00, —2) U (0, c0).

(b) Funkcia g je klesajica na A prave vtedy, ked pre kazdé zy,xo € A plati: ak
z1 < Tg, potom g(x1) > g(2).

Nech x1, 29 € R sta lubovolné také, Ze x1 < x5 < —2, potom:

T < [EQ(<—2)
r1+2 < $2+2(<0)

$1+2 > 1
.Z'2+2
1 - 1
$2+2 Q31—|—2
2 - 2
$2+2 $1+2

g(za) < g(x1)

Cize funkcia g je klesajuca na A.

(c) Horné ohranicenie funkcie g na A je také kone¢né realne ¢islo M, ze pre kazdé
r € A plati: g(x) < M a dolné ohranicenie funkcie g na A je také konecné realne
¢islo m, ze pre kazdé = € A plati: g(x) > m.

Pretoze g je definovana na A = (—o0, —2), tak pre kazdé x € A bude x +2 < 0
a teda g(z) = %H < 0 pre kazdé x € A. Nagli sme horné ohranic¢enie pre funkciu
g na A. Dokonca M = 0 je najmensie z hornych ohrani¢eni (supremum) funkcie g,

¢o vieme lahko dokazat. Neexistuje totiz mensie My < M = 0 také, ze pre kazdé



x € Aje g(x) < My. Nech by existovalo. Vezmime xg < Mlo —2 a vypoéitajme g(zo).
Pretoze My < 0, tak zg < —2 a teda xg € A. f)alej:

2
Ty < M—Q
0
2
I’O+2 < ﬁ
0
1 > 2
Mo(l’o—FQ)
2
M, < =
0 .T0+2 g(xO)a

¢o je spor s predpokladom, Ze pre kazdé x € A je g(x) < M,. Teda pre akékol'vek
My < 0 Tubovolne blizke nule vieme zvolit xq € A dostatoCne malé ¢islo tak, aby
g(zo) > M.

Dolné ohranic¢enie funkcia g na A nema. UkadZeme opét sporom. Nech by existovalo
také konecné redlne cislo mg, ze pre kazdé = € A plati: my < g(z). Potom urcite
mo < M = 0, pretoze M = 0 je najmesie z hornych ohrani¢eni funkcie g na A a g
nie je konstantna funkcia. Vezmime z( také, ze —2 > xq > mlo — 2. Potom xq € A.

Upravami dostaneme:

2
— =2 < Ty < —2
mo
2
— < 29+2 < 0
mo
2
> 1(>0
mo(zo + 2) (>0)
> = ,
my > = g(w)

¢o je spor s predpokladom, ze pre kazdé = € A plati: my < g(x). Teda pre akékol'vek
malé mgy < 0 vieme zvolit xg € A dostatoéne blizke ¢islu —2 tak, aby g(z¢) < my.

(d) Ukazat, ze lim,,_~ g(x) = 0, znamena ukazat, ze pre kazdé realne ¢islo € > 0
existuje redlne ¢islo & > 0 také, Ze pre vSetky x € A plati: ak = < _Tl, potom
lg(x) — 0] < e. Pretoze © € A, tak hladané realne ¢islo 6 musi byt mensie alebo
1

rovné ;. Z toho totiZz dostaneme:
1
0<o < =
- 2
1
2 < =
)
-1
9 0> =
)

To znamena, Ze pre kazdé © < = bude # < —2. V ¢asti (c) prikladu sme ukazali, Ze
0 je najmensie z hornych ohraniceni, pricom dokaz vychadzal argumentacne z toho,

ze ¢im mensie zy € A bolo, tym blizsie bola funkéna hodnota g(z) k 0. Vezmime
teda M < 0 a definujme: § =1 (1+ 15) ae=-M (z ﬁ). Potom ¢im blizsie
2
je M k 0, tym mensi (v absolutnej hodnote va¢si) je podiel _Tl a teda tym mensie
1

je © € A splhajuce podmienku z < = a zaroven je tym blizsie funk¢éna hodnota



v tomto x k 0. Mame:

_ —1 -2 —2(M —1) 2 5
x — = = = — —
0 1+ M M
2
2 < —<0
T+ i
2
M <
x4+ 2
- (2) > 0
J— e x
T+ 2 g
9(x)| = —g(z) < —M=¢
Teda pre kazdé € > 0 existuje 0 = % — ﬁ také, ze pre vSetky = € A plati: ak
x < =, potom |g(z)| < e.
Ak chceme ukazat, ze lim,_,_» g(z) = —oo, musime ukazat, ze pre kazdé redlne ¢islo

e > 0 existuje redlne ¢islo § > 0 také, ze pre vSetky = € A plati: ak |z + 2| < 9,
potom g(z) < =t. Tvrdenie vyplyva z toho, Ze funkcia g nie je na A ohrani¢ena
zdola (pricom ¢im blizsie testované zo < —2 bolo ¢islu —2, tym mensia bola funkénéa
hodnota v tomto x), ako bolo ukazané v ¢asti (c) prikladu. Formélne: nech pre ¢ > 0
Tubovolné je § = 2¢, potom pre vietky = € A plati, ze ak |z + 2| < d, potom:

lzt+2/=—-2-2 < 0=2¢

r+2 > —2¢
1 - -2
€ T+ 2
-1 2
PR > —
. P g(z)

(e) Oznatme g1 : A > R; g1(z) =2a g : A —>R; go(z) =2+ 2. Potomg: A —- R
je dobre definovana na A ako g(z) = z;gg (g2(z) # 0 pre vietky x € A). Kedze

funkcie g aj go su spojité na A a g je ich podiel, tak aj g je funkcia spojita na A.

(f) Funkcia f je definovana na A = (—o0, —2), teda pre kazdé x € A plati: || = —z
a predpis funkcie f vieme upravit nasledujucim spoésobom:

o x r+2-2 2

==t = e @

R R
Ozna¢me B = (—o0, —1). Potom koobor funkcie f je B. Z ¢asti (c) prikladu vieme,
ze funkcia ﬁ je na A ohranic¢end zhora a plati: I%Q < 0 pre kazdé x € A. Z toho a
z (3) pre kazdé x € A vyplyva:

Stucasne pre kazdé x € A je f(x) > —oo, kedze funkcia —25 nema dolné ohranice-
nie na A (opét cast (c) prikladu). Funkcia f dosahuje vsetky hodnoty z intervalu
(—o0, —1), pretoze f(r) = —1+ g(x) a funkcia g je spojita na A (dokaz v Casti (e)
prikladu), a teda obor funkénych hodnét bude mat H(f) = (—oo, —1) = B. Ukazali
sme, ze funkcia f je surjektivna na svojom definiénom obore.

Teraz ukazeme, ze funkcia f je aj injektivna na svojom definicnom obore, tj. Ze
pre kazdu dvojicu bodov z1,xe € A plati: ak x1 # xo, tak f(z1) # f(x2). Obmenou



tohto tvrdenia je, ze pre kazdu dvojicu bodov x1,z9 € A plati: ak f(z1) = f(z2),
tak x1 = z9. Ak ale f(z1) = f(x2), tak z (3) mame:

SR P
$1+2 .T2+2
2 2
T +2 w2
1
T +2 w2
To+2 = 11+2
To — XT71.

Cize funkcia f je injektivna na A. (Uvedené vyplyva uz z asti (b) prikladu, v ktorej

sme ukazali, ze funkcia ﬁ je klesajuca na A a teda taka je aj funkcia f, kedZze

flz)=—-1+ %H Z toho priamo vyplyva aj injektivnost funkcie f.)

Funkcia f je teda injektivna aj surjektivna a teda je bijektivna. Cize k nej existuje
inverzné funkcia f~!: (—oo, —1) — (—00, —2). Najdime este jej predpis:

2
p— pr— —1
y = f() +to
2
1 =
v+ T+ 2
2
rT+2 = —
y+1
2
r = -2+ —
y+1
_2y
r = —7
y+1

Méame teda f~1(z) = %

(g) Napisme niekolko prvych iteracii, aby sme mohli vyslovit hypotézu o predpise
funkcie F™.

x
F —
(z) o
x
F(x) 2+ z
F%(z) = F(F = = =
(%) (F()) 2+ F(x) o4 " 44 3z
2+«
T
F2(x) 4+3 z
F3(x) = F(F? = = L
(%) (F () 24+ F%(x) o, T 8+ Tx
44 3x
x
F(z) 8+7 x
FY(z) = F(F? = = L
(@) = F(F @) = 5o 2y 7 16 + 152
8+ Tx
Zrejme F"(x) = 3T DokdZeme matematickou indukciou. Pre n = 1 mame
F(z) = s = 1z Nech pre no =k — 1, kde k& > 2 méme FEl(z) =
m, ukaZeme, Ze pre n = k plati F*(z) = m
Fk=1 F TR T T,
Fk(x) _ F(kal(m)) o (:L’) . 2k—14(2F 1) T

_2+F’“—1(x) _2+m :2’“—1-(2’“—1)1:'



2.

3.

(a) Uréte defini¢ny obor funkcie f(z) = x; =,

(b) Nech g: R\{2} — R; g(x) = v +2. Ukdzte, ze h = f — g definovana na R\ {2}
je konStantna nulova funkcia.

(c) Ukazte, ze

lim f(x) = 4.

r—2

24 pre g #£ 2
d) Nech F: R —=R; F(z) =< =2
(d) Nec = R Flz) { 4 prex =2
R.

. Ukézte, ze F' je spojita na celom

RieSenie:
(a) PretoZze nie je mozné delit nulou, musi byt x # 2 a teda D(f) = R\ {2}.

(b) Kedze h = f — g a funkcie f aj g majua rovnaky defini¢ny obor R\ {2}, tak
funkcia h je dobre definované a pre kazdé x € R\ {2} plati:

x?—4

W) = f()—g(x) = 0 ~(e+2) = (

x—2)(x+2)
T — 2

—(z4+2) = (z4+2)—(z+2) = 0.

(c) Cislo 2 je hromadnym bodom D(f), hoci nepatri D(f). Aby lim,_, f(z) = 4,
musi pre kazdé redlne ¢islo € > 0 existovat redlne ¢islo 0 > 0 také, Ze pre vSetky
x € D(f) plati: ak |z —2| < §, potom |f(x) —4| < . Nech € > 0 je [ubovolné realne
¢islo a § = ¢, potom pre |r — 2| < § méame:

x? —4

F@) -4 = |52

—4‘:|(x+2)—4|:|m—2|<5:8

(d) Funkcia F je spojitou funkciou na celom R okrem bodu 2, pretoze je podielom
dvoch spojitych funkcii 22 — 4 a x + 2. To, Ze je F spojita aj v bode 2, vyplyva

z toho, ze lim,_,o % =4 (Cast (c) prikladu). Konkrétne:

2
—14
lim F'(x) = lim ’

x—2 rx—2 r — 2

=4="F(2).

(a) Uréte defini¢ny obor funkcie f(z) = £-.

(b) Vysetrite parnost, neparnost funkcie f.

(c) Ukazte, ze funkcia f je rastiica na intervale (—oo, 4) aj na intervale (4, 00), ale
nie je rastica na (—oo,4) U (4, 00).

(d) Ukazte, ze

a:ligllJrf(l‘) -
B Je) = e

(e) Najdite inverzni funkciu f~! k funkcii f.

RieSenie:

(a) Pretoze nie je mozné delit nulou, musi byt = # 4 a teda D(f) = R\ {4} =
(—00,4) U (4, 00).



(b) Funkcia f nie je parna, ani neparna, pretoze jej definiény obor nie je simerny
podla pociatku, tj. neplati, ze pre kazdé x € D(f) je aj —x € D(f). Hoci ¢islo —4

patri D(f), ¢islo 4 nelezi v D(f).

(c) Ukadzeme, ze funkcia f je rasttica na intervale (—oo,4), tj. Ze pre kazda dvojicu
bodov x1, x5 € (—00,4) plati: ak x7 < o, potom f(x1) < f(x2). Upravujme:

T < x9<4
4—x1 > 4—29>0
1 1
> >0
4-%‘2 4—1’1
flz) < flx)

Teraz ukazeme, ze funkcia f je rastiica aj na intervale (4, 00), tj. Ze pre kazda dvojicu
bodov x1, 25 € (4,00) plati: ak x; < x5, potom f(x1) < f(z2). Upravujme:

4<f[1 < X9
0>4—x21 > 4— 29
1
0> >
4—$2 4—1’1
flx1) < f(xo)

Napokon ukazeme, ze funkcia f nie je rastica na intervale (—oo,4) U (4,00), tj.
na svojom definicnom obore. Inak by totiz muselo byt splnené, Ze pre kazdu dvojicu
bodov x1, s € D(f) plati: ak x1 < x9, potom f(z1) < f(x2). Vezmime také xq, x5 €

D(f), ze 1 < 4 < x5. Potom:

T <4< x4
4—x21 >0> 4— 29
1 1
<0<
4—1'2 4—5(71
fz2) <0< f(z1)

Nasli sme dvojicu bodov z D(f), pre ktort to splnené nie je a teda funkcia f nie je
rastica na svojom definicnom obore.

(d) Ukazat, ze lim,_,4; f(x) = —o0, znamena ukazat, ze pre kazdé realne ¢islo € > 0
existuje realne ¢islo 6 > 0 také, ze pre vsSetky x > 4 plati: ak x — 4 < 9, potom
flz) < _?1 Nech € > 0 je lubovolné a § = &, potom pre x — 4 < § mame:

O<ax—4 < §
-0 < 4—x2<0

1 - -1

4 —zx 1)
-1 -1
< — =
flz 5 .

Ukazat, ze lim, .4 f(x) = oo, znamena ukazat, Ze pre kazdé redlne ¢islo ¢ > 0
existuje realne ¢islo 6 > 0 také, ze pre vSetky = < 4 plati: ak 4 — x < 9, potom

f(x) > % Nech £ > 0 je Tubovolné a 6 = ¢, potom pre 4 — z < § mame:

O<4d—2 < 4

1 - 1
) 4 —zx
1 1



(e) Hoci funkcia f nie je rastica na celom svojom definiénom obore D(f) = (—o0,4)U
(4,00), je injektivna, pretoze ak f(x1) = f(z2), tak x; = z5. UkdZeme:

f(z1) = f(z2)

(|

4—]]1 N 4—1)2

4—5(}2 = 4—1’1
ry = X2.

Funkcia f je aj surjektivna, pretoze pre kazdé y € H(f) existuje x € D(f) také, ze
y = f(z). Pre y # 0 mame:

y = f(z)
B 1
y = 4—x
1
4—x = —
Y
1
r = 4——
Y

kde z je Tubovolné, také, 7ze x # 4. Teda k funkcii f existuje inverzna funkcia

fHRAA0} > R\ {4}; fH(2) =4 — 1.

4. (a) Uréte defini¢ny obor funkcie f(z) = %

(b) Vysetrite parnost, neparnost funkcie f.

(c) Zistite, ¢ je funkcia f periodickd. Ak &no, najdite najmensiu periodu funkcie

f.

RieSenie:
(a) Aby nebolo mozné delit nulou, musi pre vSetky x z defini¢ného oboru funkcie

Z
f platit sin (2) # 0. sin (%) = 0 prave vtedy, ked ¢ = kr, kde k € Z. Cize

D(f) =R\ {2km; k € Z} = Upez(2km, 2(k + 1)m).

(b) Defini¢ny obor funkcie f je stmerny podla pociatku. Upravme predpis funkcie:

_sinz sin (2%) B 2sin (%) CoS (%) B x
Jw) = sin (%) ~ sin (%) B sin (%) = Zcos (§>

Vysetrime f(—z):

f(—=x) = 2cos (?) = 2cos (g) = f(x),

kde sme vyuzili, ze kosinus je parna funkcia. Teda pre kazdé x € D(f) plati: f(—z) =
f(x), ¢ize funkcia f je parna. Nie je neparna, pretoze existuje aspon jedno = € D(f)
take, ze f(—x) # —f(x), napriklad: = 7.

) definovana na D(f) je periodicka

(c) Funkcia f je periodicka, pretoZe funkcia cos (%
g) je 4m, tak funkcia f ma najmensiu

a f(z) = 2cos (£). KedZze periéda funkcie cos (
periédu prave 4.



